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Introduccion

El proceso de ensefianza-aprendizaje del Calculo ha sido
siempre objeto de preocupacion a nivel mundial; el alto in-
dice de reprobados, la dificultad para aprender la materia,
la desercion escolar o la eleccion de una carrera profesional
tomando como base la ausencia de las matematicas en el
curriculo son motivo suficiente para estudiar este fendmeno
y buscar estrategias de solucion a esta problematica. Desde
hace varios aflos inicio una reforma en el proceso de ense-
flanza-aprendizaje de las Matematicas; las tendencias ac-
tuales enfatizan la biisqueda de estrategias centradas en el
aprendizaje donde el estudiante participe activamente en
la adquisicion de su conocimiento. En esta busqueda para
mejorar y optimizar este proceso han surgido lineamientos,
modelos, enfoques conceptuales y metodoldgicos encami-
nados a lograr su eficiencia.

Este libro presenta una propuesta innovadora en el pro-
ceso ensefianza-aprendizaje de las Matematicas donde se
utiliza la estrategia de aprendizaje activo mediante la téc-
nica de la pregunta para promover la participacion de los
estudiantes, entendiendo el aprendizaje activo como la in-
corporacion de actividades que alienten a los estudiantes a
hacer y pensar sobre lo que hacen. Se fomenta la participa-
cion del alumno durante la sesion de clase, participando en
la construccion de los conceptos y la solucion de problemas en
un ambiente de interaccion constante entre profesor-alumnos
y alumno-alumno.

El profesor asume el papel de facilitador del aprendizaje
de los estudiantes utilizando como herramienta didéctica la
técnica de la pregunta.

Se espera que los estudiantes que sean expuestos a un
aprendizaje activo sean capaces de leer, entender, interpretar
y resolver un problema dado formulando un razonamiento
matematico y exponerlo con claridad.

Nuestra experiencia al aplicar este tipo de actividades ha
sido muy gratificante: se observa un cambio de actitud de los
estudiantes hacia el estudio de las Matematicas, una dismi-
nucion en el indice de reprobados y los zest aplicados para
determinar el desarrollo de habilidades cognitivas arrojan
resultados positivos en la mayoria de los estudiantes.

Es importante destacar que estos resultados se han obser-
vado en aquellos estudiantes que asumen su compromiso y
responsabilidad en el proceso de aprendizaje y participan
activamente en clase contestando las preguntas planteadas
por el profesor.

Es un hecho que los profesores estan impacientes por
obtener informacion para mejorar su enseflanza y transfor-
mar el aprendizaje de sus estudiantes, y para ello se requiere
que las ideas previas —producto de la investigacion— se
inserten directamente en formas de proceder justificadas
teoricamente y validadas en condiciones escolares.

Es necesario trabajar en la busqueda de estrategias que
permitan que los estudiantes vayan desarrollando capaci-
dades de analisis de la realidad, de generalizacion de sus
conocimientos a otros contextos, de reflexion y critica y de

imaginacion y razonamiento. Todo ello requiere aprender
a pensar.

Propuesta metodoldgica

A continuacién presentamos nuestra propuesta metodold-
gica, cuya principal caracteristica es la participacion activa
del estudiante en su proceso de aprendizaje.

Cada uno de los temas en este texto estd desarrollado de
la siguiente manera:

lo. Empezamos con la construccion del concepto mate-
matico a través del planteamiento de una situacion de
la vida cotidiana que da solucién a un problema. Para
ello proponemos una serie de preguntas que se deben
resolver en clase, en una interaccidén constante entre
estudiantes y profesor, quienes dan respuesta a las pre-
guntas para descubrir o construir el concepto.

De esta manera se promueve la participacion, la reflexion
y el razonamiento de los estudiantes, y la clase se desarrolla
en un ambiente mas activo y ameno, el cual ayuda al profe-
sor a cumplir con su papel de ser facilitador del aprendizaje
de sus alumnos.

20. Después, incluimos ejercicios resueltos, a los que 1la-
mamos ejemplos, cuyo fin es el siguiente:

 que el estudiante los consulte antes de la clase y lle-
gue a ella con un avance para que su participacion
sea mas activa,

* que los utilice después de la clase, para complemen-
tar y reforzar su aprendizaje, y

* que el estudiante que no pudo asistir a clase tenga
conocimiento del tema que se vio y de los diferentes
tipos de problemas que se resolvieron en ella. Aqui
la sugerencia es que el estudiante que se encuentre en
esta situacion asuma el reto de resolver los ejercicios
propuestos, siguiendo la guia de preguntas que se
plantean como estrategia de solucion del problema.

30. Mas adelante proponemos una serie de problemas para
resolver en clase en la seccion “jA trabajar!”: son ejer-
cicios que incluyen una secuencia didactica basada en
preguntas que guian al estudiante hacia la solucion
del problema. Esta etapa también favorece la partici-
pacion activa del estudiante, la reflexion, el razona-
miento y el desarrollo de habilidades verbales, pues
las respuestas a las preguntas deben ser redactadas
por el estudiante con sus propias palabras, y no ser una
copia de lo que el profesor comente en clase o escriba
en el pizarron.

Ademas, fomenta una estructura de pensamiento para
solucionar problemas, lo que le sera de gran utilidad en
el transcurso de su vida.

Introduccién ® 9
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40. Por tltimo ofrecemos gran variedad de ejercicios para
practicar fuera del salon de clases; con la ventaja de
incluir la respuesta de todos los ejercicios y no sélo
de los pares o impares, como ocurre en la mayoria de
los libros de texto. De esta manera, el alumno puede
revisar sus respuestas y, en su caso, replantear el pro-
blema, lo que le dara mayor confianza y seguridad tanto
de sus capacidades como de su aprendizaje.

50. Al final del libro incluimos una seccion de anexos que
contiene algunas actividades que recomendamos utili-
zar durante el curso para hacer una clase mas activa y
enriquecedora. Algunas de estas actividades incluyen
investigaciones con datos de la vida real en donde se
utilizan los conceptos aprendidos en clase para dar
solucién a un problema o reflexionar sobre alguna si-
tuacion de nuestra vida diaria. Entre las actividades se
incluye lo siguiente:

* hojas de trabajo que pueden ser utilizadas como un
reporte de lectura de un tema previo o posterior a la
clase, como una autoevaluacion de lo aprendido.

* hojas de trabajo de practica que pueden utilizarse en
el salon de clases para fomentar el trabajo en equipo.

* investigaciones para descubrir algiin concepto o para
conocer aplicaciones de la vida real relacionados con
los conceptos vistos en el curso.

Cabe mencionar que estas actividades son so6lo una
muestra de lo que el profesor puede utilizar como apoyo
en su curso. Es conveniente que cada profesor disefie sus

10 ° Introduccién
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propias actividades para complementar el curso, de mane-
ra que coincidan con situaciones de su comunidad, lo que
hara que sus clases sean mas amenas y enriquecedoras para
los estudiantes.

En los anexos incluimos una seccion, llamada “Conoci-
mientos previos”, que contiene las bases del algebra que los
estudiantes necesitaran a lo largo del curso, de esta forma lo
tiene disponible para consultarlo cuantas veces sea necesario.

Contenido del libro

Este libro incluye los temas necesarios para un primer cur-
so de matematicas universitarias.

El material se divide en cuatro unidades: Funciones. re-
presentacion y andlisis, Limites y continuidad, Derivada y
Optimizacion de funciones.

En la primera unidad estudiamos algunas de las fun-
ciones que mas aplicacion tienen en la vida real, a saber:
lineal, potencia, trigonométricas seno y coseno, exponen-
cial, logaritmica y polinomial. En la segunda analizamos el
comportamiento de estas funciones mediante el estudio de
los limites y continuidad para luego, en la tercera unidad
abordar el concepto mas importante del calculo: la deriva-
da. Finalizamos en la Unidad 4 con aplicaciones de la deri-
vada, resaltando el papel que ésta juega en la optimizacion
de funciones.

Es importante dar a conocer que este texto es parte de
un proyecto mas amplio que incluye otros temas: la inte-
gral, funciones de varias variables, algunas series y algebra
lineal; temas que abordaremos en un segundo libro.



Mensaje para los profesores

Esta propuesta metodoldgica tiene sus fundamentos en
teorias de aprendizaje propuestas por autores como Piaget,
Ausubel y Bruner, entre otros. También tomamos en cuenta
las actuales tendencias utilizadas en el proceso de ensefian-
za-aprendizaje, como la presentacion de los conceptos por
medio de los enfoques geométrico, numérico y algebraico,
en el uso de tecnologia y el énfasis en el planteamiento de
modelos e interpretacion de resultados.

Aqui presentamos las principales ideas de algunas de las
teorias de aprendizaje en las que se basa este libro.

Bruner afirma que los maestros deben proporcionar si-
tuaciones problematicas que estimulen a los estudiantes a
descubrir por si mismos la estructura del material. Para él,
esto significa comprender los conceptos de tal manera que
les permita establecer relaciones significativas con dichos
conceptos.

Otra de las menciones importantes de Bruner es que el
aprendizaje logrado por medio de la estructuracion tiende
a ser permanente, situacion que todo profesor desea en sus
estudiantes, ya que es comun observar que alumnos que tu-
vieron un gran desempefio en el primer curso no recuerdan
mucho de lo que han aprendido.

Bruner propone una estrategia inductiva, que aliente a los
estudiantes a hacer especulaciones basadas en evidencias
incompletas y luego confirmarlas o desecharlas. El organiza
la clase de tal manera que los estudiantes aprendan a través
de su participacion activa. Asimismo, exhorta a los profeso-
res a enfrentar con problemas a los estudiantes y ayudarlos
a buscar soluciones, no a darles la respuesta.

El método de Bruner se resume en la siguiente decla-
racion:

Introducir a alguien a una disciplina no es simplemente cues-

tion de hacer que acumule los resultados en su memoria. Mas

bien es enseflarle a participar en el proceso que hace posible el
establecimiento del conocimiento.

Piaget, por su parte, afirma que sus teorias de aprendiza-
je tienen como premisa la participacion activa del alumno.
Establece que los maestros deben estimular a los estudian-
tes a aprender por medio de preguntas y recomienda que al
alumno se le permita interactuar con objetos, con situacio-
nes y con otros estudiantes, con lo que se pretende lograr
un aprendizaje mas significativo y permanente que aquél
con las ideas adquiridas mediante la memorizacion de un
material ordenado y presentado por otros.

Para Piaget, “La accién es el factor en el proceso del
conocimiento”.

Ausubel, con su teoria cognoscitivista, arirma que el
aprendizaje es determinado por los conocimientos y expe-
riencias previas del estudiante.

Su énfasis estd en la teoria del aprendizaje verbal signi-
ficativo —el cual es uno de los aportes mas relevantes den-
tro de la teoria psicopedagodgica actual—, el desarrollo del
pensamiento y la solucion de problemas. Ausubel concibe
al alumno como un procesador activo de la informacion,
donde el aprendizaje es organizado y sistematico.

Para Ausubel aprender es sindnimo de entender ¢ implica
una vision del aprendizaje basada en los procesos internos
del alumno y no sdlo en las respuestas externas. Con in-
tencion de promover la asimilacion de saberes, el profesor
utilizard organizadores previos que favorezcan la creacion
de relaciones adecuadas entre los saberes previos y los
nuevos. Los organizadores tienen la finalidad de facilitar la
ensefianza receptivo —significativa, lo cual permite que
la exposicion organizada de los contenidos propicie una
mejor comprension.

El andlisis del aprendizaje significativo es un proceso,
activo y personal, en el que los pensamientos, expresados
simbolicamente de modo no arbitrario y objetivo, se unen
con los conocimientos ya existentes.

Sanchez afirma que para manejar un proceso de pensa-
miento de manera eficaz no es suficiente conocer y entender
las funciones que definen el proceso, sino que es necesario
practicar su aplicacion hasta lograr el habito y la habilidad
de usarlo en forma natural y espontanea en una variedad de
situaciones y contextos. Esto significa que: “el desarrollo
de habilidades para pensar en términos de procesos requiere
un aprendizaje interno y una ejercitacion dirigida a promo-
ver la transferencia; logrado esto, los procesos de pensamiento
son herramientas que posibilitan la toma de decisiones y con-
tribuyen a mejorar la capacidad para resolver problemas y
manejar el entorno”.

Podemos observar que los autores coinciden en la impor-
tancia de propiciar una clase donde los estudiantes tengan
mas participacion; que se promueva la reflexion, el analisis
y el razonamiento, que el aprendizaje sea significativo y
que se los ayude a pensar, no darles todo ya hecho. Es pre-
cisamente lo que buscamos en este libro.

Te invitamos a ser un profesor-facilitador del apren-
dizaje de tus alumnos siguiendo la metodologia que aqui
proponemos.

Mensaje para los profesores ® 11







Mensaje para los estudiantes

Si piensas que

* no te gustan las matematicas;

* no eres bueno para “mate” porque se te han dificultado;

* en estas areas las matematicas no se utilizan mucho, y

* que una vez acreditados los cursos basicos de matemati-
cas jamas volverds a necesitarlos,

este libro puede ayudarte a cambiar tus ideas.

Nuestro principal objetivo es ayudarte en el proceso de
aprendizaje de los conceptos del Célculo Diferencial, que
son basicos para tus cursos posteriores de especialidad.

Al hojear el libro te dards cuenta de que el desarrollo
de los temas y el planteamiento de los ejercicios es muy
diferente de cualquier otro libro de texto de Matematicas.

Una de las principales diferencias es que algunos ejemplos
y ejercicios no siempre contienen escrita toda la solucion,
sino que hay espacios para que junto con el profesor, a través
de un proceso de reflexion, participes en la construccion de
los conceptos y en la solucion de los problemas. Podriamos
decir que éste es un libro interactivo donde se te va guiando
en el proceso de pensamiento que debes seguir para resolver
un problema, para construir un concepto o para obtener una
definicion.

Esto es algo que todos los profesores llevamos a cabo
de una u otra forma en el aula, pero la mayoria de las veces
lo hacemos de manera verbal y no queda nada escrito para
llevar a cabo un repaso y reforzar lo aprendido.

Nuestra hipdtesis es que esta propuesta metodologica
—la participacion activa, el proceso de reflexion constante,
escribir en tu propio lenguaje y el hecho de que tu atencion
puede estar completamente centrada en las explicaciones
del maestro, y no en estar copiando lo que escribe en el
pizarrén— favorece tu aprendizaje, ayuda a que lo aprendido
permanezca en tu memoria por mucho mas tiempo y contri-
buye a mejorar tu capacidad para resolver problemas
y tomar decisiones, lo que te proporcionara seguridad al
momento de evaluar tus conocimientos.

Tu participacion activa, compromiso y responsabilidad
son factores clave para tener éxito en este proyecto.

Te invitamos a formar parte del grupo de estudiantes
que opinan que las matematicas no son dificiles.

Esperando que este material cumpla en verdad con su
objetivo, te deseamos jmucho éxito!

Los autores
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En nuestra vida diaria, continuamente surgen situa-
ciones en las cuales dos o mds cantidades o varia-
bles se relacionan entre si mediante alguna regla
o patrén. Es ahi donde, sin darnos cuenta, estan
presentes las matemadticas, y lo mds sorprendente
es que aun sin conocerlas formalmente... las esta-
mos utilizando!

Entre los muchos ejemplos de esto podemos men-
cionarte los siguientes:

* El costo de publicar en un peridédico un aviso
de venta de un automévil depende del ndmero
de palabras que tiene el texto publicado.

e El valor de las unidades de inversion (UDIS)
dependen del tiempo (en dias), ya que éstas
cambian diariamente.

* El costo de transportarnos en un taxi depende
de la distancia en kilémetros recorridos.

Reconocer que en determinada situacién estd
presente una funcidn y poder establecer un modelo
matemdtico que la represente es de gran utilidad, ya
que con la funcién podemos realizar un andlisis de
la situacidn, hacer predicciones a futuro y tomar me-
jores decisiones fundamentadas en el conocimiento.

En esta unidad aprenderds a reconocer cuando
una situacion de la vida real es, desde un punto de
vista matemaético, una funcién. Conocerés los tipos
de funciones que mds aplicacién tienen en la vida
diaria, y aprenderds a reconocerla y a plantear su
ecuacion.

En algunos de los ejercicios que se plantean (y
resuelven) utilizamos datos reales a fin de demos-
trar que en verdad utilizamos las matemadticas para
resolver los problemas cotidianos de la vida real y
con ello aumentar la motivacion por el aprendizaje
de éstas.




1.1

Concepto de funcién

1. Cuando hablas por celular, ;de qué depende el costo de esa llamada?

Reflexiona y contesta las preguntas planteadas.

2. Un vendedor de automdviles tiene un sueldo fijo de $6 000 por quincena y recibe una comisién
por cada automévil vendido. ;De qué dependera su sueldo en la préxima quincena?

Si analizas las situaciones anteriores, te dards cuen-
ta de que en ambos casos existe una relacion entre
dos variables o cantidades y se cumple con que una
de las variables depende de la otra; en matematicas,
para describir esa relacién, usamos el concepto de
funcion.

En nuestra vida diaria encontramos una infini-
dad de situaciones en las que identificamos una
relacién entre dos variables, donde una depende
de la otra; sin embargo, no toda relacién entre dos
variables es una funcién (desde un punto de vista
matematico). Hay una condicién que se debe cum-
plir; veamos en la siguiente definicion cudl es esa
condicion.

Decimos que la variable y esta en funcion
de la variable x, si se cumple
que cada valor de x se relaciona con un inico
valor de y.

A la variable y se le llama

variable dependiente y a la variable x se le llama

variable independiente.
La forma de denotar esta relacion funcional
es: y = f(x) que se lee como “y esta en funcion

de x” o “y depende de x”.

16 ° Unidad I  Funciones: representacién y andlisis

“‘“ Se acostumbra utilizar la letra f
" para denotar una funcién, ya que
es la letra mas representativa para
el concepto; sin embargo, se pue-
de utilizar cualquier otra letra para denotarla.

Como comprobar si una relacion
entre dos variables es funcion

iA reflexionar! Para verificar si existe una
relacién funcional entre dos variables, podemos
representar la situacion mediante diagramas, de la
siguiente manera:

Variable independiente Variable dependiente

Debemos analizar los valores de x y de y, y com-
probar que se cumple que cada valor de x se rela-
ciona con un unico valor de y.

(Esto se cumple?

Observa que x, y x, se relacionan con el mismo
valor de y,; en ese caso, (la relacion es una fun-
cién? (Por qué?




Cuando una relacién no es funcién

Observa el siguiente diagrama:

Variable independiente Variable dependiente

t

La relacién entre estas dos variables, ;es una
funcién? (Por qué?

Otra forma para determinar si una relacion
entre dos variables es una funcion

Si conocemos la gréfica de una relacién, podemos
determinar si es una funcién por medio de la regla
de la linea vertical, la cual consiste en trazar lineas
verticales en la grafica. Si al trazar dichas lineas,
todas cortan la grafica en un solo punto, entonces
si es una funcidn, ya que se cumple con que cada
valor de la variable independiente se relaciona
con un unico valor de la variable dependiente. Si
al menos una linea vertical corta a la grafica en dos
0 mas puntos, entonces no es una funcion, ya que la
variable independiente se estaria relacionando con
mads de un valor de la variable dependiente.

Indica si la gréfica dada correspon-

de a una funcién.
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Observa que aqui las lineas vertica-

les tocan a la gréfica en dos puntos,
por lo que no cumple con la condicién para ser fun-
cién, ya que para una x hay dos valores de y.

Indica si la grafica dada corresponde

a una funcion.
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En esta gréfica toda linea vertical

corta a la grafica en un solo punto,
por lo que a cada x le corresponde un tnico valor de
y; por lo tanto, si es una funcion.

Dominio y rango de una funcién

El dominio y el rango de una funcién son concep-
tos relacionados con sus variables; veamos como
se definen.

Dominio: es el conjunto de todos los

posibles valores de la variable

independiente.
Rango o imagen: es el conjunto de valores

correspondientes a la variable dependiente.
.

El dominio y el rango de una fun-
cién no necesariamente son valo-
res numéricos, también pueden
representarse con un conjunto de
palabras, el cual puede estar escrito por enumera-
cién o por descripcién (mediante un enunciado).

Algunos ejemplos de lo anterior son:

* Si la variable representa los meses del afio,
los valores que puede tomar se representan
como el conjunto {enero, febrero, marzo...,
diciembre}; también pueden representarse
mediante el enunciado {Todos los meses del
ano}.

 Si la variable representa colores de automavil,
los valores que puede tomar se representan
como el conjunto {azul, gris, blanco, ...}.
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“m Cuando la variable representa
" algo de la vida real (por ejemplo:
costos, tiempo, edad, altura, pre-
cio, etc.) el conjunto de valores

del dominio y del rango deben ser razonables, de
acuerdo con lo que la variable representa.

Como clasificar las variables

Las variables de una funcién pueden ser discretas
0 continuas.

e Se dice que una variable es discreta cuando
s6lo puede tomar valores aislados, es decir,
sus valores pueden enumerarse; la forma de
representarla es como un conjunto de datos y
se escribe de la siguiente forma: {todos los x,
donde x es un elemento del dominio}.

Ejemplos de variables discretas son:

— Si la variable representa el nimero de
automdviles vendidos, los valores que
puede tomar se representan mediante el
conjunto {x, donde x =0, 1, 2, 3, ...}.

— Si la variable representa el costo de envio
de un paquete, los valores que puede to-
mar son valores aislados, ya que el costo
se calcula por medio de rangos de acuerdo
con el peso del paquete; por ejemplo, si el
peso estd entre 0 y 3 kilos, el costo es de $5
y si el peso estd entre 3 y 6 kilos, el costo es
de $8.50, y asi sucesivamente; en este caso
los valores que puede tomar la variable
costo se representan mediante el conjunto
{y,donde y = 5, 8.50, ...}.

* Se dice que una variable es continua cuando
puede tomar cualquier nimero (incluso deci-
males y fracciones); en este caso sus valores
no se pueden enumerar; la forma de repre-
sentarla es con un intervalo y se escribe de la
siguiente forma:

x€(a,b)

Los extremos del intervalo pueden ser abiertos
o cerrados, de acuerdo con lo que la variable re-
presente. Si los extremos estdn incluidos, esto se
llama intervalo cerrado y los valores se colocan en-
tre corchetes, por ejemplo [a, b]; si los extremos no
estan incluidos, esto se llama intervalo abierto y los
valores se colocan entre paréntesis, por ejemplo
(a, b). Puede suceder que un extremo sea cerrado y
el otro abierto, por ejemplo, (a, b] o [a, b).
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— Si, por ejemplo, una variable 7 represen-
ta temperaturas, no necesariamente debe
ser un nimero entero o un valor aislado:
puede tomar valores decimales, asi que el
conjunto soluciéon puede denotarse con
un intervalo como el siguiente,

Te(—5,48)

si consideramos las temperaturas méaxima y
minimas registradas en Monterrey, Nuevo
Leodn.

Como representar funciones

Las funciones pueden presentarse de diferentes
formas; es importante que sepas identificar y tra-
bajar cada una de ellas. En este curso manejaremos
tablas de datos, gréificas y férmulas.

* En el primer renglén colocamos los valores de la
variable independiente y en el segundo renglén
los de la variable dependiente. Por ejemplo,

x (variable independiente) 1 2 3

y (variable dependiente) 1 4 9

e Para graficar utilizaremos el plano xy.

En el eje horizontal dibujaremos los valores de la
variable independiente y en el eje vertical los de
la variable dependiente. Por ejemplo,

y | variable
dependiente

variable
++—»| independiente

+—t—t
—10 =8 —6

“m Al graficar una funcién en la que
" las variables son discretas, la gra-

fica estd formada por puntos ais-

lados; sin embargo, es valido unir
los puntos para identificar a qué tipo de funcion se
ajusta la grafica; en las siguientes secciones estu-
diaremos los diferentes tipos de funciones.



* Son ecuaciones matemdticas donde dejamos
expresada la variable dependiente en términos
de la variable independiente, es decir, y = f(x).

Por ejemplo, y = 2x — 5, y = 2%, etcétera.

Analicemos la situacién planteada

al inicio del capitulo:

El costo de una llamada por celular depende del
tiempo, en minutos, que dure la llamada. Supén
que tu celular estd inscrito en el Plan Amigo y tie-
nes $100 de crédito, que equivalen a 40 minutos de
tiempo aire.

La relacion entre las variables, ¢es una funcion?

Lo primero que debemos hacer es

verificar si se cumple con la condi-
cién para que la relacién entre las dos variables sea
una funcién. Para ello identificamos las variables,
es decir, cudl es la independiente y cudl la depen-
diente y seleccionamos la letra con la que las vamos
a representar (por lo general, se acostumbra utilizar
la primera letra de la palabra):

e La variable independiente es el tiempo que
dura la llamada y la podemos representar
con la letra t.

e La variable dependiente es el costo y lo pode-
mos representar con la letra C.

Ahora debemos comprobar que se cumple con la
relacién uno a uno entre las variables, para lo cual
tenemos que elegir un valor de la variable indepen-
diente y relacionarlo con el valor correspondiente
de la variable dependiente.

Consideremos una llamada que dura 5 minutos,
el costo de esa llamada seria $12.50; entonces re-
lacionamos 5 con 12.50 y reflexionamos haciéndo-
nos la pregunta:

Para esa misma llamada de 5 minutos, ;habra
otro costo?; es decir, ;puede tener un costo con dos
o mads valores diferentes?

Tomemos otro valor para ¢, por ejemplo: 6 mi-
nutos. Esta llamada tendria un costo de $15, jes el
Unico valor posible?

Utilicemos diagramas para representar la situa-
cion anterior y analizarla.

Debemos pensar en diferentes valores de la va-
riable independiente ¢ (inventarlos), de tal manera
que el valor que tomemos sea razonable con lo que

la variable representa y relacionarlos con su posi-
ble valor de la variable dependiente, que también
debe ser un valor razonable de acuerdo con el valor
independiente con el que se relaciona.

Es decir,

Tiempo (en minutos) Costo (en pesos)

5 » 12.50
6 N
6.20 » 15

Observa que para cada valor de tiempo hay un
Unico valor de costo, por lo tanto, la relacién entre
las variables es funcién; no importaque t = 6y t =
6.20 se relacionen con el mismo valor de costos, eso
no contradice la definicién ya que para un valor ¢
solo le corresponde un tnico costo.

Dado que la situacién anterior es una funcion,
podemos hablar del dominio y del rango de la
funcioén.

“°“ Recuerda que los valores asigna-
“" dos al dominio y al rango deben

ser valores razonables de acuerdo
con lo que la variable representa.

El dominio para la funcién seria D = t € [0, 40]
si consideramos a 0 como una llamada sin contes-
tar y a 40 como el tiempo méaximo que se puede
hablar con una tarjeta de $100.

La variable es de tipo continua, ya que puede to-
mar todos los valores intermedios y se representan
en un intervalo.

El rango para la funcién es R = C € [0, 100],
donde el 0y el 100 son los valores correspondientes
para los valores mdximo y minimo en el dominio.

La variable es de tipo continua, ya que puede to-
mar todos los valores intermedios y se representan
en un intervalo.

“ “ En este caso las variables no pue-
“ " den tomar valores negativos, pues
no podemos hablar de tiempos ni
de costos negativos; consideran-
do Ia situacién planteada, hay un valor maximo a
considerar en ambos casos.
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Por ultimo, denotemos la funcion.

Dado que utilizamos la letra ¢ para representar el
tiempo que dura la llamada y la letra C para repre-
sentar el costo de €sta, la notacién funcional que-
darfa expresada como C = f(¢) que se lee como “el
costo estd en funcion del tiempo o el costo depende
del tiempo™.

La siguiente tabla muestra el con-

sumo mensual de agua durante los
meses de enero a junio de 2003.

Mes Enero |Febrero|Marzo | Abril | Mayo | Junio

Consumo de

aguaen m? 20 17 20 | 19| 22 | 21

La relacién entre las variables, ;es una funcién?

Observa que en cada mes hay un

unico valor de consumo; por lo tanto,
la relacion es una funcion. En este caso, la variable

20 ° Unidad 1 Funciones: representacién y andlisis

independiente es el mes y podemos representarla
con la letra m.

La variable dependiente es el consumo mensual y
podemos representarla con la letra C.

Dado que la relacién es una funcién, es posible
hablar del dominio y del rango de la funcién.

El dominio de la funcién es D = {enero, febrero,
marzo, abril, mayo, junio}. La variable es de tipo
discreta, ya que s6lo toma valores aislados.

El rango de la funcién es R = {17, 19, 20, 21,
221}, el cual contiene los valores correspondientes
al consumo mensual; éstos deben escribirse en orden
creciente, y si algtn valor se repite, s6lo se escribe
una vez. La variable es del tipo discreta, pues sola-
mente toma valores aislados.

Por ultimo, denotemos la funcion.

Dado que utilizamos la letra m para represen-
tar el mes y la letra C para representar el consumo
mensual, la notacién funcional quedaria expresada
como C = f(m), que se lee: “el consumo estd en
funcién del mes o el consumo depende del mes”.



‘A-trabajar!

En los ejercicios 1, 2 y 3, determina si la relacion entre las variables del enunciado es una funcién. Si cumple
con ser funcion: da el dominio, el rango y clasifica las variables como discreta o continua.

E.jerciciol El costo expresado en pesos) de enviar por correo un paquete depende de su peso, expresado
en gramos:

a) La relacion entre las variables del enunciado, jes una funcion?

b) Proporciona el dominio y el rango, y clasifica las variables como discretas o continuas.

Identifica primero las variables y define después la letra para representarlas.

Independiente: =

Dependiente: =

Utiliza diagramas para comprobar si una variable independiente se relaciona con una Unica variable depen-
diente.

(Esfuncion?____ ;Por qué?

Dominio (valores de la variable independiente)

La variable es D discreta. D continua.

Rango (valores de la variable dependiente)

La variable es D discreta. D continua.

b) ;Cémo se representa la funcion?

Ejercicioz Supongamos que la temperatura, en °C, depende del mes del afo en que estemos.

La relacion entre las variables del enunciado, jrepresenta una funciéon?

Identifica primero las variables y define después la letra para representarla.

Independiente: =

Dependiente: =




Utiliza diagramas para comprobar si una variable independiente se relaciona con una Unica variable depen-
diente.

(Esfuncion? ____ ;Por qué?

qerclaob Supongamos que en el enunciado del ejercicio 2 sustituimos temperatura por temperatura maxima.

a) La relacién representa una funcién?

Identifica primero las variables y define después la letra para representarlas.

Independiente: =

Dependiente: =

Utiliza diagramas para comprobar si una variable independiente se relaciona con una Unica variable depen-
diente.

b) Proporciona el dominio y el rango y clasifica las variables como discretas o continuas.

Dominio (valores de la variable independiente)

La variable es D discreta. D continua.

Rango (valores de la variable dependiente)

La variable es D discreta. D continua.

¢) ;{Cémo se representa la funcion?
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g'ercicio‘f' La siguiente gréfica muestra una funcién que indica las ventas en una agencia de automaviles en
los meses de enero a diciembre de cierto aio.

Cantidad de automoéviles vendidos

0 Mes del afio
12

S

Septiembre

Octubre
Noviembre
Diciembre

Enero
Febrero
Marzo
Abril
Mayo
Junio
Julio
Agosto

Contesta lo que se indica respecto a la situacion planteada.

a) Cual es la variable independiente?

b) ;Cual es la variable dependiente?
¢) (En qué periodo las ventas fueron disminuyendo?

d) ¢En qué mes no hubo ventas?

e) ;Cual fue el comportamiento de las ventas en los primeros tres meses del ano?

f) ;En qué periodo las ventas fueron aumentando? De a

g) De los dos periodos en que las ventas aumentaron, ;hay alguno que sea mejor que otro?

¢Cudl periodo? ¢Por qué es mejor?

qeﬁcicioj Consdidera la relacién entre las cantidades de la siguiente tabla.

Conclusion ;Es funcién? (Por qué?




(<9 z . . ¥ <] .z ofe
I.'fjercnao6 {Cual de las siguientes graficas corresponde a una funcion? Justifica tu respuesta.

a)

{Es una funcién?

iPor qué?

;Cual es el dominio de la funcién?

;Cudl es el rango de la funcién?

b)

¢Es una funcién?

;Por qué?
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Conjunto de: ejercicios

de practica 1:1

En los ejercicios del 1 al 18 indica si la relacion entre
las cantidades es una funcion; si lo es, seiala su
dominio, rango y si las variables son discretas o
continuas.

y [=1/2| 0 | 172 | 1
2 r 5 10 15 5 10 15 0
t | 1 |2 |B|-1|=V2]|=3]0
3 X 7 14 | 21 28
p| 1|2 ]|3]4
4. n 1980 1983 1987 1989
| 40000 | 23000 | 3500 | 16000

5. La estatura que debe tener un nifo depende de
su edad (medida cada afo). Considera la edad del
nino desde recién nacido hasta 10 afos de edad.

6. Los grupos de Matematicas | y los profesores de
Matematicas I. Supon que el grupo depende del
maestro.

7. Los alumnos de Matematicas | (especificamente los
de este grupo) y su dia de cumpleafios. Supén que
la fecha de cumpleanos depende del alumno.

8. Losalumnos de Matematicas | (especificamente los
de este grupo) y su fecha de cumpleafos. Supén que
el alumno depende de la fecha de cumpleanos.

9. Los cursos de idiomas en que se pueden inscribir
los alumnos de un colegio depende del alumno.

10. Los maestros del Departamento de Matematicas
y el nimero de libros que tiene el maestro. Supén
que el nimero de libros depende del maestro.

11. La calificacion que obtienen los alumnos de Mate-
maticas depende del nimero de horas que invier-
ten en estudiar.

12. Elnumero de becarios asignados a los maestros del
colegio X y maestros del departamento de Mate-
maticas. Supon que el maestro depende del nime-
ro de becarios asignados.

T ANIIPDAD

13. Los alumnos de la clase de Matematicas | y la can-
tidad de computadoras portatiles de cada alumno.
Supoén que la cantidad de computadoras portatiles
depende del alumno.

14. El maestro del colegio Xy el niumero de computado-
ras por maestro. Supén que el nimero de compu-
tadoras depende del maestro.

15. La produccién de maiz en una empresa depende
(produccion maxima de 50 toneladas) del numero
de trabajadores.

16. El costo de la siembra (maximo $200000) depende
de los kilogramos de semilla utilizada.

17. Los litros de gasolina que gasta diariamente un
automovil (maximo 35 litros) depende de los kild-
metros recorridos.

18. Los litros de agua que se gastan en un centro de la-
vado de autos depende del tamano del automovil
(chico, mediano y grande).

Graficas y funciones

19. ;Cual de las siguientes graficas representa una fun-
ciéon? Explica tu respuesta.

a)




q)

e)

20. Determina el dominio y el rango de las siguientes

d

_ N W
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funciones.

a)

b)

q)
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21.

22.

23.

Las perspectivas del Banco de México indican que
la economia, en 2003, tuvo el siguiente compor-
tamiento: un inicio promisorio; luego entre abril y
septiembre la situacién se deteriord y, finalmente,
en el ultimo trimestre la situacion mejord sustan-
cialmente. Dibuja una posible grafica del com-
portamiento de la economia en 2003. (Fuente: El
Norte, 29 de enero de 2004). Nota: promisorio: alen-
tador.

La siguiente grafica muestra el nimero de empre-
sas industriales en Nuevo Leén durante los prime-
ros 10 meses de 2003. (Fuente: El Norte, 29 de enero
de 2004). a) ;Qué representan la variable inde-
pendiente y la variable dependiente? b) ;En qué
mes se registrd el mayor nimero de empresas in-
dustriales y cuéntas fueron? c) ;En qué mes se re-
gistré el menor nimero de empresas industriales y
cuantas fueron?

Saldo negro...

En los primeros 10 meses de 2003, el
numero de empresas industriales
bajé en NL. (Nimero de industrias de
la transformacién en el estado).

10427
Ene 03

10 406
Dic 02 | |
\
o222 \
Variacion
neta
L[]
10184
Oct 03 P

Fuente: 1MSS

La siguiente informacién indica el avance de la epi-
demia sArs en el mundo, en el periodo noviem-
bre 2002-mayo 2003. Dibuja una posible grafica
del nimero de casos respecto al tiempo. (Fuente:
Selecciones del Reader ’s Digest, agosto de 2003).

Avance de la epidemia
16 de noviembre de 2002: se registra el primer caso de sars
en la provincia de Guangdong, China.

Principios de marzo de 2003: |la enfermedad se propaga a
Hong Kong, Canada, Singapur y Vietnam.

26 de marzo de 2003: hasta el 28 de febrero se habian con-
tabilizado 792 casos y 31 muertes en Guangdong.

11 de abril de 2003: se informa de 2890 casos (de los cua-
les, 1309 se registraron en China, 1059 en Hong Kongy 133
en Singapur) y 116 decesos.

22 de abril de 2003: en China han ocurrido 2000 casos y
92 muertes, y se registran cinco casos nuevos de infeccion
por hora. La epidemia avanza en Canad3, donde se registran
304 casos. Hay un total de cuatro 4500 casos confirmados
en todo el mundo.

1 de mayo de 2003: 5 220 casos y 329 fallecimientos regis-
trados en 28 paises.

24. Dada la siguiente grafica, que muestra la tasa de

crecimiento de la poblacion desde 1895 a 1995:
a) ;Qué representan la variable independiente y la
variable dependiente? b) Identifica en qué periodo
(de aios) se obtuvo la tasa mas baja y cual fue.
¢) ¢En qué periodo (de afnos) se obtuvo la tasa mas
alta y cudl fue? (ineal, XIl Censo General de Pobla-
cién y Vivienda 2000).

38 Tasa de crecimiento de la poblacion 1895-1995

33
2.8
23

0= ®» +3 0 0 = O
©

1895-1900-1910-1921-1930-1940-1950-1960-1970-1980-1990-
1900 1910 1921 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 1995

25. A partir de los datos mostrados en la siguiente

grafica publicada por el ineal (XII Censo General de
Poblacion y Vivienda 2000), a) ;qué representan la
variable independiente y la variable dependiente?
b) ¢En qué periodo disminuy6 la poblacion?

Poblacién total 1895-1995
100 5
90 -
80 -
70 -
60
50 -
40 349

30 4 25.8
19.7
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- 0000
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26. Observa y describe el comportamiento entre la  28. Con base en los datos que ofrece la siguiente gra-
produccion manufacturera y la maquiladora que fica: a) ;Cémo podemos interpretar la desnutricion

se muestra en la siguiente gréfica.

en los paises desarrollados? b) De continuar esta
tendencia, ;qué comportamiento se espera en la

1. La apuesta a la maquila desnutricién después de 20307
El desarrollo industrial de México se concentrd en la maquila.

— Produccién manufacturera sin maq.— Produccién maquiladora

280 Millones de personas —O— % dela poblacién
Var. porcentual anual (1993= 100)/‘
240 ,\rN" v\/\ 1000 25
200 - AL .
A S 800 - 20 =
160 ,\,JN \f § &
—“4— L 1 —
120 o’ & 600 5 g
/\A/v < 3
80 g 400 1 L 10E
EEEEEEEEE £ E
v U L v L L L O L D Z 200 +— ——5 "
RO - R - =
Fuente: Basados en datos del INEGI 0 J J J 0
ppScnsuslBurca e 1990-1992 1997-1999 2015 2030
Fuente:ra0 (Organizacion para la Agricultura
27. Lasiguiente grafica muestra los efectos de la oferta B ARTEREEt i, o))

tamiento de Jun-01 a Mar-02.

laboral en nuestro pais debido a la desaceleracion 59, p dio d ficador determi i .
industrial en Estados Unidos. Describe el compor- - ror medio de un graficador determina st fas si-

1.2

3800
3700
3600
3500
3400

3300
3200

guientes ecuaciones corresponden a una funcion.

Bl a x—4+y’=0

Establecimientos de maquila b) 7 3/2 +3x 3
/ \ 0 y=Rx*"+4x*
/‘/ \\ d) 16(y — 2)> + 25(x — 5)2 = 400
b ———+—+———+—+ \'/ e) _X3/2+3X3
788888888 =z339¢g T
S E &2 88 L2388 2 8 <
S2ESFAZESsA22Es A2

Fuente: Basados en datos del INEGL.

Funcion lineal

La funcién lineal es una funcién que se puede aplicar en muchas situaciones, por ejemplo,
en economia (la oferta y la demanda). Los economistas se basan en la linealidad de esta
funcidn, y las leyes de la oferta y la demanda son fundamentales en cualquier analisis
econdémico. En medicina ciertas situaciones requieren del uso de ecuaciones lineales
para entender determinados fendmenos. Un ejemplo es el resultado del experimento
psicoldgico de Stenberg sobre recuperacién de informacién. Estas son s6lo unas de
las aplicaciones; conforme avances en el estudio de esta seccién conocerds algunas
aplicaciones mds de esta importante funcién.
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El Calculo es una rama de la Matematica que

estudia el cambio. Si observamos a nuestro

alrededor nos damos cuenta de que todo
cambia: la poblacion, el nivel

de contaminacion, la economia, la inflacion, la

temperatura; también nosotros cambiamaos,
nuestra edad, estatura, peso, etcétera.

Por esta razon el ser humano se interesa en

medir el cambio. Reflexiona sobre

como mides el cambio.

Construccion Supongamos que actualmente mi-
des 1.70 m de estatura y pesas 65.30 kg y que hace
10 afios tenias una estatura de 1.45 m, mientras que
tu peso era de 44 kg.

(Cuanto ha cambiado tu estatura de diez afios a
la fecha?

(Cuanto cambié tu peso en ese tiempo?

(Qué hiciste para obtener los valores anteriores?

Si se tratara de cualquier otra cantidad, ;harfas la
misma operacion para obtener el cambio en cierto
periodo?

“““ ' En Matemaiticas, al igual que en

otras ramas de la ciencia, se utilizan

simbolos especiales para denotar

algunos conceptos. Tal es el caso

del cambio, que para denotarlo se utiliza el simbolo

A, el cual corresponde a la letra “delta” maytscu-

la del alfabeto griego (que es equivalente a la letra

“D” del abecedario romano); asi que si a la estatura

la denotamos con la letra e, entonces la expresion
Ae representaria el cambio en la estatura.

(Cémo denotarias el cambio en el peso?

.Y el cambio en el tiempo?

Es obvio que la estatura de una persona cambia
paulatinamente, por lo que seria importante saber
cudnto creciste por afo, durante la ultima década.
(Qué harfas para obtener esta informacién?

(Cuanto creciste por afio?

En Matematicas, a este naimero se le llama cam-

A
bio promedio de la estatura y se denota por Xe .

Encuentra el cambio promedio del peso en el pe-
riodo de 10 afios.

Ap

At

En resumen, para obtener el cambio (absoluto)
de una cantidad y en un intervalo de tiempo [a, b],
al valor de dicha cantidad en el tiempo b se le
resta el valor que ésta tenia en el tiempo a, es decir,

Cambioeny = Ay =y, — y,

y para obtener el cambio promedio de una cantidad
y en un intervalo de tiempo [a, b], se divide el cam-
bio en y entre el cambio en el tiempo, es decir,

& _ y T Y 1
Attt
cambio en la
variable dependiente

Cambio promedio de y =

cambio en la
variable independiente

“m ' Observa que obtener el cambio

promedio en un intervalo [a, b] es

equivalente a obtener la pendien-

te de la linea que une los puntos (¢, y) y (z,, y,).

En lo sucesivo, llamaremos pendiente al cambio
promedio.
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La razén por la que se estudia el cambio y el
cambio promedio es porque proporcionan informa-
cién acerca del comportamiento de los valores de
una variable y, con base en esto, se pueden analizar
situaciones para tomar decisiones.

En Matematicas también se emplea el cambio
y el cambio promedio para clasificar funciones,
por ejemplo, cuando una funcién tiene un cambio
promedio constante para cualquier periodo que se
analice, ésta recibe el nombre de funcidn lineal.

Como reconocer una funcion lineal

Las funciones lineales se caracterizan por tener un
cambio promedio (una pendiente) constante; es de-
cir, para cualquier par de puntos que se analicen, el
cambio promedio siempre serd el mismo.

El cambio promedio (la pendiente) puede ser posi-
tivo si los valores de la funcién aumentan, o negativo
si los valores de la funcién disminuyen.

El simbolo que se utiliza para denotar la pen-
diente es la letra m. Como el cambio promedio y
la pendiente son conceptos equivalentes, entonces

A
concluimos que m =Ey , por lo que en adelante

también utilizaremos la letra m para denotar el
cambio promedio.

qemplol Determina si la siguiente funcion,
expresada en una tabla de valores,

es lineal.

X 0 5 7 19

y 3 13 23 33

Para determinar si es lineal, tenemos

que encontrar el cambio promedio
(la pendiente) para cada par de puntos consecuti-
vos, es decir, entre los puntos (0, 3) y (5, 13),

1
el cambio promedio es m = S0 =2 y entre los

puntos (5, 13) y (7, 23) el cambio promedio es:

m= 2;’ ;3 =5, no hay necesidad de continuar
buscando los cambios promedio para los demads
puntos, ya que de aqui podemos concluir que la
funcidén no es lineal porque el cambio promedio
(la pendiente) para estos dos pares de puntos no es
el mismo.

30 ° Unidad 1 Funciones: representacién y andlisis

Determina si la siguiente funcién,

expresada en la tabla de valores,

es lineal.
X —1 0 3 5 9
y 5.5 7 11.5 14.5 20.5

De nuevo, para determinar si es li-
neal hay que encontrar el cambio
promedio (la pendiente) para cada par de puntos
consecutivos, es decir, entre los puntos (—1,5.5) y
7-5.5
(0, 7), el cambio promedio es: m=———=1.5
0-(-1)
Entre los puntos (0, 7) y (3, 11.5) el cambio pro-
medio es:
11.5-7
m — —
3-0

1.5.

El hecho de que en dos pares de puntos el cam-
bio promedio sea el mismo, no implica que la funcién
sea lineal; tenemos que verificar que la pendiente
sea constante para todas las parejas dadas en la
tabla.

Entre los puntos (3, 11.5) y (5, 14.5), la pendien-
te es

145-11.5
m=————=
5-3

Entre los puntos (5, 14.5) y (9, 20.5), la pendien-
te es

1.5.

20.5-14.5
m:—:
9-5

L.5.

Como el cambio promedio (la pendiente) es
constante para todo par de puntos, concluimos que
la funcién dada es lineal.

Observa que, aunque los valores de x y y no au-
mentan en forma constante, podemos decir que la
funcién se ajusta a un modelo lineal, ya que si au-
mentan en forma proporcional de un punto a otro;
es decir, obtuvimos que el cambio promedio es de
1.5. Este representa el cambio de y por cada uni-
dad de x; también observa que del segundo al ter-
cer punto la x aumenté 3 unidades. Ahora observa
cuinto aumento la y del segundo al tercer punto:
aumento en tres veces el cambio promedio, es de-
cir, aumento 4.5 unidades; lo mismo ocurre en los
demads puntos, el aumento para x y y en puntos con-



secutivos se da en la misma proporcién. Al ser un
cambio proporcional, podemos asegurar que es una
funcion lineal.

Ecuacion de una funcién lineal

En la seccién anterior mencionamos que podemos
representar una funcién por medio de una tabla de
valores como una gréfica o una férmula.

Construccion Para encontrar una férmula que
describa una funcién lineal, podemos aprovechar
el hecho de que el cambio promedio es constante.

Retomemos el ejemplo anterior, donde m = 1.5
y sabemos que si x = 0, y = 7 (observa la tabla de
datos anterior).

Expresaremos cada uno de los puntos de la tabla
anterior en términos del cambio promedio m = 1.5
y del punto (0, 7), que es la interseccion con el eje y.

Para x = 3, el valor de y es y = 11.5; este valor lo
podemos escribir como 11.5 =7 + 1.5 (3).

Para x = 5, el valor de y es y = 14.5; este valor lo
podemos escribir como 14.5 =7 + 1.5 (5).

Para x = 9, el valor de y es y = 20.5; este valor lo
podemos escribir como 20.5 = 7 + 1.5 (9).

Por tltimo, este comportamiento también se
cumple para x = —1, ya que en este caso se tiene
quey=7+ 1.5(—1)

Podemos resumir el andlisis anterior en la si-
guiente tabla:

x=—=1|y=7+15(=1)

Xx=0 |y=7+15(0)

x=3 y=7+15(03)

xX=5 y=7+15(5)

X=9 y=7+15(9)

Por lo tanto, concluimos que para un valor cual-
quiera de x, la ecuacién para esta funcion lineal es

y = 7 + 1.5 «x.
— —
valor de y Cambio

cuando promedio
x=0 (pendiente)

Al generalizar lo anterior tenemos que, la ecua-
cion de una funcion lineal es de la forma

y=b+ mx

donde m representa el cambio promedio de la
funcidén (conocida como pendiente) y b es la inter-
seccioén con el eje y (el valor de y cuando x = 0).

Para obtener la ecuacién, podemos utilizar la for-
ma punto-pendiente

y =y, =mx—x)

donde m es la pendiente (cambio promedio en
la funcién respecto a x) y (x,, y,) €s un punto de la
funcioén.

Si no conocemos la pendiente, podemos obte-
nerla con la férmula

_IhTh

X, =X

donde (x,, y,) y (x,, y,) son dos puntos de la fun-
cién. Observa que la formula de la pendiente es la
divisién del cambio en y entre el cambio en x.

Grafica de una funcion lineal

La gréfica de una funcién lineal es una linea recta
que puede ser creciente, decreciente u horizontal,
dependiendo de como sea la pendiente. Para la fun-
ciony = mx + b,

 Silapendiente es positiva, entonces la funcién
es creciente y su grafica quedaria como:

» Si la pendiente es negativa, entonces la funcién
es decreciente y su grafica quedaria como:

y
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* Si la pendiente es cero, entonces la funcion es b) Al sustituir P = 4 en la ecuacién anterior ob-
constante y su grafica quedaria como una recta tenemos
horizontal, que puede estar arriba o abajo del 400C + 600(4) = 3600

eje x. La ecuacién es de la forma y = a, como: .
Al despejar, obtenemos que:

y 3600 —-600(4
C :—() y al efectuar la opera-
5 400
cién nos queda C = 3, es decir, si ya com-
X praste 4 pantalones, con lo que te queda de

dinero puedes comprar 3 camisas.

- c) Para dibujar la ecuacién, planteamos una ta-
bla de datos y buscamos las intersecciones
con los ejes, éstas se obtienen al sustituir por
* Las rectas cuyas gréficas son verticales no cero cada una de las variables de la ecuacion
son funciones, ya que en este caso su ecua- 400C + 600P = 3600.
cion seria de la forma x = a, lo que significa
que para un solo valor de x, el valor de y pue-
de ser cualquier valor. Por ejemplo:

En la ecuacién sustituimos P = 0 y al
despejar obtenemos que C = 9 y si en la
ecuacion sustituimos C = 0, al despejar ob-
y tenemos que P = 6.

Escribimos estos dos puntos en una tabla de da-
tos, en este caso cualquiera de las dos variables puede
x considerarse como dependiente o independiente,
ya que esto va a depender de la variable que de-
cidamos despejar en la ecuacion; es decir, si en la
ecuacioén de la solucidn del inciso a), despejamos C
en términos de P, entonces C es la dependiente y P

la independiente, y viceversa. Al hacerlo de esa for-
Supongamos que tienes $3 600 para 3600 600P

comprar pantalones y camisas. Si ma, la ecuacién es C'= 400 400 y al simplifi-

cada pantal6n cuesta $600 y cada camisa cuesta $400:

3P
. car obtenemos: C =9 ——, la cual corresponde a
a) Plantea la ecuacién que repre- 2

senta el nimero total de ca- una funcién lineal con cambio promedio m=——
misas y pantalones que puedes _ 2
yb=09.
comprar con $3 600.
b) Si compraste cuatro pantalones, ;cudntas ca-
misas puedes comprar? Utiliza la ecuacién. p 0 6
c) Dibuja la ecuacion.

La tabla de valores queda expresada como:

d) En una siper promocion de fin de tempora- ¢ 2 0
da, todo esté rebajado 50%. (Como afecta a Dibujamos los puntos y los unimos para trazar la
la grafica? gréfica de la funcion.

C (nimero de camisas)
a) Sirepresentamos con la letra C la
8

cantidad de camisas y con la letra

P, la cantidad de pantalones que 6
puedes comprar, la ecuacién
que representa el total de camisas 4

y pantalones que puedes comprar
con $3 600 quedaria como:

01 2 3 4 5N\ 7 8 9

400C + 600P = 3600 P (nimero de pantalones)
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“m Las intersecciones con los ejes
8 . s .
" representan el nimero méximo

de sélo camisas o s6lo pantalones
que puedes comprar con todo el dinero disponible.

d) Si tanto las camisas como los pantalones
tienen un descuento de 50%, entonces la
cantidad que puedes comprar de ambas co-
sas se duplicard; observa las dos graficas
anteriores.

La linea I representa la situacién inicial, y la
linea D representa la situacién en el dltimo inciso.

Observa como se duplican las intersecciones con
el eje y y el eje x; sin embargo, sus pendientes siguen
siendo iguales.

A estas rectas se les llama paralelas.

20

02 4N\ 8 10

2 14 16 18 20 22
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/A-trabajar!

l!jerdciol Determina si la funciéon dada en la tabla es lineal. Si lo es, proporciona su ecuacién.
X 1 6 11 16
y | —238 | —0.88 | 0.62 2.12

a) ¢Esunafuncidénlineal? ___ ;Por qué?

b) La ecuacion por obtener es de la forma

{Qué datos necesitas para plantear la ecuacién?

{Cudl es el cambio promedio (la pendiente) de la funcion?

{Cémo obtienes b (el corte con el eje y)?

Encuentra el valor de b.

Por ultimo, la ecuacién queda expresada como:

qercicioz Supongamos que queremos contratar una linea telefénica y que al solicitar informes en dos com-
pafias de la localidad obtuvimos los siguientes costos:

* Opcidn 1: renta mensual de $257.25 con derecho a 100 llamadas y $2.47 por cada llamada

adicional.
* Opcidn 2: renta mensual de $256.55 con derecho a 100 llamadas y $2.48 por cada llamada

adicional.

a) En cada una de las opciones, plantea una férmula para el pago mensual en funcién del nime-
ro de llamadas adicionales.
b) Traza las funciones en una sola grafica.

Define las variables:Pagomensual _—__ Numero de llamadas adicionales

Funcién 1:

Funcién 2:

;Las funciones planteadas son lineales? {Por qué?

¢) Dibuja las dos funciones en la misma grafica.
Recuerda que es importante escribiren cadaeje ——— |,
la variable que estas midiendo.

Ny

300,
200,

100,

X
>

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

34 ® Unidad 1  Funciones: representacién y anlisis
—_ - oy




d) ¢Cual es el dominio y el rango para esta funcion? ;Las variables son discretas o continuas?
Dominio: La variable es:
Rango: La variable es:

e) ;Con qué numero de llamadas el pago mensual es el mismo en las dos opciones?

;Qué ecuacién debes plantear para contestar la pregunta?

Encuentra el nimero de llamadas.

W& Una laptop de $15684 se deprecia a un valor de $3 359 en cuatro afios. Si la
depreciacion es lineal:

a) Obtén la formula para el valor de la laptop en funcién del tiempo.

La ecuacién es de la forma:

Si Ves el valor de la laptop y t el tiempo, ;cémo queda expresada la ecuaciéon?

Describe cémo harias para obtener el cambio promedio (la pendiente m):

El valor del cambio promedio (la pendiente) es: m =

iConoceselvalordeb? ____ ;Cudlessuvalor? b =

La ecuacién queda expresada como

b) Utiliza la ecuacioén para calcular en cuantos afos el valor de la laptop sera de $1971.

¢Qué variable conoces? ¢Cudl es su valor?

{Cudl es la variable que se pide calcular?

Utiliza la ecuacion del inciso anterior y obtén el valor de la variable que se indica.

Ejeldcio+ Durante las primeras dos semanas de clases, los alumnos de Mateméticas |

han trabajado excelentemente, por lo que el profesor les ha propuesto

tomarse la hora de clase para ir a almorzar a la cafeteria “El Borrego”. Todos cooperaron y

juntaron $ .

Para que una persona pudiera hacer el pedido, acordaron que sélo ordenarian chilaquiles

y refrescos. Con lo que reunieron no alcanzaba para comprar una orden de chilaquiles y un

refresco para cada persona, por lo que debian determinar la cantidad de chilaquiles y refres-
cos que podian comprar con ese dinero.

El precio de los chilaquilesesde$ ___ y el precio del refresco es de $




Letra que representa la cantidad de chilaquiles que pueden pedir:

Letra que representa la cantidad de refrescos que pueden pedir:
;{Como representas la cantidad gastada en chilaquiles?

;Cémo representas la cantidad gastada en refrescos?

¢{Cémo quedaria la ecuacion para distribuir el presupuesto?

Esta ecuacién recibe el nombre de restriccion presupuestaria.

Traza una grafica que describa
la distribucién del presupuesto.
Recuerda que es importante
escribir en cada eje la variable 20
que estas midiendo. 15

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Si sorpresivamente tanto el pre-
cio de los chilaquiles como el

del refresco se duplicara, jcomo 25
quedaria la grafica de la restric- 20
cién de presupuesto? 15

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Aplicaciones de las funciones lineales Los costos variables son los que dependen direc-
en el area de economia tamente de la produccion, por ejemplo: materiales,

= Veamos algunas de las mano de obra, etcétera.

funciones que se utili- Entonces, tenemos que
zan en el area de eco-
g:’arlljleliioss lilonsle:;;:sttgg Ctola.les = Cﬂjos + variables

matematicos que nos

interesan de momgnto, m Los costos variables se obtienen
como el planteamiento -
e , multiplicando el costo de pro-
de la funcidn, dibujar su grafica o, dado el valor de . .

ducir una unidad (Ilamado costo

una de las variables, obtener el valor de la otra. — , . .
s unitario) por el nimero de unidades producidas;
La funcién costo representa el costo total de 7 p : g
asi que la férmula anterior queda como sigue:

producir una cantidad ¢ de algin articulo.
Si C es el costo y g es la cantidad producida,

podemos denotar la funcién como C = f(q).

Los costos de produccién se dividen en costos Coottes = Crjos T Caviaies
fijos y costos variables. -~ —— ~

Los costos fijos son los que no dependen de la Costo X Cantidad de
produccion, por ejemplo: renta, servicios, sueldos unitario  unidades producidas

de secretaria o recepcionista, etcétera.
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Una empresa que produce compu-

tadoras tiene costos fijos mensuales
de $150000 y costos variables de $3000 por cada
computadora que produce. Plantea la funcién del cos-
to total para la empresa.

Los costos fijos son de $150000;

esto lo podemos determinar direc-

tamente de la redaccion del problema.
Si representamos con la letra ¢ la cantidad de
computadoras que se producen, la funcién de cos-
tos variables queda expresada como C . =~ =

3000g; entonces, la funcién de costos totales por
mes estd dada por

C .= 150000 + 3000g

totales

La funcion ingreso representa la cantidad total
obtenida al vender una cantidad g de algtin articulo.
Si I es el ingreso, g es la cantidad vendida y p es
el precio al que se vende cada articulo, entonces el
ingreso es:

Ingreso = Precio X Cantidad

Es decir,

I=pXgq

Sup6n que la empresa de compu-

tadoras vende cada una en $8 000.

a) Plantea la funcién que dé el ingreso en térmi-
nos del nimero de computadoras vendidas.

b) Si en el mes se venden 100 computadoras,
(cudl es el ingreso obtenido?

a) Si g es la cantidad de compu-

tadoras vendidas, el ingreso esta
dado por la funcién

1= 8000g.

b) Al sustituir ¢ = 100 en la funcién de in-
gresos, obtenemos que I = 8000 (100) =
800000.

La funcion utilidad representa las pérdidas o
ganancias en una compailia; para obtenerla resta-
mos la funcién ingreso menos los costos totales, es
decir, si U es la utilidad, entonces

Utilidad = Ingreso — Costos

totales

Es decir,

u=1-c¢C

totales

Al obtener la funcién de utilidad, se puede presen-
tar una de las siguientes situaciones:

* El ingreso es mayor al costo total; en este
caso hay ganancias para la compafiia.

* El ingreso es menor al costo total; en este
caso hay pérdidas para la compaiiia.

* Elingreso es igual al costo total; en este caso
no hay pérdida ni ganancia para la compaiiia.
El valor de ¢ en el cual se da esta situacion se
llama punto de equilibrio.

Para la empresa de computadoras,

obtén:

a) La funcién para la utilidad en términos de la
cantidad g.

b) Al vender las 100 computadoras, ;cudl es la
utilidad?

¢) El punto de equilibrio.

d) Dibuja las gréficas de costo total e ingreso
y selecciona la regién que representa ganan-
cias para la empresa.

a) Si utilizamos las férmulas de

costo total e ingreso, la funcién
utilidad queda expresada como

U = 8000g — (150000 + 3000q).

Utilizamos el dlgebra para eliminar paréntesis y
obtenemos:

U = 8000g — 150000 — 3000q. Después agru-
pamos términos semejantes y vemos que la funcién
utilidad queda expresada como:

U = 50004 — 150000.
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b) Al sustituir ¢ = 100 en la funcién de utili-
dad, obtenemos:

U = 5000 (100) — 150000
U = 350000; esto representa ganancias
para la empresa.

¢) Para obtener el punto de equilibrio, iguala-
mos las funciones costo total e ingreso:

150000 + 3000g = 8000q.

Para resolver esta ecuacion, dejamos en un lado
de la ecuacion los términos que tienen ¢, y en el
otro los que no la tienen:

150000 = 8000g — 3000q.

Al efectuar la operacién en el lado derecho, te-
nemos que:

150000 = 5000gq.

Para despejar ¢, pasamos dividiendo el 5 000 ha-
cia el lado izquierdo y obtenemos:

150000
——— =g, 0 bien g = 30.
5000 1 1

Esto significa que con 30 computadoras vendi-
das al mes la empresa estard en equilibrio; es decir,
no gana, pero tampoco pierde.

d) La funcién de costo total,
C = 150000 + 3000g,
es una funcién lineal, ya que tiene la forma

y = b + mux; en este caso utilizamos C y ¢
como variables, en vez de x y y.

Lo mismo sucede con la funcién ingreso
I = 8000g,
s6lo que aqui el valor de b es cero.
Sabemos que la grafica de una funcién lineal es

una linea recta; si utilizamos un graficador, obtene-
mos la grafica de ambas funciones:

A

Ingresos

Costos
250 000

200 000
150 000
100 000+

50 000
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“m La recta C es la de costo total: la
7 recta I es la de ingresos.

Observa como el punto de equi-
librio efectivamente ocurre en ¢ = 30.

El drea sombreada representa las ganancias
para la compafiia, pues es cuando se presenta la
situacion en que el ingreso es mayor que el costo
total.

La funcién de oferta representa la cantidad de
articulos que un fabricante esta dispuesto a ofrecer
a la venta, y depende del precio de venta.

Si el precio al cual se debe vender el articulo es
bajo se ofrecen pocos articulos a la venta, confor-
me el precio aumenta se ofrecen mds articulos a la
venta; esta funcidn es creciente.

Si Q es la cantidad y p es precio, denotamos la
funcion oferta como Q = f (p).

Si un comerciante tiene que vender

su producto a un precio bajo, debi-
do a la regulacién de los precios por la Procuradu-
ria Federal del Consumidor y a la competencia que
existe, entonces no le conviene ofrecer a la venta
una cantidad grande de su producto, y solamente
ofrece unos cuantos. En el momento en que pue-
da ofrecer su producto a un precio mas alto (debido
a que la competencia también ya aumento el precio
y estd dentro del rango establecido por la Procu-
raduria Federal del Consumidor), entonces pondra
mds articulos a la venta.

La funcion de demanda representa la cantidad de
articulos que se venden de acuerdo con el precio
de venta.

Si el precio del articulo es bajo, se venden mu-
chos articulos; conforme el precio aumenta, las
ventas disminuyen. Esta funcién es decreciente.

Si Q es la cantidad vendida y p es el precio, de-
notamos la funcién demanda como Q = f(p).

“m Aunque estd comprobado que las
" funciones de oferta y demanda

dependen del precio, en economia
se acostumbra plantear estas funciones al revés;
por ejemplo, en el caso de la funcién demanda se
escribe como P = f(g) y se dibuja la variable g en
el eje horizontal y la variable P en el eje vertical.
Desde un punto de vista matemadtico, esto no es
correcto, ya que es la cantidad ofrecida o vendida
la que depende del precio (al cual se debe vender



o al que se vende). Sin embargo, consideraremos
vélidas cualquiera de las dos opciones al momen-
to de plantear la funcién.

Una empresa que organiza via-

jes turisticos ha observado que en
la época de Semana
Santa, si el precio de
un paquete todo in-
cluido a Canctin es de
$8000 por persona, se
venden 100 paquetes,
pero si disminuye el
precio en 25%, el nimero de paquetes que se ven-
den aumenta 140. Supén que la demanda es lineal.

a) Plantea la funcién demanda en términos del
precio.

b) Si en una stper promocién de un dia la em-
presa vende el paquete a mitad de precio,
jcudntos paquetes se venderdn en ese dia?

a) Dado que la demanda es lineal,

la funcién es de la forma y =
mx + b, utilizaremos la letra N para representar el
nimero de paquetes vendidos y p para representar
el precio del paquete; con estas variables la ecua-
cion queda expresada como

N=mp + b.

Tenemos que obtener el valor de m y de b.

Observa que lo que tenemos como informacion
son dos puntos:

Uno es p = 8000 con N = 100; para formar el otro
punto utilizamos la informacién de que si el precio se
disminuye 25%, es decir, ahora el precio es $6 000,
el nimero de paquetes aumenta a 140, entonces el
otro punto es p = 6000 con N = 240.

Podemos escribir la informacidn en una tabla de
datos que se expresa de la siguiente forma:

p | 6000 | 8000
N 240 100

Observa que el cambio promedio esta dado por

100 - 240 -140

m= = =-0.07
8000-6000 2000

Al sustituir el valor de m en la ecuacion obte-
nemos

N=—007p + b.

Falta obtener el valor de b, para lo que sustitui-
mos cualquiera de los dos puntos de la tabla en la
ecuacion.

Al sustituir el primer punto, obtenemos:

240 = —0.07(6 000) + b, esto es igual a
240 = —420 + b.

Despejamos by obtenemos que b = 240 + 420,
es decir, b = 660.

Al sustituir el valor de b en la ecuacién, tene-
mos que:

N = —0.07p + 660.

b) Observa que nos dan un valor de p y debe-
mos obtener N, en este caso p = 4000.

Si sustituimos ese valor en la ecuacion ante-
rior, obtenemos:

N = —0.07(4000) + 660, haciendo el célcu-
lo obtenemos que N = 380, es decir, el ni-
mero de paquetes vendidos el dia de la siper
promocién fue de 380.
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Una pequefa compania que ofrece clases particulares de Matematicas tiene como personal
a una secretaria y un profesor. Mensualmente se tienen los siguientes gastos fijos: renta de ofi-
cina $9700, servicios $3 000, sueldo de secretaria $6 500, y $1500 en materiales (hojas, plumas,
lapices, gises y borradores).

El profesor recibe $250 por hora de clase impartida, si la compania cobra $500 por hora de
clase:

a) Plantea la funciéon de costos totales y la de ingresos.

b) ;Cual es el punto de equilibrio para la compania?
¢) ;Cuantas horas de clase se deben dar durante el mes para que la compafiia tenga ganancias?

d) Dibuja la grafica de costos totales e ingresos; marca el area que representa ganancias para la compania.

a) ;Cudl es la variable independiente?
;Con qué letra la vas a representar?

{Cudl es la formula del costo total?

{Cudl es la féormula del ingreso?

b) ;Cudndo se le llama punto de equilibrio?

{Cémo se obtiene?

Plantea la ecuacién necesaria para obtener el punto de equilibrio y resuélvela.

Punto de equilibrio g =
¢) Con el punto de equilibrio, que ya encontraste, responde el inciso c)

d) Con la informacion previa, traza su graficas.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
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Los valores de costos e ingresos de una compafia aparecen en las tablas siguientes:

q 100 120 140 160 180
1200 | 1320 | 1440 | 1560 | 1680

q 100 120 140 160 180
/ 1000 | 1280 | 1560 | 1840 | 2120

a) ;Cudl es el punto de equilibrio para la compania?

b) Dibuja en la misma grafica las dos funciones y marca el punto de equilibrio, el area que representa pérdidas
y la que representa ganancias.

a) ;Qué ecuaciones necesitas plantear para obtener el punto de equilibrio?

Las funciones dadas en las tablas, ;son lineales?

;Por qué?

;Cudl es la forma general para la ecuacion de costos?

Describe qué harias para obtener el cambio promedio en el costo (la pendiente).

Encuentra el valor del cambio promedio del costo (pendiente) m =

Describe qué harias para obtener b.

Encuentra el valor de b.

La ecuacién de costos totales quedaria como:

;Cudl es la forma general para la ecuacion de ingresos?

Describe qué harias para obtener el cambio promedio en el ingreso (la pendiente).

Encuentra el valor del cambio promedio del ingreso (la pendiente) m =

Describe, en forma escrita, qué harias para obtener b.

Encuentra el valor de b.

La ecuacion de ingresos quedaria como:

;{Como se obtiene el punto de equilibrio?

Plantea la ecuacién para obtener el punto de equilibrio y resuélvela.

El punto de equilibrio es g =




b) Con la informacion previa, traza las lineas y areas solicitadas.

50001

4000

30001

20001

1000+

Un estudio de simulacion realizado en un parque determiné que si el costo del
boleto es de $140, se reciben 2 800 visitantes por semana, y que si el precio dismi-
nuye en $30, se reciben 3 500 visitantes por semana. Suponiendo que la demanda
es lineal, obtén:

a) Laférmula que da el nimero de visitantes V en funcién del precio p.

b) ;Cudntos visitantes se recibiran si el precio es de $95?

a) Laecuacion es de la forma:

Describe qué harias para obtener el cambio promedio de la demanda (la pendiente).

Encuentra el valor del cambio promedio de la demanda (la pendiente) m =

Describe qué harias para obtener b.

Encuentra el valor de b.

La ecuacion de demanda (niumero de visitantes en funcién del precio) quedaria como:

b) Utiliza la férmula para obtener cuantos visitantes se recibiran si el precio es de $95.

{Qué variable conoces?

(Cudl es su valor?

{Cudl es la variable que se pide calcular?

Utiliza la ecuacion del inciso anterior y encuentra el valor de la variable que se indica.
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Conjunto de ejerclclos
practlca _! L‘llI'A‘I-

ﬂ

En los siguientes ejercicios obtén la ecuacion solicitada. 6. La siguiente tabla muestra los indicadores de mor-
talidad de mujeres en el periodo de 2000 a 2002 de
acuerdo con los datos Estadisticos Demograficos
de Aguascalientes (INEal).

1. La ecuacion de la recta que pasa por los puntos
(=2,3)y (3, —5).

2. La ecuacién de la recta que pasa por los puntos .
(=1, —5)y (3, 4. Afio | 2000 | 2001 | 2002

% | 77.6 77.9 78.2

3. La ecuacion de la funcién definida por la siguiente

tabla de datos. a) Plantea una férmula para el indicador de mor-
talidad en funcién del tiempo.

X = L i 3 b) Sielindicador de mortalidad continda con esta

y | =62 | —1.2 3.8 8.8 tendencia, ;qué porcentaje se tendra en 2010?

4. Determina cual de las siguientes tablas correspon-  Graficas y ecuaciones

de a un modelo lineal. ) » B )
7. Obtén la ecuacion para la funcién dada en la si-

a) guiente gréfica.
p =1 3 7 11 Y -
g | 34 | 46 | 58 7

|

|

|

1

-2
t 18 23 28 33 /

9]
X 2 4 6 8
10 | 212 | 215 | Z97 8. Dadas las siguientes graficas, obtén el signo de la
y pendiente y la interseccién con el eje y. Proporciona
d) una posible ecuacion que represente la grafica.
a) .

z | —1/2 1/2 3/2 5/2
w 120 100 80 60

Resuelve los siguientes problemas. / x

5. Lasiguiente tabla muestra el porcentaje de defun-
ciones de nifnos de 1 a4 anos en el periodo de 1999
a 2001 de acuerdo con datos publicados por el iNEal.

ARo| 1999 | 2000 | 2001 y
% | 17 1.8 19

S
=

a) Plantea una férmula para el porcentaje de \ x
defunciones en funcion del tiempo.

b) Si el porcentaje de defunciones continta con
esta tendencia, ;en qué ano se tendra 2.5% de
defunciones?




N

9. Grafica las siguientes ecuaciones y marca los pun-

tos de interseccion con los ejes coordenados.
a y=-5-3
b) 2x — 3y =1
0 —5-3y=—x
d) y=0.3+43x
X Y_4

e —+==
8 6

10.

La siguiente grafica representa la funcién de costos
de una compaiia.

(4

(200, 3000)

1500

a) ;Cudl es el costo fijo de la empresa?
b) ¢Cudl es el costo variable?

Resuelve los siguientes ejercicios.

11.

12.

13.

14.

Una casa tiene un valor actual de $800 000, si su va-
lor aumenta en forma constante cada ano en 5%
del valor original:

a) Obtén una féormula para el valor de la casa en
funcién del tiempo.

b) Utiliza la férmula que obtuviste para determi-
nar dentro de cuantos anos la casa tendra un
valor de $1650782.

Una empresa tiene costos fijos de $6000 por se-
mana y costos variables de $220 por cada articulo
fabricado. Si el precio al cual vende su articulo es
$580 cada uno. ;Cuantos articulos se deben fabri-
car y vender para que la empresa tenga una utili-
dad de $12000 por semana?

El planetario ALFA tiene 150 visitantes diarios cuan-
do el boleto de entrada tiene un costo de $65. Si
se rebajan $7 en el costo, el nimero de visitantes
aumentarda a 230 por dia. Supon que la demanda
es lineal; responde a las siguientes preguntas:

a) Plantea unaformula para determinar el nimero
de visitantes en funcién del precio.

b) Utiliza la férmula para determinar cuantos visi-
tantes se tendran si se ofrece una promocion de
descuento de 20% del precio original.

Una empresa que vende calculadoras puede ven-
der 1000 piezas si el precio es de $1200. Si el precio
aumenta a $1500, se estima que se venderan 120
calculadoras menos. Si la demanda es lineal,




15.

16.

17.

18.

19.

a) Plantea una férmula para determinar el nime-
ro de calculadoras vendidas en funcién del
precio.

b) Utiliza la férmula para determinar cual fue el
precio si en total se vendieron 965 calculadoras.

Un turista recién llegado a la ciudad recibe dos
ofertas de costo en el traslado del aeropuerto a
su hotel: un taxista independiente le cobra $10 el
banderazo y $2.50 por cada kilémetro recorrido.
La compania de taxis del aeropuerto le cobra una
cuota Unica de $200.

a) ;Cémo podria decidir el turista qué opcion le
conviene mas?

b) ;A qué distancia, en kilémetros, debe estar su
hotel para que el costo sea el mismo en ambas
companias?

Una joven desea iniciar un negocio propio de ven-
ta de joyeria de oro. Cuenta con un capital inicial de
$10000; al inicio desea vender solamente pulseras
y anillos. Cada pulsera le cuesta $292, y cada anillo,
$180.

a) Plantea una ecuacién para la cantidad de ani-
llos y pulseras que puede comprar con los
$10000.

b) Utiliza la ecuacién para determinar cuantas pul-
seras puede adquirir si ya compré 15 anillos.

Una empresa que fabrica focos tiene costos fijos de
$4825 y costos de mano de obra y material de $5
por foco. Si cada foco se vende en $13.50, determi-
na las ecuaciones de costo total, ingreso y utilidad
en funcién del numero de focos producidos.

Considera que una television Sony de 21 pulgadas
tiene 56 meses de uso. Actualmente su valor comer-
cial es de $6 000, pero hace 14 meses era de $8300.
Supdn que el valor comercial de la televisién decre-
ce linealmente con el tiempo, determina:

a) Laecuacion que exprese el valor de la television
en funcion de los meses de uso.

b) ;Cudndo consideras que la televisién ya no ten-
dra valor comercial?

El valor de un automavil nuevo es de $152000, si
su valor se deprecia linealmente 13.5% del valor
inicial por afo, encuentra:

a) La ecuacién que exprese el valor del automovil
después de t afos de uso.

b) ;Cual es el valor del automovil después de siete
anos?

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Con $195000 de presupuesto, una escuela preten-
de comprar computadoras de escritorio y portatiles
con un valor unitario de $8352y $15 796, respectiva-
mente.

a) Plantea una ecuacién para la cantidad de
computadoras de escritorio y portatiles que se
deben comprar utilizando todo el presupuesto.

b) Utiliza la ecuaciéon para determinar cuantas
computadoras portétiles se pueden comprar siya
se adquirieron 12 computadoras de escritorio.

El duefio de un camion repartidor de refrescos gasta
$450 en gasolina, $300 en sueldo del chofer, $250
en sueldo del ayudante del chofer y $500 en man-
tenimiento del camion. Si cada caja de refrescos
le cuesta $48 y la vende en $72, ;cuantas cajas de
refrescos debe vender por semana para que se cu-
bran los costos?

En 1984 se comprd un terreno con un valor de
$250000. En 1992 fue valuado para su venta en
$325000. Suponiendo que el valor del terreno cre-
ce linealmente con el tiempo, determina:

a) Laecuacion particular que relaciona el valor del
terreno con el tiempo.

b) ;Cualfue el valor estimado del terreno en 19877

¢) ;Cual serd el valor del terreno en 2003?

El valor de una lavadora automatica nueva es de
$4000. Si su valor se deprecia linealmente 6% de su
valor inicial por afo, ;cual serd el valor después de
doce anos de uso?

El valor de una onza oro es de $4353.45. Su valor
aumentara 7% del valor original cada afo.

a) Escribe el valor (V) de la onza oro en funcién del
tiempo después de su adquisicion.

b) ;Cual sera el valor de la moneda dentro de siete
anos?

Una caja de ahorro funciona de la siguiente mane-
ra: por cada peso depositado entrega $1.43 des-
pués de haber pasado un aio del depésito.

a) Escribe una ecuacién que represente la canti-
dad de dinero que se recibe al afo en funcién
de la cantidad de dinero que se deposita.

b) ;Cuanto dinero se debe depositar para recibir
$5050 al término de un afo?

La funcién de produccion de un articulo depende
linealmente de la cantidad invertida, por lo que si
se invierten $10 125 se producen 90 articulos, y si se
invierten $45 000 se producen 400 articulos.
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a) Escribe una férmula para la produccién en fun-
cién de la cantidad invertida.

b) Si se invierten $36 000 cuantos articulos se
producen?

27. Grafica las siguientes funciones con ayuda de un
graficador.

a y=2x+3
b) y=2x—5
Q) y=2x

1
;{Como sera la graficade y =2x + g?

28. Grafica las siguientes funciones con ayuda de un

graficador.
pla) i) y=5—4
i) y=11x—4
i) y=35x—4

{Cémo serd la grafica de y = 100x — 4?
b) i) y=2x+4

1
i) y==x+4
Y73

1
iii) y=—x+4
)y 5

1.3

({Como sera la graficadey = 0.15x + 47

29. Grafica las siguientes funciones con ayuda de un
graficador.

pla i) y=-8+20
ii) y= —40x + 20
i) y=—70x+ 20
({Como sera la graficade y = —120x + 20?
b) i) y=—x-—3
ii) y=-05x—3
i) y=-03x—3
({Como sera la graficadey = —0.05x — 37
30. La empresa Productos Naturales tiene dos plan-
tas: una en Monterrey y otra en Guadalajara. Las
funciones de utilidad son P, = 234x — 48500 y
P, = 225x — 35000, respectivamente, donde x re-
presenta las unidades producidas y vendidas. Uti-
liza una calculadora graficadora para obtener las

unidades que deben producirse y venderse para
que la utilidad en las dos plantas sea la misma.

Funcién potencia

El tipo de funcién que estudiaremos en esta seccion se conoce como funcién potencia; en algunas
ocasiones ya la hemos utilizado, tal vez sin saber que se trataba de esta funcién.

Por ejemplo, cuando calculamos el drea de un terre-
no cuadrado cuyo lado mide x. Este es un problema
muy facil de resolver, ya que el terreno es de la
siguiente forma:

Funciones: representacion y andlisis




y sabemos que el drea de un cuadrado es el produc-
to de sus lados, entonces A = x°.

La funcién que representa el area del terreno es
llamada funcién potencia, ya que la variable apa-
rece elevada a un nimero, en este caso el nimero 2.

Si queremos calcular el volumen de la siguiente
caja,

4x

sabemos que el volumen estd dado por V = (4rea
de la base) - (altura), entonces, V = (4x - x): x =
4x3; es decir, V = 4x°.

La funcién representada por el volumen también
es una funcién potencia, ya que también aparece la
variable elevada a un nimero.

De acuerdo con los ejemplos anteriores, pode-
mos decir que:

[ L)
La funcién potencia es de la forma y = kx”,

donde el exponente n es cualquier nimero real y

k representa una constante.

Podemos agrupar las funciones potencia por
familias, en donde la caracteristica que las distin-
gue es el ndmero al que estd elevada la variable;
la gréfica de las funciones que pertenecen a una
misma familia son muy similares y ésta depende
del exponente n.

Por ejemplo: por medio de un software grafica-
dor, dibujaremos la grifica de algunas familias de
funciones.

* Potencias pares positivas

y = 3x°

4
2
0

>

y
x
2
4 y
2
x
2

=2 0

* Potencias impares positivas

y = 4x7

N
2
X
0 2
My
X
0 2
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* Potencias pares negativas » Potencias fraccionarias menores que 1

g y
2
2
X
* 0 2 4
2
Lx
2

-2 0
y=x7 ,
Con denominador par y = x'?
3
y
2
2
X
-2 0 2
-2 0
y=3x"*
—2

N . Con denominador impar y = x'?
* Potencias impares negativas

y . L
* Potencias fraccionarias mayores que 1
5 y
3._
24
X
-5 0 5 T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 lx
~15-1-05| 051 152 253 3.5
_1-_
y=x" _5
y Con denominador par y = x**
y
5
24
1._
T X
x RN R
=5 0 5 —25—2—15—-1705| 051 152 25
_1._
_2._
y =4x3 ’

Con denominador impar y = x*?
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Aplicaciones de la funcién potencia

Si la gasolina Premium cuesta $6.70

el litro y compras n litros de gaso-
lina, ;jcémo expresarias la funcién
que representa la can-
tidad de dinero que
debes pagar?

Si llamamos p a la cantidad de di-

nero a pagar, entonces tenemos que,
p = f(n) = 6.70n, o simplemente p = 6.70n
Observa que p es una funcién potencia donde
el exponente de la variable es 1 y la constante es
k= 6.70.

El indice de masa corporal de una

persona (IMC) se obtiene dividiendo
el peso entre el cuadrado de la estatura; si el juga-
dor de basquetbol Michael Jordan tiene un peso de
97.9 kg, plantea la férmula para el iMC respecto a
la estatura.

Si x representa la estatura del juga-

dor, la férmula para el indice de masa
97.9

2

corporal de Michael Jordan estd dada por MC =

que podemos expresar como IMC = 97.9x%

Observa que IMC es una funcién potencia en
donde el exponente de la variable es —2 y la cons-
tante es k = 97.9.
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7A-trabajar!

qerdciol Se desea construir una lata de forma cilindrica que tenga una altura de 20 cm. La funcién que
representa el volumen de la lata en términos del radio, jes una funcién potencia?

a) ¢Cudl es la formula del volumen de un cilindro? V =

Se desea construir un cono que contenga un volumen de 5 centimetros cubicos. La funcién que representa
la altura del cono en términos de su radio, jes una funcién potencia?

Al sustituir el valor de la altura obtenemos la funcion V =

;Se trata de una funcion potencia? ____ ;Cual es el exponente n?
{Cudl es la constante k?

b) ;Cual es la féormula para obtener el volumen de un cono?

Nos preguntan por la altura, entonces si h es la altura, h =

(Se trata de una funcidén potencia? ___ ;Cudl es el exponente? n =

;Cudl es la constante? k =

qercicioz Plantea la funcion para el imc de Michael Jordan si se sabe que su estatura es 1.98 m.

Solucidn {Cudl es la formula para obtener el imc en funcién del peso?

.

¢Se trata de una funcién potencia? ___ ;Cual es el exponente n?

;Cudl es la constante k?

qercido} Determina si las siguientes funciones son funcion potencia. Para aquellas que silo sean, completa
la informacién que se indica en la siguiente tabla.

iCudl es el
valor de k?

-7
Y=
y=5(7%)
8X1/2
=73
y=8"
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Conjunto de ejerclclos

e practica1:3

En los siguientes ejercicios determina si las funcio-
nes son o no una funcién potencia. Si son funciones
potencia, exprésalas en la forma y = kx"y escribe los
valores del coeficiente k y de la potencia n.

1.

2.

3.

1.2

= 4. y=(2x)
7
y=7Jx 5 y=
N
y =5 6. y=3x5—1

Escribe los enunciados siguientes como una funcion
potencia.

7.
8.
9.

y es 7% del cubo de x.
y es el doble de la raiz cuadrada de x.

y es igual a la division de 8 entre el doble de x a la
quinta.

. yes la tercera parte del cuadrado de la raiz cibica

de x.

. El precio P de un articulo es igual a la divisién de

una constante positiva entre la demanda d.

. Elingreso/ es el producto de una constante positiva

y el precio p de venta, ;qué representa la constante?

. Lanémina mensual N de un grupo de trabajadores

estd dada por N = 15007 donde T es el nimero de
trabajadores. ;Cudl serd la nébmina mensual si se
tienen 35 trabajadores?

. Se ofrece 30% de descuento en el departamento

de zapateria de un centro comercial.

a) Plantea una ecuacion que exprese el costo C
para el cliente, de un par de zapatos, en funcién
del precio original p de dichos zapatos.

b) ;Cuénto pagaria el cliente por un par de zapa-
tos si su precio original es de $825?

. El peso B de un cerebro humano estd dado por

B = kw, donde w es el peso corporal y k una cons-
tante positiva. Si una persona que pesa 80 kg tiene
un cerebro que pesa 2.13 kg, entonces

a) encuentra el valor de k.
b) ¢cudl es el peso del cerebro de una persona
cuyo peso corporal es de 68 kg?

. Un contratista sabe que el tiempo t (en semanas)
necesario para terminar una casa esta dado por

!I ‘lll'A‘I—

=— , donde n es el numero de albaiiles que tra-
n

baja en dicha construccién, y k una constante po-
sitiva. Si una casa se termina en 6 semanas cuando
trabajan 15 albaniles,

a) encuentra el valor de k.

b) Sitrabajan 25 albaniles en la construccion, jen
cuanto tiempo terminaran la casa?

¢) Siel contratista necesita terminar la casa en 7.5
semanas, jcuantos albaniles debe poner a tra-
bajar?

. Relaciona las graficas con las siguientes ecuaciones.

a) y=5x
b) y=7x
Q) y=27°
d) y=075vx




18. Relaciona las graficas con las siguientes ecuaciones. 1.

b) y = 4x*?

o} L2
y==2

b) y=x

v 2

N




Funcién polinomial

L Las funciones polinomiales surgen al sumar o restar funciones potencias con exponente entero
[ L iE positivo.
J'I .
F e
et
Estas funciones se definen como: 1. El grado de un polinomio lo determina el ex-

ponente mayor de su variable.
Una funcién polinomial es de la forma . El coeficiente principal es el nimero que
y=ax'+a x"+a x?+.. +a, acompaiia al término que tiene la potencia mas
alta.
3. El ndmero de raices que tiene un polinomio
coincide con su grado.

¢ 2

donde:

n es un nimero entero positivo, a, representa

los coeficientes de las x en cada término,
y a, se conoce como coeficiente principal La gréfica de un polinomio depende de su grado.
Para descubrir como es la grafica de un polinomio
de cualquier grado y llegar a una generalizacion,
utilizaremos los resultados obtenidos en la investi-
Reglas de polinomios gacion de funcién polinomial que se encuentra en la
seccion de anexos. Completa la siguiente tabla.

(el coeficiente de la potencia mas alta).

Estas son algunas reglas de polinomios que nos se-
ran de utilidad para dibujar su grafica.

el coeficiente
cipal es negativo
2 \V 1 /\
3 /NS 2 AVAN

: N\ VA

“““ Llamaremos vuelta al lugar donde la funcién cambia de comportamiento, de creciente a
decreciente, o viceversa. También podemos llamarle cresta.

Tema 1.4  Funcién polinomial ® 53




“m 1. Observa la relacién que existe
entre el grado y el nimero de
vueltas. El nimero de vueltas
es siempre una unidad menos que el niimero
de grado.

2. También podemos identificar que si el gra-
do del polinomio (con coeficiente positivo)
es par, la grafica empieza de arriba abajo, y
que si es impar, la grifica empieza de abajo
hacia arriba (observando de izquierda a de-
recha).

3. Las gréficas con coeficiente principal negativo
se invierten; si es par, empieza de abajo ha-
cia arriba y si es impar, empieza de arriba
abajo.

4. En general, todos los polinomios que son
del mismo grado tienen la misma forma,
s6lo que a veces los vemos diferentes por-
que las constantes que los afectan, también
afectan la grafica (la encogen, alargan, des-
plazan, etcétera).

Las observaciones anteriores nos permitirdn di-
bujar un polinomio de cualquier grado.

Ecuacion de un polinomio

Utilizaremos la forma reducida para plantear la
ecuacion del polinomio, para ello necesitamos co-
nocer todas sus raices.

Si r,, r,, r;, r,, etc., son las raices del

polinomio, su ecuacion esta dada por:
V= kix— r)x— r)x- r)x-mr,).
donde k representa el coeficiente principal.
Observa que para cada raiz existe un factor de

la forma (x — r).

Recuerda que:

a) Los ceros o raices del polinomio son los pun-
tos donde y = 0. En estos puntos, la grafica
del polinomio cruza con el eje x; a estos pun-
tos los llamaremos raices simples o senci-
llas y se representardn en la ecuacién como

(x—r).

54 © Unidad 1  Funciones: representacién y anlisis

La grafica corresponde a un polinomio de grado
. Tiene coeficiente principal
. Susraices sonr, =

de signo

yr,=
Utiliza la ecuacién reducida de un polinomio,

y = k(x —r)x —r)x —r)x —r,)... yobtén la

ecuacion:

b) Las raices dobles se representan en la ecua-
cién como (x — r,)*; en estos puntos la grafi-
ca del polinomio rebota con el eje x.

“m Observa como en x = 4 la grafica
rebota, es decir, llega al nimero
4y se regresa; la grafica no cruza

el eje x.

La grafica corresponde a un polinomio de grado

Con
coeficiente principal de signo . Sus
raices son r, = r, =
yry=

Utiliza la ecuacién reducida de un polinomio
y = k(x — r)(x — r)x — r)x —r,)... y obtén la

ecuacion:




c¢) Las raices triples se representan en la ecua- El polinomio tiene una raiz simple en:
cién como (x — r,)’. Podemos identificar la )
raiz triple (encerrada en el circulo), ya que una rafz doble en: y
la grafica se comporta en ese valor como una
funcidn cubica bdsica, positiva o negativa. Se

una raiz triple en:

diferencia de una raiz sencilla, que también Utiliza la ecuacién reducida de un polinomio,
cruza al eje x, ya que en ese punto la grafica y=k(x —r)(x — r)(x — r)x —r)...,y obtén la
del polinomio llega al eje x antes del punto, ecuacion:

se pega al eje x en ese nimero y sale después
del punto; es decir no entra y sale por el mis-

mo punto al cruzar el eje de las x. “‘“ Las raices de un polinomio pue-

den ser reales o complejas; en

“m En una raiz triple la grafica da dos este curso trabajaremos solamen-
vueltas. te con raices reales.

Efnplo>

100,

50,
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A trabajar!

Ejercicio!

a y=3x*—5x—2x*+6

b) y=—2x* -5+ 12x* — 9x

El coeficiente principal es

Dibuja la gréfica.

a) El polinomio es de grado

y la gréfica empieza

Dibuja una posible gréfica para los polinomios y contesta en las lineas lo que se te indica.

;Cudntas vueltas va a tener la gréfica?

Ny

b) El polinomio es de grado

El coeficiente principal es

Dibuja la gréfica.

y la gréfica empieza

. ;Cudntas vueltas va a tener la grafica?

Ny

Funciones: representacién y andlisis
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tjd’cidol Plantea la ecuacion del polinomio dado en la gréfica y proporciona el valor del coeficiente
principal.

Y

g

—6+

(Cudntas vueltas tiene el polinomio? . Entonces, el grado del polinomio es:

Completa la siguiente tabla para conocer la informacién que te permitira plantear la ecuacion:

expresado el factor
esa raiz?

La ecuacién queda expresada como

“0“‘ Para obtener k (el coeficiente principal) utilizamos cualquier punto de la grafica que no sea
una raiz; en este caso el punto conocido es (0, 3).

Obtén k.

La ecuacion, ya con el coeficiente principal, es:




Ejercicio’

;Cuantas vueltas tiene el polinomio?

Completa la siguiente tabla para conocer la informacién que te permitira plantear la ecuacion:

principal.

Plantea la ecuacion del polinomio dado en la gréfica y proporciona el valor del coeficiente

10

—4 -3 -2 -1

(2, =8)

La ecuacién queda expresada como

;Cudl es el punto con el que vas a obtener el valor del coeficiente principal, k?

Obtén k.

La ecuacion, ya con el coeficiente principal, es:

58 ® Unidad 1
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-

. Entonces, el grado del polinomio es:

presado el factor




qefcjcjo-j- Plantea la ecuacion del polinomio dado en la gréfica y proporciona el valor del coeficiente
principal.

(2.5,2)

;Cudntas vueltas tiene el polinomio? .Entonces, el grado del polinomio es:

Completa la siguiente tabla para conocer la informacién que te permitira plantear la ecuacion.

presado el factor
sa raiz?

La ecuaciéon queda expresada como

;Cudl es el punto con el que vas a obtener el valor del coeficiente principal, k?
Obtén k.

La ecuacion, ya con el coeficiente principal, es:




l.'jacicio} Dibuja la gréfica para los polinomios dados.
a) y=>5kx+3)x—3)x+4)
b) y=2(16 — x)(x — 2)*x
Q) y=—-3Kx+50K —1)%4— x)(x —3)°

Entonces es un polinomio de grado con coeficiente principal

a) ;Cudntos factores de la forma (x — r) tiene la ecuacion?

;{Cémo empiezas a dibujar la grafica; de arriba abajo o de abajo hacia arriba?

Completa la siguiente tabla para conocer la informacién que te permitird dibujar la grafica.

la grafica? (cruza
comporta como

asica, es decir, no
I mismo punto)

Dibuja la gréfica.

s

b) Para resolver este inciso, tenemos lo siguiente.

“m‘ Observa que en esta funcion no todos los factores estan expresados en la forma (x — r), por lo
que no podemos decir que el 2 que aparece al inicio es el coeficiente principal; primero debe-
remos cambiar la funcidn de tal manera que todos los factores estén expresados como indica

la ecuacionreduciday = k(x —r,)(x — r)(x — '3)'“' y después realizar todo el proceso anterior.
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Para cambiarlo utilizaremos reglas de factorizacion de algebra en el factor (16 — x?); al hacerlo nos queda como
y=2(4 — x)(4 + x)(x — 2)>x, que es equivalente ay = 2(—x + 4)(x + 4)(x — 2)*x.

Observa que el primer factor todavia no tiene la forma (x — r), ya que la x tiene signo negativo. Entonces, lo que
hacemos es sacar el signo como factor comun, y nos queda como y = 2[—(x — 4)]1(x + 4)(x — 2)*x.

Al multiplicar el 2 por el signo negativo, la funcion queda expresada comoy = —2(x — 4)(x + 4)(x — 2)>x.
Ahora si, todos los factores tiene la forma (x — r): ya podemos empezar a resolver la ecuacion.

;Cudntos factores de la forma (x — r) tiene la ecuacién?

Entonces es un polinomio de grado , con coeficiente principal

La gréfica la empiezas a dibujar, ;de arriba abajo o de abajo hacia arriba?

Completa la siguiente tabla para conocer la informacién que te permitira dibujar la grafica.

to en la grafica?
X, rebota o se

la funcién cubica
o entra y sale por
0 punto)

Dibuja la gréfica.

by

¢) Resolvamos este inciso.

;Todos los factores tienen la forma (x — r)?

;Qué debes hacer antes de empezar a resolver la ecuacién?



iResuélvelo! (Cambia la ecuacién como en el ejemplo anterior.)

;Cuantos factores de la forma (x — r) tiene la ecuacién?

Entonces es un polinomio de grado con coeficiente principal

La gréfica la empiezas a dibujar, ;de arriba abajo o de abajo hacia arriba?

Completa la siguiente tabla para conocer la informacién que te permitira dibujar la grafica.

en la gréfica?:
rebota o se
funcién cubica
entra y sale por
punto

Dibuja la gréfica.

by
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Funcion cuadratica Sia <0, se dice que la pardbola es

La funcion cuadratica es la funcién polinomial que negativa y abre hacia abajo.
mds aplicacion tiene en el mundo real; es asociada a
movimientos de particulas cuya trayectoria descri-
ben una pardbola o a eventos de la vida real en cual-
quier &mbito que tienen comportamiento similar.
En general, una funcién cuadratica es de la for-
may = ax’> + bx + c. Su gréfica es una parabola, ¥
que abre hacia arriba o hacia abajo, dependiendo +
del valor de la constante a.

Dominio: reales.

Rango: desde — hasta el valor y del
vértice.

Sia > 0, se dice que la pardbola es +
positiva y abre hacia arriba.

Dominio: reales. 1

Rango: desde el valor y del vértice hasta
+ oo,

7 Observa que en una funcién cuadrética podemos
obtener el valor mdximo o minimo de la funcién a
1 partir de su vértice, para toda pardbola se tiene que
Ii . —b b?

T el vértice se encuentra en el punto | —, ¢ — —|.
+ 2a 4a
L L A Utilizando esta informacién veamos algunas
aplicaciones de la funcién cuadratica.
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/A trabajar!

]:jemidcl Determina las medidas del rectangulo de area maxima, con perimetro de 20 cm.

;Cudl es el drea maxima?

Plantea la funcién para el area:

;Qué tipo de funcion es?

{Cémo se obtiene el maximo para la funcién?

iResuélvelo!

:jefddoz La funcién de utilidad para una compania fabricante de bicicletas esta dada por U(p) = — p? +
20p + 12, donde p es el precio de una bicicleta y tanto la utilidad como el precio son medidos en
cientos de pesos.

a) Obtén el precio que lleve las utilidades al maximo.
b) ;Cual es la méxima utilidad de la compafnia?

Solucién {Qué tipo de funcidn es la funcién utilidad?

'

;Cémo se obtiene el maximo para la funcion?

iResuélvelo!

qatjdoj Una persona tiene un edificio de 100 departamentos de lujo que renta en $2000 ddlares por
mes. Actualmente sélo tiene ocupados 60 departamentos. La experiencia le ha demostrado que
por cada disminucion de $200 délares al mes en la renta, el nimero de departamentos rentados
aumenta en 10.
a) Plantea la funcién de ingresos y obtén el ingreso maximo.
b) ;Con qué precio se tiene el ingreso maximo?
¢) ;Cuantos departamentos tendrd en renta?

a) Plantea la funcién para el ingreso:

;Qué tipo de funcion es?
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b) ;Cémo se obtiene el maximo para la funcién?

iResuélvelo!

“m‘ Otro ejemplo de un fenédmeno que se puede describir por medio de una funcién cuadratica
es el siguiente: se lanza una pelota desde el suelo hacia arriba. Se quiere conocer la altura
alcanzada por la pelota en cada segundo contado a partir del momento en que fue lanzada.
La funcion que permite obtener la altura de la pelota en cada segundo es una funcién cua-
drética que depende de la inclinacidn con la cual se lanzé y de la fuerza que se le imprimié al

lanzamiento, de acuerdo con ciertas leyes de la Fisica.

tjercido+ Se lanza una pelota hacia arriba; la altura de la pelota en cada segundo esta dada por la funcion
h(t) = 10t — 5t2.

a) ¢Cudl esla maxima altura alcanzada?

a) ;Qué tipo de funcion es h(t)?

i{Como se obtiene la maxima altura?

iResuélvelo!




Conjunto de ejercicios
de practica-1:4

En los ejercicios 1y 2, utiliza las graficas de los si- ¢) Numero de raices simples, nimero de raices do-
guientes polinomios y proporciona la informacion bles y nimero de raices triples.
que se te pide. )

i

1. Y

a) Grado del polinomio.

b) Signo del coeficiente principal.

¢) Numero de raices simples, nUmero de raices do-
bles y nimero de raices triples. x

i)

-

ii’)

fii)

N

jii)

y
En los ejercicios 3 a 6, determina el grado y el coeficien-
te principal del polinomio y dibuja una posible grafica.

3. y=10+3x—8x° +4x* + 3
E 4. y=4x — 26x — 5% + 20x — 3
5. y=2x*—-7x+x*+7x
6. y = 65x — 9%’ — 325x% + 720
2. En los ejercicios 7 a 18, dibuja la grafica del polino-

mio dado y marca el corte o rebote con el eje x.

a) Grado del polinomio.
b) Signo del coeficiente principal. 7. y=3(kx—2)x + 3)?




8.

9.

y:%(x+1)2(x—5)2

y=—2x+3)x— 2)x + 4)

10. y=—%(x—7)z(x2)(x+3)

11.

12,y = =50 —9)%x + 2)(3 — x)
13. y=8(3 — x)?
En los ejercicios 23 a 28, obtén la ecuacion para el
14. y=70—1)(2 — x) . . .
polinomio que se da en la grafica.
15. v = (1 — x2)2(x2 —
2 = S 23. y
16. y=(4 — x*)’(x — 1)(x + 2)
17. y = (3x — 6)(x + 2)(x°)
18. y = x*(x — 7)(5x + 10) \
En los ejercicios 19 a 22, obtén una posible ecuacion AR 0 5
para el polinomio que se da en la grafica. (Las grafi-
cas no estan a escala.) 0y
19. y -3 (2,-3)
24, 5
-1 3 X
-2 2
(1,-2)
20. y
25. y
4\/ \/ W
21. y 26. m
-3 -2 —1 4 5 6/7
-3 -2
-3
-4

y=—=2x +4)(2 — x)(x> — 4)?

/_1

|




27.

28.

[ R . Y |

—_

(5.3

(3,2

Resuelve los siguientes problemas.

29. Una compania vende CD regrabables a un precio
de $15 cada uno. Si se venden x cientos de CD,
la funcion de costos totales (en pesos) esta dada
por c(x) = 1.5x* — 10C. ;Cuantos CD se deben
vender para que la compafiia tenga una maxima
utilidad y cudl seria ésta?

30. En una prueba para determinar el metabolismo
del azucar en la sangre, llevada a cabo en cierto
intervalo, la cantidad de azucar en la sangre es
una funcion del tiempo t (medido en horas) dada
por A(t) = 12 + 9t — 3t Determina la hora en
que se tiene la cantidad méaxima de azucar en la
sangre.

31. Una compafia ha determinado que el costo de
producir x unidades de su producto a la semana,
esta dado por C(x) = 5000 — 6x + 0.002x2 Ob-
tén el niUmero de unidades que se deben producir
para que la compaiiia tenga un costo minimo.

32. El costo de construir un edificio de n pisos esta
dado por C(n) = 20n* — 160n — 82. Determina
el nimero de pisos que se deben construir para
que el costo sea minimo.




Funcién exponencial

Otra de las funciones con gran aplicacién en la vida real es la funcién exponencial. La
caracteristica que define a estas funciones es que cambian (aumentan o disminuyen) muy
rapidamente y no en forma constante como ocurre con las lineales.

El crecimiento de una poblacion, la propagacién de una epidemia, un producto de reciente
introduccion al mercado, la forma en que el organismo desecha un medicamento, la cantidad
de sustancia radiactiva en el ambiente producto de un accidente, el saldo en una cuenta bancaria
cuando la tasa de interés es compuesta o capitalizable son algunos ejemplos de aplicacién de
la funcién exponencial.

Como reconocer que una funcién
es exponencial

lo que se pide.

Construccion La siguiente
tabla de datos representa una
poblacién de conejos P como
una funcién del tiempo .

Analiza los datos para en-
contrar un patrén de comportamiento para esta fun-
cidn; para ello, reflexiona y contesta en las lineas

t (meses)

P (nimero de conejos) | 3 | 6 | 12 | 24

48

(La tabla dada corresponde a un modelo lineal?

Por qué?

(Cdémo crece la poblacién de conejos?

(Qué poblacion de conejos esperas que haya pa-
ra el quinto mes?

(Qué hiciste para obtener la cantidad anterior?

m Al nimero 2, por el cual multiplicamos un término para obtener el siguiente, se le llama
* factor de cambio. Observa que si multiplicamos por 2 cualquier término en la tabla obtene-
mos el siguiente término; entonces decimos que existe un factor de cambio constante.

Para generar la férmula que representa a esta poblacion de conejos, llena los siguientes espacios:
Cuando t = 0, P=3
Cuando t = 1, P=6
Cuando t = 2, P=12
Cuando ¢ = 3, P=24
Cuando t = 4, P =48

que podemos escribir como 6 =312)=32)"
que podemos escribir como 12 = 3(4) = 3(2)®
que podemos escribir como 24 =3()=3( )"
que podemos escribir como 48 = 3( ) =3( )"
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Si observamos el comportamiento de las expre-
siones anteriores, podemos concluir que la férmula
para obtener la poblacion de conejos P en cualquier
tiempo ¢ estd dada por:

P:

Esta funcién corresponde a un modelo expo-
nencial y este tipo de funciones se caracteriza por
tener un factor de cambio constante; es decir, po-
demos identificar un nimero que al multiplicarlo
por un término obtenemos el siguiente término.
Es por eso que estas funciones cambian muy ra-
pidamente, pues no es lo mismo ir multiplicando el
nimero que sumandolo.

En general, si se tiene una poblacién inicial b
que cambia de acuerdo con un factor constante a, la
férmula para encontrar la poblacion P en cualquier
tiempo ¢ estd dada por:

“““ . En la tabla dada fue facil deter-
minar que el factor de cambio de
la poblacién era 2, ya que si se

multiplicaba la poblacién de cualquier mes por
2 se obtenia la del siguiente mes. En ocasio-
nes no es facil identificar cudl es ese factor.

(Qué ocurre si dividimos la poblacién de un mes
entre la poblacion del mes anterior?, es decir:

Poblacion primer mes

Poblacion inicial

Poblacioén segundo mes

Poblacién primer mes

Poblacion tercer mes

Poblacién segundo mes

Observa que se obtiene como resultado el factor
de cambio.
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En conclusion, dada una tabla de valores cuales-
quiera, ;,como harfas para determinar si correspon-
de a un modelo exponencial?

Dibuja la gréfica para la poblacién de conejos;
para ello, traza los puntos de la tabla.

P (cantidad de conejos)
4

801

60+

40+

201

0 1 2 3 4 5 6 7 t (meses)

Si unimos los puntos, ;qué forma tiene la grafica:
curva o recta?

Ecuacion de una funcion exponencial

Una funcién es llamada exponencial si la variable
aparece en el exponente. Su ecuacién es de la forma:

y:b.ax

donde a (nimero positivo diferente de 1) represen-
ta el factor de cambio en la funcién cuando x au-
menta de uno en uno.

b es la interseccién con el eje y (el valor de y
cuando x = 0), al que llamaremos valor inicial.



Como afecta a la ecuacidn de la funcion
exponencial el hecho de que los valores
de x (la variable independiente) no
aumenten de uno en uno

Construccion Deduzcdmoslo contestando las
siguientes preguntas.

Supén que como informaciéon de una funcién
exponencial tenemos que el valor inicial es 3 y que
n afos después el valor es 192 y queremos plantear
la funcién.

Al indicarnos que es una funcién exponencial,
sabemos que la ecuacion tiene la formay = b - a*.

(Conoces el valor de b?
(Cudl es? b =

Al sustituirlo en la ecuacion obtenemos:

(Conoces el factor de cambio a?

Observa que en la informacién que se nos da, lo
que tenemos es el puntox = nyy = 192, podemos
sustituirlo en la funcién para obtener el valor del
factor de cambio a; al hacerlo obtenemos: 192 =
3 - a", observa que la a queda como unica incégni-

n

. . 192
ta en la ecuacién. Al despejar obtenemos: 3 =a

que es equivalente a 64 = ¢"; ;como eliminamos el
exponente, para que a quede despejada?

Al hacerlo obtenemos, 4/6—4 :Q/aj y simplifi-

cando el lado derecho obtenemos 1/5 =a, que es
equivalente a expresarlo con un exponente como
a=

Si sustituimos el valor de a en la ecuacion, ésta
queda expresada comoy =3 - ()~

Aplicando ley de los exponentes, la ecuacién
queda expresada comoy =3 - () ),

En general, podemos concluir que:

En una funcion exponencial con valor inicial by
factor de cambio a, si la variable independiente
x cambia en intervalos de nen n, donde n = 1,

la funcion queda expresada de la forma

y= b - axn,

Plantea la funcion para la poblacién

que se representa en la siguiente tabla

x (afnos) 0 25 50 75
y (poblacién en
T 3 12 48 192

Lo primero que debemos hacer es

identificar qué tipo de funcion es,
ya que la exponencial no es el tinico tipo de funcién
que hemos estudiado.
Al obtener el cambio promedio (para ver si es
lineal) obtenemos que:

12—
para los primeros dos puntos m = 1273 =0.36
25-0
48-12
ara el segundo y tercer punto m = ——— =1.44.
p g y p 50-25

Como no obtenemos el mismo valor para el
cambio promedio, concluimos que la poblacién no
tiene un comportamiento lineal.

Veamos ahora si tiene un comportamiento ex-
ponencial, para ello debemos comprobar que la
funcidn tiene factor de cambio constante.

Recordemos que el factor de cambio a se obtie-
ne dividiendo los valores de la funcién (la variable
dependiente).

Al dividir los términos obtenemos:

segundo 12

primero N
tercero 48
segundo 12

cuarto g _4
tercero 48

Observa que obtenemos siempre el mismo resul-
tado, por lo que podemos afirmar que la poblacién
tiene un comportamiento exponencial.

La ecuacién a utilizar es de la formay = b - a*.

En este caso, el valor de b = 3, es decir, la po-
blacién inicial (en el tiempo x = 0) y el factor de
cambio resultd ser a = 4, pero como los valores
de x cambian de 25 en 25, el exponente (la x) debe
estar dividido entre 25; la ecuacién queda expresa-
da como:

y=3- 425
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De esa forma queda indicado que el factor de e Si el factor de cambio es 0 < a < 1 se tiene
cambio de la poblacién es cada 25 afios. un decaimiento exponencial y la grafica sera
También puede escribirse como y = 3 - (47, decreciente. Por ejemplo:

al elevar el niimero 4 al exponente 35 la ecuacion

queda expresada como y = 3 - (1.057018)~

Grafica de una funcion exponencial

La grafica de una funcién exponencial es una curva
que, al igual que la recta, puede ser creciente o de-
creciente; en estas funciones eso depende de cémo 4
es el factor de cambio. Para la funcion y = b - a*
con b > 0, se cumple que:

e Si el factor de cambio es a > 1, se tiene un
crecimiento exponencial y la grafica serd
creciente. Por ejemplo:
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‘A-trabajar! InoapT————

—

l'.'jelciciol La epidemia del sars inicié en noviembre de 2002 en la provincia de Guangdong, China. La si-
guiente grafica muestra el avance mensual de la epidemia, desde que se presenté el primer caso
El encabezado de este articulo dice asi:

hasta abril de 2003. Fuente: Selecciones del Reader ‘s Digest, agosto de 2003.
La epidemia del sars ha puesto a temblar a todo el mundo. ;Podrdn los médicos acabar con ella?

Avance de la epidemia

16 de noviembre de 2002: Se registra el primer caso
de sags en la provincia de Guangdong, China.

Principios de marzo de 2003: La enfermedad se pro-

22 de abril de 2003: En China han ocurrido 2000 ca-
sos y 92 muertes, y se registran cinco casos nuevos de
infeccion por hora. La epidemia avanza en Canada,

o ) donde se registran 304 casos. Hay un total de 4500 ca-
paga a Hong Kong, Canad4, Singapur y Vietnam. s0s confirmados en todo el mundo.
26 de marzo de 2003: Hasta el 28 de febrero se ha-
bian contabilizado 792 casos y 31 muertes en Guang-

dong.

1 de mayo de 2003: 5220 casos y 329 fallecimientos
registrados en 28 paises.

. 2890 casos
11 de abril de 2003: Se informa de 2890 casos (de 116 muertos
los cuales 1309 se registraron en China, 1059 en Hong 11 deabril
Kongy 133 en Singapur) y 116 decesos.
792 casos
31 muertos
o5 s 28 de febrero
5 muertos
9 de febrero
Noviembre Diciembre Enero Febrero Marzo Abril
2002 2002 2003 2003 2003 2003

a) ¢De acuerdo con la informacidn, que tipo de funcion tiene la epidemia de sars?

a) ;Quéindica el tipo de grafica mostrada respecto a la epidemia?

b) ¢Por qué generd tanto panico a nivel mundial?

Como resultado de los censos de 2000, segun datos del iNeai (Instituto
Nacional de Estadistica, Geografia e Informatica), la poblacion (en mi-
llones de personas) que residia en el pais, incluidos extranjeros, puede
representarse mediante la siguiente formula P(t) = 97.48 (1.022)".

Ejercicio 2

a) Interpreta la informacién que da la férmula de la poblacién.

;Qué significa si la formula se expresa como P(t) = 97.48(1.022)"1°?




I'.‘:ja'cicio) Plantea una posible férmula para la funciéon dada en la siguiente tabla. Contesta en la linea.

t -2 —1 0 1
Q 25 1.3 0.676 | 0.35152

a) jEsunafunciénlineal?____ ;Por qué?

b) ¢Esunafunciénexponencial? ___ ;Por qué?

¢) ;Qué ecuacion vas a utilizar?
d) Elfactor de cambioesa = {Cémo lo obtuviste?

El valor inicial es b =

Al sustituir los datos, la ecuacion es

I'T'jercicio+ Plantea la ecuacién para la funcién representada en la gréfica.

S
617

(=1,3)

-2 -1 0 1 2
-2
a) ¢Es una funcién lineal o exponencial?
iPor qué?
b) Laecuacion que vas a utilizar es:
m Una estrategia para obtener la ecuacion seria escribir la informacién dada en la gréfica en una
tabla de datos; dicha tabla quedaria expresada como:

t
S

Para esta tabla tenemos que: a = y, como los valores de t aumentan de 3 en 3, la

ecuacioén queda expresada como:

Observa que no tienes el valor de b (ya que éste es el valor cuando t = 0, o el punto de interseccion con el eje y).
Para obtenerlo sustituimos cualquiera de los puntos en la ecuacion y despejamos b.

Finalmente la ecuacion es:

s, 0 . . . . .7 . .
Wf Determina si la siguiente tabla de valores corresponde a una funcién exponencial; si lo es, en-
cuentra su ecuacion.
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Q 2 2.662 | 3.543122 | 4.715895382
Para decidir si es exponencial verifica si los valores de Q aumentan en un factor de cambio cons-
tante.
El valor del factor de cambio es a = y los valores de t cambian en intervalos de
en , asi que la ecuacion, hasta este momento, quedaria expresada

como

Observa que en la tabla de datos no aparece el valor inicial, es decir, el valor de Q para el cual la variable t es
cero. Para encontrar el valor inicial, sustituye en la expresion anterior cualquiera de los puntos dados en la tabla y
despeja b.

La ecuacioén es

qerdcioé La funcién de ventas (en miles de unidades) de determinado producto esta dada por la siguiente
grafica, donde t se mide en anos y t = 0 representa el dia de hoy.

\4

a) Da lainterpretacion practica del punto (—3, 1).

b) Escribe una férmula que sirva para calcular las ventas como una funcion del tiempo.

Para determinar la ecuacioén realiza el siguiente analisis:
La forma grafica corresponde a una funcion D exponencial. D lineal.

Si escribimos los datos de la gréfica en una tabla de valores, obtenemos:

t
4

de donde podemos determinar que el valor inicial es b =
Elfactordecambioesa=____ yquelosvaloresdetvande____ en

La féormula para esta funcién de ventas es:

¢) Si el crecimiento de ventas no cambia, ;cudl serd el volumen de ventas dentro de 4 afios a partir de hoy?




L‘jeraclo7 Una persona ingirié una taza de café que contiene 100 mg de cafeina. Si la vida media de la cafei-
na en el cuerpo es de aproximadamente 4 horas, ;qué cantidad de cafeina Q habra en el cuerpo
de la persona 6 horas después?

La vida media es el tiempo que tarda una cantidad

(que decrece exponencialmente) en reducirse a la mitad.

Utiliza la definicion de media para escribir, en la siguiente tabla, la informacion ¢
proporcionada en el enunciado.
Q
“°“ Cuando en un enunciado se hace referencia a la vida media, significa que la situacién corres-
ponde a un modelo exponencial.

De acuerdo con la nota anterior, podemos determinar que el valor inicial es b = ;
ademas, el factor de cambio es a = y los valores de t van de en , por lo tan-
to, la funcion que nos da la cantidad de cafeina Q en el cuerpo como funciéon del tiempo es

Q(t) =

Ahora contesta la pregunta: ;qué cantidad de cafeina Q habrd en el cuerpo de la persona 6 horas después de
haberse tomado una taza de café?

l';jercidos El precio de una casa aumenta exponencialmente. Si en 3 afos el valor de la casa aumenté 40%
del valor original, con base en esta informacion estima el tiempo de duplicacion para su valor.

El tiempo de duplicacion es el tiempo que tarda una cantidad

(que crece exponencialmente) en duplicarse.

La ecuacién que vas a utilizar es:

Si Ves el valor de la casa y t es el tiempo en afos, ;cémo queda expresada la ecuaciéon?

Observa que no conocemos el valor inicial de la casa; en la ecuacion éste quedara expresado como b.
Para obtener el factor de cambio a, podemos escribir la informacién dada en una

tabla de datos. ¢
En esta forma, ya puedes plantear la ecuacién.

v
La ecuacién queda como:
“““ Otra forma de resolver este problema es plantear la ecuacion y sustituir la informacion dada
considerandola como el punto t = 3, V = 1.4b; después sustituimos en la ecuacion y despeja-

mos para obtener el factor de cambio a.
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Para obtener el tiempo de duplicacién, sustituimos V = y despejamos
Observa que la variable que se te pide obtener aparece en el exponente, y no hemos visto como despejar una
variable que se encuentra en el exponente. Para contestar la pregunta utilizaremos el método de pruebay error,
éste consiste en ir sustituyendo valores de prueba en t hasta obtener el mejor valor de t con el cual se satisface la
ecuacion, es decir, obtenemos una estimacién. Mas adelante aprenderas a resolver este tipo de situaciones.
Prueba con:

Por prueba y error, tenemos que el tiempo de duplicacién es t =

l.'fja’c’u:io? Para una compaiiia, las funciones de ingresos y costos estan dadas por
Ix)=3(2) y Cl)=9x+ 25

respectivamente, donde x son las miles de unidades producidas y vendidas.
e =

Indica el &rea que representa pérdidas y la que representa ganancias.

a) Utiliza un graficador, dibuja en la misma grafica ambas funciones y determina el punto
de equilibrio para la compania.

80+
60T
401

201

X
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

b) Sise venden 5000 unidades, ;hay pérdida o ganancia? Justifica tu respuesta.




iA reflexionar! ;Puedes obtener el punto de
equilibrio resolviendo algebraicamente la ecuacion?
Justifica.

Como obtener el factor de cambio cuando
se conoce la tasa de cambio

En muchas ocasiones, la
informacién que tene-
mos acerca del compor-
tamiento de una funcién
no estd dada como una
tabla de datos, sino como
la tasa o el ritmo con el
que la funcién aumenta o disminuye, por ejemplo:
la poblacién de una pequeiia ciudad es actualmen-
te de 250000 personas, y crece a una tasa de 2%
cada afio.

La expresion “crece a una tasa de 2% cada ano”
nos da informacién acerca del cambio porcentual
de la poblacion, es decir, nos indica cuanto aumen-
tard la poblacion respecto a la cantidad actual de
habitantes.

Esto significa que:

e Actualmente,
t = 0 la poblacién es
P = 250000 habitantes

¢ Dentro de un afio,
t = 1 la poblacion serd
P = 250000 + 2% (250000), es decir,
la poblacién del afio anterior més lo que
aumento ese afio.

Al tomar como factor comun el nimero 250000
nos queda P = 250000 (1 + 2%).

Al trasformar 2% a decimal obtenemos que P
= 250000 (1 + 0.02), y al efectuar la operacién den-
tro del paréntesis se tiene que P = 250 000 (1.02).

* Dentro de dos afios, t = 2, la poblacién serd
P = 250000(1.02) + 2% [250000(1.02)] es
decir, la poblacién del afio anterior més lo que
aumento ese afno.

Al tomar como factor comtn 250000 (1.02) nos
queda que P =
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Al trasformar 2% a decimal obtenemos que
pP=

y al efectuar la operacion dentro del paréntesis te-
nemos que P =

* Dentro de tres afios, t = 3 la poblacidn serd
pP= ;
asi que, si la poblacién de un cierto afio la
multiplicamos por 1.02 se obtendra la pobla-
cidn del siguiente afio.

La férmula que representa a esta poblacion
como una funcién del tiempo estd dada por

P =

“‘“ ' Observa que la formula para la
poblacién corresponde a una fun-

cién exponencial, ya que tiene la
formay = b - a".

iA reflexionar! ;Encuentras alguna relacién entre
el factor de crecimiento ¢ = 1.02 y la tasa con la
que crece la poblacién r = 0.02?

Describela:

Del andlisis anterior podemos concluir que cuan-
do una funcién “crece a una tasa (razén o ritmo) de
r % cada afio” es equivalente a decir que la funcién
aumenta exponencialmente y el factor de cambio
a se obtiene sumando una unidad a la tasa anual.
Cuando nos dan la tasa de decaimiento, el factor se
obtiene restandolo de la unidad, es decir,

a = 1 + r sila funcion crece

a =1 — r sila funcion decrece

“““ ' En ambos casos la tasa anual
debe transformarse a decimales
para sumarla o restarla.



En el 2000, la cantidad de medica-
mentos disponibles en los almacenes
del mvss alcanzaba para
cubrir los requerimientos
de medicamentos para
2.10 meses, y disminuia
a una tasa de aproxima-
damente 4%* cada afio.
Encuentra una férmula
para la disponibilidad de medicamento como una
funcién del tiempo. Si la tasa no cambia, ;cudl era
la disponibilidad de medicamento para el 2002?
(Supén que el 2000 corresponde a t = 0).

- Describe como obtienes el factor de

cambio que necesitas para plantear la funcién:

b (valor inicial) =

a (factor de cambio)

Funcién:

Utiliza la ecuacion para obtener la disponibili-
dad de medicamentos para 2002.

La siguiente informacion muestra la
tabla de amortizacion para el finan-
ciamiento de una camioneta Voyager modelo 2000,
en un trato directo con la agencia Chrysler Contry
a un plazo de 2 aios, efectuado en febrero de 2000.
Datos reales solicitados en la agencia mencionada.
Observa que las mensualidades son una cantidad
fija. Por lo general, en una transaccion de este tipo,
de la mensualidad pagada, una parte se destina a
capital y la otra a interés. La situacién mencionada
se presenta en este caso. Observa como al sumar el
capital con el interés se obtiene la cantidad men-
sual pagada.

VALOR CHRYSLER
T ABLA D E AMORTTIZACTION TASA DE INTERES: 18.00
MES NETO A FIN. CAPITAL INTERES E IVA MENSUAL
1 147,204.93 5,003.26 2,539.29 7,542.55
142,201,739 5,089.5 r4952.98 g 92 S5
3 137,112.10 5,177.37 2,365.18 7,542.55
4 131,934.73 5,266.68 2,275.87 7,542.55
5 126,668.05 5,357.53 2,185.02 7,542.55
6 121,310.52 5,449.94 2,092.61 7,542.55
7 115,860.58 5,543.95 1,998.60 7,542.55
8 110,316.63 5,639.59 1,902.96 7,542.55
9 104, 677.04 5,736.87 1,805.68 7,542.55
10 98,940.17 5,835.83 1,706.72 7,542.55
11 93,104.34 5,936.50 1,605.05 7,542.55
12 87,167.84 6,038.90 1,503.65 7,542.55
13 81,128.94 6,143.08 1,399.47 7,542.55
14 74,985.86 6,249.04 1,293.51 7,542.55
15 68,736.82 6,356.84 1,185.71 7,542.55
16 62,379.98 6,466.50 1,076.05 7,542.55
17 55,913.48 6,578.04 964.51 7,542.55
18 49,335.44 6,691.51 851.04 7,542.55
19 42,643.93 6,806.94 735.61 7,542.55
20 35,836.99 6,924.36 618.19 7,542.55
21 28,912.63 7,043.81 498.74 7,542.55
22 21,868.82 7,165.31 377.24 7,542.55
23 14,703.51 7,288.91 253.64 7,542.55
24 7,414.60 7,414.60 127.95 7,542.55
147,204.93 33,816.27 181,021.20

a) Dibuja la gréfica para la cantidad de dinero mensual asignada a capital.

*Fuente: El Norte, seccién Negocios, 30 de marzo de 2004.
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Lo primero que debemos hacer es

identificar qué tipo de funcién es. Si
se trata de una exponencial, debemos tener un factor
de cambio constante. Comprobémoslo dividiendo
los términos:

segundo  5089.57

: = =1.0172
primero  5003.26
tercero _ 5177.37 _10172
segundo  5089.57
cuarto _ 5266.68 _1.0172,
tercero 5177.37

y asi sucesivamente;

término 24 _ 7414.60 _1.0172

término 23 7288.91

Hasta la cuarta cifra decimal podemos decir que
la funcién se ajusta a un modelo exponencial, ya
que al dividir los términos siempre obtenemos el
mismo resultado, es decir, la funcién tiene un fac-
tor de cambio constante.

La gréfica debe ser una curva creciente, pues los
valores de capital aumentan. jDibtjala!

8000

6000

4000

2000
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b) (Cual seria la ecuacion para la cantidad de
dinero asignada a capital, en funcién del
tiempo?

Ya sabemos que se trata de una funcidn exponen-
cial, pues tiene un factor de cambio constante. La
ecuacion es de la formay = b - @*, pero si tomamos
la letra C para representar al capital y la letra 7 para
representar al tiempo (meses), la ecuacion es de la
forma C(t) = b - a'.

Si tomamos la primera cantidad del capital como
valor inicial, tenemos que b = 5003.26, y el factor
de cambio ya lo conocemos: es a = 1.0172.

La ecuacién es C(r) = 5003.26(1.0172)".

c¢) (Con qué tasa o razén estd aumentando la
cantidad de dinero asignada a capital?

Para determinar la razén con que crece la canti-
dad mensual asignada a capital, usamos la férmula:

a = 1 + r; al sustituir el factor de cambio en la
férmula obtenemos:

1.0172 = 1 + r, despejando r, tenemos que
1.0172 — 1 = r,esdecir, r = 0.0172 o r = 1.72%

lo que significa que la cantidad de dinero asignada
a capital aumenta a razén de 1.72% cada mes.



‘A -trabajar!

Cada una de las siguientes funciones representa la poblacion de diferentes ciudades, en millones

Ejercicio!
de personas por afo.

a) P(t) = 1.2(1.035)" b) P(t) = 2.5(1.022) o) P(H) =1.1(1.017) d) P(t) = 1.5(0.822)

{Cudl es la razén r con la que crecen o decrecen cada una de las cuatro poblaciones?

3

a) r= b) r= o r=

d)

B

{Cudl poblacion tiene mayor poblacion inicial?

{Cudl es esa poblacién?

(Cudl poblacién es decreciente?

qerciciol El valor de un automoévil se deprecia exponencialmente a razén de 8% cada 3 anos. Si el automo-
vil se comproé nuevo en $240000 en 1998, plantea una férmula para el valor del automévil (V) en
funcion del tiempo t y utilizala para calcular el valor que tendra en 2010.

La ecuacién que vas a utilizar es:

B

El valor inicial es b = . Elfactor de cambio esa =

La ecuacién queda como:

El afo 2010 corresponde al valor t =

Al sustituirlo en la ecuacion, tenemos que V(t) =

Una sustancia radiactiva se desintegra exponencialmente a razén de 2.4% cada afo. Con base en
esta informacion, determina la vida media de la sustancia. Si Q es la cantidad de la sustancia y
t es el tiempo en anos.

;Qué ecuacioén vas a utilizar?

i

El valorinicial es b = . El factor de cambioesa =

La ecuacion es:

Para obtener la vida media, sustituimos Q = y despejamos
iPodemos despejar la variable?

{Como obtendriamos la vida media?

Lavidamediaest =

qa'ciciwl- La poblacion de cierto pais era de 60 millones en 1974 y crecio a una tasa de 8.4% anual.

a) Escribe una férmula para la poblacion como una funcién del tiempo, en donde t se mide a
partir de 1974.

{Qué tipo de funcion es util para modelar la situacion dada?
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Poblacién inicial b =

Factor de crecimiento a =

Foérmula para la poblaciéon

Tasa de crecimiento r =

b) ;Cual serd la poblacién en 1989 si la tasa de crecimiento no cambia?

Como aplicar las funciones exponenciales
en el area de finanzas

Conocerds una aplicacion mas de las funciones
exponenciales; el calculo del saldo en una cuenta
bancaria, bajo ciertas condiciones, resulta ser una
funcién exponencial.

Cuando se tiene algo de dinero y se decide in-
vertirlo, esta inversion ganard intereses.

Si el interés se paga mds de una vez al afio y los
intereses ganados no se retiran, es decir, se rein-
vierten, se dice que el interés gana interés; a este
efecto se le llama interés compuesto, también 1la-
mado interés capitalizable.

Todas las situaciones que plantearemos en esta
seccién supondrin un interés compuesto.

La tasa de interés que manejan los bancos es
anual, pero ofrece diferentes opciones para el pago,
como anualmente, mensualmente, semestralmente,
diario, etcétera.

Construccion Iniciaremos deduciendo la férmula
que nos da el saldo de una cuenta bancaria. Conside-
raremos la siguiente situacion.

Sup6n que se hace
un depdsito inicial de
$1000 en una cuenta
bancaria que gana 10%
- de interés capitalizable
anualmente y que durante todo ese tiempo no se
hace ningun otro depdsito ni retiro.

(Qué tipo de funcion es ttil para modelar la si-
tuacion dada?

El saldo inicial es b = , la tasa de cre-
cimiento (como decimal) es r = y
el factor de crecimiento es a = ;
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por lo tanto, el saldo en la cuenta a los 7 afios estd
dado por la férmula S =

(Como queda expresada la férmula que nos da
el saldo S en la cuenta, si el depdsito inicial es P
(en vez de 1000) y la tasa de interés es r (en vez
de 10%)?

S =

(Qué pasa si el interés se paga mds de una vez
al afio? En la situacioén anterior consideramos que
el interés era compuesto anualmente, es decir, se
pagaba una vez al afio. Ahora, si la tasa de interés
es de 8% y elegimos que sea compuesto trimestral-
mente, es decir, que se pague cada tres meses, /Sig-
nifica que cada tres meses nos van a pagar 8% del
saldo?

Si el interés se paga cada tres meses, jcudntas
veces en el afio nos pagarian?

(Qué tasa de interés se pagard cada tres meses?

En general, ;qué debemos hacer si el interés r se
paga n veces al afio?

(Como cambia la férmula del saldo si el interés
es compuesto n veces al afio?

S =
Concluimos que la férmula para obtener el saldo
S de una cuenta bancaria, si se hace un depdsito

inicial de Py se paga un r % de interés anual capi-
talizable n veces en el afio es:

S=P(1+—)
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g'ercidol Si se depositan $10000 en una cuenta bancaria que gana 8.5% de interés anual compuesto o
capitalizable cada bimestre, ;cual es el saldo en la cuenta después de 5 afos?

;Qué variable te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés

Numero de veces que se paga el interés en un afo, n =

Cual es el valor de:

Deposito inicial P =

Tasa anual en decimal r =

Tiempo t =

Sustituye los datos en la formula y responde a la pregunta planteada.

Respuesta:

s s

:jauaoz (Cual fue la tasa de interés que se pagd en una inversion si sabemos que en tres afos la inversion
se duplicé? Supongamos un interés compuesto mensual.

{Qué variable te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés

Numero de veces que se paga el interés en un afo, n =

Cual es el valor de:

Saldo inicial P =

Tiempo t =
Saldo S =

Sustituye los datos en la férmula y responde a la pregunta planteada.

Respuesta:

Ejemicio} Deseamos invertir en un plan educativo a futuro. Supén que en 18 afos tendrd un valor de
$50000 ddlares. ;Cuanto debes invertir ahora si se paga un interés de 9% compuesto trimestral
durante todo el periodo del contrato?

{Qué variable te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés

Numero de veces que se paga el interés en un afo, n =

Cual es el valor de:

Tasa anual en decimal r =

Tiempo t =
Saldo S =

Sustituye los datos en la formula y responde a la pregunta planteada.

Respuesta:
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Rendimiento efectivo anual: rRea

Al inicio del tema mencionamos que la tasa de in-
terés que manejan los bancos es anual; si €ste se
paga una vez al afio, la ganancia porcentual serda
la tasa de interés que se pagé. Si el interés se paga
mds de una vez al afio, la ganancia porcentual ya
no corresponde a la tasa de interés sino a un por-
centaje un poco mayor que la tasa de interés que se
estd ofreciendo, esto sucede por el efecto del inte-
rés compuesto.

A la tasa que nos dice exactamente cudnto in-
terés pagaré la inversion se le llama rendimiento
efectivo anual y representa el porcentaje que real-
mente se gana en la inversion, respecto al dep6sito
inicial.

El rendimiento efectivo anual (escrito en por-
centaje), que llamaremos el REA, se puede calcular
dividiendo el cambio en el saldo después de un afio
entre el depdsito inicial, es decir,

S-P
REA = ——.
P

Para deducir la férmula, supén que deseamos
calcular el REA de una cuenta en la cual se hace
un deposito inicial P y que paga un interés de r %
compuesto n veces al afio.

— P, al sustituir la formula del saldo,

P(1+r] _p
n

P

Si REA =

obtenemos que

REA =

Al factorizar P en el numerador (factor comtin)

tenemos que,
P (1+r) -1
n

P

Si eliminamos la P del numerador con la del de-
nominador tenemos que,

REA = (1+5] ~11-100.

REA =

n

“m : El rREA se debe expresar en por-
e centaje, por lo que al final debere-

mos multiplicar por 100 para que
esto se cumpla.
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qercicio+ (Cual es el rendimiento efectivo

anual de una inversion que paga dia-

riamente 12% de interés anual compuesto? Supon
una inversion inicial de $20000 a 365 dias.

(Qué te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés:

Numero de veces que se paga el interés en un afio,
n =

Tasa anual en decimal r =

Tiempo ¢t =

Sustituye los datos en la férmula y responde a la
pregunta planteada.

Respuesta:

Observa que en este ejercicio conocemos el dep6-
sito inicial, por lo que podriamos calcular la ganan-
cia real obtenida (expresada como una cantidad), al
restar saldo menos depdsito inicial, es decir,

Ganancia real (cambio en el saldo) = Saldo —
Depésito inicial =

Si queremos obtener el porcentaje de aumento en
el saldo, respecto al depdsito inicial, lo que ten-
driamos que hacer es dividir el cambio en el saldo
entre el depdsito inicial y con eso obtendriamos
el REA.

Compruébalo efectuando la operacion

B S-P B Cambio en el saldo B

REA - y . « . .
P Deposito inicial



(Cudl fue la tasa de interés que se
pagéd en una inversién si se sabe

que tuvo un rendimiento efectivo de 9%? Supén que
el interés es compuesto cada mes.

(Qué te piden obtener? ___

Forma en que se capitaliza el interés

Numero de veces que se paga el interés en un afio,
n =

Rendimiento efectivo anual = REA =
Tiempo ¢ =

Saldo S =

Sustituye los datos en la férmula y responde a la
pregunta planteada.

Respuesta:

(Cual fue la tasa de interés que se

pagd en una inversion si se sabe que
el saldo se incremento 7% en dos afos? Supén que el
interés es compuesto cada hora.

(Qué te piden obtener? ___

Forma en que se capitaliza el interés

Numero de veces que se paga el interés en un afio,
n =

Depésito inicial P =
Tiempo ¢ =

Saldo S =

Sustituye los datos en la férmula y responde a la
pregunta planteada.

Respuesta:
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Conjunto de ejercicios
de practica 1.5

ﬁ

Resuelve los siguientes ejercicios. ¢) ¢Cual es la razén con la que crece el pago a ca-

- . , ital?
1. Dadas las siguientes tablas, determina cual de ellas P

corresponde a un modelo exponencial. 3. Segun datos publicados en el periédico El Norte,
del 21 de marzo de 2004, el crecimiento de la po-

a blacién en la Ciudad de Monterrey ha sido expo-
p 5 10 15 20 nencial en el periodo de 1950 a 2000.
5.520 [ 6.095 | 6.730 | 7.430 Afio 1950 2000
b) Habitantes | 339282 |3326604

a) Plantea una férmula para la poblacién en fun-
cion del tiempo.

45 6 5 45 125 b) De continuar esa tendencia. ;Cual sera la pobla-

ciéon en 20107

<) 4. Los siguientes datos muestran la inversion extran-
jera en México en millones de ddlares en el periodo
X 2 2.5 3 35 1998-2001.
y | 168.75 |146.142 |126.562 |109.606
Ano 1998 1999 2000 2001
d) Inversion | 12500 | 15956.26 | 20368.18 | 26 000
X —10 0 10 20 a) Plantea una férmula para la inversion en fun-
y 44 12 -20 —52 cion del tiempo.
b) Con esatendencia, estima la inversion que hubo
2. Cuando contratas un crédito, la mayoria de las ve- en 2005.

ces una parte del pago mensual se destina para el
pago del capital financiado y la otra para intereses.
La tabla de amortizacion del capital en el crédito
para la compra de un automévil a un plazo de 24 5.
meses con pagos mensuales fijos de $7 542.55 estd

dada por:

Obtén la formula para la funcién representada en
cada una de las siguientes graficas.

y

(=2,3)

Mes 0 1 2 3 4

Capital |5003.26|5089.57 | 5177.37 | 5266.68 | 5357.53 \‘(z\l)

Mes 5 6 7

Capital | 5449.94 | 5543.95 | 5639.59 ’ y

(3,6)

a) Plantea una posible férmula para la cantidad de
dinero asignada a capital en funcidn del tiempo
(medido en meses). Toma al menos 5 decimales.

b) Utiliza la ecuacién anterior para determinar qué /
cantidad de dinero se asigna a capital y qué can- x

tidad a intereses, del pago mensual correspon-
diente al primer afo del crédito.

(1,2)




(=3,12)

9. Deseas adquirir un préstamo para una casa. Al so-
licitar informes en una empresa, la empleada te
dice que el pago mensual es variable. Para motivar
la adquisicion del crédito, la primera mensualidad
que te dan es muy baja. Te dicen que va a iraumen-
tando, pero que tu sueldo también, de tal manera
que, aunque llega un momento en que la mensua-
lidad es alta, no tendras problemas para cubrirla.
Sin embargo, a la hora de explicarte muestran la
siguiente grafica que representa el pago mensual
durante todo el plazo del préstamo.

$ Pago mensual

{Te conviene adquirir el préstamo con esa empre-
sa? Justifica tu respuesta.

10. Selecciona la opcidn que representa la ecuacion de
la siguiente grafica. Justifica tu respuesta.

o) y=54(1.032)
d) y=x*+1

a) y=3(0.814)
b) y=6x+4

/ x

11. Selecciona la opcion que representa la ecuacion de
la siguiente grafica. Justifica tu respuesta.
a) P(t)=8—3.2t o P(t)y=(t—52+1
b) P(t) = 20 (0.66)! d) P(t) = 7.5(2.3)"

t

12. Lasiguiente grafica representa el valor de un auto-
movil en funciéon del tiempo transcurrido a partir
de su compra. Interpreta la gréfica.

$

230000 €

t

13. Lasiguiente grafica muestra la produccién p de una
empresa en funcion del capital invertido. Interpre-
ta la gréafica.




Resuelve los siguientes problemas.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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La funcion P(t) = 2.5(1.038)"2 representa la pobla-
cion (en millones) de una ciudad, en el tiempo t (en
anos). Describe toda la informacién que indica la
funcién respecto a la poblacién de esa ciudad.

,I t/5730
La funcién Q(t) = b(ij representa la cantidad

de carbono 14 (isétopo radiactivo del carbono) de
una sustancia en el tiempo t, en afos. Describe
toda la informacion que indica la funcidn respecto
a la sustancia.

La funcién P(t) = (1.7) representa el consumo de
electricidad en kilowatts de una poblacién en t afnos.
Describe toda la informacion que indica la funcién
respecto al consumo de electricidad.

La siguiente ecuacion V(t) = 140000(0.15)" repre-
senta el valor de un automoévil a los t anos. Describe
toda la informacién que indica la funcién respecto
al valor del automovil.

El precio de un articulo aumenta exponencialmen-
te a razéon de 2% cada 2 aios.

a) Plantea una férmula para el precio como fun-
ciéon del tiempo.

b) Utiliza la féormula para determinar cual fue el
aumento en el precio del articulo a los 10 afos.

Una sustancia radiactiva se desintegra exponen-
cialmente. Si en 3 meses esta presente 20% de la
que originalmente habia, ;qué cantidad de sustan-
cia habra al final del aio? Plantea la formula para
la cantidad de sustancia en funcién del tiempo y
Usala para contestar la pregunta.

La energia nuclear se puede utilizar para proveer
de potencia a vehiculos espaciales. Si inicialmente
la fuente radiactiva de poder para cierto satélite
provee 40 watts y la salida decae exponencialmen-
te a una razén de 0.04% cada dia.

a) Plantea unaférmula para la cantidad de energia
en funcion del tiempo.

b) Utiliza la formula para determinar la cantidad
de energia a los 20 dias.

¢) ¢En cuantos dias la fuente radiactiva reducira a
35 watts su salida de energia?

La poblaciéon de Pakistan, expresada en millones
de habitantes, crece exponencialmente a razén de
2.81% por ano. Si en 1994 habia 126.4 millones
de habitantes,

a) Plantea una férmula para la poblacién, como
funcion del tiempo.

Funciones: representacion y andlisis

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

b) Utiliza la formula para determinar la poblacion
en 11 anos.

¢) ;En qué ano la poblacion seria de 200 millones
de habitantes?

La oferta de videograbadoras crece exponencial-
mente a una razén de 0.4% por cada peso que
aumenta el precio del producto. Actualmente la
oferta es de 150 unidades.

a) Plantea una férmula para la oferta en funcién
del precio.
b) ;Cudl seria la oferta si el precio es de $16?

La demanda para un nuevo juguete disminuye
exponencialmente a una razén de 4.87% por cada
peso que aumenta el precio del juguete.

a) Plantea una féormula para la demanda en fun-
cion del precio.
b) ;Cudl seria la demanda si el precio es de $10?

Cuando se lanza al mercado un libro nuevo, debido
a su publicidad se venden 25000 ejemplares. Dos
meses después las ventas fueron de 10000 ejempla-
res. Suponiendo un comportamiento exponencial,

a) Plantea la formula para las ventas en funcién
del tiempo.

b) ;Cuantos ejemplares se vendieron medio afo
después de su lanzamiento al mercado?

El valor de una maquina copiadora es de $50000,
después de 5 anos su valor fue de $29700, supo-
niendo un comportamiento exponencial:

a) Plantea la formula para el valor de la copiadora
en funcién del tiempo.

b) ¢Cual fue el valor de la copiadora 12 afos des-
pués de su compra?

Después de fumar un cigarro que contiene 15 mg
de nicotina, el organismo la elimina en forma expo-
nencial. Si a las 18 horas quedan 1.825 mg de nico-
tina en el organismo, jcudl es la vida media de esta
sustancia?

En las primeras etapas de la epidemia del sida se
estimaba que habia 1.3 millones de personas con-
tagiadas, si la epidemia crecia exponencialmente.
Si se sabe que en 15 meses habia 10.4 millones de
personas contagiadas, jcudl es el tiempo de dupli-
cacién de la epidemia?

Después de haber adquirido un bien inmueble, se
sabe que a los 2 afos su valor fue de $410670, y a
los 9 afnos su valor fue de $1232520. Suponiendo
un comportamiento exponencial, ja qué precio se
compré el inmueble?



29. Utiliza una calculadora graficadora para determi-
nar el punto de equilibrio para una compania si
las funciones de costos e ingresos estan dadas por
I(x) = 2.5(1.08") y C(x) = 3x + 5. Dibuja en los mis-
mos ejes ambas graficas.

. Utiliza una calculadora graficadora para trazar las
graficas de f(x) = 6, g(x) = 7%, h(x) = 8“en el mismo
conjunto de gjes, en la pantalla [0, 5] X [0, 100]. Co-
menta la relacién entre la base b y el crecimiento
de la funcion f(x) = b~

s

| w
==

. Utiliza una calculadora graficadora para trazar las

X X X

" 1 1 1
gréficas de f(x)—(g) , g(x)—(g) ,h(x)_(;) ,

en el mismo conjunto de ejes, en la pantalla [0, 4] x
[0, 1]. Comenta la relacion entre la base by el decai-
miento de la funcion f(x) = b~

32. El banco paga intereses de 3.69% anual. Si se de-
posita $50000, jcuanto dinero habra en la cuenta
después de 5 afnos suponiendo que el interés es

compuesto trimestralmente?

33. La caja de ahorro de los telefonistas paga intereses
de 5.68% anual. Si se deposita $7000, jcuanto di-
nero habra en la cuenta después de 8 anos? Supon

un interés compuesto mensualmente.

34. Una caja popular paga intereses de 5.73% anual
compuesto bimestralmente. jQué cantidad se
debe depositar si se desea tener $63 500 dentro de

12 anos?

35. Si el banco paga intereses de 2.50% compuesto
anualmente, j;qué cantidad se debe depositar si se

desea tener $423 000 dentro de 15 anos?

1.6

36.

7

38.

39.

40.

41.

42.

43.

;Qué tasa de interés anual tiene un rendimiento
efectivo de 5%? Supon que el interés es compuesto
semanalmente y que el aio tiene 52 semanas.

{Cual fue la tasa de interés anual que se pago en
una inversion si se tiene que en 4 anos el saldo ha-
bia aumentado 60% del depdsito inicial? Supon
que el interés es compuesto bimestralmente.

;Qué tasa de interés anual triplica el valor de una
inversiéon en 11 anos? Supdn que el interés es com-
puesto semestralmente.

;Qué tasa de interés anual tiene un rendimiento
efectivo de 8.2%? Supdn que el interés es com-
puesto diariamente y considera el afio de 365 dias.

{Cual es el rendimiento efectivo anual en una inver-
sion si se sabe que paga un interés de 9% compues-
to diariamente? Considera el ano de 365 dias.

{Cudl es el rendimiento efectivo anual en una in-
versién de $10000 si se sabe que paga un interés
de 12.55% compuesto 30 veces al afo?

Un monto de dinero es invertido a r% compues-
to anualmente. Si la inversién asciende a $21632
al final del segundo afno y $22497.28 al final del
tercer ano, encuentra la tasa de interés ry la suma
invertida.

Una cantidad de dinero se invierte a r% compues-
to semestralmente; si asciende a $56 275.44 al final
del segundo ano y a $59 702.62 al final del tercer
ano, determina la tasa nominal de interés ry la can-
tidad invertida.

Funcién exponencial
con base e

S

En la seccién anterior analizamos cémo invertir un poco de dinero y ganar intereses pagaderos en
diferentes formas, por ejemplo una vez al aflo o muchas veces al afio. Ademds, encontramos que si
se deposita una cantidad P a una tasa de interés de 7% anual compuesto n veces al afio, el saldo S en
la cuenta después de ¢ afios estd dado por
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Construccion Utiliza la férmula anterior y sup6n
que inviertes $1 a una tasa anual de 100% com-
puesta n veces al afio.

(Cémo quedaria la férmula para calcular el sal-
do S después de un aiio?

S =

Utiliza la férmula anterior para calcular el saldo
para valores de n cada vez mds grandes. Completa
la siguiente tabla:

Observa que para valores grandes de n el valor

n
de la expresion S = (1 + %J se aproxima (tiende)
al nimero .
Hace muchos afios, cuando se estaban estudiando
fenomenos de la Naturaleza, este nimero aparecia
con mucha frecuencia como base de una funcién
exponencial. De ahi que se le da un nombre espe-
cial y se representa con la letra e.

s un enfoque geometrico

J Si dibujamos la grifica de la funcién saldo,

10 n
1

100 S= (1 + —] obtenemos:
n

1000

1000000

10000000

7 R (R T N S S B
“m Observa como la grfica tiende a “m Observa que en la situacién an-
ser constante para valores grandes

de n, tanto por la izquierda como
por la derecha; en ambos casos, la funcién se acer-
ca al nimero 2.7182818..., que es el mismo nu-
mero al cual tiende S para valores grandes de n.

Podemos concluir que el

lim (1+1) =2.7182818...=¢

n——>c0 n

Si en la expresion anterior tenemos que la tasa
de interés es r, el limite es:

, r ,
lim (1 + —] =e
n—eo n
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terior el nimero de veces que se

compone el interés aumenta sin
limite; podemos interpretarlo como que no hay in-
terrupcion en el tiempo. En este caso, se dice que
el interés se compone continuamente.

En general, si se deposita una cantidad P a una
tasa de interés de r% anual compuesta continua-
mente, el saldo S en la cuenta después de ¢ afos
estd dado por:

S = Pe"

El rendimiento efectivo anual para el caso de
interés compuesto continuamente estd dado por la
férmula

REA = (¢ — 1) - 100




Ecuacion de la funcién exponencial base e

La funcién exponencial que aprendimos en la seccién
anterior y = b - a* se puede escribir con base e, de la

siguiente manera: | y = be™, |donde r representa la

razon, tasa o ritmo continuo con que crece o decrece
la funcidn, y b representa el valor inicial (interseccién
con el eje y o el valor de y cuando la x = 0).

Observa que e’ representa el factor de cambio a
de la funcién exponencial, es decir, " = a.

Si tenemos una funcidén escrita con base a se
puede cambiar a base e y viceversa; para cambiar
de base, tenemos que igualar las bases y resolver la
ecuacion que queda expresada.

Cambiar a base e la funcidn

y=2-5"

Queremos que la ecuacién esté es-
critaen laformay = b - ¢"; para ello
igualamos las bases ¢ = 5y obtenemos el valor de r.
Recuerda que para obtener el valor de una varia-
ble que estd en el exponente utilizamos el método de
prueba y error, pues no hemos visto cémo despejarla.
Por prueba y error, r = 1.6094. Al sustituir este
valor de r, la ecuacion con base e queda expresada
como y = 2 - ¢'%* que es una ecuacion equi-
valenteay = 2 - 5%

Cambiar a base a la funcion
3x

y=2-¢7

Queremos que la ecuacién esté es-

crita en la forma y = b - a*; para
ello igualamos las bases e® = a y obtenemos el
valor de a. Lo tnico que debemos hacer es obtener
el valor de e con una calculadora cientifica; el re-
sultado corresponde a la base a. Entonces tenemos
que a = 0.049787 y la ecuacién con base a queda
expresada como y = 2 - (0.049787)".

Cuando utilizar base e

De acuerdo con lo anterior, podemos concluir que
utilizaremos la funcién base e si la funcién cambia
(aumenta o disminuye) exponencialmente con una
razon, tasa o ritmo continuo.

Grafica de una funcion exponencial
con base e

La grifica de la funcién y = b - €™, donde b > 0,
es una curva que puede ser creciente o decreciente;
esto depende del signo de » en la ecuacion.

“““ Observa en el ejemplo 1 que la
funcién exponencial corresponde

a una funcion creciente, ya que la
base es a > 1, y al cambiar a base e, el exponente
quedo positivo.

En el ejemplo 2, la funcién base e tiene expo-
nente negativo y al cambiarla a base a result6 ser
una funcién decreciente, pues labasees 0 < a < 1.

Entonces, de acuerdo con lo anterior, podemos
concluir que: en una funcién exponencial de base e,

* sir> 0, entonces la funcidn es creciente, por

ejemplo,
y
8
6
4
2
_/ x
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-2
-4

e sir <0, entonces la funcion es decreciente,
por ejemplo,

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

“““ Al plantear una funcién exponen-
cial con base e, debemos asignar el

signo correspondiente a r, depen-

diendo de si la funcion es creciente o decreciente.
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I'."j'ercidol La poblacion de una ciudad es de 6.7 millones de personas y crece exponencialmente a razén
continua de 2.3% cada afo.

a) Para plantear la funcion que representa a esta poblacion, ;utilizamos base a o base e?

Justifica

b) SiPeslapoblacionytes el tiempo la ecuacién queda expresada como:

Al sustituir la poblacién inicial y la razén continua, la ecuacién queda como:

Una sustancia radiactiva se desintegra exponencialmente a razén continua de 3% cada mes. Si la

cantidad inicial de sustancia es de 100mg, ;qué cantidad de sustancia habra al final de un ano?

Si Ces la cantidad de sustancia y t es el tiempo, la ecuacién queda expresadacomo_____ .

En esa ecuacion, ;qué representa b? ; ila conoces? b=

;Qué representa r? ; ¢la conoces? r=

La ecuacién queda planteada como:

Utiliza la ecuacién para contestar la pregunta:

;Qué cantidad de sustancia habra al final de un aino?

El carbono 14 es una sustancia que se utiliza para medir la edad de objetos orgdnicos. Si se sabe
que la vida media del carbono 14 es de 5730 afos y que disminuye exponencialmente a razén
continua, plantea una ecuacién para la cantidad Q de carbono, en funcién del tiempo t (en anos).

;Qué férmula vas a utilizar?

Oi

En esa ecuacion, jqué representa b? ; ila conoces? b=

;Qué representa r? ; ila conoces?

“m‘ Si no conoces la cantidad inicial, al plantear la ecuacion se deja como b; pero si no conoces la
razén continua de cambio r, la debes obtener, ya que ésta es la que nos indica como cambia

la funcién. Para obtener r utilizamos la informacién de la vida media. Observa que en realidad lo

que conoces es un punto que, al ser sustituido en la ecuacién, te permitira encontrar el valor der.

{Cudl es el punto?

La ecuacién queda planteada como:

Por prueba y error, encontramos que r =

La ecuacion es:

qel'ddo‘l' Un craneo descubierto en una excavacién arqueoldgica tiene 12% de la cantidad original de car-
bono 14. Utiliza la formula del ejercicio anterior para determinar su edad.
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;Qué variable se te pide obtener?

;Qué variable conoces? . Su valor es

Sustituye los datos en la ecuacion para obtener lo que se pide.

m

Jemicioi Si se depositan $10000 en una cuenta bancaria que gana continuamente 8.5% de interés anual
compuesto, jcual es el saldo en la cuenta después de 5 anos?

;Qué férmula vas a utilizar?

B

;Qué variable te piden obtener?
Cudl es el valor de:

Deposito inicial P = Tasa de interés r = Tiempo t =

Sustituye los datos en la férmula y calcula el valor indicado.

(P4 . . .7 . 7 .
l'gerac‘oé La siguiente tabla muestra una funcién que crece exponencialmente a razén continua.

X 0 1 2 3
y 2 40.171073 806.857586 |16206.167855

Sducién a) Plantea la ecuacién de la funcion.

;Qué férmula vas a utilizar?

En esa ecuacion, jqué representa b? , ila conoces? b=

{Qué representa r? , ila conoces?

;Qué debes hacer para obtener r?

Obtenemos que r =

La ecuacion es:

b) Utiliza la ecuacion para obtener el valor de y, cuando x = 8.

-2 ’ . . . . .z . 7
qerclao7 ;Cudl es el rendimiento efectivo anual de una inversion que paga 9% de interés anual compuesto
continuamente?

Solucién ;Qué te piden obtener?

;Qué férmula vas a utilizar?

'

Cual es el valor de:
r=_ t =S

Sustituye los datos en la férmula y calcula el valor indicado.




Conjunto de ejercicios
de practicar1:6 Inoap T—————

ﬂ

Resuelve los siguientes problemas. 6.
y
1. La siguiente tabla define una funcién que crece 710
exponencialmente a razén continua.
X 0 1 2 3
y 3.1 3.980479 | 5.111036 | 6.5627 3.5

-

Plantea la ecuacion de la funcién.

2. Lasiguiente tabla define una funcién que decrece 7. Selecciona la opcidn que representa la ecuacién de

exponencialmente a razén continua. la siguiente grafica. Justifica tu respuesta.
t| o 2 4 6 @) y=ae y
b) y=15—3x
p 6 2.979512 | 1.479582 | 0.7347386 Q) y=9e

d) y=(1.048)*
Plantea la ecuacion de la funcion. \

En los siguientes problemas, supén que las graficas
corresponden a funciones exponenciales que cam-

bian a razén continua. Plantea una posible ecuacion
para cada una de ellas.

8. Selecciona la opcidn que representa la ecuacién de

3. 5 la siguiente gréfica. Justifica tu respuesta.
(4,3) a y=5+3 y
b) y= 407x
¢) y=7(0.98)*
1 d) y=12e7 12>
d M
4, y / x
-1,5) 9. La funcion P(t) = 5.3e'% representa el precio (en
millones de pesos) de un terreno en el tiempo t (en
(6,1/2) anos). Describe toda la informacién que indica la
5 funcién respecto al precio del terreno.
10. La funcién Q(t) = 2% representa el niumero
5 de personas contagiadas en una epidemia en t
P

dias. Describe toda la informacién que indica la
-2,9) funcion respecto al niUmero de personas conta-
giadas.

11. Lafunciéon V(t) = 14.6e %' representa el valor de un
\ automovil (en miles de pesos) en el tiempo t (afos).
LS Describe toda la informacion que indica la funcién

respecto al valor del automovil.




12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Convierte las siguientes funciones en la forma
P(t) = ba'. ;Cudl representa crecimiento exponen-
cial y cual decaimiento?

a) P(t) = 23e*™" b) P(t) = 1.24e 238

Convierte las siguientes funciones en la forma
P(t) = ba'". ;Cudl representa crecimiento exponen-
cial y cual decaimiento?

a) P(t) = 0.48e*" b) P(t) = 24e-025t

Un automovil de $184350 se deprecia exponen-
cialmente a razén continua de 2.5% cada ano.

a) Plantea una férmula para el valor del automovil
como funcién del tiempo.

b) Utiliza la férmula para calcular el valor del auto-
movil a los 5 afos.

Una poblacidon de bacterias crece exponencial-
mente a razén continua cada mes. Si en 3 meses
aumentoé 18% de la que originalmente habia,

a) Plantea una férmula para la poblacion en fun-
cién del tiempo.

b) Utiliza la férmula para determinar en qué por-
centaje aumento la poblacién en un aio.

El gas de invernadero mas abundante es el diéxido
de carbono. Segun el pronéstico de la Organiza-
cién de las Naciones Unidas, en el “peor escenario” la
cantidad de didxido de carbono en la atmosfera (en
partes por millén, en volumen) crece exponencial-
mente a razén continua de 0.353% al afo. Si se sabe
que en 1750 habia 277 partes por millén,

a) Plantea una férmula para la cantidad de dioxi-
do de carbono en la atmodsfera en funcion del
tiempo.

b) Utiliza la formula para calcular la cantidad de dioxi-
do de carbono en la atmosfera en 2000.

Un medicamento elimina 25% de la cantidad de
virus presentes en el organismo de la persona
cada 8 horas. Suponiendo que la cantidad de virus
cambia exponencialmente a razén continua, jcual
es esa razon?

La oferta de un producto crece exponencialmente
a razén continua de 8% por cada peso que aumen-
ta el precio del producto. Si actualmente se ofrecie-
ron en el mercado 15000 unidades,

a) Plantea una férmula para la oferta en funcion
del precio.

b) ¢Cual serd la oferta cuando el precio es de 17
pesos?

19. Una institucion financiera paga intereses de 7%
anual. Si se depositan $80340, ;cuanto dinero ha-
bré en la cuenta después de 15 afos? Supdn un in-
terés compuesto continuamente.

20. Una institucion financiera paga intereses de 5.4%
anual. Si se depositan $78525, ;cuanto dinero ha-
bré en la cuenta después de 13 anos? Supén un in-
terés compuesto continuamente.

21. ;Cuanto debe depositarse ahora en una cuenta
bancaria si se desea tener $50000 de saldo dentro
de 3 anos? La tasa de interés que se paga es de 14%
compuesta continuamente.

22. ;Cuanto se debe depositar ahora en una cuenta
bancaria si se desea tener $120000 de saldo den-
tro de 5 afnos? La tasa de interés que se paga es de
9.2% compuesta continuamente.

23. ;Cual es el rendimiento efectivo anual de una in-
version si paga un interés de 4.7% compuesto con-
tinuamente?

24. ;Cual serd el rendimiento efectivo anual de una
inversion de $20000, si paga un interés de 3.25%
compuesto continuamente?

25. Una inversiéon de $30000 se compone de manera
continua, durante los primeros 2 aflos con una tasa
de 8.3%, y los siguientes 5 afos a una tasa de inte-
rés de 10.5%. Calcula el valor de la inversién des-
pués de 7 afos.

26. Una inversién de $5000 se compone continua-
mente, durante 3 afos a una tasa de 4.26%, y a los
siguientes 6 anos a una tasa de interés de 7.13%.
Calcula el valor de la inversion después de 9 afios.

Utiliza una calculadora graficadora para trazar las
j graficas de fix) = e**, g(x) = e, h(x) = e"*en el
mismo conjunto de ejes en la pantalla [—2, 2] X
[0, 4]. Explica el efecto de la constante k en la grafi-
cade f(x) = ek

g~

28. Utiliza una calculadora graficadora para trazar las

5| gréficas de f(x) = e7°%, g(x) = e™, h(x) = e""*enel
mismo conjunto de ejes en la pantalla [—2, 2] X

E[O, 4]. Explica el efecto de la constante k en la gra-
fica de f(x) = e*.
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1.7

Funciones logaritmicas

|

)
4

Sabemos que la funcién exponencial y = a* es creciente si @ > 1y es decreciente si 0 < a < 1; en
cualquiera de los dos casos sus graficas son como las que aparecen en las siguientes figuras:

0.5
x

-2 -15 -1 -05 0 05 1 1.5 2
-0.5

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2
-0.5

Funcion exponencial creciente (a > 1)

Utilizando la prueba de la linea horizontal, pode-
mos concluir que la funcién exponencial y = a*
(ya sea creciente o decreciente) tiene inversa y sa-
bemos también que para encontrarla es necesario
despejar la variable independiente x en términos de
la variable dependiente y; el problema para despe-
jarla es que se encuentra en el exponente, por lo
que ahora veremos una estrategia para despejar va-
riables que se encuentran en exponentes y esto nos
conducira a definir la funcion logaritmica.

Construccion Iniciemos resolviendo la ecuacién
& = 64.

Observa que el lado izquierdo de la igualdad es
una funcién exponencial con base 8. Para determi-
nar el valor de x que satisfaga la ecuacion basta con
responder a la siguiente pregunta:

(A qué exponente x hay que elevar la base 8 para
obtener el nimero 647 Es obvio que el valor de x
debe ser 2, porque 8% = 64.
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Funcion exponencial decreciente (0 < a < 1)

Este nimero x = 2 recibe el nombre de logarit-
mo base 8 de 64 y se denota por 2 = log, 64.

Si quisiéramos resolver la ecuaciéon 10” = 1000,
lo primero que debemos notar es que la funcién ex-
ponencial, del lado izquierdo de la igualdad tiene
base 10, asi que para determinar el valor de y que
satisfaga la ecuacién debemos encontrar el expo-
nente y al que hay que elevar la base 10 para obte-
ner el nimero 1 000.

La respuesta es y = 3, porque 10° = 1000.

Este nimero y = 3 recibe el nombre de logarit-
mo base 10 de 1000 y se denota por 3 = log 1000.

“““ Cuando la base que se estd
utilizando es la base 10, no se

acostumbra escribir la base. Asi
que, siempre que veamos escrito log n, debe-
mos sobreentender que la base corresponde a
la base 10.



Ahora ya tenemos una estrategia para encontrar
la inversa de la funcién exponencial y = a*, sabe-
mos que hay que despejar x para hacerlo podemos
escribirla como a* = y, que es la forma que tienen
las ecuaciones de los ejemplos anteriores. Como x
es el exponente al que hay que elevar la base a para
obtener el nimero y, entonces x debe ser el loga-
ritmo base a de y que se denota por x = log_y;
de esta forma tenemos ya despejada la variable que
estd en el exponente.

Funcion logaritmica de base a
La funcion logaritmica de base a se

define como la inversa de

la funcion exponencial de base a

Es decir, x=log,y siysélosi a =y

en donde x > 0O y a es un niamero real

positivo diferente de uno.

El dominio de la funcion log x es el conjunto de
valores de x, tal que x > 0 y su imagen es el con-
junto de todos los nimeros reales.

Grafica de la funcién logaritmica

Ya que la funcién logaritmica de base a es la inver-
sa de la funcién exponencial base a, podemos di-
bujar su gréfica reflejando la gréifica de la funcién
exponencial respecto a la linea y = x; esto puede
observarse en la siguiente figura:

rectay = x

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
funcion logaritmica

Funcion logaritmo natural

En la seccion anterior encontramos el valor del nu-
mero e = 2.71828182846... Este numero se usa
con mucha frecuencia como base de una funcion

exponencial; se utiliza tanto, que recibe el nombre
de base natural.

Para resolver la ecuacién ¢* = y, debemos en-
contrar el exponente x al que hay que elevar la base
natural e para obtener el nimero y. Si seguimos
la 16gica de los ejemplos anteriores, diriamos que
x debe ser el logaritmo base e de y; sin embargo,
cuando en la funcién exponencial se usa como base
la base natural e, el exponente x recibe el nombre
de logaritmo natural y se denota como x = In y.

La funcion logaritmo natural se define
como la inversa de la funcion

exponencial de base e y se denota como “In”

Esdecirx=Iny siysdlosi e =y

en donde y > O.

El dominio de la funcién In x es el conjunto de
valores de x tales que x > 0 y la imagen es el con-
junto de todos los valores reales.

Resuelve la ecuacion 10' = 5y en-

cuentra el valor numérico del expo-
nente 7.

» sz
Para resolver la ecuacién dada de-

bemos despejar ¢ y su valor es el
logaritmo base 10 de 5, que en forma logaritmica
se escribe como ¢ = log 5; para obtener el valor
numérico de log 5, utiliza tu calculadora y tendras
como resultado que ¢ = 0. 698970.

i

*23 Supén que se depositaron $20000

en una cuenta bancaria y después
de un afio el saldo en la cuenta es de $21940. Si el
banco capitaliz6 el interés continuamente y no se
hizo ningtn otro depdsito ni retiro, ;cudl fue la tasa
nominal que pagé el banco?

Para contestar a la pregunta, pri-

mero debemos plantear la ecuacién
que describa la situacion anterior. De acuerdo con
los datos del enunciado, sabemos que corresponde
a un modelo exponencial con base e y que cumple
la siguiente igualdad:

i

Saldo después de un afio = (depdsito inicial)e ™
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Al sustituir los valores dados quedaria la ecua-
cién 21.940 = 20000¢". Para resolverla hay que
despejar el exponente r. Primero pasamos dividien-
do el 20000 al lado izquierdo de la igualdad, para
obtener la ecuacion

1.097 = ¢'.

El valor del exponente r es el logaritmo natural
de 1.097, que en forma logaritmica se escribe como
r=1n 1.097.

Para encontrar el valor numérico de 1In 1.097,
utiliza tu calculadora.

(Qué nimero obtuviste? r =

El valor obtenido representa la tasa nominal que
pago6 el banco.

Resuelve la ecuacién 2 = 3* y en-

cuentra el valor numérico del expo-
nente x.

2 TSN Qué debemos hacer para resolver
la ecuacioén?

Escribe el exponente x en forma logaritmica,
x =

Lo podris resolver directamente si en tu calcula-

dora aparece la tecla| log x

Para los casos en que la calculadora no tiene
la tecla de la funcién logaritimca base a necesitamos
tener otra estrategia para resolver la ecuacién; a con-
tinuacion presentamos una lista de propiedades que
te serdn Utiles para resolver tanto ecuaciones expo-
nenciales como logaritmicas y con las que siempre
podrds encontrar el valor numérico del logaritmo.

Propiedades de los logaritmos

Las propiedades de los logaritmos tienen multiples
aplicaciones, por ahora las utilizaremos solamen-
te para resolver ecuaciones exponenciales, es decir,
para despejar variables que se encuentran en un
exponente.

Cuando necesitamos resolver una ecuacion ex-
ponencial de base 10, se recomienda utilizar el
logaritmo base 10, log y para resolver ecuaciones
exponenciales de base e, se utiliza el logaritmo na-
tural In.
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Para resolver ecuaciones exponenciales con
bases diferentes de la 10 y de la e, se puede utilizar
cualquiera de los dos tipos de logaritmos; sin em-
bargo, aqui utilizaremos los logaritmos naturales.

Propiedades

1. Log (AB) =Log A + Log B

2. Log (g)= LogA-LogB

3. Log A8+ BLog A

Identidades

4.Log (100 =A

5. 1094 =A
Valores especiales
6. Log (10)=1
7. Log(1)=0
B
Propiedades
1.In(AB)=InA+InB
2. In(é)=InA—lnB
B
3. INnA®*=BInA
Identidades
4. In(e")=A
5 e"M=A
Valores especiales
6. Ine=1
7. In1=0




Resuelve las siguientes ecuaciones

exponenciales, utilizando las pro-
piedades de los logaritmos.

a) 2=73"
b) 1.5-2% =2e

* Observaque la variable que debe-

mos despejar aparece en el ex-
ponente, por lo que para despejarla debemos
convertirla en una ecuacion logaritmica. Apli-
camos el logaritmo natural en ambos lados de
la ecuacién y obtenemos:

In2 = In 3~

Si aplicamos la propiedad 3 de los logaritmos
naturales, bajamos el exponente, el cual queda
multiplicando al logaritmo natural de 3:

In2=x-1n3.

Como la variable ya no aparece en el exponente,
ya es posible despejarla; pasamos el In 3 dividiendo
y obtenemos:

In2

X = ln_3’ obtenemos su valor con una calculadora

y tenemos que x = 0.6309297.
Este valor representa el nimero al que hay que
elevar el 3 para que dé como resultado 2.

* Observa que la variable que debemos despe-
jar aparece en el exponente, por lo que para
despejarla debemos convertirla en una ecua-
cion logaritmica. Aplicamos en el logaritmo

natural en ambos lados de la ecuacién y obte-
nemos:

In (1.5 - 2%) = In (2¢Y).

En ambos lados de la ecuacién aparece dentro
del paréntesis un producto (multiplicacién), por lo
que primero debemos utilizar la propiedad 1 para
separar los factores. Al hacerlo tenemos que:

In15+In2*=1In2 + In e

En el lado izquierdo utilizamos la propiedad 3
para bajar el exponente y en el lado derecho utili-
zamos la propiedad 4 que nos indica que el logarit-
mo natural elimina a la funcién exponencial base e
(por ser funciones inversas una de la otra) y como
resultado queda solamente el exponente:

Inl5+3x-In2=In2+ x.

Para despejar la variable, dejamos en una lado
de la ecuacion los términos que tienen x y en el otro
lado los que no tienen. Al hacerlo obtenemos:

3xIn2—-—x=In2—-1In15

En el lado izquierdo sacamos la x de factor comtn
y, por ultimo, despejamos:

x(3In2 —1)=1In2 — In 1.5, entonces

In2—1In1l.5
== 2 1 .
X Ao — 1 0.26651009

Tema 1.7  Funciones logaritmicas ® 99




/A-trabajar!

qg‘ckb] Resuelve para t la siguiente ecuacion:

5(4") = 7(3%).

Para despejar t, ;puedes bajarla directamente del exponente? ____

{Qué necesita tener la ecuacion para poder bajarla?

Aplica propiedades y resuelve la ecuacion.

“““ En cada uno de los siguientes ejercicios no enfatizaremos el planteamiento de la funcion,
pues es algo que ya hicimos con detalle en las secciones anteriores. Enfatizaremos el uso del
logaritmo natural para contestar la pregunta planteada.

Ej’emicioz La poblacién de una ciudad crece exponencialmente a razén de 2.5% cada dos afos.

De seguir creciendo de esta manera, ;dentro de cuantos afos se duplicard la poblacién?

2 . s .z .7z e .
Primero deberas plantear la ecuacion para la poblacion como una funcién del tiempo.

La ecuacion es:

Utiliza la ecuacion anterior para plantear la ecuacién necesaria para encontrar el tiempo de duplicacién de la po-
blacion.

iReflexiona!

(En dénde se encuentra la variable que se te pide?

{Qué tienes que hacer para obtener la variable?

iResuélvelo!

Uno de los principales contaminantes de un accidente nuclear, como el de
Cherndbil, es el estroncio 90, que se desintegra exponencialmente a razén
continua de 2.47% al ano.

Cjercicio3

{Cudl es la vida media del estroncio 90?
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- Primero deberas plantear la ecuacion para la cantidad de contaminante como una funcion del
tiempo.

La ecuacion es:

Utiliza la férmula anterior para plantear la ecuacion necesaria para obtener la vida media del estroncio 90.

iReflexiona!

(En dénde se encuentra la variable que te pide?

;Qué tienes que hacer para obtener la variable?

iResuélvelo!

qerciciod' El precio de cierto articulo aumenta exponencialmente a razén continua. Si sabemos que en 3
anos aument6 60% de su valor original, jcual es el tiempo de duplicacién para el precio de ese
articulo?

Primero debes plantear la ecuacién para el precio del articulo como una funcién del tiempo.

La ecuacion es:

Utiliza la férmula anterior para plantear la ecuacion que te permita encontrar el tiempo de duplicacién para el
precio del articulo.

iReflexiona!

(En dénde se encuentra la variable que te pide?

{Qué tienes que hacer para obtener la variable?

iResuélvelo!

qerdcioﬁ Una poblacion de bacterias disminuye exponencialmente. Si en 3 dias hay 20% de las que origi-
nalmente habia, jcudl es la vida media de esa poblacion?

{A trabajar! ® 101
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Primero deberas plantear la ecuacion para la poblacion de bacterias como una funcién del tiempo.

La ecuacion es:

Utiliza la ecuacion anterior para plantear la ecuacion necesaria para encontrar la vida media de la poblacion de
bacterias.

iReflexiona!

(En dénde se encuentra la variable que se te pide?

{Qué tienes que hacer para obtener la variable?

iResuélvelo!

l'.':jercicioé (Cudnto tiempo tardara en triplicarse una inversion, si gana un interés de 9% compuesto bimes-
tralmente?

{Qué férmula vas a utilizar?

{Qué variable te piden obtener?

Cual es el valor de:

Saldo S = Deposito inicial P = Tasa interés r =

Numero de veces al afio que se paga el interés n =

Sustituye los datos en la férmula y calcula el valor indicado.

(Qué tienes que utilizar para obtener la variable indicada?

iResuélvelo!

jauao] Una sustancia radiactiva disminuye exponencialmente. Si la vida media de la sustancia es de
25 dias y la cantidad inicial es de 1000 g, ;cudndo quedara reducida a 20% de la que original-
mente habia?

Primero deberds plantear la ecuacién. La ecuacién a utilizar es:

Con la ecuacién contesta la pregunta.
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iReflexiona!

;Qué variable conoces? {Qué variable te piden obtener?

;Qué tienes que hacer para obtener la variable?

iResuélvelo!

Ejercicioa (Cuadl fue la tasa de interés que se pagd en una inversion, si se tiene que en 3 anos la inversion se
duplicé? Supongamos un interés compuesto continuamente.

;Qué formula vas a utilizar?

;Qué variable se te pide obtener?

Cual es el valor de:

Saldo S = Deposito inicial P = Tiempo t =

Sustituye los datos en la férmula y calcula el valor indicado.

;Qué tienes que hacer para obtener la variable indicada?

iResuélvelo!




Conjunto-de ejercicios
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de practica 1.7

En los ejercicios 1 a 10 resuelve las ecuaciones.

14.

La siguiente tabla muestra las utilidades en miles
de pesos, de una empresa durante sus primeros 5

t— t y — 2y’
1. 4t=2(3) 6. 2.5(1.3) = 0.39(6%) T
P
2 25x+2 — 53x—4 7. ?Ozpoe—mx ¢ 1 5 3 4 5
3 st 3 8 (w1 = e U|129.3715|133.5114 | 137.7838 | 142.1929 | 146.743
4. 2er=e>"" 9. 1.01(2.027>) = 3.42(e™") a) Plantea la férmula para la utilidad en funcion
5. 4223 =7(6)  10. 20e” = 100(1.84) Gl _ ,
b) De continuar con la misma tendencia, ja los
Resuelve los siguientes problemas. cuantos anos la utilidad sera de $177.27 miles
L . . . de pesos?
11. Lasiguiente tabla muestra cdmo el precio de cierto
articulo afecta las ventas. 15. Debido a un programa de planificacién familiar, la
poblacion de cierta ciudad disminuye exponen-
p (pesos) 2.5 27 | 29 | 31 33 cialmente a razén continua de 0.6% cada aio. De
V(cientos de continuar esta tendencia, jcudl serd la vida media
unidades) 384.16 | 2744 | 196 140 100 de esa pob|acién?
) B 16. El elemento radiactivo polonio disminuye expo-
a) Plantea la formula para la demanda en funcion nencialmente a una razén continua de 0.71% por
del precio. dia. ;Cuél es la vida media de esa sustancia?
b) ;Cual fue el precio si se vendieron 50 cientos de ]
T mdlee? 17. El niUmero de visitantes al famoso parque Disney-
landia crece exponencialmente en periodos de va-
12. Lasiguiente tabla muestra la cantidad de sustancia caciones escolares. Si el numero de visitantes en el
toxica, en miligramos, existente en el ambiente a tercer dia de vacaciones fue 12% mas respecto al
las t horas del dia 27 de marzo de 2003. inicio del periodo vacacional, ;cuantos dias tienen
que pasar para que se duplique el nimero de visi-
t 0 6 12 18 24 tantes?
Q | 178 |86642 | 42163 | 2.0528 | 0.9992 | 13 |3 tasa de robos en la Ciudad de Monterrey tiene
un comportamiento exponencial y se triplica cada
a) Plantea una ecuacion, suponiendo que la sus- 5 meses. Calcula el tiempo de duplicacion.
tancia decrece exponencialmente a razén con- . . . o
o 19. La vida media de una sustancia radiactiva es de 3
b) Utiliza la ecuacién para determinar en cuan- Meses. Si el disminuyendo exponencialmente a
tas horas la cantidad de la sustancia seria de razon continua,
2.9423 mg. a) ¢cuél es larazén continua con que disminuye la
13. La siguiente tabla muestra la poblacién en cier- sustam,:la?  co )
ta ciudad (en miles de habitantes) en el tiempo t b) ¢en cuantos m7eses quedara 5% de lo que habia
(afRos) a partir de 1990. originalmente?’
20. Enun esfuerzo por disminuir costos, una compania
t| 0 3 6 ° 12 planea reducir su fuerza de trabajo exponencial-
P (520]1100.84 | 2330.48 | 4933.62 | 10444.48 mente a razén continua. Si actualmente emplea a
500 trabajadores y dentro de 12 meses tendra 370,
a) Plantea una ecuacién suponiendo que la pobla- icudlesla razon contn;ua con que disminuye el ni-
cién crece exponencialmente a una razén con- mero de trabajadores?
tinua. 21. Una papeleria estima que el valor de una maquina

b) Utiliza la ecuacién para determinar en qué ano la
poblacién es de 99094.48 miles de habitantes.

copiadora se deprecia exponencialmente a razén
continua. Si el valor de compra fue de $15000y a




los 3 afos su valor es de $10222.08, jcuanto tiem-
po transcurrira para que su valor sea $3500?

terés compuesto continuamente debe pagar el
banco?

22. Enuna agencia de automoviles, el precio de contado  28. ;Cual sera la tasa de interés de una inversién de
de los automoviles tipo A crece exponencialmente $10000 compuesta continuamente, si después de
cada ano a una tasa de 8.816%. Si el modelo 2003 se 3 afios incrementa su valor a $18320?
vendid en 5152000, ;qué modelo costard 52131157 29. ;Qué tasa de interés anual tiene un rendimiento

23. ;Cuénto tiempo tardara en duplicarse una inver- efectivo anual de 7.58%, suponiendo un interés
sién si gana un interés de 13% compuesto conti- compuesto continuamente?

? ] . ) ) .
nuamente! 30. ;Cudl fue la tasa de interés que se pagé en una in-

24. L-Cua'nto tiempo debera’ transcurrir para que el va- VerSién si se Sabe que en 10 anos Ia inVerSién trlpll-
lor de una inversién aumente 70% si se paga un c6 suvalor? Supén un interés compuesto continua-
interés de 6.4% compuesto continuamente? mente.

25. Supongamos que inviertes $35000 en bonos del 31. Unainversién se compone continuamente durante
gobierno japonés. Si el interés es de 7.3% com- 2 aios a una tasa nominal de r%, y durante 4 aios
puesto anualmente, ;cuantos afos debes esperar A & M) 1) no.mlnal.(’je 2r%. Si al término de 6
para que tu inversién valga $80 0007 anos se duplicé la inversién, determina el valor der.

26. Siinviertes $180 240 en un banco que ofrece un in- 32. Una persona tiene una inversion de %3000000 enun
terés es de 8.4% compuesto 13 veces al afo, jcuan- e gjis U2 [PEgR) Wik s Gl Inisi(ss el O @oin
tos afios tienes que esperar para que tu inversion puesta continuamente y desea utilizarla para comprar
valga $2980007 una propiedad con un valor actual de $528000. Si

’ ésta se devalla a 3.8% anual, jcuanto tiempo tie-

27. Sise depositan $18500 en un banco y se desean ne que esperar dicha persona para poder realizar la

tener $50000 dentro de 4 anos, ;qué tasa de in-

1.8

compra?

Funciones trigonométricas
Seno y coseno

Escuchar la radio, el sonido de algin instrumento de cuerda como el violin o el piano, la
corriente que circula al encender la computadora o la ldmpara del escritorio son eventos que
de forma natural se realizan en la vida cotidiana y en los cuales se involucran fenémenos
periddicos, es decir, se repite su comportamiento después de cierto intervalo. Otras situa-
ciones donde se observa este tipo de evento son los ciclos comerciales, el movimiento de los
planetas, los dias y las noches, ciclos biolégicos, es decir, todos aquellos fenémenos donde
exista una repeticioén periddica. Este tipo de fenémeno puede ser modelado por medio de
funciones trigonométricas, generalmente por las funciones seno y coseno.
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Observa como la gréfica de la funcién seno se repite Si tomamos como base la funcién f(x) = sen(x)
en el intervalo [0, 277] y en el intervalo [27, 47]. donde el valor de A = 1, observemos cémo la onda
se extiende de —1 a 1.

Funcién coseno

y

14
/\ ﬁ
X T T T T T T
Jvﬁﬂ fVH -1 0 IVH 3)\/7 5)\/ —%ﬂ/lvﬂ' 157 -1mN\_-0.57 0 057 1rN\_ 157 2w 251
11 2T

Algo similar ocurre con la funcién coseno, Las siguiente gréfica corresponde a un periodo de la
observa la gréfica. funcién y = sen x.

También la grafica se repite en el intervalo [0, 27]
y en el intervalo [27, 47]. y

Funcién coseno

Ay

0 057 1 15w P
3
0 W 2 W ar \ 57 ) 14

Observa esta grafica y responde las preguntas:

Vemos entonces que las funciones trigonométricas y
se caracterizan por ser periodicas, es decir, se repiten
en un mismo ciclo; este tipo de funcién la utilizare-
mos cuando identificamos una situacién que presen- 1
ta este comportamiento. Las ondas en las que estas
funciones se descomponen reciben el nombre de ’ ; ‘
armonicas. '

Ecuacion de las funciones trigonométricas Ll

El modelo matematico de las funciones trigonomé-
tricas estd compuesto por cuatro parametros A, B,
Cy D, las ecuaciones generales son de la forma:

De acuerdo con lo anterior:

f(x) A Bx+C)+D (en que difieren ambas graficas?
X) =y = Asenb(x

fx)=y=AcosBx+ C)+ D

(cudl es el valor de A para la segunda gréfica?
Veamos qué significa cada uno de los pardmetros.

El parametro A determina la amplitud de la onda, ¥, ¢cudl es su funcién matematica?
es decir, los valores maximos y minimos de la curva.
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Ahora observa las siguientes graficas de las
funciones coseno. Considera como referencia la
grafica f(x) = cos (x).

Esta corresponde a un periodo de la funcién
Yy = COS X.

24

Ahora observa esta grifica y responde las preguntas:

De acuerdo con lo anterior:

Jen que difieren ambas graficas?

(cudl es el valor de A para la segunda grafica?

y, ;cudl es la funcién matematica?

Conclusiones

(El pardmetro A tiene el mismo efecto en la fun-
cioén coseno que en la funcién seno?
Describe el efecto en la gréfica de la funcién:

(Qué sucede cuando el pardmetro es negativo?
Observa las siguientes gréficas.

Esta grafica corresponde a un periodo de la
funcién y = sen x.

La siguiente grafica corresponde a la funcion y
= —2senux.

(Qué sucede si el parametro A es negativo?

Describe las diferencias que observas entre esta
gréfica y la gréfica anteriror:

El parametro B determina el periodo de una
funcién. Observa las siguientes funciones.

Funcion seno:
y =senx

0 057 1?5\1.'577z
-1+
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Observa que del origen a 27, la grafica seno cre-
ce hasta llegar a su punto maximo, decrece, cruzal
al eje x, sigue decreciendo hasta llegar a su punto
minimo, empieza a crecer y llega nuevamente al
eje x en el valor de 2. A la duracién de este ciclo
se le llama periodo, por lo que el pardmetro B indi-
ca cuantos ciclos ocurren en 27.

Ahora, observa la siguiente grafica, correspon-
diente a la funcién y = sen (2x)

Funcion seno:
y = sen (2x)

A

Se visualiza que de 0 a 27 hay 2 ciclos de la funcién
y = sen x, es por eso que el valor de su parametro es
B=2.

Ahora, observa las siguientes graficas y respon-
de lo que se te indica.

Funcion coseno:
t y = cos (x)

1
\ /\ , /\ / *|  Nueva funcion
0\7% W 1.@ P

14

Compara la gréafica de la nueva funcién con la
funcién de referencia y = cos (x) y determina el para-
metro B de la nueva funcién =

108 ° Unidad I  Funciones: representacién y andlisis

Justifica tu respuesta.

Escribe una ecuaciéon matemadtica para la nueva
funcién:

El parametro C indica el desplazamiento hori-
zontal o desfase, es decir, a partir del origen donde
estd comenzando. En la siguiente grafica la funcion
de referencia f(x) = sen (x) se observa que comien-
za cortando en el origen y la gréafica que no es de
referencia estd comenzando en 7, es decir, el para-
metro C = —, por lo tanto, el desfase en la ecua-
cién matemadtica queda expresado como f(x) =
sen (x — 7). Observa que si la funcién empieza a
la derecha del origen el pardmetro serd negativo, y
viceversa.

®

f(x) = sen (x)

4 4

0 057 IWE
14

14
/\ x
0 057 1z 15 2%\2-"5771'
_1<>

f(x) =sen(x — 7

Ahora, observa las siguientes graficas y responde
a las preguntas

Funcion coseno:
y = cos (x)




1+
\ / Nueva
) ) ) ) X

0 057 1m 15z 2n 257z 3m Juncion

Observa la grafica de la nueva funcién, comparala
con la funcidn de referencia y = cos (x) y determina
el parametro C de la nueva funcién:

Justifica tu respuesta.

Escribe una ecuacion matematica para la nueva
funcién

Finalmente, el parametro D indica el desplaza-
miento vertical, como si el eje de las x se desplazara
sobre el eje de las y. Observa las graficas:

Vs
NaVAVS

0 X

La grafica de referencia es f(x) = sen x (gréfica
en color negro) , la gréfica 1 tiene desplazamiento
4, entonces D = 4 mientras que la 2 tiene des-
plazamiento 2, entonces D = 2. Por lo tanto, la
expresion matemadtica para las gréficas 1y 2, son
f(x) =sen (x) + 4y f(x) = sen (x) + 2 respecti-
vamente.

Ahora, observa las graficas, determina el pa-
rametro D y da la expresion matematica que le
corresponde.

LVaVa

-4+

Grafica 1
1. D=

1. Expresion matemadtica =

Grafica 2
2. D=

2. Expresion matemdtica =

Resumiendo los pardmetros

y=AsenB(x+ C)+ D,o
y=AcosBx+ C)+ D

para la funcidn, escribe el efecto de cada
pardmetro.

A:
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Observa las graficas (de referencia y de no referencia); luego determina los parametros y da la expresion matema-

tica que le corresponde a la gréfica que no es de referencia.

< = ) w
S

Ecuaciéon matematica

>

Ecuacion matematica

qercicioz.

Una de las aplicaciones de las funciones trigonométricas son las fluctuaciones mensuales de las
ventas de un almacén en periodos a corto plazo se pueden modelar mediante la siguiente funcién
si las ventas se miden en miles de unidades y el tiempo en meses.
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a) Plantear las ecuacién para la ventas mensuales en funcién del tiempo.

;Qué ecuacion vas a utilizar? {Por qué?

Identifica el valor de los parametros y da la ecuacion.

qercicicﬁ El 19 de septiembre de 1985 se produjo un sismo que causé gran destruccion en México , espe-
cialmente en el Distrito Federal. La unam ha trabajado intensamente en el estudio de este lamen-
table fendémeno; segun datos de expertos se presenté un movimiento practicamente armoénico
de 2 segundos de periodo y una duraciéon aproximada de 2 minutos. Durante este tiempo la
magnitud del terremoto estuvo oscilando entre 7.8 y 8.2 grados de la escala de Richter.

Fuente: http://www.ssn.unam.mx/website/jsp/Sismo85/sismo85_inf.htm, recuperado el 8 de marzo de 2011.

»
a) Plantea la ecuacién para el comportamiento del terremoto.

;Qué ecuacion vas a utilizar? (Por qué?

Plantea la ecuacién con base en la informacién proporcionada:

b) Dibuja una gréfica que describa este fendme- B
no natural. Escribe en cada eje la variable corres- -
pondiente.
101
8.
6.
44
2.
s s s s s s s s s s X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

W* El oido es capaz de distinguir unos sonidos de otros porque es sensible a las diferencias que pue-
dan existir entre ellos en lo que concierne a alguna de las tres cualidades que caracterizan todo
sonido: intensidad, tono y timbre. Aun cuando todas ellas se refieren al sonido fisiol6gico, estan
relacionadas con diferentes propiedades de las ondas sonoras. Estas ondas son una aplicacion

mas de las funciones armdnicas; veamos un ejemplo.

Considera un sonido emitido por un instrumento de cuerda cuya gréfica se representa por la funcion y = 3 sen (2x).

a) Dibuja la grafica para el sonido, marca en los ejes la variable que estas midiendo.

b) ;Qué significa el 3 multiplicando a la funcion y
|y qué efecto tiene en el sonido?

—— ¢) ;Qué significa el 2 multiplicando a la variable x
y qué efecto tiene en el sonido?




Conjunto de ejercici
de practica= 1.8

En los ejercicios del 1 al 4, determina la funciony =
AsenB(x+C)+Doy=AcosB(x+ C) + D,segun sea
el caso, para la gréfica dada.

1.

[
t

0 0.2'5\/.’57: 0.757
21

il

44

0 7 27w 31 4w 5w 6m 7w 87w 9

- -0.757 -0.57 -0.257 [0 0.257 0.5 0.757

T

8]

—_

o

T 0757 W ~0.257

!lu‘ll!'l‘sﬂ—

En los ejercicios del 5 al 8, dibuja la grafica para la
funcion trigonométrica dada, describe el efecto de
los parametros.

5. y=2senx+1
6. y = —cos (2x)
7. y=sen(x+ 1)—1

1 1
8. y=—cos| —x
Y73 (2 )

Resuelve los siguientes problemas de aplicaciones.

—_

9. Las ondas senoidales son usadas para modelar di-

versos fendmenos, como radio, sonido o luz. Una
alta frecuencia de radio requiere un nimero muy
grande de ciclos por segundo. Si el eje x representa
el tiempo, entonces el periodo de una funcién seno
es el tiempo (eje x) que se requiere para completar
un ciclo, y el reciproco de ese numero indica el nu-
mero de ciclos por una unidad de tiempo, a esto
se le llama frecuencia. Por lo tanto, la frecuencia F
estd dada por 1/P.

Si la onda de sonido del piano estd dado por
y = sen (524 rt), determina:

a) Elperiodo
b) La frecuencia (ciclos por segundo)

. La temperatura promedio del cuerpo humano se

encuentra alrededor de los 37 °C. Si la temperatu-
ra de una persona estuvo variando en el transcurso
del dia alrededor de los 37 °C, siendo en promedio
las temperaturas normales 37.5 °C como méximay
36.5° como minima, como se muestra en la siguien-
te gréfica, determina los parametros y da una ex-
presién matematica que modele el fendmeno.

Temperatura °C
A
37.5°1

37°

37°+

36.5°4+




11. La profundidad de agua en un tanque oscilacada4 13. La siguiente tabla muestra las temperaturas regis-
- horas. Si la profundidad mas pequena es de 0.95 m tradas durante determinado dia en la ciudad de -
y la mas grande es de 2.05 m, plantea una férmula Monterrey, Nuevo Ledn.

para la profundidad en términos del tiempo . .
Determina los valores de los parametros para que

12. Un sistema de masa-resorte oscila una vez cada la funcion T(t) = A cos (Bt) + C modele el compor-
1.3 seg entre 0.04 y 0.025 m, determina una fun- tamiento de la temperatura en funcion del tiempo.
cién que describa el movimiento. Dibuja la gréfica de la funcion.

Tiempo 0|2|4|6|8|10[12]|14|16[18|20]|22]24
(horas)

Temperatura

. 15 (18|20 (25[20|18 15|18 |20|25|20 (18|15
(grados centigrados)

1.9

Nuevas funciones

P T 3 ##= 7 En ocasiones una sola funcién no es suficiente para modelar el comportamiento de dos
* S * variables, por lo que puede requerir de una operacién con dos o mas funciones como una
S T
:'f_'?f- 5 U6 _'-_?0 suma, resta, multiplicacion, division, etcétera.
- Je Uy
3 ~
e /s "-JPE
SO 2 fal' S
El resultado de estas operaciones es una nueva fun- entre los valores de las funciones y, de ser posible,
cién. Veamos ahora diferentes formas de combinar simplifica la expresion mediante las reglas alge-
las funciones anteriores dando como resultado una braicas. Por ejemplo:

nueva funcién. . .
* Suma de funciones: si f(x) = x> + 5y g(x) = x — 2,

Suma, resta, producto y cociente de dos la suma de f'y g serd (f + g)(x) = f(x) + g(x)
funciones — W+ +x—2)
Para realizar cualquiera de las operaciones basicas =24+ x+3

entre funciones, simplemente efectia la operacién
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» Resta de funciones: para restarlas se debe especi-
ficar si se quiere f — g 0 g — f, ya que la resta no
es conmutativa (es decir, no se obtiene el mismo
resultado). Supongamos que se quiere f — g,

(f = &) = f(x) — gx)
= +5) - (x—2)
=x+5—x+2
(f—9w)=x—x+7

e Multiplicacién de funciones: el producto de fy g
se denota por fg. Esta operacién cumple con la
conmutatividad, pues da el mismo resultado mul-
tiplicar fg que gf, recuerda que el orden de los
factores no altera el producto. El resultado de
una multiplicacién de funciones se obtiene de la
siguiente forma:

(f8)x) = f(x)g(x)
=+ 5K -2
(fo)x) =x* —2x* + 5x — 10

* Divisién de funciones: el cociente, al igual que la
resta, no es conmutativo. Supongamos que quere-

mos f/g:

X x*+5
(zjm:m (zjmz_
g g(x) g x=2

No profundizaremos en este tipo de operaciones

ya que, como te habras dado cuenta, es muy senci-
llo realizarlas.

Funcién compuesta

Sea f(x) y g(x) un par de funciones.
La funcion compuesta
denotada f o g se define como f° g = f(g(x))
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“m Observa que la composicién es
equivalente a evaluar una funcion

en otra funcion. Para hacerlo, sus-
tituimos la segunda funcién en las x de la primera
funcion. El resultado es una nueva funcion.

La composicién tampoco es conmutativa, ya que
feg=gef

La composicién también puede ser g © f, incluso
feofo g e g. Estas quedarian definidas como:

gof=g(f(x)
fef=rfx)
g°g=gEW)

Si las funciones f y g estan definidas

como g(x)=—— y h(x)=x.

a) efectda la composicién g © h.
b) Efectia la composicion /i © g.

a) Efectuar la composiciéon de g © h

es equivalente a escribir la nueva
funcién g(h(x)).

Para obtenerla debemos escribir la funcién A(x)
en las x de la funcién g(x). Al efectuar la composi-
cion, obtenemos:

g(h(x)) = \/—\/i |
X

b) Efectuar la composicion de i © g es equiva-
lente a escribir la nueva funcién h(g(x)).

Para obtenerla debemos escribir la funcién g(x)
en las x de la funcidn A(x). Al efectuar la composi-
cién, obtenemos:

h(g(x)= [ij

x+1
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Qenciciol Efectua las composiciones indicadas para las funciones:
f)=In2x+1) y glx) =e
a) feg b) fof c) geg

a) Escribe cémo se define la funcién compuesta: fo g =

Describe el proceso para efectuar la composicién

iResuélvelo!

b) Escribe cémo se define la funcién compuesta: fo f =

Describe el proceso para efectuar la composicién

iResuélvelo!

¢) Escribe cémo se define la funcién compuesta:go g =

Describe el proceso para efectuar la composicién

iResuélvelo!

qerddoz La siguiente funcién ya est4 compuesta. Identifica cémo es f(x) y c6mo es g(x).

h(x) = gof=,/Inx+3

“““ La respuesta no es Unica.
Identifica dos soluciones.




iA trabhai@F! AN AD— T 9

;Cuales funciones identificas en h(x)?

Entonces, f(x) = yglx) =

Comprueba tu respuesta efectuando la composicion.

Otra solucion es:

;Qué otra funcién puedes tomar como f(x)?

Entonces, ;g(x)?

Comprueba tu respuesta efectuando la composicion.

“m Cuando una funcién compues-
ta requiere ser descompuesta
en dos funciones, la respues-

ta no es Unica, s6lo comprueba
que al efectuar la composicién ésta se cumpla.
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Conjunto de ejercicios
de practica

n los ejercicios 1 al 8, para cada par de funciones

1.

obtén las siguientes composiciones.

8.

N P BN

a) feg c) fof

b) gof d)geg

fx)= J;—4 gl = 51

f(x) = 2e>*> gx)=—

f(x) = In(x? glx) = :"‘
f(x)=m gx) =x+1
f)=x+x+1 g(x)=X—+1
f(x)=vx-1 glx) = )I(n?1 — 2x)
f(x) = glx) =e**
f(x)=3& gx) = x°

Encuentra posibles funciones f(x) y g(x) que den como
resultado las composiciones de los problemas 9 al 16.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

g(f(x) = /inx
g(f(x) = In\/_

f(f(x) =

f(f(x)) = In (Inx)
flg) = Vx*+5
flg) = (x+ 1) —
glgx)=0¢+5+5
g(g) = ¥x

Resuelve lo que se indica.

17.

18.

Lademanda xde cierto articulo esta dada por x(p) =
5823 — 20p, donde p es el precio unitario del articulo.
El ingreso mensual /, obtenido de las ventas de este
articulo, estd dado por I(p) = 5823p — 20p* Expresa
el ingreso en funcién de la demanda.

La demanda x de cierto articulo estd dada por
x(p) = e"P,donde p es el precio unitario del articulo.
El ingreso mensual /, obtenido de las ventas de este

19.

20.

21.

22.

_.lx‘lll'A‘l-

articulo esta dado por I(p) = pe . Expresa el ingre-
so en funcién de la demanda.

En la industria cervecera, el costo total de fabricar
g cajas de cerveza esta dado por C(q) = 8q> + 2g +
1200 (en miles de pesos) y la cantidad de cajas de
cerveza producidas en las primeras t horas de tra-
bajo esta dada por q(t) = 32t.

a) Expresa el costo total de fabricacion en funcion
de las horas de trabajo.

b) Obtén el costo de produccion después de
5 horas.

Una industria del calzado tiene un costo total de
produccion de C(g) = 100 + 5g + g% donde g son
pares de zapatos. Si se fabrican g(t) = 3t pares de
zapatos en las primeras t horas del proceso de pro-
duccion,

a) Expresa el costo total en funcién de las horas
de produccioén.

b) Obtén el costo de produccién después de
8 horas.

Una empresa construye g miles de viviendas por
ano, donde g(r) = ¥ + 10 y r es la tasa de interés
hipotecaria. La tasa de interés varia de acuerdo con
la siguiente formula:

r(t)=8-— > alos tanos.

a) Expresa g en funcion del tiempo.

b) Calcula el nimero de viviendas que construye
la empresa a los 3 afos.

La industria cafetalera colombiana tiene una fun-
cién de demanda diaria de g(p) = p?> — 3p kilogra-
mos de café, cuando el precio es de p pesos por
kilogramo. Si dentro de t dias el precio del café sera
de p(t) = 4t + t + 65 pesos por kilogramo,

a) expresa la demanda diaria de café en funcién
del tiempo.

b) ;Cuantos kilogramos de café se venden en 20
dias?




Funciones racionales

Las funciones racionales surgen de dividir dos poli-
nomios. Ahora aprenderds a distinguir una funcién de
este tipo y a dibujar su grafica por medio de un sencillo
andlisis de su comportamiento.

P(x)
O(x)’

Una funcion racional tiene la forma f(x)=

donde P(x) y Q(x) son polinomios.

El dominio de f(x) serd el conjunto de nimeros
reales, a excepcion de aquellos valores de x donde
el denominador Q(x) sea cero.

Las siguientes funciones son ejemplos de fun-
ciones racionales:

x'=2x+1 x* =1

1 3
J)=5—= "= R g(X)—x2+l-

Observa que tanto la funcién del numerador como
la del denominador son funciones polinomiales.

“m Las funciones racionales en oca-
siones tienen asintotas horizon-
tales y verticales, veamos lo que

representan y cémo obtenerlas.

Asintotas verticales

Dado que este tipo de funciones tiene denomina-
dor, puede suceder que existan valores en los cua-
les el denominador sea cero; en los puntos donde
eso ocurre decimos que la funcién no existe. En
ocasiones, al dibujar la gréfica de la funcidn racio-
nal podemos observar que la funcién se corta en
ese nimero y que la gréfica se va al infinito (posi-
tivo o negativo); el niimero en el cual la funcidn se

comporta de esta forma se representa con una linea
vertical punteada y se llama asintota vertical.

Las asintotas verticales pueden ser varias, una
o ninguna, eso depende de la funcién racional que
se analiza.

Como obtenemos las asintotas verticales

De acuerdo con lo anterior podemos concluir que
las asintotas verticales se obtienen al igualar a cero
el denominador y resolver la ecuacién algebraica
obtenida.

Obtén las asintotas verticales de la

-1
funcién racional f(x)= al .
5x-3

Primero igualamos a cero el deno-

minador, con lo que obtenemos la
ecuacion 5x — 3 = 0.

Para resolverla hay que despejar el valor de x, es
decir, x = 3/5.

En segundo lugar graficamos para ver el com-
portamiento de la ecuacion.

Observa que la funcién se cortaenx = 3/5y que
la gréfica se va al infinito (positivo o negativo) en
los valores que se encuentran antes y después de
ese nimero; por lo tanto, la funcién dada tiene una
asintota vertical en x = 3/5.

“‘“ En la funcién anterior el nume-
rador y denominador no tienen
factores comunes; cuando esto su-

cede se dice que la funcién racional estd simplifi-

cada al mdximo. Veamos qué ocurre en la grafica
de la funcidn racional si esto no se cumple.

y=(—D/(5x—3)

1.5 -11 -0.80 -0.60 —0.40 -0.20

-0.2 1

-0.4 1

-0.6 1
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Qué sucede si la funcién racional
no se simplifica al maximo

A reflexionar Resolveremos el siguiente ejemplo
para descubrir lo que ocurre con las asintotas verti-
cales cuando la funcién no se encuentra totalmente
simplificada.

Para la funcién racional f(x) =

2

liza 1 te pide.
12 realiza lo que se te pide

a) lguala el de nominador a cero y

resuelve la ecuacion.

(Serd una asintota vertical?

b) Utiliza un software o una calculadora para
dibujar la grafica de la funcién dada.

c) (Aparece alguna asintota vertical?

d) (Qué crees que puede pasar? ;Cémo justifi-
cas este hecho?

“m Si la funcién racional no esté sim-
plificada (al méaximo), el punto
donde la funcién no existe puede

ser una asintota vertical o un hueco en la grifica

de la funcidn.

Cuando simplificamos la funcién racional, facto-
rizamos y cancelamos factores iguales en el nume-
rador y denominador, obtenemos una nueva fun-
cién que en ocasiones ya no es racional; es en este
caso cuando el nimero con el cual se hace cero el
denominador no es una asintota vertical. Sin em-
bargo, dado que la funcién original no estaba de-
finida en ese punto, la grafica debe interrumpirse
ahi. El efecto grafico ahora es un hueco que corta a
la gréfica en el punto en el que la funcién original
no existe.

Como determinar si es hueco o asintota
vertical

Cuando en una funcién racional igualamos a cero
el denominador y resolvemos la ecuacion, obtene-
mos los valores de x en los que la funcidn no existe,
sin embargo, en esos valores la grafica puede tener
una asintota vertical o un hueco:

* Asintota. Cuando la funcién racional estd
simplificada al maximo, los valores donde
no existe la funcién (hacen cero el denomina-
dor) son las asintotas verticales.

* Hueco. Cuando hay factores comunes en el
numerador y en el denominador de la funcién
racional y el grado del factor del numerador
es mayor o igual al del denominador, la gra-
fica tiene un hueco. Estos factores se igualan
a cero para obtener el valor donde existe el
hueco de la gréfica.

Analicemos la siguiente funcién

(x=1*(x-2)
(x=1'(x=3)"

Enx = 1yx=31lagréfica de f(x) tiene una asin-
tota vertical; ya que se eliminaron sélo 2 factores
de x — 1 quedando uno en el denominador.

ODbtén las asintotas verticales de la

funcién racional

fx)=

_(x=3)2x-4)
TO="e e

Para encontrar las asintotas vertica-

les, buscamos los valores donde la
funcién no existe. Entonces, igualamos a cero el
denominador y resolvemos la ecuacién resultante.
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Al resolverla obtenemos x = 2y x = —2.

Ahora observamos la funcién y vemos que no
estd simplificada, ya que tiene factores comunes en
el numerador y denominador; al factorizarla obte-

-3
nemos f(x)= M De esto podemos
(2x=2)2x+4)
concluir que la funcién dada tiene una asintota
vertical en x = —2, ya que corresponde al factor

del denominador que no se canceld, y que tiene un
hueco en x = 2, que corresponde al factor que se
canceld.

Asintotas horizontales

Las asintotas horizontales representan el compor-
P(x)
O(x)’
es decir, el valor al cual tiende f(x) en los extremos
del eje x,en x = —ocoy x — oo,

Primero veamos, mediante un analisis numéri-
co, el significado de una asintota horizontal. Resol-
vamos el siguiente ejemplo:

Obtén las asintotas horizontales de
., . 2x?
la funcion racional f(x)= .
2
x“+1
Para encontrar las asintotas hori-
zontales, evaluaremos la funcién
con valores positivos de x muy grandes (x — +oo),
por ejemplo,

tamiento final de la funcién racional f(x)=

10000

100000

1000000

(A qué valor se acerca f(x)?

Ahora evaltdala con los valores negativos muy
grandes negativos x — —oo.

—10000

—100000

—1000000

(A qué valor se acerca f(x)?

El nimero que obtuvimos en ambas evaluacio-
nes representa la asintota horizontal.

Al dibujar la grafica de la funcién racional pode-
mos observar que en los extremos del eje x, tanto por
la derecha como por la izquierda, la funcién se acerca
al nimero que obtuvimos como asintota horizontal.

El andlisis anterior se hizo para darle una inter-
pretacion geométrica a la asintota horizontal. De
aqui en adelante utilizaremos las siguientes reglas
para obtener las asintotas horizontales; éstas sur-
gen de un andlisis como el anterior, efectuado en
diferentes funciones racionales.

4

Funciones; representacién y andlisis




En la funcion racional f(x) =

P(x)

(x)

a) El grado de P(x) < el grado de Q(x) = la asintota horizontal es y = 0.

b) El grado de P(x) > el grado de @(x) = no existe asintota horizontal; eso significa que en

los extremos la grafica de la funcion se va a infinito (positivo o negativo).

c) El grado de P(x) = el grado de @(x) = la asintota horizontal es y = %, donde

a es el coeficiente principal del polinomio P(x), y b es el coeficiente principal del polinomio @(x).

les de la funcién racional f(x) =
2x* —10x+12
4x*-16

2 7258 Para obtener las asintotas horizon-
tales, observamos el grado del poli-

nomio del numerador y del denominador y utiliza-
mos la regla indicada de acuerdo con la situacion
que se presente, en este caso: el grado de P(x) es 2
y el grado de Q(x) también es 2, dado que el polino-
mio del numerador y denominador tienen el mismo

Obtén las asintotas horizonta-

grado, se utiliza la regla del inciso ¢) del cuadro
anterior. Tenemos que la asintota horizontal es:

_ coeficiente principal de P(x) 2 _ 1
coeficiente principal de Q(x) 4 2

“‘“‘ Observa que la funcion del ejem-

plo anterior no estd simplificada

al maximo. Comprueba que si la
simplificas al mdximo, la asintota horizontal si-
gue siendo y = 1/2.
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qerciciol Obtén las asintotas horizontales y verticales de la funcién racional, después utiliza una calculado-
ra con graficador para dibujar la gréfica y comprobar el resultado obtenido.

_2x+5
X2

a) f(x)

Asintota vertical

;Qué ecuacién debes resolver para obtener la asintota vertical?

Al resolverla obtenemos

¢(Esté simplificada al maximo?

Asintota(s) vertical(es)

Asintota horizontal

El grado de P(x) es . El grado de Q(x) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es

Utiliza un graficador y dibuja la grafica de la funcién racional.

3x* -5
X% +1

Asintota vertical

;Qué ecuacion debes resolver para obtener la asintota vertical?

Al resolverla obtenemos como asintota vertical

Asintota horizontal

El grado de P(x) es . El grado de Q(x) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es
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Utiliza un graficador y dibuja la grafica de la funcién racional.

5x—24x°
¢ f(x)=—m—
) fx) 8x> +1

Asintota vertical

{Qué ecuacién debes resolver para obtener la asintota vertical?

Al resolverla obtenemos como asintota vertical

Asintota horizontal

El grado de P(x) es . El grado de Q(x) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es

Utiliza un graficador y dibuja la grafica de la funcion racional.

Obtén las asintotas de la funcién y dibuja su grafica. En las verticales, especifica si se trata de una

asintota o de un hueco y marcalo en la gréfica.
_x—1
x> =1

Asintota vertical

;Qué ecuacion debes resolver para obtener la asintota vertical?

a) f(x)

Al resolverla obtienes

;Esta simplificada al maximo?




Asintota vertical en

Hueco en
Asintota horizontal

El grado de P(x) es . El grado de Q(x) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es

Utiliza un graficador y dibuja la grafica de la funcién racional.

2x*—5x-3
b) fx)=2X"2X=2
2x+1
Asintota vertical

{Qué ecuacién debes resolver para obtener la asintota vertical?

Al resolverla obtienes

¢Esta simplificada al maximo?

Asintota vertical en

Hueco en

Asintota horizontal
El grado de P(x) es . Elgrado de Q(x) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es

Utiliza un graficador y dibuja la grafica de la funcién racional.

24+
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Conjunto-de ejercicios

de practicar1:9

En los siguientes ejercicios obtén las asintotas de las funciones y dibuja su grafica. Especifica si es asintota

o hueco y marcalo en la grafica.

2x — x? 7X+6
= 4. f =
1 fx) 4— x? () x*—x
2
2. f(x)= x=4 5. f()d:ﬂ
x> —9x+20 x+1
s 1= _ x(x=3)*(x-2)

X +64 6. f(x)=

Otras funciones trigonométricas

La combinacién de las funciones seno y coseno tam-
bién dan como resultado nuevas funciones trigo-
nométricas, al dividir dichas funciones se obtienen
las funciones trigonométricas: tangente, cotangente,
secante y cosecante, éstas se definen como:

sen x
1. tan x =

CcoS X

CcoSX
2. cotx=

senx
3. secx=

cosx

4. cscx= L
sen x
Entre las aplicaciones de estas funciones pode-
mos mencionar: En topografia se puede determinar
la altura de un edificio, teniendo la base y el angulo.
Por ejemplo, la Torre de Pisa fue construida sobre
una base de arena poco consistente; debido a ello
ésta se aparta cada vez mds de su vertical. Original-
mente tenia una altura de 54.6 m, aproximadamen-
te. En 1990 un observador situado a 46 m del centro
de la base de la torre, determiné un dngulo de eleva-
cién de 54° a la punta de la torre, el observador para
determinar el desplazamiento (el hundimiento en el
suelo es muy pequefio, comparado con la altura de
la torre) aplicé la ley del seno para determinar el
angulo de inclinacién y la ley del coseno para de-
terminar el desplazamiento de la torre.

x*—5x+6

3x? 1+ x°
7. f(x)=——— 9. f(x)=
(x) x2+16 (x) %
8. f(x)=—= 10. f(x)= X
) 2x+7 i x> +25

En optica, en las dispersiones en prisma o cuan-
do un rayo de luz atraviesa una placa de cierto ma-
terial.

En la aviacidn, si dos aviones parten de una base
aérea a la misma velocidad formando un dngulo y
siguiendo en trayectorias rectas, se puede determi-
nar la distancia que se encuentran entre los mismos.

El capitan de un barco puede determinar el rum-
bo equivocado del barco, siempre en linea recta, or-
denando modificar el rumbo en grado para dirigirse
directamente al punto destino correcto.

Cabe mencionar que para dar solucién a este
tipo de problemas también se utilizan identidades
trigonométricas, el tridngulo rectangulo, el teore-
ma de Pitdgoras, y como ya se menciond, las leyes
de seno y coseno.

La graficas de estas nuevas funciones son:

:

y = tan (x)

Y

ey
L
t

[ [ [ [
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
Lg 1 pn | [ 0 |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |

Dominio = Reales — {nr + /2, donde n
€s un ndmero entero

Rango = Reales

Periodo = &
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Funciones hiperbdlicas

La funcién exponencial y = e* permite definir otras
funciones muy importantes en matematicas llama-
das funciones hiperbdlicas.

Las funciones hiperbdlicas son semejantes a
las funciones trigonométricas ordinarias, ya que
se relacionan entre si mediante reglas muy pareci-
das a las reglas que corresponden a las funciones
y = sen(x) y y = cos(x) (identidades trigonomé-
tricas).

Asi como el coseno y el seno pueden identi-
ficarse con el punto (x, y) en el circulo unitario
x2 + y?* = 1, las funciones coseno hiperbdlico y
seno hiperbdlico pueden identificarse con las coor-
denadas de un punto (x, y) sobre la hipérbola uni-
taria x> — y*> = 1, es por eso que reciben el nombre
de “hiperbdlicas”.

Estas funciones se definen como una combi-
nacién de funciones exponenciales de base “e”, a
continuacion se muestra la definicién y la gréfica
para cada una de las funciones hiperbdlicas.

Funciones: representacion y andlisis

y = cot (x)

Dominio = Reales — {nr}, donde n es
un ndmero entero

Rango = Reales

Periodo = 7

y = sec (x)

Dominio = Reales — {nz + 7/2}, donde
7 es un ndmero entero

Rango = (—oo, =1 J U [1, +o0)

Periodo = 27

y = csc (x)

Dominio = Reales — {nr}, donde n es
un ndmero entero

Rango = (—oo, =1 ] U [1, +o0)

Periodo = 27

sen h(x)= %

Dominio = Reales

Rango = Reales



-5 -4 =3 -2 -1

_

5 —4 —3 —2 —1

y®

Curva catenaria

En matematicas, es un arco creado por una curva

llamada catenaria.

. » X
Su férmula matematica es: y=acos h| —

a

cos h(x)= 5

Dominio = Reales

Rango = [1, +0)

et —e™
tan h(x) = ———
e'+e”

Dominio = Reales

Rango = (—1, 1)

e’ +e
COth(X) S —
e

Dominio = Reales — {0}

e'+e”

Rango = (—oo, —1) U (1, +0)

sech(x)=———
e +e

Dominio = Reales

Rango = (0, 1]

2
CSC h(x) =

e —e

Dominio = Reales — {0}

Rango = Reales — {0}

La catenaria es la representacién grafica de una
funcién hiperbdlica, especificamente el coseno hi-
perbdlico, aunque el término catenaria se emplea
la mayoria de las veces para referirse a los cables
del tendido eléctrico de los ferrocarriles o un cable
colgante sujeto por sus dos extremos, como los que
emplean las compaiiias eléctricas para llevar la co-
rriente de alta tension entre las centrales eléctricas

Tema 1.9
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y los centros de consumo. En matematicas y arqui-
tectura se emplea la palabra catenaria para desig-
nar la curva cuyo trazado sigue la forma que ad-
quiere una cadena o cuerda de densidad uniforme y
perfectamente flexible sujeta por sus dos extremos
y que se encuentra sometida Unicamente a las fuer-
zas de la gravedad.

Uno de los grandes arquitectos de todos los
tiempos, el catalin Antonio Gaudi, es probable-
mente el primero en investigar y hacer uso en su
obra de la catenaria.

En la siguiente foto se muestra una de las muchas
obras de Gaudi, observa como la forma de los arcos
corresponden a un coseno hiperbdlico invertido.

A lo largo de la Historia, los matematicos se mos-
traron fascinados por la forma que adoptaba una
cuerda o cadena que se colgaba bajo su propio peso
e intentaron descubrir cudl era la curva que la des-
cribia, hubo quienes suponia que la cadena tomaba
la forma de una parabola.

Arcos catenarios

Sin embargo, hoy sabemos que, aunque el trazado
de la pardbola se asemeja mucho al trazado de la
catenaria, las curvas son diferentes.

Matematicamente, se observa la diferencia al
analizar el comportamiento en los extremos de am-
bas curvas.

En la pardbola los extremos de la gréifica se van
abriendo cada vez mas, mientras que en la catena-
ria tienden a ser verticales.

Segtin los expertos esto hace que el nivel de es-
tabilidad de los arcos catenarios sea mucho mas
estable al no tender sus costados a infinito, sino a
un punto concreto, como se observa en las graficas
siguientes:

La grafica verde es la catenaria y la azul es la
parabola.

Otroejemplodelacurvacatenariaen laarquitectura:

*Gateway Arch de
San Luis (Missouri):
Ejemplo de la curva
catenaria en la
arquitectura

La ecuacién que aproxima su curva es:

0.0100333x —0.0100333x

+e

y=693.8507-68.7672

*Fuente: http://www2.caminos.upm.es/departamentos/matematicas/Fdistancia/PIE/Chipgeometrico/Catenaria.pdf, recuperado el 25

de marzo de 2011.
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Temas

2.1 Limites
2.2 Continuidad
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Uno de los temas de matematicas que mas rechazo
causa a algunos estudiantes es el tema de [imites,
quiza por el rigor matemadtico con el que se trabaja
0 quizd por su misma complejidad. Sin embargo,
te sorprenderd saber como lo has vivido en lo co-
tidiano. Por ejemplo, en el verano es comiin meter
al refrigerador nuestra bebida favorita para luego
disfrutarla, y seguramente quisiéramos que su fres-
cura durara permanentemente una vez fuera del
refrigerador, pero sucederd que la bebida tendera
a estar a la temperatura del ambiente, esto es, a lar-
go plazo la temperatura de la bebida serd la misma
que la temperatura del ambiente. En matematicas
dirfamos que cuando el tiempo tiende a infinito el
limite de la temperatura tiende a ser la temperatura
del ambiente. Otra situacion cotidiana se presen-
ta cuando nos encontramos viendo una pelicula de
suspenso y de pronto aparece una escena donde nos
sobresaltamos, lo que provoca que el ritmo cardia-
co aumente y sentimos que el corazén se nos va a
salir, pero al cabo de unos segundos vuelve a latir
normalmente, al menos hasta la siguiente escena

emocionante. En matemadticas dirfamos que des-
pués de recibir un susto la tendencia del ritmo car-
diaco suele estabilizarse al cabo de cierto tiempo.

Este fendmeno estd presente a nuestro alrede-
dor tanto en la simpleza de lo cotidiano como en
situaciones mds complejas, por ejemplo en el drea
de finanzas cuando se habla de la tendencia del
mercado de valores o del tipo de cambio de cierta
moneda. De igual manera ocurre cuando se estudian
las tendencias inflacionarias o las tendencias de la
oferta y de la demanda, o la tendencia de alguna epi-
demia o la de la cantidad de alcohol en un proceso
de fermentacion, etcétera.

Sin lugar a dudas, el estudio de los limites resulta
util e interesante porque permite predecir la tendencia
de un fenémeno a partir de su variable independiente
y de la estructura de la funcién que lo rige. En esta
unidad estudiaremos el tema, primero, desde una
perspectiva formal, pues esto también es parte de
tu formacion académica, para después pasar a sus
aplicaciones.

: .,F?j-f-“r
L
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Limites

A
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después de la fecha establecida, etcétera.

Es facil darnos cuenta de que en la sociedad en que vivimos existe una serie de reglas
que debemos cumplir para que haya una buena convivencia entre las personas, dichas
reglas son expresadas a menudo como limites, por ejemplo: el limite de velocidad, los
limites de una propiedad, el limite de una linea de crédito, la hora limite para llegar al
trabajo o escuela, la fecha limite para entregar algin proyecto, el primero o el dltimo dia
de clases, y podriamos mencionar muchos mds. Sin embargo, es importante mencionar
que dichos limites “modelan nuestro comportamiento” ya que evitamos transgredir los
limites establecidos: no podemos construir mds alld del limite de nuestra propiedad, no
podemos iniciar clases antes del dia marcado en el calendario ni finalizar los cursos

En Matematicas, los limites se utilizan para describir
o analizar el comportamiento de una funcidn, par-
ticularmente, analizar lo que ocurre con la altura
de la variable dependiente, cuando la variable inde-
pendiente se acerca a un valor especifico.

Analiza el comportamiento de la

., sen x
funcién f(x) = cercadex = 0.

Es obvio que el valor de la funcién
no lo podemos obtener evaludndola

en x = 0, ya que la funcidn no existe para ese valor
de x, es decir, en x = 0 la funcién no tiene asignado
un valor, pues no tiene sentido dividir entre cero.
Sin embargo, podemos utilizar la gréfica de la fun-
cién para analizar su comportamiento.

- 0.2

— 0.4

o

— e -
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Puedes observar que la grafica tiene un hueco en

x = 0. Sin embargo, a pesar de que en ese valor de

x no hay gréfica, se cumple que para valores de x

cada vez més cercanos a cero el valor de la funcién

estd cada vez mas cercano a 1, lo cual seria equiva-

lente a decir: “cuando x tiende a cero, el valor de la
sen x

funcioén f(x)= tiende a 1.

Si se sustituye la frase “tiende a” por una flecha
de la forma —, la afirmacién anterior podria es-
cribirse como sigue: cuando x — 0, el valor de la

., senx
funcion — 1.

X
El valor al que tiende la funcién recibe el nombre

de limite de la funcién, por lo tanto, en este caso el
nx

. ., Se
limite de la funcion es 1 cuando x — 0. La

X
notacién para el limite de la funcién quedaria como

sen x
=1.

sigue: lim
=0  x

El valor del limite también se puede obtener
construyendo una tabla de valores; utiliza tu calcu-
ladora para completar los valores de la siguiente
tabla.

Sugerencia: completa la tabla para los valores de
x alaizquierda y derecha del cero.

[
X =1 —-0.5 | —0.25 | —0.001
sen x
0.8415
X
0 0.001 0.25 0.5 1
No existe 0.8415

Una vez que hayas completado la tabla podras
observar que cuando los valores de x estin muy
cercanos al cero, tanto por su izquierda como por

., senx )
su derecha, los valores de la funcién estan

X
cada vez mds cercanos a 1, aunque en x = 0 la fun-
¢ion no existe.

e
Sea y = f(x) una funcion definida en todo

punto de algin intervalo abierto /, excepto
posiblemente en algin valor x = a,
que pertenece al intervalo /, y sea L un
namero real.
Se dice que la funcion y = f(x) tiene limite
Len x = ay se denota por lim f(x) = L

X—a
si al evaluar la funcion en valores

de x cada vez mas cercanos al niimero a
ocurre que los valores de la funcion

se acercan al nimero L.

Comentarios:

1. La expresion lim f(x)= I se lee: “limite de
f(x) cuando x xsgaaproxima al nimero a es L”.
2. Si la funcién no se acerca a algin valor es-
pecifico L, entonces se dice que el limite no

existe.

3. Para determinar el valor de L hay que analizar
la altura de la funcién tanto por valores a la
izquierda como por valores a la derecha del
punto x = a.

A este tipo de limite se le conoce con el nombre
de limite bilateral, porque se analiza la izquierda y
la derecha del nimero x = a.

Proceso sugerido para obtener limites
a partir de una grafica

Para encontrar el valor del lim f(x) observa la al-
tura de la grafica muy cerc;?lael punto x = a, tanto
por la izquierda como por la derecha de x = a 'y
responde a la pregunta: ;a qué valor de y se acerca

la gréfica de la funcién f(x)?, la respuesta a la pre-
gunta serd el valor del limite.

t;jercicio Si f(x) es la grafica de la funcién

que aparece a continuacion, deter-
mina el valor de los siguientes limites, si existen.

a) lim f(x)=
b) lim f(x)=

¢) lim f(x)=
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a) Observa la altura de la funcién

para valores muy cercanos a x = 4,
tanto por la izquierda como por la derecha y res-
ponde: ;a qué valor de y se acerca la funcién?

Por lo tanto, se puede asegurar que este niimero es
el valor buscado, es decir: lim f(x) =
x—4

b) Nuevamente, localiza el valor x = 1. Observa
la altura de la funcién por la izquierda y la
derecha de este punto y responde: ;a qué valor
de y se acerca la funcién?

Por lo tanto, se puede asegurar que linll f(x)=

¢) Para obtener el valor del limite de la funcién
cuando x tiende a cero, tenemos un pro-
blema, ya que por la izquierda de x = 0 ni
siquiera hay grafica, esto significa que sélo
podremos calcular el limite por la derecha de
x = 0; ;a qué valor de y se acerca la funcién?

por lo tanto, en este caso para informar
que el limite sélo existe por la derecha de
cero, se escribe un pequefio signo “+” en
la parte superior derecha del cero, es decir,

lim f(x)=0. Sin embargo, en el enunciado
x—0"
se pedia encontrar el limite bilateral, por lo

tanto, se concluye que lin% f(x) no existe.
x—>
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El analisis anterior nos lleva a clasificar los limi-

tes de la siguiente manera:

Cuando el limite se obtiene analizan-
do tanto el lado izquierdo, como el
lado derecho de x = a.

limf(x)=1

K—a

Limite por
la derecha

lim f(x)=L

X—a

Cuando el limite se
obtiene analizando
sélo el lado derecho
dex =a.

Significa que analiza-
remos el comporta-
miento de la funcién
para valores muy cer-
canos ax = g, pero que
sean mayores que d.

Limite por
la izquierda

lim f(x)=L

X—a

Cuando el limite se
obtiene analizando
sélo el lado izquierdo
dex =a.

Significa que analiza-
remos el comporta-
miento de la funcion
para valores muy cer-
canos a x = a, pero que
sean menores que d.

También es importante mencionar que el limite
bilateral existe si y s6lo si los limites unilaterales
existen 'y son iguales, en simbolos se expresa como:

Teorema 1

lim f(x)=L
siy sélo si
lim f(x)=L=lim f(x).




La siguiente tabla muestra el costo
;j ) de enviar por mensajeria un docu-

mento que pesa w kilogramos.

05=w<15

190.53

05=w<15 190.53

05=w<15 190.53

05=w<15 190.53

Si quisiéramos encontrar el limite de la funcién
enw = 1.5, es decir, lim C(w) tendriamos que to-
w—1.5

mar los primeros dos valores de la tabla, ya que en
ambos aparece el valor de w = 1.5.

Observa que el costo para un peso menor a
1.5 es de $190.53 y para un valor mayor o igual
a 1.5 el costo es de $204.85; esto significa que
lim C(w)=190.53 y ll'Iln5+ C(w)=204.85, por lo

w—1.5"
tanto, como los limites unilaterales son diferentes,

entonces concluimos que el lim C(w) no existe.
w—1.5

La informacién de la tabla se puede representar
en la siguiente grafica:

249.23

221.36

204.85 4
200

190.53 +

150 1

100 1

50 4

Y =

0.5 15

35

Observa que hay valores del peso (w) en donde las
alturas correspondientes (C) tienen un “salto”; es
evidente que en esos valores el limite bilateral no

existe. Esto ocurre debido a que por la izquierda
y por la derecha de cada uno de esos valores w, hay
diferentes alturas C.

Tema 2.1
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a) lim f(x)=

51

P ——

:. aa,

Determina los limites que se piden, tomando como base la grafica de la funcién dada.

d) lim f(x)=

x—=0

b) lim f(x)

x—4

e) lim f(x)

X——6

q) lim f(x)

Xx—8

f) lim f(x)

x——3

—

Xx—5

Determina los limites que se piden, tomando como base la grafica de la funcién dada.

e) lim g(x)=

X— 4

f) lim g(x)=

x— -1

y a) lim g(x)=
4 x— -3
3
2 b) limg(x)=
m---l- ) x—0
s i 33\51/ a limg(x)=
|2-
S d) I|’m g( )=

g) limg(x)=

x—=1

Determina los siguientes limites de la funcién y = h(x), cuya grafica aparece abajo.

y a) limh(x)=

x—2"
|
o b
T -
| |

! ! ! C)

lim h(x)=

X—2"

lim h(x)=

X— 2

X+2 si

d) lim h(x)=

x—-2"

e) lim h(x)=

X— =27

x2>1

qercido‘l' Dadalafunciénf(X)={ , .
—-x"=1 si x<1

f) lim h(x)=

X— =2

determina si existe el limite en el punto x = 1.

Dibuja la gréfica de la funcion:

Puedes recurrir a la seccién “Conocimientos
previos” para recordar cémo se dibuja la gré-
fica de esta funcion seccionada.
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Ahora encuentra los limites unilaterales lim f(x)= lim f(x)=
x—>T x—1
¢{Los limites unilaterales son iguales? ,entonces el limf(x) =

x—1

x? =2 si x<2
qercidoj Dada la funcién f(x)= X si 2<x<4 determina i existe el limite en los puntos x = 2y x = 4.
4—x si x=24

Dibuja la gréfica de la funcion.

Puedes recurrir a la seccién “Conocimientos previos” para recordar cémo se dibuja la grafica de esta funcion
seccionada:

a) Analiza lo que ocurre en el punto x = 2.

Determina los limites unilaterales lim f(x)= lim f(x)=
x—> 2" x— 2"
¢Los limites unilaterales son iguales? ,entonces el lim f(x)=
Xx—2

b) Analiza lo que ocurre en el punto x = 4.

Determina los limites unilaterales lim f(x)= lim f(x)=
x> 4 x— 4"
¢Los limites unilaterales son iguales? ,entonces el limf(x)=

x— 4




Propiedades de los limites

Ademads de trazar la gréfica de una funcién o ela-
borar una tabla de valores, para determinar el limite
de una funcidn existe una serie de propiedades que
podemos utilizar.

La gréfica de la funcién constante f(x) = c es
una linea horizontal, significa que para todo valor
de la variable x la altura siempre es c, por lo tanto,
si calculamos el limite de la funcién en cualquier
punto x = a, se tiene que los limites unilaterales
son iguales; en simbolos puede escribirse como
sigue:

lim f(x) =c y limf(x) = ¢, entonces lim f(x) =c

I

Si f(x) = ¢ es la funcidon constante, entonces
limf(x)=Ilimc=c.

X—a X—a

Es decir, cuando la funcién es constante, el valor
del limite es igual al valor de la funcién para cual-
quier punto en el dominio.

Las funciones que son constantes pueden reco-
nocerse facilmente porque son expresiones numé-
ricas que no contienen variables.

lime* = ¢*

x—=5

h'm\/g=\/g

x——1

Analicemos lo que ocurre con algunas funciones
potencia con exponentes enteros positivos. Consi-
deremos particularmente los casos de las funciones
que se muestran en las graficas siguientes.
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Es facil observar que el limite en cualquiera de
sus puntos coincide con el valor de la funcién en
ese punto, por lo tanto, podemos concluir que la
siguiente propiedad se cumple.

tencia

Si f(x) = x" es una funcién potencia, donde n es
un entero positivo, entonces el limite en cualquier
punto se obtiene sustituyendo el valor del punto,
es decir, lim x" =a".

X—a

Esta propiedad establece que para obtener el
limite de una funcioén potencia, cuando nos aproxi-
mamos a un valor cualquiera del dominio, basta
con evaluar la funcion en el punto que se esta ana-
lizando.




A continuacidn se enlista una serie de propieda-
des adicionales titiles para obtener limites sin nece-
sidad de graficar o tabular.

Para que estas propiedades sean validas es nece-
sario que los limites de cada una de las funciones
involucradas existan, es decir,

limf(x)=L 'y limg(x)=M

X—a

Iim [f(x) £ g(x)]=lim f(x) £ lim g(x)=L£tM

X—a X—a

Esto significa que para obtener el limite de una
suma o resta de funciones se pueden obtener por
separado los limites de cada una de las funciones y,
posteriormente, sumar o restar los resultados.

Iim[f(x)-g(x)]=lim f(x)-lim g(x)=L-M

X—a X—a X—a
Esto significa que para obtener el limite de una
multiplicacién de funciones, se pueden obtener
por separado los limites de cada una de las funcio-
nes y, posteriormente, multiplicar los resultados.

limc-f(x)]=limc-limf(x)=c-L

X—a X—a xX—a
Esto significa que para obtener el limite de una
multiplicacién de una constante por una funcion,
se pueden obtener por separado los limites y, pos-
teriormente, multiplicar los resultados.

=— =— si M=0
limg(x) M

g(x)

, [ f(x) } fmfd
lim =—
X—a

Esto significa que para obtener el limite de una divi-
sion de funciones se pueden obtener por separado
los limites de cada una de las funciones y, poste-
riormente, dividir los resultados, esto es valido si el
limite del denominador es diferente de cero.

lim [f(x)]" :[Il'm f(x)}n =L"

X—a X—a

donde n es entero positivo

Esto significa que para obtener el limite de una fun-
cién elevada a una potencia “n” se puede obtener
por separado el limite de la funcién y, posteriormen-
te, elevar el limite a la potencia“n”.

sta

lim 3/ (x) = nlim £(x) =YL

Esto significa que para obtener el limite de la raiz
n-ésima de una funcién, se puede obtener por se-
parado el limite de la funcién y, posteriormente,
obtener la raiz n-ésima de dicho limite.

Nota: si n es par, el nimero L debe ser positivo.

Plo} Utiliza las propiedades ante-
riores para obtener el valor de

lim (4x3 +7x° —5x—2).

x— -2

{

TR Observa que la funcién es un poli-
nomio que estd formado por sumas

y restas de funciones, cabe aclarar que: la propiedad
3 es vdlida si se tiene un niimero finito de sumas o
restas, por lo tanto, se aplicard esta propiedad y las
demds se irdn indicando a la derecha de cada paso.

Tema2.l Limites ® 139




lim (4x° +7x* =5x—2)= lim 4x’ + lim 7x* — lim 5x— lim 2 propiedad 3

x— -2 x— -2 x— -2 x— -2 x— =2
=4. 1ﬁn2x3 +7- 11'n12x2 -5. limzx— 1im22 propiedad 5
=4 (=2P+7-(=2?¢-5-(-2)—2 propiedades 1y 2

=4-(—8)+7(4) —5(—-2) — 2
=-32+28+10-2
=4

El resultado del ejemplo anterior puede generalizarse.
Seaf(x) =ax"+a_x"'+a_ x"*+:+ ax+ a unafuncion polinomial y supongamos que se desea

obtener el lim f(x). Si se utiliza un proceso similar al del ejemplo anterior, se tiene:
x—>b

n—1 n

’ ’ - )
)1{1_}nb1f(x):)151_r>rl}(anx"+an_1x ta, xX"""+-t+axta))

Al aplicar las propiedades 3 y 5 se obtiene:

lim f(x)=a limx"+a_ limx"'+a _ limx" > +-+a limx+lima
x—>b " x—sb n=1 n-2 1 b 0

x—=b x—>b x—>b

Al utilizar las propiedades 1 y 2, la expresion anterior queda como sigue:

’ _ n n—1 n—2 .
)lcl_l)lzf(x)—anb +a, 0" +a b +-+ab+ta,

Es facil observar que el lado derecho de la igualdad anterior corresponde a la funcién polinomial evaluada
en x = b, por lo tanto, se cumple la siguiente propiedad:

lim £ (x) = a,b" +a,_b""+a b +-+ab+a, = f(b)

Sif(x) es una funcion polinomial f(x) =a x"+a,_x""'+a, _x""?+---+ax+ a,entonces

limf(x)=a,b" +a, b""+a, ,b"*+--+ab+a,=f(b)

Esto significa que para obtener el limite de una funcién polinomial basta con evaluar la fun-
cibnenx = b.

Utiliza las propiedades de los limites para obtener el valor de 1irr31 [(5x—1)(x+4)x].

TSR Observa que la funcién estd formada por la multiplicacion de tres funciones, aun asi se puede
utilizar la propiedad 4, ya que sigue siendo vdlida aunque la funcion contenga mds de dos

factores.

lim [(Sx — 4)(x + 4)x] = lim (Sx— 1) - lim (x+4) - limx  propiedad 4

=05-3—-1)-3+4)-3 propiedades 9y 1
= 1H(7N3)
=294
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Utiliza las propiedades de los limi-

tes para obtener el valor de
[ 17
lim| — .
w3 xT+1

Para obtener este limite utilizamos

primero la propiedad 7,

2 2
C13x7 -1 o[ 3x7 -1
lim 5 =| lim 5 .
=3 xT+1 =3 x"+1

Ahora aplicamos la propiedad 6, cabe recordar que
para que esta propiedad sea vélida es necesario
que el limite de la funcién del denominador no sea
cero al evaluarla en x = 3. Como la funcién del
denominador es una suma de cuadrados, sabemos
que no se vuelve cero para ningtin valor de x; por lo
tanto, es valido utilizar la propiedad 6. Ademas las
funciones del numerador y del denominador son
polinomios, por lo que el limite se puede obtener
por sustitucion directa del nimero 3 en las x:

=11 [33y7=1T (s0Y
lim| = = ()2 == | =64.
=3 xT 41 3) +1 10

Utiliza las propiedades de los limi-

tes para obtener el valor de:

i 3 35+ 2x -1

x—2 x2 _5 ’

Para obtener este limite utilizamos

primero la propiedad 8:

3 +2x—1 3t +2x—1
11rn32—=311m 2— .
x—2 X _.5 x—2 X _.5

Dentro del radical, tanto la funcion del numera-
dor como la del denominador son funciones poli-
nomiales, por lo tanto, por las propiedades 6 y 9,
dichos limites se obtienen sustituyendo el nimero 2
en las x:

x—2

3 _ 3 _
Hmi/3x -l-Zx 1_ 3@ +22(2) L7,
-5 27 -5 1

En los ejemplos anteriores podemos observar
que la propiedad 9 simplifica mucho el proceso de
obtencion del limite en un punto, ya que se reduce
a una simple evaluacién de la funcién en el nimero
“a”. Sin embargo, es importante aclarar que esta
regla es vélida s6lo cuando se cumplen las condi-
ciones establecidas en las propiedades. Veamos el
siguiente ejemplo.

qemplo7 Utiliza las propiedades de los 1imi-
tes para obtener el valor de

o x*-16
lim

=4 x—4 )

En este ejemplo, tanto la funcién del

numerador como la del denomina-
dor son funciones polinomiales, pero si evaluamos
directamente la funcion en 4, se obtiene como res-
puesta una expresion de la forma 0/0; por lo tanto,
no es valido evaluar directamente en el numerador
y en el denominador, pues se sabe que no esté per-
mitido dividir entre cero.

Cuando esto ocurre podemos recurrir a cualquie-
ra de las siguientes estrategias: dibujar la grafica de
la funcién, hacer una tabla de valores cercanos al
valor de x que estamos analizando o a una simplifi-
cacion algebraica. Veamos las tres alternativas.

* Alternativa 1: analizar la gréfica de la funcién

A continuacion se da la grifica de la funcién
2

f(x)=
x_

x —16
preguntas planteadas.

. Observa la gréfica y responde las

10+
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a) (Esta definida la funcién en x = 4?

b) (Existe el limite de la funcién en x = 47 __
por lo tanto, el valor del

o x*-16
lim =

=4 x—4

* Alternativa 2: utilizar una tabla de valores para
encontrar el limite

Completa las tablas de valores y verifica que efec-
tivamente el limite de la funcién es 8 cuando los
valores de la variable x estin muy cercanos a 4.

3.99 4.01
3.999 4.001
3.9999 4.0001
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* Alternativa 3: utilizar una simplificacién alge-
braica

En este ejemplo la simplificacion consistira en fac-
torizar la expresion del numerador.

2 p—
me 16=11'mM(x+4)
>4 x—4 x4 x4

Los factores x — 4 se pueden cancelar, ya que
nunca valen cero pues la x tiende a 4, pero nunca
es 4. Por lo tanto, al simplificar la funcién el limite
puede obtenerse por evaluacion directa.

o x*-16
lim

=4 x—4

= lim (x+4)=8
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Utiliza las propiedades de los limites para encontrar el limite de las funciones dadas, en el punto indicado.

lim (\/15)

xX——4

Bl

;Qué propiedad se debe utilizar para obtener el limite?

lim (\/15)

x——4

lim (£* —1)

t—2

;Qué tipo de funcion es?

La funcidn dada, jcontiene a la variable x?

Entonces, jqué tipo de funcién es?

0i

Entonces, ;qué propiedad se debe utilizar

para obtener el limite?

Entonces I|’r721 t=10=
t—

m

< . . ) e 3y+5
J y=>-1 y+2

{Qué tipo de funcion es?

B

para obtener el limite?

dad? Justifica tu respuesta.

Entonces, ;qué propiedad se debe utilizar

iSe puede aplicar directamente la propie-

Aplicando la propiedad: lim 3y+5 =

y=>-1 y+2

. P +2t+3
qeraao‘i- lim |2
=2\ 245

»

B

{Por qué es vélido hacerlo?

¢(El valor del limite puede obtenerse sustituyendo el valor de t = 2 en la funcion?

;Qué propiedad o propiedades se deben utilizar para obtener el limite?

. . P +2t+3
Aplicando las propiedades: !m s T ——————
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x-3

lim ———
x=3 x° =27

;Qué tipo de funcion es? Entonces, ;qué propiedad se debe utilizar
para obtener el limite? ;Se puede aplicar directamente la propie-

dad? Justifica tu respuesta.

;Qué alternativas tienes para resolver el limite?

iResuélvelo!

(Requieres de alguiin conocimiento de dlgebra? Ve a la seccion “Conocimientos previos”.

v s 6 , 3X2_8X_16
qeroco lim ———
x4 2x°—9x+4

Solucién ;Qué tipo de funcién es? Entonces, jqué propiedad se debe utilizar

para obtener el limite? ;Se puede aplicar directamente la propie-

dad? Justifica tu respuesta.

;Qué alternativas tienes para resolver el limite?

iResuélvelo!

(Requieres de alguin conocimiento de dlgebra? Ve a la seccién “Conocimientos previos”.
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Limites infinitos

Anteriormente comentamos que cuando en la gra-
fica de la funcién ocurre un ‘“‘salto”, entonces en
ese punto el limite bilateral no existe.

También se dice que el limite en x = a no existe
si ocurre que la altura de la funcién f(x) no se acer-
ca a algun valor especifico, sino que su altura se
vuelve cada vez mas grande.

Veamos unos ejemplos.

’ 2
EJGIIP'OI Dada la funcién f(x)=— deter-
X

mina si la funcion tiene limite en el
punto x = 0.

Para calcular el limite conviene tra-

zar primero la gréafica de la funcién.

Podemos observar en la grafica que si nos acer-
camos a x = 0, tanto por la izquierda como por la
derecha, la altura de la funcién es cada vez mayor,

. .2 .
por lo tanto, concluimos que lim — no existe.
=0 x

Sin embargo, en estos casos se acostumbra des-
cribir el comportamiento de la funcién de la si-
guiente forma:

.
a) Si cerca de x = a la funcion toma valores

cada vez mas grandes, se dice que la funcion
tiende a mas infinito y se denota por +c.
b) Si cerca de x = a la funcion toma valores
cada vez mas pequeiios, se dice que la funcion

tiende a menos infinito y se denota por —c.
c) Si por un lado de x = a la funcion tiende a +,
y por el otro lado de x = a la funcion tiende a
—c, entonces se dice que en x = a la
funcion tiende a .

Del comentario anterior podemos concluir que

“°“ La respuesta anterior, no significa

que el limite exista, sino que des-

cribe lo que le ocurre a la funcién

cerca de x = 0; la mejor manera de interpretar

este resultado es: “La altura de la funcién crece
sin limite”.

Para la funcién dada en la siguiente

gréafica determina el valor de

lim / (x).

Al observar la griafica vemos que

por la izquierda de x = 2 la funcién
crece sin limite y se denota por lim f(x)=+-oc;
x—=2"

mientras que por la derecha de x = 2 la funcién
decrece sin limite y se denota por lim f(x) = —oo.
x—2"
Por lo tanto, concluimos que lim f(x)=oo .
x—2"

Nuevamente insistimos que el limite no existe,
la respuesta sélo describe el comportamiento de la
funcién en x = 2.
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El siguiente teorema resulta muy ttil cuando no
contamos con alguna herramienta tecnolégica para
trazar la grafica de la funcién.

Teorema 2: limite infinito
Siellim f(x) = ¢, donde ¢ es un nimero real,
x—a

con ¢ # 0y lim g(x) =0, entonces:

1. )1{1_15%: +o0 si se tiene que ¢ > 0y
g(x) — 0 por valores positivos.

2. 193%: —oo si se tiene que ¢ > 0y
g(x) — 0 por valores negativos.

3. EE% = —oo si se tiene que ¢ < 0y
g(x) — 0 por valores positivos.

4. 1&2%:4@0 sisetienequec <0y

g(x) — 0 por valores negativos.

El teorema anterior se aplica cuando al sustituir
directamente el valor x = a en la division de fun-
ciones f(x)/g(x), el resultado que se obtiene es de
la forma C/0. Cuando esto ocurre, sabemos que el
limite no existe, pero si se analiza la funcién del
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denominador, puede decidirse si la altura de la fun-
cion f(x)/g(x) crece o decrece sin limite.

El proceso que se utiliza es determinar el signo
que tiene la funcién del denominador para valores
muy cercanos al nimero x = a; dependiendo de este
signo y del signo de la constante C, se aplica la regla
de los signos de la divisioén para decidir si la funcién
tiende a infinito positivo (+e<) o a infinito negativo
(—eo). El siguiente ejemplo ayudard a comprender
este proceso.

Utiliza el teorema anterior para ha-

2x+1
llar el valor de lim al
x—4t X —

Si se sustituye directamente el valor

x = 4 en la funcién 2x +41 , se obtie-
x —

.9
ne la expresion — .
0

Esto significa que en x = 4 la funcién del deno-
minador vale cero, es decir, g(4) = 0, pero en rea-
lidad lo que se estd buscando es el limite unilateral,
especificamente por la derecha de 4. Por lo tanto, si
se evalda la funcién del denominador en un valor
mayor a 4, pero muy cercano a 4, por ejemplo, en
x =4.01, se obtiene que g(4.01) = 4.01—4 = 0.01,
que es un valor positivo, esto implica que g(x) — 0
por valores positivos, y como el numerador es posi-
tivo, entonces de acuerdo con la regla de los signos

e . . 2x+1
para la division se tiene que el lim =+ oo,
x—4t X — 4
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., 1-2x
Halla el valor del |im .
x—-3" X+

Ejerciciol

. L ., 1-2x .
Al sustituir el valor x = —3 en la funcion e el resultado tiene la forma
X

;Cudl es el resultado del limite? ;Con signo positivo o negativo?

Describe el procedimiento para determinar el signo:

- . R o 1=2x
Utiliza la regla de los signos para la division para dar el resultado final del limite lim e =
x—-37 X+

L4 ” 3_5X
qduaoz Halla el valor del lim .
x—=6" X—6
Solucién itui fi =2 i
Al sustituir el valor x = 6 en la funcion 5 el resultado tiene la forma

X—

;Cudl es el resultado del limite? ;Con signo positivo o negativo?

Describe el procedimiento para determinar el signo:

. . L .. 3-5x
Utiliza la regla de los signos para la division para dar el resultado final del limite lim A=
x—6" X —
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Limites al infinito

Supongamos que la temperatura 7" (en grados cen-
tigrados) de una lata de refresco que se pone a en-
friar en un refrigerador estd dada por la funcién
T(t) =5 + 10e7" °C, donde t (en horas) representa
el tiempo transcurrido desde que la lata fue coloca-
da en el refrigerador. A medida que pasa el tiempo,
(,qué ocurre con la temperatura de la lata?

En la situacién descrita anteriormente llama la
atencion la expresion “a medida que pasa el tiem-
po”’, podemos interpretar esta frase como “cuando
aumenta el tiempo”, o bien, “después de mucho
tiempo”, ;qué ocurre con la temperatura de la lata?
Este tipo de enunciados lo podemos expresar en
simbolos de la siguiente forma:

lim 7(¢)= lim (5+10e™).
t—>+oo t—>+oo

Para calcular el valor de este limite, tenemos la
alternativa de trazar la gréfica de la funcién o cons-
truir una tabla de valores. Analizaremos cada una
de estas alternativas.

* Alternativa 1: trazar la grafica de la funcién

T
154+

Para encontrar lim (5+10e™") observa el lado de-

t—>+oo
recho de la grdfica (lo mds a la derecha posible) y
responde a la pregunta: ;a qué altura se acerca la
gréfica de la funcién? Si la funcién se acerca a algiin
valor de T, ese serd el valor del limite, pero si no se
acerca a algun valor entonces se dird que el limite
no existe.

En este caso la altura de la funcién se “acerca
a 5”, por lo tanto, el valor de lim (5+10e™")=35.

t—>+oo

En este tipo de limite es importante comprender

la interpretacion del resultado, en este caso signi-

fica que por mds tiempo que dejemos la lata en el

refrigerador, la temperatura de ésta nunca estard por
debajo de los 5 °C.
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e Alternativa 2: construir una tabla de valores

Para determinar el valor de este tipo de limites, de-
bes evaluar la funcién en valores de ¢ cada vez mds
grandes. Completa la tabla siguiente y comprueba
que el limite es 5.

t 5 50 | 500 | 50000

T(t) =5+ 10e™" | 5.06783

De manera similar, para obtener el valor de
1]'1}1 f(x) observa el lado izquierdo de la grdfica

(lo mds a la izquierda posible) y hazte la misma
pregunta: ;ja qué altura se acerca la gréfica de la
funcién? Si la funcién se acerca a algin valor es-
pecifico de y, ese sera el valor del limite, pero si la
funcién no se acerca a algtin valor, entonces se dird
que el limite no existe.

Dada la siguiente grafica, encuentra

elvalorde lim f(x)yde lim f(x),
si existen. X——o0 x>0

-6+

Al observar la funcién para valores

dexcadavezmadspequeiios, se veque

la altura de la funcidn se acerca a cero, por lo tanto,

se concluye que cuando x tiende a —eo, el limite de

la funcion existe y es cero, es decir, lim f(x)=0.
Pareust

Al observar la funcién para valores de x cada vez
mas grandes, se ve que la altura de la funcién no se



acerca a algtn valor en especifico, sino que la altu-
ra de la funcién es cada vez mads alta, por lo tanto,
se concluye que cuando x tiende a +eo el limite de
la funcion no existe, es decir, lim f(x)=4oo.

X—>+oo

Limites al infinito de funciones
racionales

En el capitulo anterior se defini6 la funcién deman-
da como la cantidad de articulos que los consumi-
dores estdn dispuestos a comprar a un determinado
precio.

Suponiendo que la cantidad demandada g de
un cierto producto es inversamente proporcional
al precio de venta p, las variables cantidad de-
mandada y precio estdn relacionadas mediante la

. k
funcién g= f(p)=—. Se sabe que la demanda
p

disminuye a medida que el precio aumenta, esto
se puede comprobar si se traza la grifica de esta
funcién. Suponiendo k = 1, la funcién de demanda

quedaria como g = f(p)= l
P

1
La grafica de la funcién g = —, desde el punto de
p

vista matemaético, corresponde a la figura que apa-
rece abajo; sin embargo, cabe aclarar que desde el
punto de vista de la economia, la funcién de deman-
da estd representada s6lo por la rama derecha de di-
cha grafica pues no tiene sentido hablar de precios
negativos.

demandaf) ¢

P

2 4 precio

A partir de la gréfica es facil comprobar lo que se
dijo anteriormente, “‘a medida que el precio aumen-
ta la cantidad, demandada se hace cada vez mas
pequefia”; es decir, cuando p — o la demanda

1
— — 0, de donde se concluye que lim L =0.
p ot p

.k
Para saber lo que ocurre con lim —, se puede
p—>tee p

utilizar la propiedad 5 de los limites y el resultado
anterior, de donde se obtiene:

lim E:k - lim l:k-O.

P+ p Pt p

k
Por lo tanto, lim —=0.
pote p

El siguiente teorema es la generalizacion del re-
sultado anterior.

Teorema 3: limite al infinito

Si r es cualquier entero positivo y k un niimero
real diferente de cero, entonces

1. lim ir:o
Pt p

2. lim kr - 0.
=== p

Observa que si se pudiera evaluar directamente,
los limites anteriores tendrian la forma constante/eo,
por lo que se puede decir que la expresion:

constante
— =0
[oe)
Encuentra el valor del limite
2x—x+5

lim 5
o 4y —1

Observa que la funcién que aparece
en el limite es una funcién racional.

Si se intentara evaluar directamente el limite an-
terior, se obtendria la forma eo/co; recuerda que
cuando esto ocurre se tienen las alternativas de
graficar la funcién o construir una tabla de valores
para encontrar el limite; sin embargo, en este caso
existe una tercera alternativa, que es transformar

(- k .
cada término a la forma — para aplicar el teorema
P

anterior. A continuacién se analizan las tres alter-
nativas.
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* Alternativa 1: trazar la grafica para encontrar el
limite

La figura de abajo corresponde a la grafica de la
2x> —x+5
4x° -1
mente que a medida que x — oo la altura de la fun-

cidn tiende a cero, esto significa que

funcién f(x)= , en donde se ve clara-

2_
lim 2x x+5:0

I S |

e Alternativa 2: construir una tabla de valores

Recuerda que para determinar el valor de este tipo
de limites debes evaluar la funcién en valores de x
cada vez mds grandes. Completa la tabla siguiente
y comprueba que el limite es 0.

X 2 100 1000 | 10000
2x = x+5

f(xX)=————

()="",———| 03548

e Alternativa 3: transformar cada término

k
a la forma —
p

Para lograr que cada término tenga esta forma, ha-
bra que dividir cada uno de los términos tanto del
numerador como del denominador, por la variable
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elevada a la potencia mas alta que aparezca en el
denominador, y enseguida aplicar el teorema del
limite al infinito. A continuacién se ejemplifica
el procedimiento.

o 2x*—x+5
Se desea encontrar el valor de: lim —
xoe 4x7 —1]

Paso 1: se determina la variable de mayor
potencia en el denominador.

En este caso es: x°.

Paso 2: se divide cada término del numerador y
del denominador entre la variable de ma-
yor potencia.

2x* x5
enes lim X2 ¥
En este caso se obtiene: lim =+—— %,

wore 4y ]

Paso 3: se simplifica cada término.

2 1 5
PR
Al simplificar se tiene: lim T
X—>+oo 4 b
x3

Paso 4: evaluar directamente para determinar si
los términos tienen la forma
constantel/e~ 'y aplicar el teorema.

2 1 5
7_7_’_7

Al hacerlo se tiene: =>—>—=> = 0_ 0.
PR

2xP —x+
X x5=0

Por lo tanto, lim 5
xokee 4y” —1]
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L5 —x*+1
Encuentra el valorde lim ————

qu'ddol o= 4x> —2x+1"

{Puedes evaluar directamenteel limite?_____ ;Por qué?

Efectua los pasos para utilizar el Teorema del limite al infinito para funciones racionales.

Paso 1: ;cudl es la variable de mayor potencia en el denominador?

Paso 2: divide cada término del numerador y del denominador entre la variable de mayor potencia.

Paso 3: simplifica cada término.

Paso 4: evalla directamente para determinar si los términos tienen la forma constante/= y aplicar el teorema.

5P —x7+1
La respuesta es: lim ————=
X 4x° —2X +1

2x%2—x+1

qg-c‘doz Encuentra el valor de lim —————
x>t 3X+5

{Puedes evaluar directamenteel limite?_____ ;Por qué?

Efectua los pasos para utilizar el Teorema del limite al infinito para funciones racionales.

Paso 1: jcudl es la variable de mayor potencia en el denominador?




Paso 2: divide cada término del numerador y del denominador entre la variable de mayor potencia.

Paso 3: simplifica cada término.

Paso 4: evalua directamente para determinar si los términos tienen la forma constante/ y aplicar el teorema.

2x°—x+1_

La respuesta es: lim
xote  3X+5

o . 5x’+6x+1
qeraaoi Encuentra el valorde lim —/————.

xoe x> — x% +3x

iPuedes evaluar directamente el limite?___ ;Porqué?

Efectla los pasos para utilizar el Teorema del limite al infinito para funciones racionales.

Paso 1: jcudl es la variable de mayor potencia en el denominador?

Paso 2: divide cada término del numerador y del denominador entre la variable de mayor potencia.

Paso 3: simplifica cada término.

Paso 4: evalua directamente para determinar si los términos tienen la forma constante/ y aplicar el teorema.

. 5xP+6x+1
Larespuesta es: lim ————=
xo=e X7 — X" +3X
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Conjunto de: ejercicios

de practica 2.1

Para cada uno de los ejercicios 1 a 4, completa la
tabla de valores para la funcion f(x) en cada uno de
los valores dados de x. Utiliza esta informacion para
estimar el valor del limite que se indica.

[x]

1. lim—

>
&
o
<

—0.01|—0.001| 0.001 | 0.01 | 0.1

f(x)

2. lim tan(x)

>

I
a
<
N

X | w/4 | 3n/8 | 7n/16 | 9/16 | 57/8 | 3r/4

f(x)

cos (x)
x=n/2 sen (x)

X | /4 | 3n/8 | 7n/16 | /16 | 57/8 | 3r/4

f(x)

. x'+4
4. lim

x—>2 x° =2

x | 19 | 1.99 | 1999 | 2001 | 2.01 | 2.1

f(x)

Para cada uno de los ejercicios 5 a 7, utiliza la gra-
fica dada para determinar los limites indicados, si
existen. Si el limite no existe, informa si el compor-
tamiento de la funcion es +c 0 —co,

5. \}M a)
T b) lim f(x)

24 x—05

lim f(x)

x—15

L x 0

Il’m1 f(x)

d)

ANE

lim f(x)
x—0

lim f(x)

x—-1"

[e]

O

_!IA‘II!'A‘!r-—

ﬂ

=@

2t /

1+ o\
& = 0o 1 2 3

y=fx

. Traza la gréfica de la funcion h(x) =
y determina si existe el lim h(x)

x—0

. Traza la gréfica de la funcion g(x)=

y determina si existe el Il’rq g(x)

x—1 si
X+1 si

T-x si

\/;si

a) I|'n(1) f(x)

b) lim f(x)

x—2"

o lim f(x)

X—2"

lim f(x)

X—2

d)

lim f(x)

x—=0

b) lim (x)

a)

@) Il’rq f(x)

d) limf(x)

X—2

x<0
x>0

x<1
2 si o x=1

x>1

. Considera la representacion grafica de la funcién g
definida por
—x-=1 si x<=-2
x+3 si 2<x<l1
glx)= :
-1 si 1<x<3
(x—4)? si  x>3

Determina si existen cada uno de los limites si-

guientes:
a) lim g(x)  b) limg(x)
d) lim g(x) e) limg(x)

9] llg; g(x)

En los ejercicios 11 a 20 encuentra el valor del limite

indicado.
11, lim(4x* +5x—8) 12. |im(3i+5—6j
x—1 Xx—4 5 5
p 3 4 , 9—x
13. lim (=x"—2x") 14. lim 5
x—-1/2 x-9 81+ x
15. I|’nr11e4 16 Iirrg(InS)
17. lim (6_—’(3) 18, lim X2
x>2\ 4-5x+3x x>-315-5x
19. lim sen(x) 20. lim csc(x)




En los ejercicios 21 a 26, determina el limite que 2x3—5x*—2x-3

se pide, si se sabe que !(IL!: f(x)=5;L|"r,n glx)=-3y = IX'LT; 4x®_13x°+4x—3 = ,I(IILT);X_4
limh(x)=09.
21, Im[f(x)+g0)+h(x)] 22 |.'m[—3f(")(‘5)9(")} T x+49 gLy
X—a X—a X
3 37. lim 2X=3 38, lim — X
h 2 Y e y2 e (2 72
23, lim (x) 24 lim [f(x)]I" —h(x) x*+25 (x*+1)
x—a g(x) x—=a g(X) s
2 2)\1/2
000 b 351 i {M_X} 0. lim &
25. Iim[g—} 26. lim/g(x) | 8x(x+1) - X
x=a| h(x)—f(x)—g(h) =
i 2x*—x+3 i 2y° +4
En los ejercicios 27 a 46 encuentra el limite delafun-  41- IM PR 42. yLrpw12y—3
cion dada en el punto indicado.
_y2\12
X8 _25-x 43, im16=x)" a4, lim 21
27. lim 28. lim x—4 xX—4 x>0 x?
x>9 x—9 x>-5 xX+5
2 2
29, lim 2X 36X 30. lim 2 2X*2 5. lim (x~x*=3x|
=6 X+6 X2 X +2x-8 Xt
. 2x*-3x - x+2-\2 Ix+1-1
31, lim ———— 32 lim~————~% 46, limX 11
x=326X"+x—-15 x=0 X T x50 X
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Continuidad

Cuando estds hablando por teléfono y repentinamente “se corta la llamada”, o bien, estds
viendo tu programa favorito o respondiendo un examen en linea y momentdneamente
“se va la sefal” o “se pierde la conexioén”, se dice que el servicio, la sefial, o la linea no
estdn funcionando de forma continua.

En Matematicas la continuidad es una propiedad que analizar, ya que sirve de referencia para estudiar con-
poseen muchas de las funciones y que es importante ceptos clave del calculo diferencial e integral.
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La idea intuitiva de funcién continua puede
comprenderse facilmente al observar su grafica;
si ésta puede dibujarse sin levantar o despegar el
lapiz del papel, entonces se dice que la funcidn es
continua. Si al trazar la gréfica, ésta muestra una
“interrupcién”, “salto” o “hueco” que nos haga le-
vantar o despegar el lapiz del papel, diremos que la
funcién es discontinua.

En la siguiente figura se presentan ejemplos de

gréficas de funciones continuas y discontinuas.

y=f

a) Continua

y=fx

/

b) Continua

y=f(x)

¢) Discontinuag; la grdfica tiene
unsaltoenx = a

o oy=rw
| Px N
I
|
. ! — x
. . -2 0 2 4

|
|
|
| —21
|
|
|

d) Discontinua; la grdfica

seinterrumpeenx = — 2
y=fx)
41
2
1 1 x
e 0 2 4

e) Discontinua; la grdfica tiene
un huecoenx = 2

y=f
2T

[ ]
-2 7é

f) Discontinua; la grdfica tiene un
hueco y un punto aislado en x = 2

Una definicién mas formal para la continuidad es
la siguiente:

® ®
Se dice que una funcion f(x) es continua en

Xx = a si y solo si cumple las tres condiciones
siguientes:

1) Que la funcién en x = a tenga asignado un
valor, es decir, que f(a) exista.

2) Que exista el limite bilateral de la funcién en

x = a, es decir, que lim f(x) exista.
X—a

3) Que el valor de la funcion en x = a coincida
con el limite de la funcion en ese punto,

es decir, que se cumpla la igualdad
lim f(x).

X—a
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Si una funcién f no cumple con alguna(s) de las
condiciones de la definicién, se dice que la funcién
es discontinua en x = «; la causa de la discontinui-
dad serd la primera condicién que falle.

Las funciones que aparecen en la siguiente figura
son discontinuas, completa los espacios en blanco y
determina la causa por la que son discontinuas, es
decir, cual de las tres condiciones no se cumple.

y=fx

1. Lafuncién jtiene un valor asignado en
x=a?

2. ;Existe el limiteenx = a?

3. ¢Elvalordelafunciény el limite son iguales
enx = a?

La funcion es discontinua en x = a porque:

y=fx
2-.
! |\l_x

I L ——
(=}
S}
NN

1. Lafuncién jtiene un valor asignado en
x=-27

2. ;Existe el limite en x =—27

3. ¢Elvalordelafuncion y el limite son iguales
enx =—2?

La funcidn es discontinua en x =—2 porque:
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1. Lafuncion jtiene un valor asignado en
x =27

2. jExiste el limite en x = 27

3. (Elvalor de lafunciény el limite son iguales
enx =2?

La funcién es discontinua en x = 2 porque:

1. Lafuncioén, jtiene un valor asignado en
x==17

2. jExiste el limiteenx =—17

3. (Elvalor de lafunciony el limite son iguales
enx=—17

La funcidn es discontinua en x =—1 porque:

Cabe aclarar que las funciones anteriores solo son
discontinuas en el punto en donde se observa la
“interrupcion”, el “hueco” o el “salto”; en todos
los demds puntos de su dominio las funciones son
continuas.

Clasificacion de las discontinuidades

Las discontinuidades se pueden clasificar como eli-
minables (también llamadas removibles) o esencia-
les, a continuacidn se explica lo que estos nombres
significan.



Una funcién tiene una discontinuidad eliminable
en x = a siempre que limf(x) exista, esto se debe
X—a

Una funcién tiene una discontinuidad esencial en
x = a cuando lim f(x) no existe, esto significa que la
a que la funcién puede hacerse continua si se re- in
define el valor de la funcién en x = g, de tal forma
que se cumple la tercera condicién de continuidad
f(a)=Ilimf(x).

X—a

discontinuidad no se puede eliminar, es decir, no se
puede hacer que la funcion sea continua.

Una discontinuidad no puede eliminarse en los
puntos en donde la gréifica tiene un salto, o bien,
Una discontinuidad puede eliminarse en los crece o decrece sin limite. Veamos los siguientes
puntos donde la gréfica tiene un hueco. Veamos ejemplos.
los siguientes ejemplos.

yT @)
4-_

£2 0 2 4

La funcion cuya gréfica aparece arriba, no esta de-
finida en x = 2, es decir, f (2) no existe, asi que es
discontinua en x = 2.

Sin embargo, al observar la grafica se tiene que
ll_@ f(x) =4, esto significa que el limite existe.

Por lo tanto, la discontinuidad es eliminable y se
elimina al hacer que la altura de la funcién sea4 en el
punto x = 2, que es equivalente a decir:sif(2) = 4 la
funcidén se vuelve continua.

y=fx

454

324

y=fx

La funcidn cuya gréafica aparece arriba, ;tiene una
discontinuidad en x = —17
;La discontinuidad es eliminable?

Justifica tu respuesta.

{Cémo definirias la funcién para que se vuelva
continua?

La funcidn, cuya gréfica aparece arriba, estd defi-

nidaenx = g,yaquesualturaenx = aes

fla) =

se cumple la primera condicién de continuidad.
El limite por la izquierda de a es:

lim f(x)=

Xx—a-

y el limite por la derecha de a es:
lim f(x)=

Como los limites unilaterales son diferentes, en-
tonces el limite bilateral lim f(x) no existe, por lo

X—a

tanto, falla la segunda condicién para la continui-
dad, asi que la funcién es discontinua en x = a.

La discontinuidad es esencial, ya que no hay
forma de hacer coincidir el valor de la funcién y
el limite, pues no puede igualarse algo que existe
con algo que no existe.
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La funcién cuya gréfica aparece arriba ;esta defi-

nidaenx = —2?
{Lafuncion es continuaenx = —2?
El limite por la izquierda de —2 es:

lim f(x)=

X—-2

y el limite por la derecha de —2 es:

lim f(x)= , entonces el limite
x—-2"

bilateral I|’m2 f(x)= oo, que es equivalente a decir

que no existe.

En este caso la discontinuidad también es
esencial ya que no hay forma de hacer coincidir
el valor de la funcién y el limite, pues no pueden
igualarse dos cantidades que no existen.

Teoremas de continuidad

Los siguientes teoremas son de mucha utilidad para
determinar con facilidad la continuidad de funcio-
nes polinomiales, racionales y con radicales.

La funcion polinomial y = P(x) = ax"+ an_1x"*1 +
-2 4.

a _x2+-+ax+a,

es continua en todo ndmero.

P
La funcién racional R(x):% es continua en
X

todo numero de su dominio, es decir, es continua
en todo numero x donde Q(x) # 0.

a) Sif(x)=4x y n es un numero entero impar posi-
tivo, entonces f es continua en todo nimero.

b) Si f(x)=%x y n es un nimero entero par posi-
tivo, entonces f es continua para todo nimero

positivo x.
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Determina los valores de x en los

que cada una de las siguientes fun-
ciones sea continua.

a) f(x)=2x*—5x+2x—9

4x* —x+3
b) h(x)=——
) hx) x*=5x+6

c) g(x)=x/5x-2

a) La funcién f(x) = 2x* — 5x° +

2x — 9 es una funcién polinomial,
asi que es continua para todo valor de x.

4x* —x+3

b) La funcién A(x)= es el cocien-

x*=5x+6
te de dos polinomios, es decir, una funcién
racional. Por lo tanto, se sabe que es dis-
continua cuando el denominador x> — 5x +
6 = 0. Al resolver esta ecuacion median-
te factorizacién se tiene x> — 5x + 6 =
(x = 3)(x — 2) =0, entonces en x = 3y
en x = 2 la funcién A(x) es discontinua. En
consecuencia se concluye que dicha funcién
es continua en todo punto, excepto en x =
3yenx = 2.

¢) La funcién g(x)=</5x-2 corresponde a
una raiz cubica, es decir, n = 3 es un ente-
ro impar positivo, por lo tanto, la funcién es
continua en todo punto.

Dada la funcién

2—x* si x<l1
f(x)=1 x si 1<x<3
1 si x2=3

determina el valor (o valores) de la variable inde-
pendiente en los que la funcién sea discontinua,
describe qué condicién de la definicién de conti-
nuidad no se cumple y clasifica la discontinuidad
como esencial o eliminable. Comprueba con la gra-
fica de la funcién tus resultados.

La funcién estd definida por sec-

ciones, para valores menores a 1 la
funcién es continua ya que es una parédbola. Para va-
lores mayores o iguales a 1, pero menores a 3, la
grafica es un segmento de recta; por lo tanto, también



es continua y, para valores mayores o iguales a 3 la
funcién es constante y, por lo tanto, continua.

De este razonamiento se concluye que los tni-
cos puntos donde la funcién puede ser discontinua
son: x = 1 yx = 3, ya que en esos puntos es donde
la funcién cambia de comportamiento.

Se aplicaré la definicion de continuidad para ve-
rificar si la funcién es continua en x = 1.

a) f(1) = 1 existe, por lo tanto, la condicién 1
se cumple.

b) Para verificar si se cumple la condicién 2
hay que obtener los limites unilaterales

lim(2 -x)=1y h'r?(x)z 1. Entonces 113}

x—=1"

f(x)=1 existe y, por lo tanto, se cumple, esta
condicion.
¢) La condicioén 3 también se cumple ya que

F) = lim f(x)=1.

Como todas las condiciones se cumplen, se con-
cluye que la funcion es continua en x = 1.

Ahora se aplicard la definicion de continuidad
para verificar si la funcién es continua en x = 3.

a) f(3) = 1 existe, por lo tanto, la condicién 1
se cumple.

b) Para verificar si se cumple la condicién 2 hay
que obtener los limites unilaterales

lim f(x)=3y lim f(x)=3, entonces lin% f(x)
x— 3" x— 3" x—>
no existe.

Como esta condicién no se cumple, se concluye
que la funcién es discontinua en x = 3.

Ademas, como el limite no existe, la disconti-
nuidad es de tipo esencial.

La figura siguiente corresponde a la grafica de
la funcién f(x), en ella se pueden comprobar los
resultados anteriores. Observa que hay un salto en
x = 3, por eso la discontinuidad es esencial.

A

1+ o———
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/A trabajar!

qercidal Traza la grafica de la funcion; observa donde hay saltos en la grafica para determinar los valores
de la variable independiente en los que la funcion es discontinua, muestra cual condicién de la
definicién de continuidad no se cumple y clasifica la discontinuidad como eliminable o esencial.

x<0
x=0

0<x

-1 si
f(x)=7 0 si
Ix s
Traza la grafica de la funcién.

7

3.-

2.-

1--

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o

¢La gréfica de la funcién tiene un salto?

;Cudl es el valor de la funcion en ese punto?

(En qué valor? x =

Encuentra el limite de la funcién en ese punto.

¢{El valor de la funcién y el limite son iguales?

¢La funcion es continua o discontinua en el punto?

Si es discontinua, ;qué tipo de discontinuidad tiene?

Justifica tu respuesta.
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es discontinua en

Aplicando la definicion de continuidad, muestra que la funcion f(x)=

Ejercicio2

el nimero x =—; determina si la discontinuidad es eliminable o esencial. Si es eliminable, define

f(%) de manera que la discontinuidad desaparezca.

;Cudl es el valor de la funcion en ese punto?

Encuentra el limite de la funcién en ese punto, si es que existe.

¢El valor de la funcién y el limite son iguales?

;Qué tipo de discontinuidad tiene? Justifica tu respuesta.

Si la discontinuidad es eliminable, redefine de tal forma que la funcién se vuelva continua.

s o 9 - t2 Si t S 2 .
W? Aplicando la definicion de continuidad muestra que la funcion f(t) = ) es discon-
3gt+2 si t>2

tinua en el nimero t = 2 y determina si la discontinuidad es eliminable o esencial. Si es eliminable,
define f(2) de manera que la discontinuidad desaparezca.

;Cudl es el valor de la funcion en ese punto?

Encuentra el limite de la funcidn en ese punto, si es que existe.

¢(El valor de la funcién y el limite son iguales?
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;Qué tipo de discontinuidad tiene? Justifica tu respuesta.

Si la discontinuidad es eliminable, redefine de tal forma que la funcién se vuelva continua.

qa'ddc)‘f' Determina los valores de x en los que la funcidn f(x) = x2 (x + 3)? es continua. Realiza el procedi-
miento necesario para justificar tu respuesta.

e PR d . .7 X . . . .
EJG‘DCIO} Determina los valores de x en los que la funcién g(x) = — es continua. Realiza el procedimiento
necesario para justificar tu respuesta. -

o . . 3x-1 si x<2 ) )
qeraaoé Determina los valores de x en los que la funcion f(x)= {4 2 g g< es continua. Realiza el
—Xx° si 2<x
procedimiento necesario para justificar tu respuesta.
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Conjunto-de ejercici

de practicar2.2

INIDAD &£ 9

*

Para cada uno de los ejercicios del 1 al 4 traza la grafi-
ca de la funcién; determina los valores de la variable
independiente en los que la funcién es discontinua
y qué condicién de la definicién de continuidad no

se cumple.
N=x si x<0

1. f(x)= enx=0
Ux+1 si 0<x
3—(x+2)? si x<=2

2. h(x)= 2 si x=-2

1-x si x>-2

|x -3 )

3. g(x)=——analizalos valoresx =3y x = —3
Xx+3
-36

4, g(x)=\)/(_ 6enx=36

En los siguientes ejercicios aplica la definicion
de continuidad para demostrar que la funcion es
discontinua en el numero indicado y determina si
la discontinuidad es eliminable o esencial. Si es
eliminable, define f(a) de manera que la disconti-
nuidad desaparezca.

2_
5. h(x)=2ﬁ¢enx=2
X +2x-8
6. f(x)=X_1enx=0

X2

8 f(x)z{sx—4 si

\
|

En los siguientes ejercicios determina los numeros
en los cuales es continua la funcion dada.

4x-3
9. glx)=
gt x> +25
— si x<1
10. f(x)=1 X2
1
= si I<x
2

11. h(x) = cos (x)

12. glx) =7x*+4x3 -5 +6

2_
13. f(x)zw
X +3x
_ i <
14. hix)= N=x+2 si x<2
X—2 si 2<x
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erivada

3.1 La derivada como razon

de cambio

3.2 Laderivada
como pendiente

3.3 Como derivar una funcién
por medio de su grafica

3.4 Derivada por formulas
y propiedades

3.5 Cdmo derivar funciones
compuestas

3.6 Recta tangente
~yrazon de cambi
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En nuestra vida diaria encontramos situaciones
de cambio en todo momento. En Economia, por
ejemplo, conocer la rapidez con la que cambia la
inflacion, las tasas de interés, etcétera, son utiles
para tomar decisiones; conocer la rapidez con la
que crece una poblacion, los indices de crimina-
lidad, etc., son datos importantes en un gobierno
para hacer planes y definir acciones; en Medicina,
la rapidez con la que crece un tumor es un dato
importante para emitir un diagndstico. Asi como
éstos, podemos encontrar muchos ejemplos mas en
los cuales identificamos situaciones de cambio.

El Célculo Diferencial es la parte de la Matema-
tica que estudia el cambio, y su concepto central es
la derivada.

En esta unidad abordaremos el concepto de deri-
vada desde dos puntos de vista:

* Fisica: basado en los intentos de Kepler (1571-
1630), Galileo (1564-1642), Newton (1642-1727)
y otros para describir la velocidad de un cuerpo
en movimiento: el problema de la velocidad
instantdnea.

* Geometria: basado en un problema mds anti-
guo que se remonta a la época de Arquimedes
(287-212 a. C.): el problema de la pendiente de
la recta tangente.

Ambos problemas, apoyados en el concepto de
limite, nos proporcionan una estrategia para com-
prender y definir el concepto de derivada.

Algunas de las aplicaciones de este concepto lo
podemos encontrar en el drea de Economia, espe-
cificamente al hablar de costo marginal e ingreso
marginal.




3.

La derivada como razon

de cambio

En la Unidad 1 aprendimos cémo se mide el cambio de una funcién dentro
de un intervalo, también analizamos cémo obtener el cambio promedio en un
intervalo. Ahora estamos interesados en obtener la razon de cambio de una
funcién fen un instante x = a, llamada también razén instantdnea de cambio
y que en matematicas se le conoce con el nombre de derivada de fenx =a'y
se denota como f’(x). Entonces /a derivada es el nombre que le daremos
a la razon instantanea de cambio o cambio de la funcién en un instante en
particular. Utilizaremos el concepto de cambio promedio para construir la
definicion de derivada.

El problema que tenemos para calcular la razén ins-
tantdnea de cambio es que cuando centramos nuestra
atencion en un instante ocurre que la cantidad que
estaba variando deja de hacerlo. Para comprender
mejor este hecho analicemos el siguiente enunciado:
“La mejor marca en el Mundial de Atletismo en
Paris 2003 que la atleta mexicana Ana Gabriela
Guevara obtuvo en la prueba de los 400 metros
planos fue de 48.89 segundos”.

De los datos anteriores podemos concluir que
la velocidad promedio de Ana Gabriela durante la
prueba fue de 8.18 metros por segundo; sin embar-
go, es ldgico pensar que hubo momentos en los que
pudo haber ido ligeramente més rapido o mas len-
to. Si tuviéramos una fotografia de Ana Gabriela en
el preciso instante de cruzar la meta, ;podriamos
utilizarla para calcular la velocidad a la que cruzé
la meta? Evidentemente la respuesta es no, porque
al fijarnos en un instante la accién se detiene.

Veamos cémo responder la pregunta:

“‘“ La estrategia para calcular la ra-
z6n de cambio en un instante es

obtener el cambio promedio en
intervalos cada vez mds cercanos al instante que
nos interesa.
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Desafortunadamente para el caso de la atleta mexi-
cana, no tenemos mds datos acerca de la distancia
recorrida, por ejemplo, un segundo antes y un se-
gundo después de cruzar la meta, por lo que no hay
forma de obtener la velocidad en el instante en que
cruzé la meta.

El siguiente ejemplo nos ayudard a comprender
la estrategia para calcular la razén instantdnea de
cambio (también llamada derivada).

Construccion Considera
la razén de cambio del valor
del ddlar (variable discreta).

La siguiente tabla muestra
el valor del délar del dia 1 de
agosto de cada afio durante el periodo comprendi-
do entre 1999 y 2003.

t (afos) 1999 2000 2001 2002 2003

V (pesos

, 9.3565 | 9.3667 | 9.1408 | 9.7861 |10.5243
por ddlar)

Fuente: http://www.sat.gob.mx/nuevo.html

Queremos calcular qué tan rapido cambio el va-
lor del délar en un instante en particular.

Supongamos que nos interesa conocer la razon
de cambio del valor del délar del 1 de agosto de



2002, que denotaremos por V' . Para lograrlo
obtendremos el cambio promedio del valor del d6-
lar un afo antes y un afio después del 1 de agosto
de 2002.

En el intervalo de 2001 a 2002, el cambio pro-
medio del valor del délar lo denotaremos por V.
2000, Y 10 calculamos dividiendo el cambio en V en-
tre el cambio en ¢, es decir:

valor valor
del dolar — del dolar
V AV en2002 en 2001

(2001,2002) E - 2002 -2001

9.7861-9.1408
2002 -2001

=10.6453 pesos por afio.

Esto significa que un afio antes de 2002 el valor
del délar aument6 aproximadamente a razén de 65
centavos por ano.

De manera similar, el cambio promedio del va-
lor del délar en el intervalo de 2002 a 2003 es

valor del dolar _ valor del dolar
en 2003 en 2002

2003 -2002

10.5243-9.7861
2003-2002

V

(2002,2003)

=0.7382 pesos por aio.

La interpretacion del resultado anterior es que
después de 2002 el valor del délar aumentd aproxi-
madamente a razén de 74 centavos por afio. Es im-
portante aclarar que ninguno de estos dos valores
corresponde a la razén de cambio del valor del délar
del dia 1 de agosto de 2002, lo que si podemos ase-
gurar es que dicha razén de cambio esta entre estos
dos valores, es decir,

0.6453 pesos por aflo < V' < 0.7382 pesos por afio.

01/08/02

Por otro lado, si promediamos los dos valores
obtenidos [(0.6453 + 0.7382)/2] podriamos decir
que una estimacion para la razén de cambio del va-
lor del ddlar de dicha fecha es V', ... = 0.69175
pesos por afo. Sin embargo, este valor tampoco se-
ria una buena aproximacion, ya que el intervalo de
tiempo que utilizamos es de un afio antes y un aflo
después del 1 de agosto de 2002.

Si queremos obtener una mejor estimacion, de-
bemos fijarnos en intervalos mas pequefios. Afor-
tunadamente podemos conocer la cotizacién del
ddélar por mes.

La siguiente tabla muestra el valor del ddlar el
dia primero de cada mes en el periodo comprendi-
do de junio a octubre de 2002.

Junio 9.7148
Julio 9.9568

Agosto 9.7861
Septiembre 9.9193
Octubre 10.2299

Fuente: http//www.sat.gob.mx/nuevo.html

Los intervalos son ahora de un mes (1 mes =
1/12 de aiio). Repetiremos la estrategia de calcular
el cambio promedio un mes antes y un mes después
de la fecha sefialada.

El cambio promedio un mes antes del 1 de agos-
to de 2002 es:

(jul, ago) =
(Cudl es el significado del signo?

El cambio promedio un mes después del 1 de
agosto de 2002 es:

(ago.sep)
Por lo tanto, se cumple que

U
<V 01/08/02 <

Una estimacion para la razén de cambio del dia
1 de agosto es:

V/
(Consideras que atin podemos obtener una me-
jor estimacion?

01/08/02

(Es posible obtener una tabla con la cotizacién
diaria del valor del délar?

Entonces vamos a mejorar mds la estimacion,
tomando la informacién por dia.

La siguiente tabla muestra el valor del ddlar
en el periodo comprendido del 30 de julio al 3 de
agosto de 2002.
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30 dejulio 9.6944
31 dejulio 9.7148
1 de agosto 9.7861
2 de agosto 9.8769
3 de agosto 9.8769

Fuente: http//www.sat.gob.mx/nuevo.html

Observa como ahora los intervalos son de un
dia; mds pequeiios ain que en la tabla anterior
(1 dia = 1/360 de afio).

m Estamos considerando afios fis-
cales; éstos se consideran de 360
dias.

Repetiremos la estrategia de calcular el cambio
promedio un dia antes y un dia después del 1 de
agosto de 2002.

El cambio promedio un dia antes del 1 de agosto
de 2002 es:

V(31 jul, 1ago)

El cambio promedio un dia después del 1 de
agosto de 2002 es:

Vv

(1 ago, 2 ago) -

Por lo tanto, se cumple que

U
<V 01/08/02 <

Una estimacién para la razon de cambio el dia 1
de agosto de 2002 es:

V/

01/08/02

un dia
antes

Para obtener una mejor estimacion, seria necesa-
rio contar con una tabla de cotizacién del valor del
délar, por ejemplo, para cada hora o para cada mi-
nuto, pero dichas tablas no estdn a nuestro alcance,
por lo que consideraremos que el valor diario es la
mejor estimacion que podemos hacer.

Para obtener el cambio promedio hemos consi-
derando como punto inicial el valor del délar en
el instante que nos interesa (1 de agosto de 2002)
y como punto final el valor del délar a diferentes
tiempos, antes y después de dicho instante.

Denotemos con At a la longitud de los interva-
los, es decir, a la distancia que hay entre el punto
inicial y el punto final; recuerda que dicha distancia
siempre debe medirse haciendo referencia a la mis-
ma unidad, por eso, en el ejemplo que se muestra al
final de la pagina los meses y dias los convertimos
a afios.

Observamos que cuando Az es de 1 dia = 1/360
de afio, el resultado del cambio promedio antes y
después del 1 de agosto es muy parecido, por lo
que la diferencia es muy pequefia (poco menos de
dos centésimos), lo que significa que la estimacién
para el cambio promedio que calculamos con la
cotizacién diaria es muy buena.

En general, cuando una funcién esta dada como
una tabla de valores, no es posible encontrar el
cambio promedio en intervalos cada vez mas pe-
quefios, por lo que en esos casos s6lo podemos ob-
tener un valor aproximado para la razén instanta-
nea de cambio.

a | : La siguiente tabla muestra el Indi-
ce Nacional de Confianza del Consumidor (INCC)
que mide el nivel de optimismo o pesimismo de
los consumidores mexicanos respecto a la evolu-
cién futura de la economia y sus propias finanzas
personales.

Arriba de 50 puntos se considera que hay optimis-
mo; debajo de 50 puntos se considera pesimismo.

un dia
después At = 1/360 de afo
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un un un mes un
aflo mes después afio
—_— /4
antes antes Af = 1/12 de afio después
— S — v
WV a eV ol
At = 1ano At = 1ano
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mar 3 47.59
may 3 50.81
jul3 50.59
oct3 47.84
dic3 48.72
mar 4 49.25

Fuente: El Norte, 30 de marzo de 2004, seccion
Negocios, pagina SA.

Estima la razén de cambio del INCC en octubre
de 2003.

En la tabla anterior los valores para

la variable independiente (tiempo)
no estdn igualmente espaciados, es decir, de julio a
octubre hay tres meses de diferencia, mientras que
entre octubre y diciembre solamente hay dos me-
ses. Recuerda que cuanto mds cercanos estén los
datos, mejor serd la aproximacion para la razon de
cambio, asi que en este caso utilizaremos los valo-
res de octubre y diciembre.

Razon
: A 48.72—47.84
de cambio _ A mcc_ 48.72-47.84 0.44 puntos/mes
del vee At 2
en oct. 03

Esta es la mejor aproximacién que podemos ha-
cer, pues no tenemos datos mas cercanos. El signi-
ficado de esta cantidad es que para noviembre de
2003 se esperaba que el INCC estuviera aproxima-
damente 0.44 puntos mas arriba de los 47.84 pun-
tos de octubre, es decir, atin no habria optimismo
en los consumidores mexicanos.

Razén de cambio de la poblacion

de México. (Variable con-
tinua.) De acuerdo con los
datos del INEGI, en 2000
la poblacién de México
era de 97.4 millones de ha-
bitantes y crecia a una tasa
de 1.6% anual (Fuente:
Atlas de geografia universal, educacién primaria,
SEP, 2000). Si la tasa de crecimiento sigue la misma
tendencia, la poblacién de México estd dada por

P(t) = 97.4 (1.016) donde ¢ se mide en afios a par-
tir de 2000. Supongamos que nos interesa conocer
la rapidez a la que crece la poblacién en 2003 (es
decir, cuando r = 3).

“““ Larapidez de cambio en un instan-
te, la razon instantanea de cambio
y larazén de cambio en un instante

son conceptos equivalentes.

Del ejemplo anterior sabemos que

para obtener una buena estimacién
para la razén de cambio en el instante ¢+ = 3, hay
que obtener el cambio promedio antes y después de
t = 3, y que entre mds pequefia sea la longitud “¢’
del intervalo, mejor serd la estimacion.

En este ejemplo tenemos la ventaja de conocer
la férmula para obtener la poblacién en cualquier
instante, asi que podemos escoger como longitud
del intervalo una distancia Ar = 0.01 antes y des-
pués de ¢ = 3. Luego, si evaluamos la funcién de
poblaciénent =2.99,ent =3 yent = 3.01, obte-
nemos P(2.99) = 102.134189, P(3) = 102.150402
y P(3.01) = 102.166618. Con los valores anterio-
res construimos la siguiente tabla:

At = 0.01 At = 0.01

N

- ~

t 2.99 3 3.01
P(t) | 102.134189 | 102.150402 | 102.166618

El cambio promedio de la poblacién en el inter-
valo [2.99, 3] es

102.150402 -102.134189 0.016213
P(z 99,3) — = =
e 3-2.99 0.01
1.6213 millones de habitantes por afio.

El cambio promedio de la poblacién en el inter-
valo [3, 3.01] es

102.166618-102.150402 0.016216
P(3 300 = =
= 3.01-3 0.01
1.6216 millones de habitantes por afio.

Del andlisis anterior podemos asegurar que la
razén de cambio de la poblacion de México en el
2003, denotada por P/ _ , estd entre los dos valores
anteriores, es decir:

1.6213 < P'_, < 1.6216.

=3°
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Vemos que los cambios promedios antes y des-
pués de r = 3 son muy aproximados. Si las restamos
1.6216 — 1.6213 = 0.0003, vemos que difieren en
tres diezmilésimos; por lo que podriamos decir que
una buena estimacién para la razén de cambio de
la poblacién de México en 2003 es el promedio
de ambas, es decir, 1.62145 millones de habitantes
por afio.

Sin embargo, en este caso tenemos manera de
acercarnos mds al instante ¢+ = 3, por lo que repe-
tiremos el proceso, pero considerando Ar = 0.001
como longitud del intervalo. De nuevo evaluamos
la funcién de poblacién en 2.999 y en 3.001, obte-
niendo la siguiente tabla:

At = 0.001 At = 0.001

A\ A\
~/ ~

=
t 2.99 3 3.01
P(t) | 102.148780 | 102.150402 | 102.152024*

El cambio promedio de la poblacién en el inter-
valo [2.999, 3] es:

P

(2.99,3) =

millones de habitantes por afio.

El cambio promedio de la poblacién en el inter-
valo [3, 3.001] es

P

(3,3.01) =

millones de habitantes por afio.

(Cudl es la diferencia entre estos dos valores?

(Qué podemos concluir acerca de la razén de
cambio de la poblacién de México en 2003?

“m Cuando la diferencia entre las ra-

zones promedio antes y después

del instante que analizamos, es

casi cero, 0 cero, como en este caso, significa

que hemos obtenido una buena estimacion para
la razon instantanea de cambio.

* En esta tabla los valores de la poblacién fueron redondeados
a seis decimales.
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Si la diferencia entre las razones promedio es
muy grande, debemos tomar intervalos mds y
mds pequerios, hasta que la diferencia sea casi cero
0 cero.

Recuerda que a los acercamientos que hacemos
alrededor de un punto se les llama [limites, asi que
para obtener una mejor estimacién de la razon ins-
tantdnea de cambio, tuvimos que calcular el limite
en el instante ¢ = 3.

Entonces podemos concluir que:

La razén instantanea de cambio es el limite del
cambio promedio cuando la longitud del intervalo
At es muy pequeiia (casi cero), es decir,

Razon de cambio en el instante

t = a = es lim (cambio promedio)
t—0

En general para cualquier funcién y = f(x):

= lim

Razon de cambio Ay
enelinstante x = a  a—o0

dado que
Ax j d

Ay Vina ™ Vinicia ..
— =, entonces la expresion

Ax  x final — “Vinicial
Ay _ f@+A) - f(x) _ f(x+A) - f(x)
Ax (x+Ax)—x Ax '

Al sustituir esta dltima férmula para el cambio
promedio de una funcién f(x) en la expresion que
acompaia al limite, obtenemos:

Razon de cambio en el instante x = a
es

i LG+ %)= /()
Ax

Ax—0

Como mencionamos al inicio de esta seccion, en
matemadticas a la razon instantanea de cambio se
le llama derivada. Entonces, podemos establecer la
siguiente definicién de la derivada de una funcién:

La derivada de una funcién f(x), denotada como
f'(x), esta dada por
roon_ i S+ A) - f(x)
f'(x)=lim &

si este limite existe.




La expresion f' se lee como
“f prima”.

g

. .
La derivada como cociente de diferenciales:
cuando el cambio de una variable Ax toma un
valor muy pequeiio, tan pequeiio que casi es
cero, se dice que es infinitamente pequeio y se
llama diferencial, se denota como “dx”. Dado que
en la definicion de derivada tanto Ax como Ay
son niumeros muy pequeiios podemos expresar
la derivada como un cociente de diferenciales,
es decir, una notacion alternativa para la

dy

derivada es f'(x) = —
dx

Encuentra la derivada de la funcion

f(x) = (x + 1) en el punto x = 2,
utilizando la definicion de derivada.

Paso 1: en la definicion de deriva-

da, sustituimos el valor de x en el
que se pide encontrar la derivada.

En este caso, se sustituye el valor de 2 en la va-
riable x y obtenemos

F12)= lim LCT =T @)

Paso 2: para obtener el limite, sustituimos en la
expresion anterior un valor de Ax que sea
muy cercano a cero.

En este caso, podemos tomar por ejemplo
Ax = 0.001. Desde un principio debemos escoger
un valor muy pequefio para Ax, esto evita estar pro-
bando con muchos valores.

£(2+0.00)— £(2)  f(2.001)— £(2)
0.001 a 0.001

;@)=

“0“ Observa que ya no escribimos la
palabra /imite. Esto se debe a que

al sustituir el valor de Ax ya esta-
mos obteniendo el limite (es decir, tomando un
valor de x muy cercano a 2).

Paso 3: evaluamos la funcién en los valores que
quedaron indicados en el numerador.

En este caso, sustituimos con los valores 2.001 y
2 en la funcién f(x) = (x + 1)*
f(2.001) = (2.001 + 1)>®  £(2) = (2 + 1)~
Al sustituir las expresiones en la definicion de la
derivada obtenemos que
(2.001+1)**" —(2+1)>  (3.001)**" - 3°
0.001 0.001

Paso 4: obtenemos el valor de la expresion ante-
rior, utilizando la calculadora.

1'@)=

9.01590354505-9  0.01590354505
0.001 0.001

£(2)= =15.90354505

Respuesta: f'(2) = 15.90354505

Asi hemos obtenido la derivada de la funcion
f(x) = (x+ 1)%, en el instante x = 2.

qemplo‘l' Encuentra la derivada de la fun-
cién f(x) = sen (x) + cos (x) en el
punto x = 7, utilizando la definicién de derivada.

Paso 1: en la definicion de deriva-
da, sustituimos el valor de x en el que
se pide encontrar la derivada.

En este caso, se sustituye el nimero 7 en la varia-
ble x, obtenemos

S+ Ax) -~ f(7)
o .

J'(m)= lim

Paso 2: para obtener el limite, sustituimos en la
expresion anterior un valor de Ax que sea
muy cercano a cero.

En este caso, podemos tomar por ejemplo
Ax = 0.001. Desde un principio debemos escoger
un valor muy pequefio para Ax, esto evita estar pro-
bando con muchos valores.

F(m+0.001)— f(r)

S = 0.001

“‘“ Observa que ya no escribimos la

palabra /imite. Esto se debe a que

al sustituir el valor de Ax ya nos

aproximamos al nimero en el cual nos pide ob-

tener la derivada (es decir, tomando un valor de
X muy cercano a ).
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Paso 3: evaluamos la funcién en los valores que
quedaron indicados en el numerador.

En este caso, los valores +0.001 y 7, se sustitu-
yen en la funcién f(x) = sen (x) + cos (x):

f(r +0.001) = sen (& +0.001) + cos (& +0.001)
f(m) = sen (& + cos (7).

Al sustituir las expresiones en la definicion de la
derivada obtenemos que

_ sen (r+0.001)+cos (r+0.001)—(sen(x)+cos (1))

S1m 0.001
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Recuerda colocar en modo de radianes tu cal-
culadora.

Paso 4: obtenemos el valor de la expresion ante-
rior, utilizando la calculadora.

~1. —(-1) -0.
Fmy = (C1:0009995) = (-1) _ ~0.0009995 _ 0
0.001 0.001

Respuesta: f'(r) = —1.
Asi hemos obtenido la derivada de la funcion
f(x) = sen (x) + cos (x), en el instante x = 7.



‘A-trabajar!

qelcidol Utiliza la definicion para obtener la derivada de la funcion f(x) = (x — 1)*en el punto x = 3.

Definicion de derivada:

Paso 1: sustituye en la definicion anterior el valor de x en el cual se pide obtener la derivada.

Paso 2: para obtener el limite, sustituye en la expresidn anterior un valor de Ax que sea muy cercano a cero.

Paso 3: evalua la funcion en los nimeros que quedaron indicados.

Paso 4: encuentra el valor de la expresién anterior, utilizando la calculadora.

Respuesta f'(3) =

f.3'a~cicio2 Utiliza la definicion para obtener la derivada de la funcién f(x) = e — xen el puntox = —1.

Definicion de derivada:

') =

»
Paso 1: sustituye, en la definicion anterior, el valor de x en el cual se pide obtener la derivada.




Paso 2: para obtener el limite, sustituye en la expresidn anterior un valor de Ax que sea muy cercano a cero.

Paso 3: evalua la funcion en los numeros que quedaron indicados.

Paso 4: encuentra el valor de la expresién anterior, utilizando la calculadora.

Respuesta f'(—1) =

g'ercicicﬁ Utiliza la definicion de derivada para obtener la derivada de la funcion f(x) = cos (x) — e* en el
punto x = 0.

Definicion de derivada:

') =

1. Sustituye, en la definicion anterior, el valor de x en el cual se pide obtener la derivada.

2. Para obtener el limite sustituye, en la expresion anterior, un valor de Ax que sea muy cercano a cero.

3. Evalta la funcién en los nimeros que quedaron indicados.

4. Encuentra el valor de la expresién anterior, utilizando la calculadora.

Respuesta: f'(0) =
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Conjunto de ejercicios
de practica 3.1

-.lx‘lll'A‘l-:

En los siguientes ejercicios realiza lo que se te pide. 5. La siguiente tabla muestra la poblaciéon de perso-
- . nas divorciadas en México durante el periodo de
1. La siguiente tabla muestra el numero de alumnos
. 1950 a 2000.
graduados del imesm durante el periodo enero-mayo
durante los anos 2001 a 2003. Afo 1950 1960 1970 1990 | 2000

enero-mayo | enero-mayo | enero-mayo Personas

Semestre 67810 | 119045 | 135762 | 406777 | 687 444

2001 2002 2003 divorciadas
Nam. 832 984 1052 Fuente: http://www.inegi.gob.mx
alumnos
;Cudl fue la rapidez con la que cambié el numero
{Cudl fue la rapidez con la que cambid la poblacion de personas divorciadas en 1960?
de alumnos graduados en el semestre de enero a o
mayo de 2002? 6. La siguiente tabla muestra las ventas de petréleo cru-
o do de México a Estados Unidos en los primeros cinco
2. Lasiguiente tabla muestra el monto (en pesos) de meses del afio, durante el periodo de 2000 a 2004.
las mensualidades del financiamiento de una casa
durante los primeros dos anos. Ano 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
Ventas
S ! / 13 19 2 (Millones | 4624 | 3971 | 4235 | 6027 | 6826
Men- de dolares)
. 4347.20|4479.26 | 4615.33 | 4755.53 | 4875.61
sualidad Fuente: El Norte, 14 de julio de 2004, Departamento de Comercio

) . . de Estados Unidos.
;Cual fue la rapidez con la que cambié la mensuali-
dad en el mes 13? {Cual fue la rapidez con la que cambiaron las ven-

tas de petréleo crudo en 2003?
3. La siguiente tabla muestra los porcentajes de

defuncion de nifios entre 1y 4 afios, a causade tu- /- La siguiente tabla muestra los ingresos que recibio
mores malignos, durante el periodo de 1990 a México (en millones de ddlares), debidos al turismo
2001. europeo durante el periodo de 2001 a 2003.
ARo | 1990 | 1992 [ 1994 | 1996 | 1998 | 2001 Afio | 2001 | 2002 | 2003
o Ingresos | 302 | 447 | 429
° | 22|38|38|46]| 49|68 —

defuncidn Fuente: El Norte, 14 de julio de 2004, Sectur.

Fuente: http://www.inegi.gob.mx ;Cual fue larapidez con la que cambiaron los ingre-

] . B sos en 2002?
;Cudl fue la rapidez con la que cambié el porcenta-

je de defuncién por tumores malignos en 19967 8. La siguiente tabla muestra el precio diario del ni-
quel (en miles de ddlares por tonelada) durante los

4. La siguiente tabla muestra la esperanza de vida de primeros seis meses de 2004.

la poblacion de Aguascalientes durante el periodo

de 1993 a 2002. Mes Enero | Febrero | Marzo
Ao 1993 | 1996 | 1999 | 2002 e 18 16 14
diario
Esperanza
de vida 72.3 = 75 78 Mes Abril Mayo Junio
Fuente: http://www.inegi.gob.mx Precio 15 10.5 123
diario ’ ’
;Cudl fue la rapidez con la que cambid la esperanza Fuente: El Norte, 14 de julio de 2004, Bolsa de metales

de vida en 1999? de Londres; Global coaL.




10.

11.

12.

13.

14.

15.
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{Cudl fue la rapidez con la que cambié el precio
diario del niquel en el mes de abril?

La siguiente tabla muestra el Producto Interno Bru-
to (pB) de un pais (en millones de délares) durante
el periodo de 1984 a 1996.

1984
600

AfRo

PIB

1988
856

1992
1112

1996
600

;Cudl es la rapidez con la que cambia el PIB en 19887

La siguiente tabla muestra la produccién de bici-
cletas de la empresa Bicicletas de México, S. A., en
miles de unidades durante los meses de mayo a
agosto del 2000.

Mes Julio

25

Junio

2.53

Mayo
1.48

Agosto
2712

Produccion

{Cual fue la rapidez con la que cambid la produc-
cion de bicicletas en el mes de julio de 20007

La depreciacién de un automovil se rige de acuerdo
con la funcién V(t) = 180(0.65)!, donde V es el valor
del automovil, en miles de pesos, y t es el tiempo,
en anos, a partir de su compra. ;Con qué rapidez
cambia el valor del automévil 6 anos después de
haberse comprado?

El costo total de produccidn, en miles de pesos, de
una empresa esta dado por la funcién:

3x?

C(x)=250+
X+7

donde x se mide en miles de unidades.
(Cudl es la rapidez con la que cambia el costo
total cuando se fabrican 3000 unidades?

A un empleado de intendencia de la empresa Crista-
les en Edificios, accidentalmente se le cae una cubeta
desde una altura de 70 metros. Después de t segun-
dos, la cubeta ha caido una distancia de S(t) = 5t2.
Estima la velocidad de la cubeta a los 2.5 segundos.

Un globo con aire caliente se eleva verticalmente
desde el suelo, de modo que su altura después de t
segundos es h(t) = 2t2 + t pies (0 =< t = 60). Estima
la velocidad del globo a los 45 segundos.

La demanda de un producto esta dada por:
100
q(t)= —1
3403t
2

Derivada

16.

17.

18.

19.

20.

donde g son las unidades vendidas (en miles), t
meses después de su lanzamiento al mercado. Es-
tima la rapidez con la que cambia la demanda a los
5 meses.

Un empleado invierte 10000 pesos en una cuen-
ta bancaria que paga un interés de 3% compuesto
anualmente. Estima la rapidez con la que cambia el
saldo a los 5 afos.

El ingreso, en miles de pesos, de una compania de
seguros de vida est4 dado por la siguiente funcién:

1(x) = x~1+ x?

donde x es el nUmero de pdlizas vendidas.
Estima la rapidez con la que cambia el ingreso si
se han vendido 100 pélizas.

El tamano de la poblacion de cierto cultivo de bac-
terias en t dias esta dado por:

P(t) = 700€"%

Estima la rapidez con la que crece la poblacion
de bacterias en la primera semana.

Una empresa determina que la utilidad total, en
pesos, por la produccién y venta de x cientos de
unidades esta dada por:

1500
W e e
0.25x°—=3x+10

Estima la rapidez con la que estd cambiando la uti-
lidad cuando se han producido y vendido 900 uni-
dades.

Para una empresa que se dedica a fabricar marcos
para titulos universitarios, sus costos mensuales, en
miles de pesos, estan dados por:

Cx) = —0.125x> + 2x + 10
donde x es la cantidad, en cientos de marcos.

Estima la rapidez con la que cambia el costo
mensual cuando se fabrican 500 marcos.

Utiliza la definicion para obtener la derivada de las
siguientes funciones en el valor indicado.

21.
22.
23.
24.

f(x)=em enx=-2

f(x) =In(8) enx=7
fxX) =x*+x2enx=1

f(x) =In(x) enx =1



25. f(x)=x& enx=4

26. f(x)=e" enx=1/2

27. f(xX)=x++8x—-1 enx=2

28. fx) =3 enx=0

29. f(x)=—— enx=5
In x

3.2

30.

31.
32.
33.

f(x)=2—)x( enx=2
X
fx)=sen(x) +x*+xenx=rx
f(x) = sen (x) + cos (x) + sen (2x) en x = 7/2
f(x) =cos(2x) —xenx=0

La derivada
como pendiente

3. ) = Para obtener la expresion que define a la derivada, también podemos partir de argumentos

b e geométricos.

T, El problema de la pendiente de la recta tangente es muy antiguo; esto se remonta a la
JB T época del cientifico griego Arquimedes (287-212 a. C.), quien crecié con la nocién de

- ", Euclides (365-300 a. C.) de una recta tangente como una recta que toca a una curva en un
T _solo punto. Esta idea de tangencia es totalmente correcta para circulos, pero completamente

T, e, % insatisfactoria para otras curvas.

Recta tangente de acuerdo con Euclides

Arquimedes descubri6 que cuando se centra la aten-
cién en un punto de una curva ocurre que en dicho
punto la curva se comporta como una recta. Por
esta razén defini6 a la recta tangente a una curva

punto de s
tangencia Z

Ejemplo de curva que no cumple con la vision de

tangencia de Euclides
en un punto P como la recta que mejor se aproxima

a la curva en ese punto. Para entender mejor esta
idea, aplicaremos el concepto de limite.
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Construccion Consideremos la siguiente grafica.

grafica de f(x) en el punto P.

Deseamos obtener la pendiente de la recta tangente a la

20+

21
©21) Recta

secante

(5.5,17)
o)

Recta
tangente

Observa que la pendiente de la recta tangente, no se

puede obtener mediante la férmula m = Hoh
X, %
que no conocemos dos puntos de la recta.

Lo que haremos es partir de la pendiente de una
recta secante (es decir, una recta que corte a la gra-
fica en dos puntos) para obtener un valor aproxima-
do de la pendiente de la recta tangente.

La pendiente de la recta secante que pasa por los
puntos P(2,4) y Q(6, 21) estd dada por

_21-4 17

T 6-2 4

»ya

secante ’

Si observamos la figura anterior, vemos que la
pendiente de la recta secante que pasa por Py Q es
muy diferente de la pendiente de la recta tangente

en el punto P.
“u recta secante a la pendiente de
la recta tangente, utilizaremos pun-
tos sobre la curva y = f(x) que se encuentren cada
vez mas cercanos al punto P.

Para aproximar la pendiente de la

Llamemos Q, al nuevo punto y tracemos la recta
secante que pasa por Py Q..
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Calcula la pendiente de la nueva recta P-Q

m =

Observa que la nueva recta secante se aproximoé
a la recta tangente.

Realicemos nuevamente el proceso anterior. Lla-
memos ahora Q, al nuevo punto y traza la recta se-
cante con Py Q,.

Calcula la pendiente de la nueva recta P-Q,:

m =

La recta secante se aproximé todavia mds a la
recta tangente.

Ahora, llamemos Q. al nuevo punto y traza la
recta secante con Py Q..

Calcula la pendiente de la nueva recta P-Q.:

m =

La recta secante se aproximé todavia més a la
recta tangente; esto significa que sus pendientes
son atn mds parecidas.

Si continuamos con el mismo proceso, vemos
que la recta secante quedard casi empalmada con
la recta tangente.

Repitamos el proceso una vez més. Traza la recta
que pasa por Py Q,. Calcula su pendiente:

m =




Observa que la recta secante quedo dibujada casi
encima de la recta tangente. Cuando eso ocurre,
podemos decir que sus pendientes son muy aproxi-
madas; eso sucede solamente si Q se encuentra
muy cerca de P, es decir, si tomamos el limite.

Si llamamos Ax a la distancia que hay entre Py
los puntos O, donde i = 1, 2,3y 4,

» ;cudl es el valor de Ax entre los puntos Py Q?

* (Cudl es el valor de Ax entre los puntos Py Q ?

¢ (Cudl es el valor de Ax entre los puntos Py Q,?

* (Cudl es el valor de Ax entre los puntos Py Q.?

* (, Cudl es el valor de Ax entre los puntos Py Q,?

(Qué sucede con la distancia Ax, a medida que
tomamos puntos Q mds cercanos al punto P?

Conclusion A medida que el punto Q estd mas
cerca del punto P, la distancia Ax se hace mas pe-
queiia; es decir, tiende a cero.

Podemos entonces concluir que:

mtangente = Alxﬁ})})(msecame)

En general, si conocemos los puntos (x, f(x)) y
(x + Ax, f(x + Ax)) de una recta secante, su pen-
diente quedaria dada como:

i SO+A) - f(x) _ f(x+A) - f(x)
X+Ax—x Ax ’

Al sustituir la pendiente de la recta secante en la
conclusion del recuadro anterior obtenemos:

tangente Ax

Ax—0

o lﬁn[ﬂxwx)—f(x)]: )

Observa que es la misma expresion la que define
a la derivada de una funcién. Por lo tanto, podemos
decir entonces que la derivada representa la pen-
diente de la recta tangente a la grdfica de una fun-
cion f(x) en el punto P.

.
Con base en las conclusiones obtenidas en
las secciones 1 y 2, podemos resumir que la
derivada de la funcién f (x), evaluada en el punto
en donde x = a, representa:

¢ La razén de cambio de la funcién
en el instante en donde x = a.

¢ La pendiente de la recta tangente

a la curva f (x) en el punto en donde x = a.

g’emplol Obtén la pendiente de la recta tangen-
te a la grafica de la funcién f(x) = In x
en el punto donde x = 1.

Dibujemos la grafica de la funcién

y marquemos la recta tangente, para
entender qué estamos buscando.

Recta tangente
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Sabemos que la pendiente de una recta tangente
estd dada por la derivada de la funcién, asi que
en este caso debemos encontrar la derivada de la
funcién en el punto x = 1 (que es donde ocurre
la tangencia); en la seccién anterior vimos c6mo
obtener la derivada de una funcién en un valor es-
pecifico, utilizando la definicién de derivada. Para
obtener la pendiente, utilizaremos ese proceso.
La definicion es:

a1 = iy L0/

Como deseamos obtener la derivada en el punto
en donde x = 1, y sabemos que el valor de Ax debe
ser muy pequefio (acercarse a cero) para obtener
una buena estimacién de la derivada, tomemos, por
ejemplo, Ax = 0.0001. Sustituimos el valor de x y
de Ax en la definicién y obtenemos:

F1+0.0001)—f£(1)
0.0001

es decir,

FH=
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£(0.0001)- £(1)

(1)~
s 0.0001

“““ Observa que ya no utilizamos la
palabra limite; esto se debe a que al

sustituir el valor de Ax ya estamos
obteniendo el limite (es decir, tomando un valor
de x muy cercano al nimero 1).

Si evaluamos la funcién en los nimeros que
quedaron indicados, obtenemos:
In(1.0001)-In(1)

F == 001

Con una calculadora obtenemos el valor de esta
expresion y llegamos a
f'(1) = 0.99995, es decir,
f'(1)=1; esdecir; m ~1

tangente



Conjunto de ejercicios
de practicar3.2

En las siguientes funciones obtén la pendiente de la
recta tangente a la curva dada en el punto indicado.

. f(X)=\/X73enx=3

4 1
2. f(x)=e** enx=—
2
3. f(x) =3"enx=1
2
X" +1
4. f(x)= enx=0
5 fx)=In(x)enx =2
p— X — 7[
6. f(x) = cos (x*),enx = 2
7. Lasiguiente grafica muestra la tasa de crecimiento
de la poblacién de México en el periodo de 1895 a
1995.
Tasa de crecimiento de la poblacion (1895-1995)
3.8+
334
P
o 28+
r 234
€
. L8t
n 134+
t
a 0.84+
i 034
€02t
=0.7 +——t——t—t—tttt
1895- 1900~ 1910- 1921- 1930- 1940- 1950- 1960- 1970- 1980- 1990-
1900 1910 1921 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 1995

Fuente: http://www.inegi.gob.mx

a) Estima la pendiente de la recta tangente en el
periodo de 1970 a 1980.

b) Estima la pendiente de la recta tangente en el
periodo de 1940 a 1950.

8. La grafica de la siguiente columna muestra el total

de viviendas habitadas en México en el periodo de
1950 a 1995.

Total de viviendas habitadas (1950-1995)

22- 19.4
20- P
18- 16.0

8.3

6.4
84 5.3

mmso.—-._.._.g
—
)
1

2 a

0 I ! : T T 7
1950 1960 1970 1980 1990 1995

A partir de 1950, en los censos se empieza a captar informa-

cion respecto a las viviendas habitadas por medio de la boleta

censal.

Fuente: http://www.inegi.gob.mx

a) Estima la pendiente de la recta tangente en el
ano 1980.

b) ;Qué informacion proporciona el resultado del
inciso anterior respecto al total de viviendas
habitadas en México en 19807

La siguiente grafica muestra la poblacién residente
en México y el crecimiento relativo de la pobla-
cion en el periodo de 1900 a 2000.

Poblacion residente, 1900-2000

Crecimiento relativo de la poblacion, 1900-2000
Millones de

personas Porcentaje

T 4.0
1201 34
100
80
60
404

204

Fuente: http://www.inegi.gob.mx

a) Estima la pendiente de la recta tangente, en
el ano 1950, del crecimiento relativo de la
poblacién.

b) ;Qué informacion proporciona el resultado del
inciso anterior respecto al crecimiento relativo
de la poblacién en 19507
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3.3

Coémo derivar una funcién
por medio de su grafica

En la seccién anterior aprendiste que la derivada de la funcién en un punto representa la
pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién en ese punto; este hecho nos serd de
gran utilidad en esta seccidn.

Ahora aprenderas a obtener la grafica de la derivada de una funcién. Conociendo la grafica
de la funcién original, analizaremos su comportamiento para deducir las caracteristicas que debe
tener la grafica de la derivada.

Iniciaremos con un ejemplo muy sencillo.

Traza la gréifica de la derivada de la funcidén que aparece a continuacion.

y

y =fx)

Recuerda que la derivada de una

funcién en un punto esta dada por la
pendiente de la recta tangente en ese punto, por lo
que primero debemos encontrar el valor de la pen-
diente en cada punto de la gréifica de la funcién
dada. En este caso, como la funcion es constante
es obvio que la pendiente de la recta tangente en
cualquier punto es cero, por lo que podemos con-
cluir que la derivada de la funcién dada es cero en
todo punto.
Para trazar la gréfica de la derivada, en cada
valor de x marcaremos como altura el valor de la
pendiente, que en este ejemplo siempre serd cero.

Derivada

Entonces, la gréfica de la derivada quedaria como
sigue:




“m En general, podemos decir que
la derivada de cualquier funcién

constante siempre es cero.

Traza la gréfica de la derivada de

la funcién que se muestra a conti-

nuacion.
y=f(x)
y
51
4,,
Ax =1
3
2+ Ay =-2
al
— L —
=2 -1 1 3
4
Ll
5l

Nuevamente, para obtener la derivada

en un punto tenemos que encontrar la
pendiente de la recta tangente en ese punto. Como
en este caso la funcién dada es una recta, sabemos
que una de las caracteristicas de las rectas es que
en todo punto su pendiente es la misma. Observa
que cuando la variable x aumenta una unidad, la
altura de la funcién disminuye dos unidades, es de-
cir la pendiente de la recta en cualquier punto es

Ay 2
m(x)= Ey = T = -2, por lo que podemos concluir

que la derivada de la funcién dada en cualquier
punto es —2. Para trazar la grafica de la derivada,
en cada valor de x marcaremos como altura el valor
de la pendiente, que en este ejemplo siempre serd
—2y la gréfica serfa como sigue:

En los ejemplos anteriores, la derivada tiene el mis-
mo valor en todo punto debido a que las funciones
dadas eran rectas; sin embargo, esto no se cumple
con todas las funciones. En general, la derivada tiene
valores diferentes en cada punto.

. Qué sucede cuando la funcién
no es una recta?

Cuando la funcién no es una recta, la pendiente de
la recta tangente es diferente en cada uno de sus
puntos, por lo que es mds conveniente observar
geométricamente el comportamiento de las pen-
dientes, en lugar de encontrar su valor en cada pun-
to de la grafica.

Construccion Tomando como base la grafica de
la siguiente funcién, contesta lo que se pide.

a) Dibuja una recta tangente a la gréfica de la
funcién en cada uno de los puntos marcados.

Geométricamente, podemos observar la pen-
diente en la inclinacién de la recta. En cada uno
de los puntos, ;la pendiente tiene el mismo valor?

( Coémo es la funcién en el lado izquierdo del eje
y: creciente o decreciente? .
(Las pendientes de las rectas que dibujaste son
positivas o negativas?

Conclusion Si consideramos que la derivada es
la pendiente de la recta tangente, podemos concluir
que:

Cuando la funcion es decreciente, la derivada es
y viceversa.
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Dibujemos la gréfica de la derivada

La expresion “la derivada es negativa” significa
que su grafica debe estar dibujada por debajo del
eje x. Observa que, conforme la x va disminuyendo
(x = —oo) la pendiente (inclinacién de la recta tan-
gente) se hace cada vez mds pequefia; ademads, en
x = 0 la pendiente es cero, asi que hasta este mo-
mento la gréifica de la derivada quedaria como sigue:

y

y=f'x)
six<0

b) Dibuja una recta tangente a la grafica de la
funcion, en cada uno de los puntos marcados.

Observa las pendientes en cada uno de los puntos,
Jtienen el mismo valor?

(Coémo es la funcién en el lado derecho del eje y,
creciente o decreciente?

(Las pendientes de las rectas que dibujaste son
positivas o negativas?

Conclusion Si consideramos que la derivada es la
pendiente de la recta tangente, podemos concluir que:

Cuando la funcién es creciente, la derivada es
, y viceversa.
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Dibujemos la grafica de la derivada.

La expresion “la derivada es positiva” significa
que su gréfica debe estar dibujada por arriba del
eje x. Observa que conforme x estd aumentando
(x = +o0) la pendiente (inclinacién de la recta tan-
gente) también se hace cada vez mas grande. Por lo
tanto, finalmente la gréifica de la derivada quedaria
como sigue:

Segunda derivada

En cada punto de una funcién sélo puede haber
una pendiente, esto implica que en cada punto de una
funcién sélo puede existir una derivada; por lo tan-
to, podemos decir que la derivada de una funcién
es también una funcion.

Como f’(x) es una funcién, entonces es posible
obtener su derivada [f'(x)]" y a ésta la llamaremos
segunda derivada de f. En forma similar, es posible
obtener la tercera derivada, cuarta derivada, etcétera.

La segunda derivada de la funcién f(x) se denota
como f”(x) y se obtiene derivando f'(x).

Observaqueen el ejemplo anterior relacionamos
el concepto de derivada con el comportamiento
de la funcidn: creciente o decreciente. Con la se-
gunda derivada podemos determinar si la conca-
vidad de la funcién fes hacia arriba o hacia abajo.
Conocer la concavidad es importante, pues nos
indica cémo cambia la funcién, si lo hace rapido
o lentamente; esto es de gran utilidad sobre todo
cuando la funcién representa alguna situacion de la
vida real, por ejemplo: una poblacidén, la demanda
de un articulo, etc. En la unidad siguiente conoce-
ras aplicaciones de concavidad.



Para deducir la concavidad de una curva por me-
dio de la segunda derivada, resolveremos el siguiente
ejemplo. Esto lo haremos con base en una funcién po-
linomial, ya que en el capitulo 1 vimos cdmo graficar
polinomios de cualquier grado; sin embargo, pode-
mos generalizar los resultados para cualquier funcién.

Primero veamos la informacién que nos proporcio-
na la siguiente nota, pues nos serd de mucha utilidad
al dibujar la grafica de la derivada de un polinomio.

En el ejemplo anterior, la grafica de la funcidn f(x)
representaba una pardbola, es decir; un polinomio de
grado 2, y al dibujar la grifica de la derivada de esta
funcién obtuvimos una funcién lineal (ya que quedo
una recta), es decir, un polinomio de grado 1. Es po-
sible generalizar este resultado para un polinomio de
cualquier grado, por lo que decimos que si f(x) es un
polinomio de grado n, entonces f’(x) también es
un polinomio, pero de grado n — 1; f"(x) también
es un polinomio, pero de grado n — 2, y asi su-
cesivamente. También observamos que el signo del
coeficiente principal del polinomio se conservé en la
derivada; este resultado también es generalizable.

En los puntos donde el polinomio tenga un méxi-
mo o un minimo, la derivada serd cero, ya que al
dibujar una recta tangente en ese punto, obtenemos
que es una recta horizontal (cuya pendiente es cero).

Construccion Dibuja la gréifica de la primera y
segunda derivada del polinomio dado en la siguiente
grafica.

Primera derivada

W r®

5

0 x
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

=5

—10

f'(x) es un polinomio de grado
con coeficiente principal de signo

Funcion polinomial

—6
f(x) es un polinomio de grado
con coeficiente principal de signo

Segunda derivada

W] Fe

5

0 X
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

=5

—10

f"(x) es un polinomio de grado
con coeficiente principal de signo

Contesta lo siguiente:

a) Observa la gréfica de f"(x) para valores de x
antes del 1; ;es positiva o negativa?

b) Observa la gréfica de f'(x) para valores de x
antes del 1; ;es creciente o decreciente?

c) Observa la grafica de f(x) para valores de x
antes del 1; ;qué concavidad tiene (hacia arri-
ba o hacia abajo)?

Conclusion Cuando la segunda derivada es nega-
tiva, la primer derivada es

y la funcién es

d) Observa la grafica de f"(x) para valores de x
después del 1, ;es positiva o negativa?

e) Observa la funcion en la grafica de f'(x) para
valores de x después del 1, ;es creciente o
decreciente?

f) Observa la funcién en la gréfica de f (x) para
valores de x después del 1, ;qué concavidad
tiene (hacia arriba o hacia abajo)?

Conclusion Cuando la segunda derivada es
negativa,

la primer derivada es

y la funcién es
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Resumen de lo aprendido

)

erivada

Creciente Positiva

Decreciente Negativa
Céncava hacia arriba Creciente Positiva
Céncava hacia abajo Decreciente Negativa

Tiene punto maximo

N\

Cuando la funcién cambia
de creciente a decreciente

Cambia de positiva a
negativa

Tiene punto minimo

\/

Cuando la funcién
cambia de decreciente a
creciente

Cambia de negativa a
positiva

la siguiente funcién exponencial

Utilicemos el resumen anterior para
obtener la gréfica de la derivada de

tabla Resumen, la columna “funcion” nos indica si

es creciente o decreciente y si es concava hacia arri-

ba o hacia abajo. En esto debemos fijarnos.
Observa que la gréfica anterior tiene las siguien-

tes caracteristicas:

¢ Es una funcion creciente.
¢ Es concava hacia arriba.
Ahora debemos deducir las caracteristicas de la

derivada, basandonos en la informacion anterior de
la funcién.

—_

1. Como la funcidn es creciente, entonces la
derivada debe ser positiva (segun la segun-
da columna de la tabla resumen), recuerda

Para dibujar la gréfica de la derivada
tenemos que deducir las caracteristi- 2.

que ser positiva significa que la grafica debe
estar dibujada por arriba del eje de las x.

Como la funcidén es céncava hacia arriba,
entonces la derivada debe ser creciente (segin
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cas que ésta debe tener. Para ello nos fijamos en las
caracteristicas de la funcién original. Si observas la

Derivada

la segunda columna de la tabla resumen).



“““ De acuerdo con las caracteristi-

cas que debe tener la derivada,

siempre existiran dos graficas que

cumplen con dichas caracteristicas: una concava

hacia arriba y otra céncava hacia abajo. Sola-

mente una de ellas es la correcta y ésta serd la

grafica que no altere las caracteristicas que

debe tener la derivada (en este caso, positiva y
creciente).

(Cudl de las dos debemos seleccionar?

* Cobncava hacia arriba y creciente.

» Cobncava hacia abajo
y creciente.

Recuerda que la derivada debe ser positiva, esto
significa que la grafica debe estar dibujada por arri-
ba del eje x.

(Cuadl de las dos graficas anteriores no va a afec-
tar el hecho de que la derivada deba ser positiva?

Concluimos entonces que la grafica de la derivada
tiene como caracteristicas:

1. Positiva
2. Creciente
3. Concava hacia arriba

Su gréfica es:

f'x)

|
w
|
)
|
—
—

Observa que es exactamente igual que la funcién
original.

“m Al obtener la gréifica de la deriva-

da de una funcién es importante

deducir cudl debe ser la concavi-

dad de la curva; en este caso lo determinamos

intuitivamente. Siempre existen sélo dos posi-

bilidades: que sea céncava hacia arriba o hacia

abajo. En lo que debemos poner especial aten-

cién es en que no se alteren las caracteristicas

que determinamos y que debe tener la grafica de
la funcién derivada.
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Con base en la grafica de la funcién, dibuja la grafica de la derivada.

Grdfica de f(x)

y

fx)

Grdfica de f'(x)

y

44

Caracteristicas de f(x), selecciona
las correctas:

D Es creciente
) Es decreciente
) Es concava hacia arriba

U Es concava hacia abajo

Caracteristicas de f'(x), selecciona
las correctas:

U Es positiva

U Es negativa

L Es creciente

) Es decreciente

(] Es céncava hacia arriba

1 Es céncava hacia abajo

Utiliza un graficador para dibujar la gréfica de la funcién y, con base en ella, obtener la grafica de

1
(x=1)

su derivada.
f(x)
Grdfica de f(x)

y

6-.

44

24

. . 0 . . &
—4 =3 2 4
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Derivada

Caracteristicas de f(x), selecciona

las correctas:

f(x) para valores de x
antes de 1

D Es creciente
) Es decreciente

() Es concava hacia
arriba

(J Es concava hacia abajo

f(x) para valores de x
después de 1

D Es creciente
) Es decreciente

) Es céncava hacia
arriba

) Es concava hacia
abajo




Grdfica de f'(x)

y

6+

Caracteristicas de f'(x), selecciona
las correctas:

f'(x) para valores de x
antes de 1

Es positiva

Es negativa

Es creciente
Es decreciente

Es concava hacia
arriba

U U000 0

Es concava hacia
abajo

f'(x) para valores de x
después de 1

Es positiva

Es negativa

Es creciente
Es decreciente

Es concava hacia
arriba

U OouUupoop

Es concava hacia
abajo

qa'dciob Utiliza un graficador para dibujar la grafica de la funcién y, con base en ella, obtener la gréfica de

su derivada.
Grdfica de f(x)
y
6+
44
24
) ) 0
—4 3

Grdficade f'(x)

y

6+

Caracteristicas de f(x), selecciona

las correctas:

f(x) para valores de x
antesde 0

D Es creciente
) Es decreciente

U Es concava hacia
arriba

f(x) para valores de x
después de 0

D Es creciente
() Es decreciente

) Es concava hacia
arriba

U Es céncava hacia abajo L Es céncava hacia

abajo

Caracteristicas de f’(x), selecciona

las correctas:

f'(x) para valores de x
antesde 0

Es positiva

Es negativa

Es creciente
Es decreciente

Es concava hacia
arriba

U Oouooop

Es concava hacia
abajo

f'(x) para valores de x
después de 0

O Es positiva
Es negativa

Es creciente

Es concava hacia
arriba

Q
Q
(1 Es decreciente
Q
Q

Es concava hacia
abajo
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qercicio‘l' Dibuja la gréfica de f'(x) y f"(x) para la funcion dada. Contesta en las lineas lo que se pide.

Funcién Primera derivada Segunda derivada
6__" 1087 104 77
41 5+ 5+
2+ . , , , L, 0 , , , , L, X , X X X 0 X X X X L X
.\ 0 ) ./ .x —5 —4 -3 —2 —1 1 2 3 4 5 —5 —4 —3 —2 —1 1 2 3 4 5
-3 —2\ -1 1 é\y 4 sl sl
2..
—41 —10+ —10+
f(x) es un polinomio de grado f'(x) es un polinomio de grado f"(x) es un polinomio de grado
1 I ’
con coeficiente principal de con coeficiente principal de con coeficiente principal de
signo signo . signo

qerddoj Dada la gréfica de la derivada contesta lo que se indica respecto a la funcién original.

40+

Grifica de
la derivada

L
% & o S S

—204+

—40+4+

a) ¢(En qué intervalos f(x) es creciente?

b) ¢En qué intervalos f(x) es decreciente?

¢) ¢(Enquéintervalos f(x) es concava hacia arriba?

d) ¢(En qué intervalos f(x) es concava hacia abajo?

e) ¢(En qué valor(es) de x se cumple que f(x) es maximo?

f) ¢En qué valor(es) de x se cumple que f(x) es minimo?

g) Enelvalorde x = 2 hay un maximo o minimo de f(x) iPor qué?
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qercia'oé Dibuja la grafica de una funcién que cumpla con la siguiente situacién:

Un estudio efectuado por el INecl indica que la poblacion de una ciudad presenta una primera derivada positiva
y una segunda derivada negativa.

Dibuja la gréfica de la poblacion en funcién del tiempo y describe lo que estos resultados significan.

;Qué informacion nos da la grafica respecto a la poblacién?
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Conjunto de ejercici

de practica 3.3

En los ejercicios 1 al 7 utiliza la gréfica de la funcion
para dibujar la grafica de la derivada.

1. 5

6.

=i 0.796
f)

Utiliza un graficador para dibujar la grafica de la

funcién y, con base en ella, obtener la grafica de

la derivada.

8. y=X—5/3ex
9. y=(1.6)Inx
10. y=xInx

x—1
1. y=——
12. y=

13. y=e

14, y=—>t




Dibuja la grafica de la primera y segunda derivadas
de las siguientes funciones polinomiales.

15.

16.

17.

18.

19.

7

y=rf

-3 5/3 Jo/3

.

y=f

y=f
N x
1
y
y=fx
\ 33 /N
I —275 N\ 7
y=fx)

20- y
y =1 !
X x
4\\51//1 4 6\
21. y
y=f
-2 15 5 x

En los problemas 22 al 26, dada la grafica de la de-
rivada obtén la siguiente informacion de la funcion
original:

a) Intervalos donde f crece

b) Intervalos donde f decrece

¢) Intervalos donde fes concava hacia arriba
d) Intervalos donde f es cdncava hacia abajo
e) Maximosy minimos de f

22. y
y=f®
'\ x
=2 D 1\\
23. y
y=f

24, y

y =f)




25. y a) ;Qué significa este resultado?
b) Dibuja la grafica de las ventas en funcion de los

gastos en publicidad.

y=f 28. En cierta ciudad se descubrié un brote de saram-
pidn en la poblacion infantil. La Secretaria de Salud
x determiné que el nimero de enfermos contagiados
g se fue incrementando con el transcurso de los dias
de tal manera que se muestra que la primera de-
rivada es positiva y que la segunda derivada es
negativa.

26. y a) ;Qué significa este resultado?
y=f'®) b) Dibuja la gréfica del nimero de contagiados en
funcion del tiempo.

29. Un estudio de mercado realizado por cierta com-
g pafia muestra que la demanda de su producto
\\ estd relacionada con el precio, de tal manera que

se observa que la primera derivada es negativa y
que la segunda derivada es positiva.

a) ;Qué significa este resultado?
. . b) Dibuja la gréfica de la cantidad demandada en
Realiza lo que se te pide. g .
funcion del precio del producto.
27. Dibuja la grafica de una funcién que cumpla con
la siguiente situacion: Por consejo de una empresa
que ofrece servicios de asesoria, una compania de-
cidio6 invertir en publicidad para promover su nego-
cio. Después de varios meses de estar invirtiendo

cada vez un poco mas de dinero en publicidad, los

30. La empresa Rodriguez y Asociados contraté una
agencia para hacer un estudio del comportamiento
de sus utilidades en funcion del numero de traba-
jadores. Los resultados reportados por la agencia
muestran que la primera derivada es decreciente.

resultados reportados al seguimiento de esta deci- a) ;Qué significa este resultado?
sién indicaron que la primera derivada era positiva b) Dibuja la grafica de las utilidades en funcién del
y que la segunda derivada también lo era. numero de trabajadores.

3.4

Derivada por formulas
y propiedades

Ahora aprenderds una estrategia mds rdpida y exacta para obtener la derivada de una funcién:

férmulas y propiedades. Desafortunadamente, no todas las funciones se pueden derivar asi, por eso
: es necesario aprender otras formas para obtener la derivada de una funcién.

- g Es importante que sepas distinguir entre una funcién basica y una compuesta, pues la forma de
B derivarlas es diferente. En este tema aprenderds a derivar funciones bdsicas.
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“ Llamaremos basica a una funcién
“‘ si su argumento es solamente x. El
argumento es la variable indepen-
diente que la funcion tiene; por lo
general se acostumbra utilizar la letra x como la
variable independiente de una funcién; sin em-
bargo, se puede utilizar cualquier otra letra. De la
misma forma, para denotar a una funcién se puede
utilizar cualquiera otra letra, no solamente la f.

Ejemplos de funciones basicas

¢ f)=e
. gt)=1"
* h(y)=Iny
=2

* y(0) = cos ()

Observa cémo en las funciones bdsicas aparece
la variable independiente sola. En la primera fun-
cién el nimero e estd elevado solamente a x; en
la segunda funcién aparece solamente la variable ¢
elevada al exponente 1/3; en la tercera funcién apa-
rece solamente la variable y como argumento de
la funcién logaritmo natural. En la cuarta funcién
aparece solamente la variable s como exponente de
la funcién exponencial de base a = 2, y en la quinta
funcién aparece solamente la variable # como ar-
gumento de la funcién trigonométrica coseno.

Como derivar funciones basicas

En esta parte veremos como derivar los diferentes
tipos de funciones que aprendimos en la unidad 1.
Plantearemos una estrategia de razonamiento para
obtener la derivada y la acompafaremos con algu-
nos ejemplos.

Formula 1: derivada de una funcién constante

Si f(x)=C, entonces f'(x)=0
A 'S

Argumento de / \ No aparece la

la funcién variable x

Una forma para reconocer que una funcién es
constante es que en el lado derecho de la igualdad
no aparece la variable que esta en el argumento de
la funcion.

Contesta en los espacios en blan-

co de acuerdo con las dos primeras
muestras que aparecen en la siguiente tabla.

Derivada

La variable del
argumento es x. En la
g(x) =1In2 | expresiénIn 2 noaparece | g’'(x) =0
X, por lo tanto es una
constante.

Cuando no se especifica
la variable del
argumento se supone

= 813 g =0
y que es x. En la expresiéon y
8" no aparece x, por lo
tanto es una constante.
La variable del
argumento es
hoy=e |29 k h(t) =
i{Apareceene’?
porlotantoe®es_
F(2) ;es constante? 5
o= —5 | f@ese Fl2) =
;Por qué?
“0“ Es importante saber distinguir una
variable de una constante arbitraria.

La variable es la que aparece en el argumento de
la funcidén. Por ejemplo, si y = f(x), la variable del
argumento es x; si y = f(#), la variable del argu-
mento es ¢, y asi sucesivamente.

Las constantes arbitrarias se representan a me-
nudo también con letras (a, b, ¢, k, n, etc.), pero se
debe tener cuidado de que sean diferentes a la letra
utilizada para denotar la variable del argumento. En
algunas ocasiones, en el enunciado se especifica la
letra que es constante y a veces se da el conjunto de
valores que puede tomar.

* Por ejemplo, si nos pidieran la derivada de la
funcién y = In k, donde k es una constante posi-
tiva, dirfamos que la derivada es cero, ya que nos
mencionan que k es una constante.

* Por otro lado, si nos pidieran la derivada de la
funcién f(f) = €, la variable del argumento es
t, asi que, ¢* es una constante y, por lo tanto, su
derivada seria cero.

¢ De la misma forma, las derivadas de las funcio-
nes y = a*, y = k", etc., serian cero si a, k, y n
fueran constantes.
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Utiliza férmulas para obtener la derivada de la funcion.

Ly=3 = y =

2. f(x)=—§ = f'(x)=

h(s)=In5 = h'(s) =

y=xn = y=

gt)=e* = g'(t)=
fn=(0In3¢ = f'(n=

S

Férmula 2: derivada de una funcién potencia

Si f'(x) =x", entonces f'(x) =nx""",donde n esuna constante.

Recuerda que las funciones potencia se reconocen porque la variable del argumento se encuentra en la base, y el
exponente es una constante.

qgnplal a) Lafuncion f(x) = x? es una funcién potencia con n = 2; entonces
f'(x) = 2x*7" = 2x

b) La funcién g(t) = t* es una funcién potencia con n = —3; entonces

g'(t)=—3t31=-3t"

Para no dejar exponentes negativos podemos expresar la derivada como g’(t) = P

“m En algunas ocasiones, la funcién esta expresada con radicales. En este caso debemos expresar-

las como funciones potencia, de acuerdo con la regla algebraica ¥a” = a”’?, ya que no tenemos
férmula para derivar funciones radicales.

¢) Lafuncién h(z)=</Z’ se puede escribir como h(z) = 235, que es una funcién potencia con exponente n = 3/5;
entonces su derivada es:

h/(z)=§z(3/5)—1 =§ (3/5)-(5/5) =§z—2/5
5 5 5
Para no dejar exponentes negativos podemos expresar la derivada como h’(z)= P
z
“0“ También puede suceder que la funcién potencia se encuentre en el denominador. En este caso

n

L N . _
podemos escribirla en el numerador de acuerdo con la siguiente regla algebraica —=a

) . . . a
Observa que sélo la potencia cambia de signo.

1 1
d) g(t)=ﬁ, que es igual a g(t)=t4T, se puede escribir como g(t) = t~*3, con lo que obtenemos una funcién

—4 o 4 _ -4 _
TR TR a3 =63 _ T

3 3 3

potencia con exponente n = —4/3, por lo que su derivada seréd g’(t) =
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Para no dejar exponentes negativos, podemos expresar la derivada como g’(t) =

Férmula 3: derivada de la funcién identidad

Si f(x) =x, entonces f'(x)=1.

La funcién de la formula 3 se puede escribir como y = x; es por eso que esta funcién es llamada identidad, ya
que la variable dependiente y toma los mismos valores que la variable independiente x.

Observa que la funcién f(x) = x es una funcién potencia con exponente n = 1. Al utilizar la férmula 2 para derivar
funciones potencia obtenemos que f'(x) = 1.

Practica lo aprendido de los ejemplos anteriores

Obtén la derivada de las siguientes funciones. Contesta en la linea lo que se te indica.

¢Es una funcién potencia?
f(x) = x°
Valorden =
{Es una funcién potencia?
gl)y=1t?
Valorden =
h(z)= 47 ¢{Es una funcién potencia?
z)=A\z
Valorden =
g(t)= 1 ¢Es una funcioén potencia?
Vt* Valorden =
¢Es una funcién potencia?
yw) =w
Valorden =

qqo’cios Utiliza férmulas para obtener la derivada de la funcién.

!

1.y=x> = y =

2. fx) =x" = f'(x)= sin exponentes negativos f'(x) =

3. f=f)=t> = f'(t)= sin exponentes negativos f'(t) =

“““‘ Recuerda que en ocasiones es necesario transformar la funcidon para que esté expresada
como una funcioén potencia.

4, f(X)Z\/; la expresamos como f(x) = = f'(x)=
5. y=1/x*la expresamos como y = = y'=
6. g(h)= ! la expresamoscomoghh)=____ = = g'(h)=
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Férmula 4: derivada de la funcién logaritmo natural

Si f(x)=Inx, entonces f’(x)=l
X

Para esta funcién no hay variedad de ejemplos, lo Gnico que se puede presentar es que la variable argumento
de la funcién sea diferente de x.

Obtén la derivada de las siguientes funciones. Contesta en la linea lo que se te indica.

ft)=Int (Cudl es la variable del argumento? f'(t) =
gly) =Iny | ;Cudleslavariable del argumento? g'ly) =
hz)=Inz (Cudl es la variable del argumento? h'(z) =

qau'cios Utiliza formulas para obtener la derivada de las siguientes funciones.

1. yw) =Inw = y'Ww=

2. fb)=Inb = y'(b)=

Férmula 5: derivada de la funcion exponencial de base e

Si f(x) =¢e, entonces f'(x)= e

La funcién exponencial de base e se reconoce porque la variable esta en el exponente y su base obviamente es
el nimero e.

Para esta funcion tampoco hay variedad de ejemplos, lo Unico que puede cambiar es cuando la variable argu-
mento del exponente sea diferente de x.

qemplcﬁ Obtengamos la derivada de las siguientes funciones. Contesta en las lineas lo que se te pide,
basdndote en la muestra que aparece en la siguiente tabla.

I [ pertace

f(z) = e La variable z estd en el exponente y la base es el nimero e. f'(z) = e?

La variable es
h(t) = e ¢Esta en el exponente? h'(t) =

{Cudl es la base?

La variable es

gly) =¢ (Esta en el exponente? g'(y) =

iCudl es la base?
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qeﬂcicios Utiliza férmulas para obtener la derivada de las siguientes funciones.

1. y(@=e = ylq =

2. fm=e" = f'(m=

Férmula 6: derivada de la funcion exponencial de base a

Si f(x) =a, entonces f'(x)=a‘lna

Recuerda que la funcion exponencial de base a se reconoce porque la variable esta en el exponente y su base
es un numero positivo diferente de 1.

Obtén la derivada de las siguientes funciones. Contesta en las lineas lo que se te pide, basandote

en las muestras que aparecen en la siguiente tabla.

I | peracs

En esta funcion la variable x aparece en el exponente y la base es
a) f(x) =3 una constante positiva diferente de 1, por lo que se trata de una | a) f'(x) = 3*In 3
funcién exponencial de base g, en este caso a = 3.

En esta funcion la variable t aparece en el exponente y la base es
b) h(t) =2t una constante positiva diferente de 1, por lo que se trata de una | b) h'(t) = 2t In 2
funcién exponencial de base g, en este caso a = 2.

! ¢La funcion dada es exponencial de base a?
0 P(t)=(—j oPrPlt)=__

(Cudl eslabase?a =

¢La funcion dada es exponencial de base a?
d) G(y) = (1.025) d Gyy=____

(Cudleslabase?a =

Ejemb’os Utiliza formulas para obtener la derivada de las siguientes funciones.

1Ly=5 = y=

2. fx) =07 = f'x)=
3.g0)=7t = g'(=

4. h(y)=(n8y = h'(y) =
5. yz(\/g)X: y' =

Férmula 7: derivada de la funcién trigonométrica seno

Si f(x) =sen (x), entonces f'(x)= cos (x)

Para esta funcién no hay variedad de ejemplos, lo Ginico que se puede presentar es que la variable argumento
de la funcion sea diferente de x.
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Ejﬂﬂpioﬁ Obtén la derivada de las siguientes funciones. Contesta en la linea lo que se te indica.

La variable t estad en el argumento de la funcidon trigonométrica
f)=sen® | o 9 9 f'(t) = cos (8)

{Cudl es la variable?

gly) =sen(y) ) o o gy =
(Estd en el argumento de la funcién trigonométrica?

(Cudl es la variable?
h(z) =sen (2) ) o o h'(z) =
(Esta en el argumento de la funcién trigonométrica?

qerdcios Utiliza formulas para obtener la derivada de las siguientes funciones.

1. yw) =sen(w) = y'(w)=

2. f(b)=sen(b) = f'(b)=

Formula 8: derivada de la funcion trigonométrica coseno

Si f(x) = cos (x), entonces f'(x) = —sen (x)

Para esta funcién no hay variedad de ejemplos, lo Ginico que se puede presentar es que la variable argumento
de la funcioén sea diferente de x.

tjunp‘oé Obtén la derivada de las siguientes funciones. Escribe en la linea lo que se te indica.

I [ perace

La variable t estd en el argumento de la funcidon trigonométrica
f(t) = cos (1) coseno 9 9 f'(t) = —sen (t

-

iCudl es la variable?

g(y) = cos (y) gy =

¢(Esta en el argumento de la funcién trigonométrica?

{Cudl es la variable?
h(2) = cos (2) . o o h'@2) =
¢(Esta en el argumento de la funciéon trigonométrica?

qercicios Utiliza férmulas para obtener la derivada de las siguientes funciones.

1. y(n=cos() = y'n=
2. f(b)=cos(b) = f'(b)=
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Propiedades de la derivada

En ocasiones la funcién que se pide derivar estd expresada como una combinacién de funciones: suma, resta,
multiplicacién o division; las siguientes propiedades indican cémo derivar la funcién cuando se presenta una o

mas de estas combinaciones.

pa.siy=I
g(x

P1. Si H(x) = f(x) = g(x), entonces y' = f'(x) = g'(x).

P2.Siy = f(x) - g(x), entonces y' = f(x) + g'(x) + g(x) - f'(x).
P3.Siy = C - f(x), entonces y’ = C - f'(x) donde C es una constante.
gx)- f'(x) - f(x)- g’(x).

, entonces V' =

[g(x)

Veamos qué nos indica cada una de ellas y como se utilizan.

Propiedad 1: derivada de la suma o resta de dos o mas funciones

La siguiente regla se establece para la suma o resta de dos funciones; sin embargo, es valida cuando se suman

o restan mas funciones.

Si H(x) = f(x) = g(x), entonces H'(x) = f'(x) = g'(x).

Lo que la propiedad anterior indica es que cuan-
do se quiere obtener la derivada de una suma o res-
ta de funciones, lo que se hace es sumar o restar la
derivada de cada funcion.

Ejempbl Obtén la derivada de la funcién
H(x)=¢ —x*+Inx.

La funcién H(x) contiene tres tér-

minos que se estdn sumando o res-
tando, asi que para obtener su derivada tendremos
que derivar cada uno de ellos, es decir,

H'(x) = () — ()" + (Inx)’

Al derivar cada término, de acuerdo con el tipo
de funcién correspondiente, obtenemos

H'(x)ze"—4x3+l
x

Obtén la derivada de la funcion
H(t)=3 + 3 -

Para obtener la derivada de esta fun-
cién, primero hay que convertir en
una potencia al radical que aparece en el segundo

término. Al hacerlo, tenemos que quedaria como:
H(t) = 3"+ 7 — €

Para obtener la derivada de la funcién H(7), tene-
mos que derivar cada uno de sus términos, es decir,

H'(1) = c(3)" + ()= ()’

Al derivar cada término, de acuerdo con el tipo
de funcidén correspondiente, obtenemos

H®»=31n 3+§t'”3 -0.

Dejamos la respuesta sin exponentes negativos.
Finalmente, la derivada queda como

H(f)=3In 3+%

Propiedad 2: derivada del producto
de dos funciones

A diferencia de la suma de funciones, la derivada
de un producto no se obtiene derivando cada factor,
sino por medio de la siguiente regla.

Si H(x) = f(x) - g(x),
entonces

H'(x) = f(x) g'(x) + g(x) f'(x).
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Es decir:

La derivada de un producto de funciones

es igual a la primera funcion multiplicada

por la derivada de la segunda, mas la segunda

funcion multiplicada por la derivada de la

primera.

Estrategia propuesta para derivar
una funcion de este tipo

En algunas ocasiones, derivar un producto de fun-
ciones es complicado, por lo que es recomendable
identificar cada funcién por separado, llamarle a
la primera funcién f(x), a la segunda funcién g(x)
y luego derivarlas (por separado) con la férmula
correspondiente. Por dltimo, es necesario utilizar
la propiedad 2 para obtener la derivada de la fun-
cién producto originalmente dada. Una vez que de-
sarrolles la habilidad para identificar los tipos de
funciones, asi como aplicar la férmula y propiedad
correspondientes, entonces podrds derivar directa-
mente la funcién producto.

La habilidad para derivar se obtiene con mucha
préctica y dedicacion.

Veamos algunos ejemplos.

Obtén la derivada de la funcion
H(x) = x°- ¢

2 ) Observa que la funcién que se indi-

ca derivar estd expresada como un

producto de funciones. Para derivarla llamaremos

f (x) ala primera funcién y g(x) a la segunda fun-
cion; es decir,

f=x "y gk =e"

Ahora obtenemos la derivada de cada funcion
con la férmula correspondiente:

[l =5y g'(n)=e.

Por ultimo, aplicamos la propiedad 2 con todos
los datos obtenidos. La propiedad indica que:

H'(x) = f(x)g"(x) + g(x) f'(x).
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Al sustituir datos obtenemos que: H'(x) =
x’e* + e* 5x*.

Podemos simplificar si tomamos x*e* como fac-
tor comun; al hacerlo nos quedaria como.

H(x)=x*e(x +5)

Obtén la derivada de la funcion

F(x)=\/;~lnx.

Observa que la funciéon que piden
derivar estd expresada como un pro-
ducto de funciones. Para derivarla llamaremos f (x)
a la primera funcién y g(x) a la segunda funcion;
recuerda que la funcién con radical debe ser expre-
sada como potencia. Al sustituir, tenemos que:

f@=x" y g =lnx.

Obtenemos la derivada de cada funcion con la
férmula correspondiente,

, 1
y gx)=—.
X

ol
F=oat =2

Por dltimo, aplicamos la propiedad 2 con todos
los datos obtenidos.
La propiedad indica que:

H'(x) = f(x)g'(x) + g(x) f’(x).
Al sustituir los datos obtenemos:
1/2

1 1 X In x
’ _ 12 —
F(x)=x _x+lnx2x”2 = T

Simplificando el primer término de la derivada,
utilizando las leyes de los exponentes obtenemos
que:

, 1 In x
F (X):W'F—le/z .

1 .
Tomamos —— como factor comin y la respuesta
X

1 In
queda como: F’(x)= T(l + Tx)
X

Propiedad 3: derivada del producto
de una constante por una funcién

Lareglaes:

Si H(x) = Cf(x), entonces H'(x) = Cf'(x).



La propiedad nos indica que la derivada

del producto de una constante por
una funcion es igual al producto de la
constante por la derivada de la funcion;
es decir, la constante se queda igual

y la funcion se deriva.

“°“ La derivada de esta funcion puede

obtenerse utilizando la propiedad
anterior; sin embargo, dado que
una de las funciones es constante, su derivada es
cero y esto cancela el segundo término de la pro-
piedad 2.

Comprobemos la propiedad. Si tenemos la fun-
cién H(x) = Cf(x) y la derivamos como un producto
de funciones, por la propiedad 2 tenemos que:

H'(x) = (La la. funcién) -
(La derivada de la 2a. funcién) + (La 2a. funcién) -
(La derivada de la 1a. funcién)

Si C es la primera funcién y f(x) es la segunda
funcién, tenemos que:

H'(x) = C-f'(x) + f(x) - 0=,

entonces tenemos que H'(x) = C - f'(x).

Veamos un ejemplo.

Obtén la derivada de la funcidén
Gx)=2-5%

Solucion Ko que la funcién G(x) estd
definida como el producto de la
constante 2 por la funcion 5. Para derivarla utiliza-
remos la propiedad 3, es decir, la constante se que-
da igual y la funcién se deriva; como en este caso
la funcién es una exponencial de base a, aplicamos la
férmula 6 para derivar la funcién. La derivada de
G(x) quedaria como: G'(x) =2 - 5" - In 5.

Propiedad 4: derivada del cociente
(divisién) de dos funciones

A diferencia de la suma o resta de funciones, la
derivada de una division no se obtiene derivando

numerador y denominador y dividiéndolos, sino de
acuerdo con la siguiente regla.

: S(x)
Si H(x)= R
= )
entonces
H ()= £ = ()g'(x).
(g(x))
Es decir:

La derivada de un cociente de funciones

es igual a la funcion del denominador

por la derivada de la funcion del numerador,

menos la funcion del numerador por
la derivada de la funcion del denominador,
entre la funcion del denominador

elevada al cuadrado.

Estrategia propuesta para derivar
una funcion de este tipo

Al igual que en el producto de funciones, en algu-
nas ocasiones derivar un cociente o division de
funciones puede ser complicado, por lo que es re-
comendable identificar cada funcién por separado,
llamarle f(x) a la funcién del numerador y g(x) a la
funcién del denominador, derivarlas por separado
con la férmula correspondiente de acuerdo con el
tipo de funcioén y, por ultimo, utilizar la propiedad
4 para obtener la derivada de la funcién cociente
originalmente dada.
Veamos un ejemplo.

Obtén la derivada de la funcion

H(x)=1nx

5 -

SRS Observa que la funcién H(x) estd

definida como el cociente de dos

funciones. Para derivarla seguiremos con la estra-
tegia sugerida. Hagamos la sustitucion:

f@=Ix y g =
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Derivamos cada funcién con la féormula corres-
pondiente de acuerdo con el tipo de funcién que es
y obtenemos:

1
f'(x)=; y &' =2x

Aplicamos la propiedad 4 con todos los datos
obtenidos.
La propiedad indica que:

gx) f1(x) = f(x) g'(x)
(g(x)’ '

Al sustituir datos obtenemos que

H'(x)=

2
xz-l—lnx-2x x——2xh1x

’ _ X _ X
H (x)_ (x2)2 - x

Al simplificar el primer término del numerador
por medio de las leyes de los exponentes obtenemos

x—2xInx
H '( x) =
X
Al tomar x como factor comun en el numerador,
la respuesta queda como

x(1-21Inx
H'(x)= #
X
Por 1ltimo, cancelamos la x del factor comun
con una x del denominador y obtenemos:

(I-21nx)

3
X

H'(x)=

“‘“ Algunas funciones pueden deri-
varse de formas diferentes; €ste
es el caso de la funcion anterior,

In x . e .
—— . Para derivarla utilizamos la propie-
x

H(x)=
dad de division; sin embargo, también se puede
derivar con la propiedad del producto de funcio-
nes si subimos la funciéon del denominador. Si
hacemos esto, la funcién queda expresada como
H(x) = x %+ In x. Observa cémo la funcién que
deseamos derivar ahora es un producto de funcio-
nes. La respuesta final serd la misma, indepen-
dientemente de la forma que se elija.
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Obtén la derivada de la funcion
4

W' (y)=

y
47"

Observa que la funcién W(y) estd

definida como el cociente de dos
funciones. Seguiremos con la estrategia sugerida.
Hagamos la sustitucion.

fy=yy gy =4

Derivamos cada funcion con la formula corres-
pondiente de acuerdo con el tipo de funcién y
obtenemos:

ffO)y=4y" y g0 =41Indg

Aplicamos la propiedad 4 con todos los datos
obtenidos.
La propiedad indica que:

HY(x) = gx) S/ = f 2(X) g'(x) ‘
(g(x))

Al sustituir datos obtenemos:

4’4y’ ~y* 4" In4
4"y

W(y)=

Al simplificar el denominador por medio de las
leyes de exponentes obtenemos:

4”4y’ ~y*.4" In4

W (y)= yER
Obtén la derivada de la funcion
cos (x
T(x)= 2( ).

Observa que la funcién 7'(x) estd

definida como el cociente de dos
funciones. Para derivarla seguiremos con la estra-
tegia sugerida. Hagamos la sustitucion:

fx)=cos(x) y g =x

Derivamos cada funcién con la férmula corres-
pondiente de acuerdo con el tipo de funcién que es
y obtenemos:

fl(x)=—sen(x) y g'(x)=2x.



Aplicamos la propiedad 4 con todos los datos
obtenidos.
La propiedad indica que:

g(x) [~ f(x) g'(x)
(g(x)°

H'(x)=

Al sustituir datos obtenemos que:

x* - (—sen (x)) — cos (x) - 2x
(x*)*
_ —x? sen (x) — 2xcos (x)

4
X

H'(x)=

Al tomar x como factor comun x en el numera-
dor, la respuesta queda como:

H () = x(—x sen (x) — 2 cos (x))

4
X

Por ultimo, cancelamos la x del factor comun
con una x del denominador y obtenemos

—Xx cos (x) — 2 cos (x)

3
X

H'(x)=
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Utiliza férmulas y propiedades para obtener la derivada de la funcién.

y=x>-Inx

i

a) ;Qué propiedad se utiliza?

b) Hacemos la sustitucion f(x) = y glx) =

Derivamos f'(ix) = y g'(x) =

¢) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda como y’ =

_ 3e”

Cjercicio2 Jd) ae

a) ;Qué propiedad se utiliza?

B

b) Hacemos la sustitucion f(x) = y glx) =

Derivamos f'(x) = y g'x) =

¢) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda como H'(x) =

Otra forma de resolver el ejercicio 2

Podemos expresar la funcién como H(x) = 3e*- x3*

De esta manera, la funcién queda expresada con una multiplicacion, y para derivar se utiliza la propiedad 2. La res-
puesta final simplificada al maximo sera la misma, independientemente del camino que sigamos.

iResuélvelo!

qercicioﬁ H(x) = x - cos (x)

Solucién a) iQué propiedad se utiliza?

'

b) Hacemos la sustitucion f(x) = y glx) =

Derivamos f'(x) = y g'(x) =

206 ® Unidad3  Derivada

*~——— @ @ @ @ @ @@




¢) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda como H'(x) =

sen(y)

a) ;Qué propiedad se utiliza?

b) Hacemos la sustitucion f(y) = y gly) =

Derivamos f'(y) = y g'(y) =

¢) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda como G'(y) =

e' +5'

Dercico’ MU isiwemre
)

a) ;Qué propiedad se utiliza?

b) Hacemos la sustitucion f(t) = y g(t) =

Derivamos ') = y g'(t) =

¢) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda como F'(t) =




Conjunto de ejercicios
de practica 3.4

*

En los ejercicios 1 al 24 determina la derivada de las X
funciones dadas. A R
1.y=7 ) X
2. y=x 29 y= e*
30. h(x)=e’——=+7"
4, f(t)=Int (x) Jx
5. fit)=¢ 31. f(x) =x"Inx
6. y=3"
Y 32. y=—Inx
7. y=x7?
8. h(z) ==z 33 we .
9. hw)=Inw
10. = e*
gle) =e 34. 7= ‘/;
1Y 2
1 1 . y =| —
2 35. f(x) = Inx + x2
12. y=¢e? 36. h(x) =x3e
13. fn=r 37. y=(1.6)Inx
15. h(w) =e* 39, f(x)=I(1.?)8
16. f(x) = (1.6)* n(1.8)
17. g2)=r 40, g =@ — o ehe
18. h(r) = r? En los ejercicios 41 al 60 determina la derivada de
las funciones utilizando férmulas y propiedades.
19, f(x)=— Simplifica el resultado.
% X2 t
3 +2
41. f(t)=
20. f(x)=3x U=
21. gly) = z3n* 42. gly) = 2y — 1)(Iny)
22. hi =7 43. f(x)=xe* X
23. h(s) = [In (4.1)F X+
= F 5Inx+e”
24. h(2)=(\37) a4, y=2002E
X

En los ejercicios 25 al 40, determina la derivada de

las funciones. Utiliza formulas y propiedades. 45. y=2In3 + 4x

_2 5 2 46. y= X
25. f(x)_;—J7+3 Y=
26. h(x) = x*+ 3* 31
27. y = 5e* 70X




_ 3 l 56 =X—+3
48. f(x)—(\/;+4)(\/;+x3 A P
49. f(t) = (B + 42 — 1)38 — 1) 57, y=—I
X Inx
50. y= 3
"7 e +Inx 8
58. y=n|3x " +—
g ( &)
eX
Il === 59. f(x) = x(1.28) + e Inx
60. g(x) =e’lnx —x*In2
5 7
52. = —2x°+Zx° |l
g ( 3" 6X)nx 61. y=—>
cos (x)
53. I’(X) =Inx + 5x° e 62. f(X) = eXcos (X)
2 —
= w(x):”;:”( 63. f(t) = In(t)sen (1)
64. y = x"? — sen (x)cos (x)
.1 In (t)
55. p=125(23)  +— 65. f(t)=—————
p JIx ®) cos (t)—sen (t)

3.9

Como derivar funciones
compuestas

Al método para derivar una funcién compuesta se le conoce como regla de la cadena.

o oy o Es importante que sepas distinguir entre una funcién bésica y una compuesta, pues la forma
ku.\-“x*‘ ’ -+ de derivarlas es diferente.
e
o = O
=

- - h"d
Recuerda que llamamos bdésica a una funcion si su es compuesta si en el argumento aparece otra fun-
argumento es solamente x; diremos que la funcién cion, es decir, algo mds que x.

Como distinguir una funcién basica y una compuesta

Funcioén basica Funciones compuestas
L flx)=¢ f@) = e fx) = e, f(x) = 7, f(x) = e
2. gty =1" g(t) = (t—=35)", gt) = (40", g(t) = (="
3. h(y) =Iny h(y) = In 2y + 3), h(y) = In (/")
4. r(s) =2 r(s) =227, r(s) = 27, r(s) =27
5. f(w) = cos (w) fw) = cos 2w + 5), f(w) = cos (W?), f(w) = cos (—w)
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Observa que, a diferencia de las funciones bdsicas,
en las funciones compuestas el argumento es otra
funcién, es decir, hay dos funciones implicitas, y
cuando derivamos lo hacemos con las dos funciones.

El siguiente cuadro contiene las férmulas para
derivar funciones compuestas.

Férmulas para derivar funciones
compuestas

Sea f(x) una funcién derivable de x:

1. Siy = [f(x)]", entonces
vy =n-[f(x)]" " f'(x), donde n es un
nimero real.

1
2. Siy=1 , ent f=—— f(x).
iy = In [f(x)], entonces y o) f(x)

3. Si y = ef(x)’ entonces y/ — ef()‘) 'f’(x)_
4. Siy= a’®, entonces y' = 4™ Ina (),

donde a es una constante positiva diferen-
te de 1.

5. Siy = sen (f(x)), entonces
y' = cos (f(x)) - f'(x).

6. Siy = cos (f(x)), entonces
y' = —sen (f(x) - f'(x).

“““ Observa que las férmulas son
muy similares a las de las funcio-
nes bdsicas; la diferencia es que

ahora se multiplica al final por la derivada de la

funcién argumento f(x). La funcién f(x) puede ser
cualquiera de las que vimos en la seccién anterior:
potencia, logaritmo natural, exponencial de base

e o base a, trigonométricas, y puede encontrar-

se definida en forma bdsica, compuesta 0 como

combinacién de funciones que se estdn sumando,
restando, multiplicando o dividiendo.

Estrategia para derivar funciones
compuestas

En ocasiones, derivar directamente una funcién
compuesta es complicado, por lo que es convenien-
te que mientras desarrollas la habilidad necesaria
para derivar de manera directa, realices el siguiente
proceso:
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Paso 1: identifica qué férmula vas a utilizar para
derivar la funcién compuesta. Tenemos
cinco tipos de funciones: potencia, loga-
ritmo natural, exponencial de base e, ex-
ponencial de base a y trigonométricas;
la férmula que vas a utilizar depende
de la forma general que tiene la funcién
que se te indica derivar.

Paso 2: identifica la funcién argumento f(x), la
férmula que seleccionaste en el paso an-
terior te ayuda en este proceso. Por ejem-
plo, en la férmula 2, f(x) es la funcién
que acompaiia al logaritmo natural; en la
formula 4, f(x) es la funcién que aparece
como exponente, y asi sucesivamente.

Deriva f(x) con la férmula correspon-
diente.

Paso 3: por ultimo, utiliza la férmula que iden-
tificaste en el primer paso y escribe la
derivada de la funcién compuesta.

Veamos algunos ejemplos.

!_:janplol Obtén la derivada de la funcion
y=In(e"+ x — 3).

Forma general: In(funcién)

Paso 1: la funcién es un logaritmo

natural, por lo que para derivar la
funcién y utilizaremos la formula 2.

Paso 2: llamaremos f(x) a la funcién argumen-
to, es decir, f(x) = ¢* + x — 3 y la de-
rivaremos utilizando las propiedades
y férmulas correspondientes en cada
término; al hacerlo obtenemos que,
flfx)y=e+1

Paso 3: aplicamos la férmula 2:

1
Siy=1 , ent "= —— ().
iy = In [ f(x)], entonces y o) f'(x)

Al sustituir f(x) y f'(x), la derivada quedaria

como: ¥’ = “(e"+1).

(e"+x-3)



Al efectuar la multiplicacién, la derivada queda

, e +1
como ) =——.
4 (e"+x-3)
Obtén la derivada de la funcion
y= 6E.

Forma general: ntimero i

Paso 1: la funcién es una funcion

exponencial de base a, ya que las
variables estdn en el exponente y la base
es un nimero positivo diferente de 1, por
lo que para derivar la funcién utilizare-
mos la férmula 4.
Paso 2: llamaremos f(x) al exponente, es decir,

f(x)= %, y la derivaremos utilizando
nx
las propiedades y férmulas correspon-

dientes en la funcién del numerador y
del denominador,

ln X 1- X- l
"(X)=— X
/) (In x)?
Al simplificar tenemos que f’(x)= In x —21
(In x)

Paso 3: aplicamos la férmula 4:

Siy = a’®, entonces y' = a/® -+ Ina - f'(x),
donde a es una constante positiva diferente de 1.

Al sustituir el nimero a = 6, f(x) y f'(x) lade-

rivada queda como )’ = 6" .1n6- In x _21 .
(In x)

ODbtén la derivada de la funcion
y=3/(3x*-Inx)*.

Recuerda que cuando tenemos fun-

ciones radicales debemos cambiar
a potencia, pues no tenemos formula para derivar ra-
dicales, al hacerlo la funcion quedaria expresada
como

y = (3x* — Inx)*".
Forma general: (funcion)™me

Paso 1: la funcién es una funcién potencia, ya
que las variables estdn en la base y el

exponente es una constante por lo que
para derivar la funcién y utilizaremos la
férmula 1.

Paso 2: llamaremos f(x) a la funcién argumento,
es decir, f(x) = 3x* — In x, y la derivare-
mos utilizando las propiedades y férmu-
las correspondientes en cada término; al
hacerlo nos queda

f’(x):6x—l.
x

Paso 3: aplicamos la férmula 1:

Siy = [f(®)]", entonces y' = n - [ f(x)]""" - f'(x),
donde 7 es un niumero real.

Al sustituir el ndmero n = z, f(x) y f'(x),la
derivada quedaria como

v =%'[3x2 ~In x]g’l -(6x —lJ

X

-1
que es igual a y’ = 2 -[3x2 —In x] 3 -[6x —lj
3 X

Dejamos la respuesta sin exponentes negativos y
entonces la derivada queda como:

2(6)6—1]
o\ 2)

Y =

C33x*—Inx)”
Obtén la derivada de la funcion
y = e3x4+2_

Forma general: e(funciow

TS Paso 1 la funcién es una funcién
exponencial de base e, por lo que
para derivar la funcién y utilizaremos la

férmula 3.

Paso 2: llamaremos f(x) a la funcién del expo-
nente, es decir, f(x) = 3x* + 2 y la de-
rivaremos utilizando las propiedades y
férmulas correspondientes en cada tér-
mino; al hacerlo nos queda:

f(x) = 12x3

Paso 3: aplicamos la férmula 3:

Siy = e/, entonces y' = e - f'(x).
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Al sustituir f(x) y f'(x), la derivada quedaria
como

4
y o= 2 1240

Intercambiamos el orden de los factores para que
primero esté el coeficiente y obtenemos

34+ 2

Vv =12-¢
Obtén la derivada de la funcién
y = sen (In (x) — 2).
Forma general: sen (funcién)

Paso 1: la funcién es una funcion

trigonométrica, por lo que para de-
rivar la funcién y utilizaremos la férmula 5.

Paso 2: llamaremos a f(x) la funcién argumen-
to, es decir, f(x) = In (x) — 2 y la de-
rivaremos utilizando las propiedades y
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férmulas correspondientes en cada tér-
mino; al hacerlo obtenemos:

F==
X

Paso 3: aplicamos la férmula 5:

Siy = sen(f(x)), entonces y" = cos (f(x)) - f'(x).

Al sustituir f(x) y f'(x), la derivada quedaria
como

1
x

v =cos (In (x) - 2)( )

Intercambiamos el orden de los factores para que
primero esté el coeficiente y obtenemos

= cos (In (x) — 2).
X
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Utiliza férmulas para obtener la derivada de la funcion.

qya’ciol y = 02— 3)”2

Forma general:

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

_

Paso 3: al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

qen:’ndoz y=1In(3x2+5)

Forma general:

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

Paso 3: al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

g'emicioﬁ y =gt +1

Forma general:

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

Paso 3: al utilizar la formula, la derivada queda expresada como




qerddod' y = cos (x* + 2x)

Forma general:

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: ;cudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

Paso 3: al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

Ej ,,5 y=e"3”

Forma general:

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

Paso 3: al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

!

y:

o0 2
m‘ y_,/lnx+4

“““ Recuerda que una funcidn con radicales debemos cambiar a potencia.

Al hacer esto la funcién queda expresada como:

Ahora si... ja resolverlo!

Forma general:

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

Paso 3: al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como
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qerado7 y=1In(6"+Inx)

Forma general:

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

Paso 3: al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

!

y:

:. . . 8 y:892x

Forma general:

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

Paso 3: al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

!

y:

qercicio9 y =sen (x - &)

Forma general:

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

Paso 3: al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

!

y:

Cjerciciol0 IR P!

Forma general:




Paso 1: ;hay alguna propiedad que debes aplicar? Escribela

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

(Cudlesg(x)?g(x) =

Al derivar, obtenemos que g’ (x) =

Paso 3: al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

!

y:

qerdcioll y = cos (e * In (A)

Forma general:

Paso 1: ;jhay alguna propiedad que debes aplicar? Escribela

Paso 2: jcual es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

iCudlesg(x)?gx) =

Al derivar, obtenemos que g’ (x) =

Paso 3: al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

e“+e

rjeriiorz I

Forma general:

Paso 1: ;hay alguna propiedad que debes aplicar? Escribela

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

(Cudlesg(x)?g(x) =

Al derivar, obtenemos que g’ (x) =

Paso 3: al utilizar la formula, la derivada queda expresada como
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qel'cicio y=cos x-3x*+1

Forma general:

Paso 1: ;hay alguna propiedad que debes aplicar? Escribela

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

(Cudlesg(x)?g(x) =

Al derivar, obtenemos que g’ (x) =

Paso 3: al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

Forma general:

Paso 1: ;hay alguna propiedad que debes aplicar? Escribela

Paso 2: jcudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

(Cudlesg(x)?g(x) =

Al derivar, obtenemos que g'(x) =

Paso 3: al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

Derivadas de orden superior denota por f”(x). Al derivar nuevamente esta ulti-
ma funcidn, se obtiene la cuarta derivada de f'y se
denota por f“(x). Después de la cuarta derivada se
mantiene esta notacion para las demas derivadas; en
general la derivada de orden n de f se denota f™(x).

Cuando la derivada de una funcién f(x) se vuelve
a derivar, se obtiene la segunda derivada de f,
que se denota por f"(x). Si ésta a su vez se vuelve
a derivar, se obtiene la tercera derivada de fy se
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7A-trabajar!
Obtén f'(x), f"(x) y f"'(x) para la funcién dada.

qero'ciol

fx) =x-:Inx

|

f'ix) =

f ”(X) —
f ”/(X) —

f(x) = (e + 1)

Solucion IRAE

?
. N

f”(X) —

f”l(x) =

La diferenciacién implicita es una estrategia para
derivar cuando la variable dependiente no se puede
despejar.

Hasta este momento, hemos encontrado deriva-
das de funciones cuya ecuacién se encuentra es-
crita en forma explicita como y = f(x), es decir,
la variable y estd escrita explicitamente como una
funcién de x, sin embargo, si quisiéramos encon-

trar la %de la ecuacién x In y + y = 2x°, seria
x

imposible despejar la variable y como funcién im-
plicita de la variable x. Las siguientes ecuaciones
son ejemplos de funciones implicitas.

b) x* + y* = 9xy'
d) e = 5x

a) xy =73
¢) xIny +y=2x3

Muchas veces una funcién implicita se puede
convertir en explicita despejando la variable inde-
pendiente (como ocurre en los incisos a) y d), sin
embargo, la mayoria de las veces no es muy précti-
co (véase inciso ¢)).

d e ,
Para encontrar d_y de una funcién implicita, seria
X

l6gico pensar en despejar la variable y para con-
vertirla en una funcién explicita y después derivar
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utilizando las técnicas que se conocen, pero, ;qué
hacer cuando la variable dependiente no se puede
despejar? Afortunadamente existe un método (basa-
do en laregla de la cadena) llamado diferenciacion

implicita que sirve para obtener Z—y (oy') sin tener
X

que despejar la variable y. Se explicard el método
utilizando algunos ejemplos.

qemplol Si x> + y> = 9, encuentra Z—y

X

La ecuacién x* + y? = 9 estd escrita

en forma implicita, ya que si despe-
jamos la variable y, la respuesta no serfa una fun-
cién, entonces podemos concluir que no se conoce
la relacién directa de y como funcién de x, asi que
se supondrd que y = f(x) es esa relaciéon descono-
cida. Ahora al sustituir la variable y de la ecuacién
x* + y* = 9 por la funcién desconocida f(x), se
obtiene la siguiente ecuacion x*> + (f(x))> = 9; en
ella ya no aparece la variable y. Ahora se pueden
derivar ambos lados de esta ecuacién respecto a la
variable x. En el lado izquierdo de la igualdad uti-
lizaremos la propiedad de la derivada de una suma,
quedando como sigue:

[ | lk‘llE'A‘E-:—

_



a4 (L) _ae
dx dx dx

En el primer término del lado izquierdo utiliza-
mos la férmula de la derivada de x*; en el segundo
término, la formula para derivar la funcién com-
puesta [f(x)]", y en el lado derecho de la igualdad,
la férmula de derivada de una constante. Al hacerlo
obtenemos

2x + 2[f0)]1 f'(x) = 0.

Ahora, como y = f(x) se cumple también que
y' = f'(x), asi que si reemplazamos la expresion
f(x) por la variable y, y f'(x) por y’, la ecuacion an-
terior nos queda como sigue:

2x + 2yy' = 0.

Por tltimo, debemos despejar y’

’

V= ==t y al simplificar obtenemos que y" = —
2y y

SixIny + y = 2x% encuentra j—y
X

Vemos que x Iny + y = 2x° es una

funcién implicita, ya que la variable
y no se puede despejar, entonces no se conoce la
relacién directa de y como funcién de x, asi que se
supondrd que y = f(x) es esa relacién desconocida.

Ahora al sustituir las y de la funcién implicita
por la funcién desconocida f(x) se obtiene la ecua-
cion x In (f(x)) + f(x) = 2x°.

Esta ecuacidn ya no contiene a la variable y, por
lo que se puede derivar ambos lados respecto a x. En
el primer término en el lado izquierdo de la igualdad
debemos aplicar la regla de la derivada de un pro-
ducto quedando como sigue:

x(ﬁ}f,(x) +In [f(0)](1)+/7(x) = 6x2

Ahora al reemplazar f(x) por y y f' (x) por y" en
la ecuacion anterior, se obtiene:

x[lJy’+ln Y+ =6x>
X

Luego, para despejar y’ se dejan en el lado iz-
quierdo de la igualdad todos los términos que con-
tengan y’

1
x(—]y’+y': 6x>—1Iny
y

Nuevamente, en el lado izquierdo de la igualdad
anterior, se extrae como factor comun a y’

e

Por ultimo, al despejar y’ se obtiene:

1. Determinar si la ecuacion por derivar esta dada
en forma implicita (es decir, si no se puede des-
pejar la variable y como funcién de x).

2. Se deberd suponer que y = f(x) es esa rela-
cion desconocida y se deberdn sustituir las y
de la ecuacion implicita por la funcién desco-
nocida f(x).

3. Derivar ambos lados de la ecuacién respecto a x
(la variable independiente).

4. Reemplazar f(x) pory,y f'(x) pory’.

5. Despejary’.
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qa'ddol Encuentra % de la ecuacion x2 + 2xy = 3y2
X

2 .7 7 . 7.
Paso 1: ;la ecuacion esta en forma implicita?

Paso 2: sustituye la funcion desconocida en la ecuacion dada.
Paso 3: deriva ambos lados de la ecuacion respecto a x.
Paso 4: reemplaza f(x) pory,y f'(x) pory’.

Paso 5: despejay’.

Ly d .
qel'lxloz Encuentra d_p de la ecuacion e’ —=3Inp?> +2x =
X

Paso 1: la ecuacion esta en forma implicita?

Paso 2: sustituye la funcion desconocida en la ecuacién dada.
Paso 3: deriva ambos lados de la ecuacién respecto a x.
Paso 4: reemplaza f(x) poryy f'(x) pory’.

Paso 5: despejay’.
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Conjunto de ejercicios
de practicar3:5

Determina la derivada de las siguientes funciones In (20x3)
utilizando las férmulas y propiedades para funcio-  27. f(x)=—-3;—
nes compuestas. X
1. h(t)=33+5 28. h(x)=3"-48x*-e
2. f(x)= In(Inx) 20. g(x)=zln (L)
3 X+1
3. g(x)=In’
4. x)=e* x4+ X2 1253 2
9= 30, Rx)=E0H2) - )3
5. h(x)=2"~ In(x +2x)
6. y=(5x"+8x- 3) 31, y=xte”
7. y=e—5x+3 1
32, y= ++/x” —8x
8. y=In(5) X +5
9. y=(1.253)"" 33, y=2438(176)" "
10. y=In+3x’+2 52x°
h(x)=
1. f(x)=e¥ 34. h(x) In52
12. f(x)=(e )" .
35. =
13. f(x)=4"*"* r(x) 3 +1
23 3
14 g(x)=— 36. f(x)=(2x+9x*)" (x’—2x)
e’ +x
In(4x>+3
37. g(x)=—( ; )
X3+7 e
15. g(x)=In| —;
X 3
38. h(x)=8"-3"
16. y=3x/lnx er‘r‘—x3
) 39. h(x)=
[E} X3_‘|
17. y=e
40. f(x)=8" +In/x
1 e
18. y=In|— . y=(8-2"
y n(xj 41. y (82 )
42. h(t)=+/In(3t*+1)
19. y=(0.032)
43. f(x)=7"In (V2x-4)
20. y_exlnx
44. h(x)=3x’e"~In (6x+8)
21. y=2x*In(x+3) ,
7 ()=
22. =7 45 fly)=——
g9(y) ey
e™ 1
23. f(x)=55— 46. f(x)=e” +5In (1-2x’)
24. y=\x*+1-In(x*+3) 47. g(x)=R6x*+VJx*>+8

25. y(x)=5¢"
26. h(x)=e" -6

48. h(x) = x(ln V7x - x)ll3




49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.
56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

g(x)=28""

h(x)=|n(

9x* +1
x°—0.5

— 24—4X2 _1/3(X3+8)2
7 x*+8

y= ,“[(3x6 —ZX)S +2x°

y=In [\/“ 2x + 1](x4 +6)4

(0.523)JE e

= (In (7x)—6“)‘”7

(em +In m)_w

y
y

y

4
y=(e**+In 2.43)'“ +(In (X—J“m

X—

Y2 ~4Inx*
e

y=-16x

(x2 +2)5(x5 +2x)6
(x*=1)

y=7(\/5 x° +9x)(x4 —10x)5/4

y:

112 -27

y=(1+3x2) (4x3/8—e)

y=cos(y/Inx+1)

64

65.

66

67
En

ta

68.
69.
70.

71.

72.

73.
74.

En
de

75.
76.
77.

78.

79.
80.

. y=cos®(x-e¥)
X
Y cos (x)

. y=In(sen (x))

=55en(x2)

-y
los problemas 68 al 74 usa diferenciacion implici-

d,
para obtener é de las siguientes ecuaciones.

xX’y=5Iny=y’
e’+e =4
¥ -y’=5

X2 tInx
y

n—x*+y’ =4
y+cos (x)+x-sen(y)=25
cos(xX*+y*)+x=y

los ejercicios 75 al 80 obtén la segunda y tercera
rivadas de las funciones dadas.

y=x5+7’

y=x"Inx

Y= —x"
x—1

y_
X+1
y=x’e"+e’x’

y = xcos (x)




3.6

Recta tangente
y razon de cambio

ol A lo largo de esta unidad hemos aprendido que desde un punto de vista geométrico, la derivada

o f'(x) representa la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto x = a. Utilizaremos
este hecho y las propiedades y formulas para derivar, para obtener la ecuacion de una recta tangente
a la gréfica de una curva en un punto dado.

Graficamente lo representamos asi:

f)

recta tangente

X

f'(x) evaluada en x = a es la
pendiente de la recta tangente,
es decir, f'(a) = m

tan g

Cabe recordar que para obtener la ecuacién de cual-
quier recta es necesario conocer la pendiente y un
punto de la recta.

Una vez que tenemos la pendiente utilizaremos
la forma punto—p‘e/ndlente, y =y, = m(x — x,), para
obtener la ecuacion de la recta.

También podemos utilizar la forma y = mx + b,
para obtener la ecuacién de la recta.

Obtén la ecuacién de la recta tan-

gente a la gréfica de la funcién

f(x)=vVx*+9, en el punto (4, 5).

Para entender mejor lo que nos piden,

podemos apoyarnos en un dibujo.
Graficamos la funcién y marcamos sobre la gréfica
el punto (4, 5), ya que ahi es donde nos piden la
recta tangente.

flx)=vx"+9

punto de
tangencia
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Sin embargo, lo que debemos encontrar es la ecua-
cién de dicha recta, asi que necesitamos las coor-
denadas de un punto (x,, y,) que est€ sobre la recta
y su pendiente.

En este ejemplo ya nos dieron el punto, por lo
que x, =4yy, =5,s0lo falta encontrar la pendien-
te de la recta.

Como la recta es tangente a la curva

f(x) = Vx*+9, podemos obtener su pendiente de-

rivando la funcién y evaludndola en x = 4, es decir,

mtangenteg :f,(4)
Por medio de las propiedades y las férmulas
para derivar obtenemos,

f(x)= %(x2 +9) " 20,

Al simplificar la expresiéon anterior obtenemos
; X
1) =——.
Vx +9

Sustituimos el valor de x = 4 en la derivada y
4

_4 4
J16+9 5
Por ultimo, para obtener la ecuacién de la

recta, sustituimos el punto (4, 5) y la pendiente
= 4/5 en la forma punto-pendiente

nos queda f’(4)=

tangente g

y =y, =mx = x),
4
con lo que llegamos a y—5= g(x—4); al despe-

jar la variable y de la ecuacién anterior obtenemos

4.2
YESTTS

ODbtén la ecuacion de la recta tan-

gente a la grafica de la funcién
f(x) = 2x e*'en el punto donde x = 1.

Recuerda que para encontrar la

ecuacion de cualquier recta, necesi-
tamos las coordenadas de un punto (x, y,) que est€
sobre la recta, asi como su pendiente.

224 ° Unidad3  Derivada

G ) punto de

tangencia

Paso 1: veamos si tenemos las coordenadas del
punto de tangencia: x, y y,.

En este ejemplo sélo se dio el valor de x, = 1,
falta encontrar el valor de y,. Como en el punto de
tangencia de la recta y la curva son iguales, el va-
lor de y, lo obtenemos sustituyendo en la funcién
f(x) = 2x e* el valor x = 1, es decir,

y=f) =2 =2
Ahora ya tenemos el punto de tangencia (1, 2).

Paso 2: para encontrar la pendiente de la tan-
gente en x = 1, ;qué debes hacer?

Utiliza las propiedades y féormulas para obtenerla:
[ =
Evalua la derivada anterior en x = 1

[y =

Por lo tanto, la pendiente de la tangente es

tangente g

Paso 3: sustituye los valores obtenidos en la for-
ma punto-pendiente y — y = m (x — x,)

Paso 4: despeja la variable y de la ecuacién an-
terior.



‘A -trabajar!

ta'm:idol Obtén la ecuacién de la recta tangente a f(x) = enel punto (2, _).

1
V8—x?
Paso 1: jcuentas con las coordenadas del punto de tangencia? X, = Y, =

Paso 2: para encontrar la pendiente de la tangente, ;qué debes hacer?

Utiliza las propiedades y formulas para obtener la derivada de la funcién dada.

f'(x) =

Evalua la derivada anterior en el valor de x = 2.

f'(2) =

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente esm =

tangenteg

Paso 3: sustituye los valores obtenidos en la forma punto-pendientey —y, = m (x — x,).

Paso 4: despeja la variable y de la ecuacién anterior.

La ecuacién de la recta tangente es:

qel'cb'ol Obtén la ecuacién de la recta tangente a f(x) = x In x en el punto donde x = 1.

Paso 1: jcuentas con las dos coordenadas del punto de tangencia?

{Qué debes hacer para encontrar la coordenada que falta?

iEncuéntrala!




El punto de tangencia es x, = o =

Paso 4: ;cdmo se puede obtener la pendiente de la tangente?

Utiliza las propiedades y férmulas para obtener la derivada de la funcion.

f'(x) =

Evalta la derivada anterior en el valor de x = 1.

/(1) =

Por lo tanto, la pendiente de la tangente es m =

tangenteg

Paso 3: sustituye los valores obtenidos en la forma punto-pendientey —y, = m (x — x,).

Paso 4: despeja la variable y de la ecuacién anterior.

La ecuacién de la recta tangente es:
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Como obtener la razon de cambio
de una funcion

Cuando comenzamos a estudiar las derivadas tam-
bién aprendimos que desde un punto de vista fisi-
co la derivada representa la razén instantinea de
cambio de una funcién, también conocida como
velocidad, rapidez, ritmo o razén de cambio en un
valor especifico.

Ahora utilizaremos este hecho y las propiedades
y férmulas para derivar, a fin de obtener la rapidez,
razén o velocidad con la que cambia una funcién
en un instante en particular.

De acuerdo con los datos del INEGI,
en 2000 la poblacién de México era
T . de 97.4 millones de habi-
tantes y crecia a una tasa
de 1.6% anual (Fuente:
Atlas de geografia univer-
sal, educacién primaria,
SEP, 2000). Si la tasa de
crecimiento no ha cambiado, la poblacion de Méxi-
co puede representarse con P(x) = 97.4(1.016)",
donde x se mide en afios a partir de 2000. ;Con qué
rapidez creci6 la poblacién en 20037

En la seccion 3.1 resolvimos este mis-

mo ejemplo utilizado la definicién

de derivada, sin embargo ahora lo haremos usando
férmulas y propiedades para derivar funciones.

Recuerda que rapidez es equivalente a la derivada,
asi que para obtener la rapidez con la que crecera la
poblacién en 2003, primero debemos encontrar
la derivada de la funcién P(x) = 97.4(1.016)*y des-
pués se evalta en x = 3 ya que la variable x se mide
en afios a partir del 2000.

La derivada de la poblaciéon es P'(x) = 97.4
(1.016)*In (1.016)

Evaluando la derivada en x = 3 se tiene
P'(3) = 97.4 (1.016)* In (1.016) = 1.6214689.

Concluimos que la rapidez con la que crecid la
poblacién de México en 2003 fue de 1.6214689
millones de personas por afio.

“““‘ Cuando nos piden encontrar la

velocidad, rapidez o razén instan-

tdnea de una funcién, es impor-
tante recordar que, para obtenerla, primero debe-
mos derivar la funcién y después evaluar dicha
derivada en el instante que nos piden.
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A trabajar!

tja'ddoi La poblacion de México, en millones de personas, durante la década de 1980 estaba dada por
P(t) = 68.4(1.026), con t medido en afos a partir de 1980.

¢Con qué rapidez crece la poblacién en 19867

Solucién {Qué debes hacer para contestar la pregunta?

'

{En qué instante (valor de t) te piden calcular la rapidez?

iEncuéntrala!

qel'ciciol El nimero de personas que escucha un rumor en un cierto poblado esta dado por N(t)=+t* +1,
donde t son los dias a partir de que el rumor iniciéd y N se mide en cientos de personas.
¢Con qué rapidez aumenta el nimero de personas que escucha el rumor, una semana después de que éste se
inicié?

;Qué debes hacer para contestar la pregunta?

{En qué instante (valor de t) te piden calcular la rapidez?

iEncuéntrala!
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Conjunto-de ejercicios

de practicar3:6

En los problemas 1 al 6, encuentra la ecuacion de la
recta tangente de la funcién dada en el punto indi-
cado. Dibuja la grafica de la funcion y de la recta tan-
gente en los mismos ejes.

1. f0)=Vx’+1enx = -2

2. fx)=e*In(x+ 1) en (0, 0)
3. fx) =2"en(1,1)
4

. gx) =x2e*en(1,e)

enx =2

5. g(x)=
xInx

6. h(x)=In (l) enx=3
X

En los problemas 7 al 15 encuentra la ecuacion de la
recta tangente a la funcion dada en el punto indicado.

7. f(x)=L enelpunto(3,__)
X+1

8. f(x) = e 8 en el punto (0, €?)

3142

t

e
10. g(y)=32y*+8 eny=0

1
11. n(x) = x*¢* en el punto (1,—)
e

9. f(t)=

en (0, 3)

X

e
x(2%)
13. h(x) = 5x3+8x+8)"?enx =2
14. g(x) = (1.024)* en (0,1)

12. g(x)= enx =3

15. glx) = 16X2enx=%

En los ejercicios 16 al 30 realiza lo que se te pide.

16. Si g es la cantidad producida de cierto articulo, la
funcién de costos esta dada por C(g) = 1000 +
3e%%9, todo en dolares. ;Con qué rapidez aumenta
el costo cuando g = 100?

17. Lafuncién de costos total, en pesos, de una fabrica
de zapatos esta dada por C(q) = 20000 + 5(2)°2%7
en donde q es la cantidad de pares de zapatos pro-
ducidos. Encuentra el costo marginal cuando se
han producido 500 pares de zapatos.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

T —
I &
I
I
e N @ 000
\inaAn_ .- v @20
Uik wWw 000000

El saldo en una cuenta bancaria aumenta expo-
nencialmente de acuerdo con la funcion S(t) =
1000 (1.000219)! ddlares, donde t son los dias desde
que se abri6 la cuenta el 1 de agosto de 2002. ;Cual
es la rapidez con la que aumentard el saldo en la
cuenta al final del sequndo mes?

El saldo de una cuenta bancaria aumenta expo-
nencialmente de acuerdo con la funcion S(t) =
12000 e%%7>t dolares, donde t son los anos desde
que se abrid la cuenta en 2004. ;Cuadl es la rapidez
con la que aumentard el saldo en 20077

La funcion de demanda para ciertas computadoras
portatiles estd dada por P(x) = —0.3x> — 2x + 70,
donde P es el precio unitario en délares y x son las
unidades demandadas. ;Cudl es la razén de cam-
bio del precio unitario si la cantidad demandada
son 3000 computadoras?

La funcién de demanda para una fabrica de llantas

esta dada por D(t)= >0000
3t+10

,donde D es la cantidad

de llantas demandadas a los t meses. ;Cudl es la ra-
z6n de cambio de la demanda en el primer afo?

La poblacién de China, en miles de millones
de personas, a partir de 2003 esta dada por
P(t) = 1.287(1.00595)!, con t medido en anos. ;Cual
es larapidez a la que crecera la poblacién en 20077

La poblacién de Alemania, en millones de personas,
apartirde 2004 estd dada por P(t) = 83.537(1.0067)’,
con t medido en anos. ;Con qué rapidez crecera la
poblacién en 20107

La utilidad en pesos de una empresa que se dedica
a la venta de libros de matematicas esta dada por
Ulx) = 0.9x2 + 2x*2 —12, donde x es el nimero de
libros vendidos. ;Cudl es la utilidad marginal si se
venden 150 libros?

La utilidad en miles de pesos de una empresa ace-
rera esta dada por U(x) = 5x* + 2x'2 —20, donde
x es el niumero de toneladas de acero vendidas.
;Con qué rapidez cambia la utilidad si se venden
20 toneladas?

La productividad mensual P de un empleado de
una maquiladora de ropa (en unidades produ-
cidas) estd en funcion del nimero de afos de
servicio t. La funcién de productividad esta dada
por P(t) = 225 + 40t — t2. ;Cudl es la productividad
marginal a los 15 afos de servicio?




27. Se estima que la produccion semanal, en kilogra-
mos, de una tortilleria esta dada por

P(n) = —n? + 2100n,
donde n es el numero de trabajadores. ;Cual es la

29.

Los ingresos mensuales en délares de una empresa

estan dados por /(q)=45g+g+/q° + 4, donde g son
las unidades vendidas. ;Cual es la razén de cambio
del ingreso en relacion con el nimero de unidades

produccién marginal si emplea a 12 trabajadores? vendidas cuando g = 207

30. Estudios médicos determinaron que el peso en
miligramos de un tumor canceroso esta dado por
w(t) = 3" — 21 + t2, donde t estd medido en me-
ses. Determina con qué rapidez crece el tumor a los

6 meses de haberse detectado.

28. Los ingresos diarios en miles de pesos de una em-

presa citricola estan dados por
I(g) = 12.5g — 0.125¢?,

donde g representa los litros de jugo de naranja
vendidos. ;Cual es el ingreso marginal si se vendie-
ron 40 litros?

3.7

Interpretacion de la derivada
en términos practicos

Cuando nos dicen que la derivada nos da informacién acerca de larapidez, razén o velocidad instantdnea
de cambio, a menudo no nos queda muy claro lo que eso significa; nuestro propdsito en esta seccién
es ayudarte a interpretar el resultado de una derivada, es decir, explicar lo que significa en términos
préacticos el resultado obtenido.

Analicemos la siguiente situacion. Es obvio que aumenta, ;verdad? Precisamente
esa informacién es la que nos da la derivada. El
resultado obtenido al derivar la funcién de costo y
sustituir el numero 100, representa el aumento en
el costo por producir una calculadora mas.

Si tenemos que C'(100) = 70, esto significa que
el costo de produccién aumenta en 70 pesos si
se produce una calculadora mas, después de pro-
ducir 100.

Con los datos anteriores podemos encontrar el
costo de producir 101 calculadoras:

iA reflexionar!

La funcién C = f(q) representa
el costo C (en pesos) de produ-
cir g calculadoras. Suponga-
mos que cuando se producen
100 calculadoras, el costo de
produccién es de 8000 pesos,

lo que en notacién funcional puede expresarse como

C(100) = 8000.

(Qué esperarias que sucediera con el costo, si se
produce una calculadora mds?, ;permanece igual?,

(aumenta o disminuye?

Costo de produccion
101 calculadoras =

Costo de produccion
100 calculadoras

Aumento en el costo por producir
producir una calculadora mas
después de 100

+
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En simbolos quedaria como: C(101) = C(100) +
C'(100).

Entonces, ;cudl es el costo de producir 101 calcu-
ladoras?

“°“ En Economia a esta derivada se le
llama costo marginal.

En general, la derivada evaluada en un punto
f'(a) nos dice cudnto cambia la funcion (es decir,
cudnto aumenta o disminuye), cuando la variable
independiente se incrementa una unidad a partir
del valor indicado a.

Cuando el signo de la derivada es positivo, sig-
nifica que la funcién aumenta; si es negativo, signi-
fica que la funcién disminuye.

. ) . d
La notacién alternativa de la derivada % nos

dx
ayuda a determinar las unidades en que ella se
mide; dichas unidades se obtienen dividiendo las
unidades de la funcién (variable dependiente) en-
tre las unidades de la variable independiente, tal y
como la notacién lo indica.

Identificar correctamente las variables depen-
diente e independiente y conocer las unidades en
que éstas se miden nos ayuda a interpretar el signi-
ficado de la derivada en términos précticos, es de-
cir, a explicar su significado en términos de lo que
la funcion y la variable independiente representan.

En México, todos los habitantes

que poseen un automévil deben
pagar cada afio un impuesto llamado fenencia. El
impuesto / (en miles de pesos) que se paga por un
automovil es una funcién del tiempo ¢ (en afios) que
ha transcurrido desde que éste se compro. ;Cudl es
la interpretacion practica de I'(3) = —0.83?

Lo primero que debemos hacer es

identificar tanto la variable inde-
pendiente como la dependiente y las unidades en
que se mide cada una de ellas.

En este ejemplo, el impuesto depende del tiem-
po, asi que la variable independiente es el tiempo ¢
y se mide en afios, mientras que la variable depen-
diente es el impuesto I que se paga por el automévil
y se mide en miles de pesos.

Ahora podemos encontrar las unidades en que se
mide la derivada.
Utilizando la notacién alternativa para la deriva-

dl
da se tiene que I’(¢) = o por lo tanto, las unidades

de la derivada son M.

afios
Por ultimo, para dar la interpretacion practica de
I'(3) = —0.83 hay que tomar en cuenta que el ni-

mero 3 corresponde al tiempo y que el —0.83 corres-
ponde al cambio en el impuesto. Ademads, como se
trata de un ndmero negativo, entonces nos indica
una disminucion.

Cuando el tiempo que ha transcurrido desde que
se comprd un automévil se incrementa de 3 a 4 afios,
el impuesto que se paga disminuird en 0.83 miles de
pesos aproximadamente.

Podemos mejorar la redaccién anterior si con-
vertimos en pesos la expresion “0.83 miles de
pesos’:

0.83 miles de pesos = 0.83 X 1000 = 830 pesos.

Ademas, debemos estar conscientes de que estos
830 pesos no representan el impuesto ni del tercero
ni del cuarto afio, sino lo que se espera que el im-
puesto cambie entre el tercero y cuarto afio poste-
riores a la compra del automévil.

Por lo tanto, la interpretacion practica para la
expresion I'(3) = —0.83 podriamos describirla como
sigue.

La tenencia que se pagara 4 afios después de
haberse comprado un automévil, serd aproximada-
mente de 830 pesos menos de lo que se pagd el
tercer ano. Por ejemplo si el tercer afio se paga-
ran $2 000 de tenencia, en el cuarto ano se pagaran
$1 170 aproximadamente.

El siguiente esquema te ayudard a identificar, en
la expresion f'(a) = b, los valores que correspon-
den a las variables dependiente-independiente, asi
como el cambio que ocurre en cada una de ellas.

f(@)=b

7

Variable independiente

69

cambia de “a” a
“a + 17 unidades

Variable dependiente
cambia “b” unidades
aproximadamente
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/A-trabajar!

Supén que el peso W de una persona (en kilogramos y medido cada mes) esta en funcién del
tiempo t de ejercicio, en horas, que realiza diariamente. Es decir, W = f(t).

qerddol
Completa los espacios en blanco.

a) ;Cual es la variable independiente?

(En qué unidades se mide?

b) ;Cudl es la variable dependiente?

(En qué unidades se mide?

¢) ¢Cudles son las unidades de la derivada f'(t)?

d) ;Cémo esperas que sea el signo de f'(t)? Justifica tu respuesta.

e) Escribe la interpretacion en términos practicos de f'(1) = —4.

qercidol Los ingresos | de una empresa por la venta de automéviles, medidos en miles de doélares, estd en
funcién de sus gastos de publicidad g, medidos en cientos de ddlares. Es decir, | = f(g).

a) ;Cual es la variable independiente?

(En qué unidades se mide?

b) ;Cual es la variable dependiente?

(En qué unidades se mide?

¢) ¢Cuales son las unidades de la derivada f'(g)?

d) ;Cémo esperas que sea el signo de f'(g)? Justifica tu respuesta.

e) Escribe el significado practico de f'(9) = 20

En Economia, a esta derivada se le llama ingreso marginal. Investiga este concepto y escribe tu interpretacion.

f) ¢Qué significa la expresion f(9) = 150?

¢) ;Cual es el ingreso obtenido si se gastan 1000 délares en publicidad? Explica cdmo lo obtuviste.
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Conjunto-de ejercicios

|
| J
-
|
»

A

de practicar3:.7

En los siguientes ejercicios realiza lo que se indica.

1.

La temperatura T, en grados centigrados, de un re-
fresco de lata que se pone a enfriar esta en funciéon
del tiempo t, en minutos, que permanece en el re-
frigerador; es decir, T = f(t).

Determina:

a) Unidades de f'(t)

b) Signodef'(t)

¢) Lainterpretacién practica de f'(t)

La temperatura T, en grados Farenheit, de un pavo
que se pone a hornear esta en funcion del tiempo
t, en minutos, que permanece en el horno; es decir,
T = f(t).

Determina:

a) Unidades de f'(t)

b) Signodef'(t)

¢) Lainterpretacién practica de f'(30) = 7

Imaginemos que el peso corporal de una per-
sona (tomado cada mes) estad en funcién Unica-
mente de la cantidad de calorias que consume
diariamente en su alimentacion. Si W es el peso,
dado en kilogramos, y ¢ son las calorias, dadas en
miles de calorias, la funcidn se representa como
W= f(c).

Determina:

a) Unidades de f'(c)

b) Signo de f'(c)

¢) Lainterpretacién practicadef’'(2) = 3

El peso en miligramos de un tumor canceroso esté
en funcién del tiempo t, medido en meses; es decir
W = f(t).

Determina:

a) Unidades de f'(t)

b) Signodef'(t)

¢) Lainterpretacién practicade W'(2) = 2.3

En cierta compafia, el ingreso obtenido depende
de la cantidad de articulos vendidos. Si el ingreso /,
se mide en miles de pesos y la cantidad de articulos
vendidos g se mide en cientos de unidades, pode-
mos expresar la funcion como I = f(q).

Determina:

a) Unidades de f'(q)

b) Signo de f'(q)

¢) Lainterpretacién practica de f'(20) = 50

6.

10.

11.

12.

Los ingresos diarios, en miles de pesos, de una em-
presa avicola estan en funcion de cientos de doce-
nas de huevos vendidos; es decir, | = f(h).

Determina:

a) Unidades de f'(h)

b) Signo de f'(h)

¢) Lainterpretacién practica de f'(200) = 0.80

. Las utilidades mensuales de una embotelladora de

agua purificada, medida en miles de pesos, depen-
de del numero de garrafones vendidos, medido en
cientos de unidades; es decir U = f(g).

Determina:

a) Unidades de f'(g)

b) Signo def'(g)

¢) Lainterpretacion practicade f'(135) = 1.2

Las utilidades, en miles de pesos, de una empresa
acerera estan en funcion de las toneladas de acero
que vende; es decir U = f(a).

Determina:

a) Unidades de f'(a)

b) Signo de f'(a)

¢) Lainterpretacion practica de f'(20) = 6

La funcion de costos mensuales en délares, de un
fabricante de reproductores de CD, depende de la
cantidad de aparatos fabricados; es decir, C = f(r).

Determina:

a) Unidadesdef'(r)

b) Signodef'(r)

¢) Lainterpretacién practica de f'(350) = 50

Los costos anuales, en millones de pesos, de un
agricultor estan en funcién de las toneladas de
maiz producidas; es decir, C = f(m) .

Determina:

a) Unidades de f'(m)

b) Signodef'(m)

¢) Lainterpretacion practicade f'(47) = 1/2

La poblacién, en miles, del oso blanco en el Polo
Norte estd cambiando en funcion de los afos t,
de acuerdo con la funcién P(t) = 80(0.96). Obtén
P’'(12) y su interpretacion practica.

La poblacién en miles de cucarachas de cierta ciu-
dad depende de las toneladas de basura que se ge-
neran, la cual puede determinarse por la siguiente
funcion: P(b) = 2e°%, Obtén P’(4) y su interpreta-
cién practica.




13.

14.

15.

16.

17.

El saldo de una cuenta bancaria, en miles de pesos,
estd dado por la siguiente funcion: S(t) = 25e%%%,
donde t son los aios que dura la inversion. Obtén
S'(5) y su interpretacién practica.

El saldo de una cuenta bancaria, en millones de
pesos, esta dado por la siguiente funcién: 5(t) =
15(1.0824)t, donde t son los afos que dura la inver-
sion. Obtén S'(3) y su interpretacién practica.

El valor en cientos de pesos de una camioneta esta
dado por V(t) = 240(0.65)' + 8, donde t es el tiem-
po en anos transcurridos desde su compra. Obtén
V'(2) y su interpretacion practica.

La masa en gramos de una sustancia radiactiva estd
dada por la siguiente funcion: M(t) = 730e %%,
donde t es el tiempo, medido en dias. Obtén M’(30)
y su interpretacion practica.

Los ingresos semanales de un fabricante de salas
estan dados por I(g) = 4800g + g* pesos, donde
g son las unidades producidas. Actualmente el
fabricante produce 100 unidades semanales y pla-
nea aumentar la produccidon semanal en una uni-
dad. Estima el ingreso adicional que generard este
aumento en la produccion.

3.8

18.

19.

20.

En cierta fabrica, la produccién diaria en cientos
de unidades estd dada por la siguiente funcién:
P(k) = 6k'?, donde k representa la inversion de
capital, medido en miles de dodlares. La inversién
actual es de 400000 dolares. Estima el efecto que
una inversién adicional de 1000 ddlares tendrd en
la produccion diaria.

Cierto teatro tiene una capacidad de 1 000 butacas
y cada boleto se vende en 50 pesos. Actualmente
se tienen vendidos 680 boletos y la experiencia ha
demostrado que por cada disminucion de 5 pesos
en el costo del boleto, el nimero de lugares vendi-
dos aumenta en 10.

a) Expresa el ingreso en funcién del precio del
boleto.
b) Obtén I'(38) y su interpretacién practica.

Los costos, en pesos, de una empresa estan dados
por C(x) = 0.05x2> — 8x + 4000, donde x represen-
ta cientos de unidades producidas. Si se sabe que
cada unidad se vende en 530 pesos,

a) encuentra la utilidad en funcién del nimero de
unidades vendidas.
b) obtén U’(400) y su interpretacién practica.

La derivada como estrategia

para obtener limites
de funciones

existia o no.

En la unidad anterior aprendiste que una de las estrategias mds comunes para obtener el
valor limite de una funcidn es sustituir, en la funcidn, el valor de x que se esta analizando.
Sin embargo, al hacer esto, es comun obtener como resultado algunas formas llamadas

. . 0 oo .. . . . .
indeterminadas, como:6 0 —;; para eliminar dichas indeterminaciones se utilizaban al-
oo

gunas estrategias algebraicas como factorizar o dividir la expresion entre la variable de
mayor potencia que aparecia en el denominador, para posteriormente decidir si el limite
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En esta seccion se presenta una poderosa herra-
mienta, llamada regla de L’Hopital, mediante la
cual puede obtenerse el valor limite de una funcién
utilizando el concepto de derivada.

A continuacién se enuncia dicha regla para eva-
luar limites que dan como resultado la forma inde-

terminada —.
0

Regla de L’Hopital
Sean fy g funciones cuya derivada existe
en un intervalo abierto / que contiene
al punto x = ay que ademas se cumple

que f(a) = 0, g(a) =0y g'(a) # 0.

Entonces se tiene que [im @ = lim f(x)’

X—>ag(x) X—ag'(x)

,

ya sea que lim exista o no exista.

X—a g’(x)

Cabe aclarar que esta regla también puede apli-
carse en los siguientes casos:

e Para evaluar el limite de una funcidn cocien-
X

o L)
g(x)

las siguientes formas indeterminadas

que dé como resultado cualquiera de

e Para evaluar el limite de una funcién cociente

X
M cuandox = a,x = a",x = a~ endon-
8(x)
de a puede ser cualquier nimero real, o bien,

cuando x — + oo, x — — oo,

Lo que esta regla establece es que si al evaluar
S(x)
g(x)

el limite de una funcidn cociente se obtienen

+ o
cualquiera de las formas indeterminadas 0 0o —

I oo
el valor del limite se puede calcular derivando por
separado las funciones del numerador y del deno-
f'(x)
g'(x)
va funcién. Los siguientes ejemplos servirdn para
ilustrar la forma en que se utiliza esta regla.

minador

y evaluando el limite de esta nue-

. osenx
Calcula el valor de lim .

x—=0 X
- En la unidad anterior se analizé este

limite tanto en forma grafica como
por medio de una tabla de valores y se obtuvo el
nimero 1 como valor de dicho limite. Ahora, se ob-
tendrd el valor de este limite mediante la regla de
L’ Hopital.

Paso 1: verificar si el limite dado cumple con
las condiciones para aplicar la regla de
L’ Hopital.

nx

) .. se
Al evaluar directamente la funcién enx =20

X

) sen 0 .
se obtiene 0 que corresponde a la forma inde-

terminada g, por lo tanto, es vélido aplicar la regla
de L’Hopital.

Paso 2: derivar por separado la funcién del nu-
merador y la funcién del denominador.

sen x Derivada del numerador CcoSs x

lim

=0 x Derivada del denominador 1

\J

Paso 3: evaluar el limite de la funcion resultante.

Al evaluar el lim cos X se obtiene cos 0 = 1 =1

x—0 1

COS X

sen x
Por lo tanto, lim =1lim 1

=0 x =0 ]

Calcula el valor de lim Ltz
x—n/2 [t _ (71'/ 2)]

Paso 1: verificar si el limite dado
cumple con las condiciones para apli-
car la regla de L’ Hopital.

cos ¢t

menx=ﬂ/2se

Si se evalua la funcion

cos(m/2)
[(7/2)—(m/2)

., . ) 0
sién da como resultado la forma indeterminada 6,

obtiene al simplificar esta expre-

por lo tanto, es valido aplicar la regla de L’Hopital.
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Paso 2: derivar por separado la funcién del nu-
merador y la funcién del denominador.

Derivada
del numerador
m cos ¢ Derivad >  —sent
— erivada T
o [t - (”/ 2)] del denominador Z[t - (ﬂ"/ 2)]

Paso 3: evaluar el limite de la funcion resultante.

, —sen (7) .
Al evaluar el lim ———————— se obtiene
=2 () —(m/ 2)]
—sen(7/2) -1
2[(m/2)—(m/2)] O
. constante
Este resultado tiene la forma T quesa
bemos tiende a oo.
Por lo tanto,
cos ¢ , —sent

lim = lim =o0
=r2[t— (/) 2)]  wn22[t—(m/2)]

2
Calcular el valor de lim {M}
X—>+oo X

Paso 1: verificar si el limite dado
cumple con las condiciones para
aplicar la regla de L’ Hopital.

Si se analiza por separado el comportamiento
de la funcién del numerador y la del denominador,
cuando x — oo se obtiene la forma indetermina-

+ oo 1 .
da —, por lo tanto, es vélido aplicar la regla de

+ oo
L’ Hopital.

Paso 2: derivar por separado la funcién del nu-
merador y la funcién del denominador.

Derivada
) (1 n x)z del numerador > 2(ln x)(l /x)
lim Derivada 5
X400 X > 1
del denominador
o . . 2(Inx)
al simplificar esta expresion se obtiene ——.
X
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Paso 3: evaluar el limite de la funcion resultante.

Al evaluar el lim {M} sucede que vuelve

X—>too X

. . + oo
a dar como resultado la forma indeterminada ——.

—+ oo
“““ Cuando al evaluar la expresion
& vuelve a obtenerse una

g'(x)

forma indederminada del tipo 9 0 +—°°, se

+ oo
puede aplicar nuevamente la regla de L"Hopital,
es decir, se deriva por separado el numerador, el
denominador y se evalda el limite en la expre-
sion resultante, esto se hace rantas veces como
sea necesario, hasta que la forma indeterminada
desaparezca.

Por lo tanto, en este ejemplo se deberd derivar
nuevamente el numerador y el denominador.

i {2 (In x)

>

Derivada del denominador 1

>

X—>too

Derivada del numerador ) (1 /x)
X

o 2
que al simplificarla queda como =, como el nume-
X

rador es el nimero 2, puede decirse que ha desapa-
recido la forma indeterminada.
Al obtener el limite en esta dltima expresion se
tiene que:
L2 constante
lim — da como resultado la forma ————— que

X—>+oo X +o0

sabemos tiende a cero. Por lo tanto, el proceso an-
terior puede resumirse como sigue:

lim {M} — lim [M} — lim 2 =0,

X—>+oo X X—>+oo X X—>teo )
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X —X

¢ o, , e _e
qen:laol Calcula el valor de lim ———,
x50 sen X

Paso 1: verifica si el limite dado cumple con las condiciones para aplicar la regla de L'Hopital.

{Qué debe suceder para aplicar la regla de L'Hopital?

Comprueba si esto sucede:

De acuerdo con el resultado obtenido, jes valido aplicar la regla de L'Hopital?
Pasos 2y 3: utiliza la regla y obtén el valor del limite.

(Cual es la derivada de la funcién del numerador?

{Cual es la derivada de la funcién del denominador?

Aplica la regla de L'Hopital:

X —X

, e“—e
Resultado final: im ———=
x=0  sen x

tanx —x

tjercicioz Calcula el valor de lim ——=—=
X0 X —sen x

Paso 1: verifica si el limite dado cumple con las condiciones para aplicar la regla de L'Hépital.

{Qué debe suceder para aplicar la regla de L'Hopital?

Comprueba si esto sucede:

De acuerdo con el resultado obtenido, jes valido aplicar la regla de L'Hépital?

Pasos 2y 3: utiliza la regla y obtén el valor del limite.

(Cual es la derivada de la funcién del numerador?

{Cual es la derivada de la funcién del denominador?

Aplica la regla de L'Hopital:




tanx—x_

Resultado final: lim
x=0 X —sen x

, o, y — —
qa'aaoi Calcula el lim #.
y—0 y

Paso 1: verifica si el limite dado cumple con las condiciones para aplicar la regla de L'Hopital.

;Qué debe suceder para aplicar la regla de L"Hopital?

Comprueba si esto sucede:

De acuerdo con el resultado obtenido, ;es vélido aplicar la regla de L'Hopital?

Pasos 2y 3: utiliza la regla y obtén el valor del limite.

;Cudl es la derivada de la funcién del numerador?

;Cudl es la derivada de la funcién del denominador?

Aplica L'Hopital:

Yy _1_
Resultado final: lim e_zy:
y—0 y

, . , X
qeracxvl' Calculael lim ————.
x=te (In x)” +2x

Paso 1: verifica si el limite dado cumple con las condiciones para aplicar la regla de L'Hopital.

;Qué debe suceder para aplicar la regla de L'Hopital?

Comprueba si esto sucede:

De acuerdo con el resultado obtenido, ;es vélido aplicar la regla de L'Hépital?

Pasos 2y 3: utiliza la regla y obtén el valor del limite:

;Cudl es la derivada de la funcién del numerador?

¢Cudl es la derivada de la funcién del denominador?

Aplica la regla de L'Hopital:

Resultado final: lim ————=
x=+ (In x)° +2x
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Otras formas indeterminadas

Si al evaluar un limite éste da como resultado cual-
quiera de las formas eoc — o0 0 ( * oo, éstas tam-
bién se llaman indeterminadas y es claro que no
cumple con las condiciones para aplicar la regla
de L'Hopital. Sin embargo, mediante operaciones
algebraicas adecuadas se pueden transformar en
funciones cociente, de tal forma que al evaluar el
limite se obtenga como resultado alguna de las

. . 0 + p -
formas indeterminadas — 0 =~ y asi poder utilizar
0 +oo
la regla de L"Hopital. Los siguientes ejemplos ser-
virdn para mostrar lo anterior.

Calcula el valor de lim x - csc x.
x—0"
Si se sustituye directamente x = 0 en

la funcién x + csc x se obtiene la for-
ma indeterminada 0 - e y por lo tanto no cumple con
las condiciones para aplicar la regla de L’Hopital.

Sin embargo, se sabe que la funcién cscx = ;
sen x

al sustituir esta expresion en el limite dado, se
obtiene:

, , X
limx-cscx = lim
x=0" x—0" Sen x

. X .
Al sustituir x = O en , se tiene que la forma
sen x

. . .0
indeterminada cambi6 a 0 por lo tanto, ahora ya se

puede aplicar la regla de L' Hopital.
Deriva por separado la funcién del numerador y
la funcién del denominador y evalda el limite:
1 1

, X ,
lim = lim = =1
=0 senx x-0°cosx cosO

Calcula el valor de lim (x —1+x )

.E X—>too
En esta funcién es claro que si

Xx — + oo el limite da como resulta-
do la forma indeterminada o — oy, por lo tanto,
no cumple con las condiciones para aplicar la regla
de L’Hopital; sin embargo, si se utiliza la estrategia
racionalizacién de funciones, es posible convertir la
resta de funciones en un cociente, es decir,

(x—\/1+x)(x+\/1+x)

x—=+l+x= =
x+\/1+x

xz—(1+x)_ x—x-1

x+\/1+x x+\/l+x '

Al analizar lo que ocurre con la funcién

x—x-1
———— cuando x — + oo, se sabe que tanto la
x+v1+x

funcién del numerador como la del denominador
también tienden a infinito, por lo que ahora tiene

la forma indeterminada —— y ya se puede aplicar
+ oo
L’ Hopital.
Deriva por separado la funcién del numerador y
la funcién del denominador y evalda el limite:

lim (x—\/E)z

X—>+oo

oxt=x-1 i 2x—1 + oo )
lim = lim = = =+
xa+oox+\/1+x X—>+oo 1 1 1+0
1+ 1+
21+x + oo
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/A trabajar!

tju'ckiol Calcula el lim (tan x —1)sec 2x.
x—1/4

Al evaluar la funcion en x = /4, se obtiene:

De acuerdo con el resultado obtenido, ;es valido aplicar la regla de L'Hopital?

;Qué estrategia algebraica puedes utilizar para transformar la funcion de tal forma que pueda aplicarse la regla de
L'Hépital?

iResuélvelo!

Resultado final: lim (tan x —1)sec x =

x—n/4

, o, . 1 1
qaaooz Calcula el lim (—— j
x>0\ X senx

Al evaluar el limite en x = 0, ;qué resultado se obtiene?

De acuerdo con el resultado obtenido, ;es valido aplicar la regla de L'Hopital?

;Qué estrategia algebraica puedes utilizar para transformar la funcion de tal forma que pueda aplicarse la regla
de L'Hopital?

iResuélvelo!

Resultadoﬁnal:h’m[l— L ):
x=0\ X sen x
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Conjunto de

de practica

1.

. lim

., 5cosx
lim
x>m/2 QX — T

, 2x
lim
x=0 tan x

tanx—x

x>0 senx

sen (6/x)

m
X—>+oo (]/X)

5]
lim —
X—too @

'E]
. -
= J\

—

Determina el valor de cada uno de los siguientes
limites.

6.

10.

X
lim —
X—too 3¥
., 0O—senf
lim 5
60 tan® @

. tan x
lim
x=(n/2)-]n (COS X)

lim tan x * In (2x)
x—0

) ( 3 2]
lim ——
x>0 sen X X

[ | IA"IE'A‘E-;—




Temas

En nuestra vida diaria es comun escuchar
o ver situaciones que presentan cambios
en su comportamiento, por ejemplo, de ser
creciente cambia a ser decreciente, o vice-
versa. Cuando uno de estos comportamien-
tos se presenta, la funcién que representa
a esa situacion alcanza un nivel maximo o
minimo. Incluso siendo mds observadores
podemos determinar la forma en que esta
cambiando: ripido o lento; esto tiene re-
lacién con los conceptos mateméticos de
concavidad y puntos de inflexion de una

- . " —— 0 B e O
i Anvis-PRRT
Eﬁﬁﬂi [ B T T -
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ptimizacion de funciones

4.1 Coémo aplicar

la derivada a problemas
de optimizacion: maximos
y minimos de una funcién

funcién. Conocer el comportamiento de
una funcién es de gran utilidad en el area
de economia, administracién, finanzas y
muchas dreas mds, y no solamente en el
campo de los negocios, sino también en
nuestra vida diaria.

Por ejemplo, analicemos la gréfica de la
historia de consumo de electricidad en el
siguiente recibo.

La grafica muestra el consumo bimestral
en 2004 y en el afio anterior. Si analizamos
la informacién de 2003, observamos que del

- $EESE




primero al segundo bimestre hubo una disminucién
en el consumo de este bien, pero del segundo al
cuarto fue siempre creciendo, siendo el cuarto bi-
mestre donde alcanz6 su maximo, para decrecer
nuevamente en el siguiente bimestre.

Si tratamos de darle una interpretacion a esta si-
tuacioén, podemos decir que el cuarto bimestre es la
época de mayor consumo, ya que abarca la época
de verano, que es cuando se consume mas electri-
cidad en los hogares. Observa que una situacion
similar se presenta en 2004, el maximo consumo
registrado es también en el cuarto bimestre, incluso
mads que el afo anterior.

La importancia de conocer esta informacién y
hacer este tipo de andlisis es que nos permite lle-
var a cabo acciones para mejorar la situacion; por
ejemplo, evitar que el proximo afio el consumo se
comporte de esa forma. Al minimizar los costos,
nuestra economia se verd beneficiada. A esto se le
llama optimizar.

En este caso, el problema planteado fue posi-
ble de resolver (sin tener ninglin conocimiento

matematico) realizando un sencillo andlisis de la
situacion, utilizando la informacién que se presen-
ta en la grafica y nuestro sentido comun, pero en
otras dreas como economia o finanzas no es asi de
sencillo, por lo que es necesario conocer un mé-
todo formal que nos permita resolver este tipo de
situaciones.

En esta unidad utilizaremos las derivadas para re-
solver este tipo de problemas: la optimizacion de fun-
ciones. Si conocemos la funcidn, encontraremos el o
los puntos donde ocurre su valor maximo o minimo
y analizaremos también su comportamiento; es decir,
si la funcion estd creciendo o decreciendo. Aborda-
remos algunos problemas de aplicacion del area
de economia donde encontraremos con qué nivel de
produccién se obtiene un ingreso maximo, se mini-
mizan los costos o se obtiene la maxima utilidad.

También estudiaremos los conceptos de punto
de inflexién y concavidad, donde mediante una si-
tuacion de la vida real interpretaremos el significado
de estos conceptos respecto al comportamiento de
la funcién.




4.1

Coémo aplicar la derivada
a problemas de optimizacion:

MAaximos y minimos
de una funcién

Una de las aplicaciones de las derivadas es la resolucién de problemas de optimizacion;
es decir, para encontrar los puntos donde la funcién tiene un valor maximo o un valor
minimo. Este tipo de problemas es muy importante en el campo de la administracion,
por ejemplo, cuando deseamos obtener el nivel de produccién con el que se obtiene el
ingreso maximo, la utilidad méaxima o los costos minimos de produccién, por mencionar
algunas de las muchas aplicaciones.

En esta seccién estudiaremos los maximos y minimos locales o relativos; se les
Ilama locales porque son el punto maximo o minimo en un intervalo de la grafica.

En la unidad anterior vimos que una funcién tiene
un maximo en el punto donde su gréfica cambia de
creciente a decreciente, y un minimo si sucede lo
contrario; es decir, la grafica de la funcién cambia
de decreciente a creciente.

Con base en lo anterior, observa la grafica y con-
testa lo que se te pide:

(En qué valores de x la funcién tiene un valor
maximo?

(En qué valores de x la funcién tiene un valor
minimo?
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Decimos que la funcion f (x) tiene un valor

maximo local (o relativo) en x = a, si se cumple

que el valor de la funcion en ese punto es mayor

o igual que el valor de la funcion en cualquier
otro punto x cercano al nimero a; es decir,

f(a) = f (x).

Observa que f(x) tiene un maximo en x = 4, ya
que en ese numero el valor de la funcién es el més
alto; todos los demas valores de x alrededor de a
tienen un valor de y mds bajo.

Se le llama maximo relativo, o local, porque es
el valor més alto de la funcién en esa “seccidon’.
Observa que no estamos analizando toda la gréfica.



(Hay otro punto en el cual la funcién tenga un
maximo local?

(Cudl es?

. L

Decimos que la funcion f(x) tiene un valor
minimo local (o relativo) en x = b, si el valor de

la funcion en ese punto es menor o igual que

el valor de la funcion en cualquier otro punto x

cercano al numero b; es decir, f(b) = f (x).

Regresemos a la grafica anterior.

4

Observa que f(x) tiene un minimo local en x = b, por-
que en ese numero el valor de la funcion es el mas
bajo; todos los demds valores de x alrededor de b
tienen un valor de y mds alto.

Se le llama minimo relativo, o local, pues es el
valor mds bajo de la funcion en esa “seccion” de la
grafica. Recuerda que no estamos analizando toda
la grafica.

(Hay otro valor de x donde ocurre un minimo
local de la funcién?

“0“ En las graficas anteriores resul-

t6é sencillo determinar los puntos

que representan los maximos y

minimos de la funcién. Esto no siempre es asf,

por lo que debemos tener otra estrategia para en-
contrarlos.
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Como determinar el punto maximo
o0 minimo de una funcién

Construccion Retomemos la primera gréfica.

251

201

151

10t

. . — . . :
4 3 27 0 \x\z/s 4

Sabemos que la funcién tiene maximosen x = —3 'y
enx = 0, y minimos en x = — 1 y x = 2; dibuja
una recta tangente en cada uno de esos puntos y
contesta lo que se indica:

a) Enx = 0, ;qué valor tiene la pendiente de la
recta que dibujaste?

Dado que la pendiente de la recta tangente. es la
derivada, concluimos que f'(0) =

b) En x = —3, ;qué signo tiene la pendiente de
la recta que dibujaste?

¢) Compara tu respuesta del inciso anterior con
la respuesta de algunos de tus compaifieros.
(Todos obtuvieron la misma respuesta?

Para entender la discrepancia en los resultados
obtenidos, analicemos lo que ocurre con la deriva-
da en x = —3. Por la izquierda de x = —3, la de-
rivada es positiva, debido a que la funcién crece, y
por la derecha de x = —3 la derivada es negativa,
ya que la funcién decrece; lo anterior seria equiva-
lente a decir que la pendiente de la tangente por la
izquierda de x = —3 es positiva y por la derecha de
x = —3 es negativa. Esta es la raz6n por la que us-
tedes dibujaron rectas “tangentes” con signos dife-
rentes. En realidad en x = —3 no existe una recta
tangente, ya que las rectas que dibujaron s6lo cum-
plen con “la tangencia” por un lado de x = —3,y no
cumplen con la tangencia bilateralmente.

“m Cuando en un punto podemos dibu-
jar rectas tangentes a la curva, pero
s6lo de forma unilateral, decimos

que la derivada no existe en ese punto.




Concluimos entonces que f'(—3) no existe.

d) Enx = 2, ;qué valor tiene la pendiente de la
recta que dibujaste?

Dado que la pendiente de la recta tangente es la
derivada, concluimos que f'(2) =

e) Enx = —1, ;qué valor tiene la pendiente de
la recta que dibujaste?

Dado que la pendiente de la recta tangente es la
derivada, concluimos que f'(—1) =

De acuerdo con el razonamiento anterior, pode-
mos concluir que:

En aquellos puntos en donde la funcién tiene ma-
ximos y minimos, la derivada es cero o no existe.

“m Los puntos en los cuales la de-
rivada de una funcién es igual a

Cero o no existe, se conocen como
puntos criticos de la funcién y representan un
posible valor maximo o minimo de la funcién.

Los puntos del dominio de la funcion en los cuales f'(x) es cero o no existe, se conocen como

puntos criticos de la funcion, es decir:

f(x) = { 0

(/a derivada es cero en los valores de x en los que el numerador es cero)

no existe (la derivada no existe en los valores de x en los que el denominador es cero)

Estos representan un posible valor maximo o minimo de la funcién.

Los siguientes ejercicios nos ayudardn a com-
probar que no todo punto critico es un valor méxi-
mo o minimo para una funcién. Utilizaremos fun-
ciones muy sencillas cuyas graficas conocemos.

Construccion Obtén los puntos criticos de la
funcién f (x) = x?%, dibuja su grafica y determina si
el punto critico es un méximo, un minimo o ningu-
no de ellos.

Recuerda que los puntos criticos
son aquellos puntos del dominio de
la funcidén con los cuales se cumple que:

0

no existe

/)=

Entonces obtenemos f'(x) =

(Qué ecuacion debes resolver para obtener el
punto critico?

La solucién de la ecuacion es x =

El valor de x obtenido, ;pertenece al dominio
de la funcién? Es decir, ;la funcién existe en ese
valor?
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“0“ Para responder a esta pregunta
puedes sustituir el nimero de x en

la funcién y encontrar su valor.

(La funcién existe en ese valor?

En este valor de x la funcién puede tener un va-
lor maximo o minimo.

Ahora dibuja la grifica de la funcién f(x) = x°.

Ya que ésta es una funcién muy conocida, no
necesitamos de ningin graficador.




Observa la grafica. (En el valor de x obtenido hay
un maximo o minimo para la funcién? ;Qué es?

Construccion Obtén los puntos criticos de la
funcién f(x) = x3, dibuja su grafica y determina si
el punto critico es un maximo, un minimo o nin-
guno de ellos.

Recuerda que los puntos criticos

son aquellos puntos del dominio de
la funcién con los cuales se cumple que:

)=

no existe

Entonces, obtenemos f”(x) = .
(Qué ecuacion debes resolver para obtener e
punto critico?

La solucién de la ecuacién es x =

(El valor de x obtenido pertenece al dominio
de la funcién? Es decir, (la funcion existe en ese
valor?

En este valor de x la funcién puede tener un va-
lor maximo o minimo.

Ahora dibuja la grafica de la funcién f(x) = x°.

Debido a que se trata de una funcién muy cono-
cida, tampoco necesitamos de ningun graficador.
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(En el valor de x obtenido hay un méximo o minimo
para la funcién?

Conclusion Del andlisis anterior concluimos que
no todo punto critico es un punto maximo o mini-
mo de la funcidn.

En el ejercicio anterior utilizamos la grafica de la
funcién para determinar si el punto critico obtenido
era 0 no un maximo o un minimo para la funcién. Esto
fue fécil de visualizar, pues las funciones eran muy
sencillas; no siempre sucede asi, por lo que es nece-
sario contar con una alternativa para obtener el maxi-
mo o el minimo de una funcién. Al inicio del tema
mencionamos que una funcién tiene un mdximo en el
punto en el cual la funcién cambia de creciente a de-
creciente. Cuando esto ocurre, la derivada cambia
de positiva a negativa, y lo contrario sucede con un
punto minimo; esto significa que podemos apoyarnos
en la primera derivada para determinar si un punto
critico es un maximo o un minimo de la funcién.

A continuacién aprenderemos cémo hacerlo. Al
método para determinar si un punto critico es o no
maximo o minimo de una funcidn, se le llama crite-
rio de la primera derivada. Veamos lo que indica.
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Criterio de la primera derivada

Sea f una funcién continua en todo punto de un intervalo abierto / que contiene al nimero
x = a 'y ademds f es diferenciable en todo punto del intervalo /, excepto posible-
mente en x = a.

Si x = a es un ndmero critico de la funcién f, entonces se cumple que:

1. Sif'(x) > 0parax <ayf'(x) <O0parax> a,entonces enx = a la funcién f(x) tiene
un maximo local. El valor maximo de la funcion se obtiene evaluando la funcién en
el ndmero critico x = a, es decir, f (a).

y
Grafica de f (x)
f@ Foooo
|
I
|
f'®>0 : f@<o
| X
I}
a
“““ Observa que antes de x = a, la funcién es creciente (por eso la derivada es
“ positiva), y después de x = a la funcién es decreciente (por eso la deri-

vada es negativa). Cuando esto sucede, existe un maximo en la funcién.

2. Sif'(x) <Oparax <ayf'(x) > 0parax > a,entonces en x = a la funcion f(x) tie-
ne un minimo local. El valor minimo de la funcion se obtiene evaluando la funcion
en el nimero critico x = a, es decir, f (a).

Grdfica de f (x)

flx) <0 flx)>0

@S :
| ;
a
“““ _ Observa que antes de x = q, la funcién es decreciente (por eso la derivada
" es negativa), y después de x = a la funcién es creciente (por eso la deri-

vada es positiva). Cuando esto sucede, existe un minimo en la funcién.

3. Sif’(x) no cambia de signo alrededor de x = «, entonces la funcién no tiene méaxi-
mo ni minimo en x = a.

Optimizacion de funciones




Obtén los puntos donde ocurren los

maximos y minimos para la funcién
y proporciona el intervalo donde f(x) es creciente y
donde es decreciente.

1 2
f(x)= ZX4 —§x3.

Debemos obtener los puntos criti-
cos de la funcién, pues éstos re-
presentan los posibles mdximos y minimos de la
funcién.
Los puntos criticos se obtienen al derivar la fun-
cién; al hacerlo obtenemos:

fl(x) =x* —2x2%

La definicién de puntos criticos nos dice que los
puntos criticos son aquellos valores de x que per-
tenecen al dominio de la funcidn, con los cuales
f'(x) = 0 0f'(x) no existe.

El dominio de la funcién lo forman todos los ni-
meros reales, ya que la funcién es polinomial; por
lo tanto, la funcién existe para cualquier valor de x.

(En qué valores del dominio la derivada es cero?
Igualamos a cero el numerador de la derivada, y la
ecuacion que nos queda por resolver es:

X —=2x*=0.

Para resolverla tomamos como factor comun x?
y obtenemos:

xX*(x—2)=0.

Al igualar cada factor a cero y despejar x, obte-
nemos:

si x> = 0, entonces x = 0,
six — 2 = 0, entonces que x = 2.

Por lo tanto, x = 0 y x = 2 son los valores de
x donde hay puntos criticos. Estos representan
los puntos en los cuales la funcién puede tener un
maximo o un minimo.

(En qué valores del dominio la derivada no existe?
Recuerda que la derivada no existe en los valores
de x en los que el denominador es cero, pero como
en este caso no tenemos denominador, los tnicos
puntos criticos serdn aquellos en los que la deriva-
da es cero.

Debemos utilizar el criterio de la primera deriva-
da, para determinar si los puntos criticos son o no
maximos o minimos.

Analizaremos el signo de la derivada por la iz-
quierda y por la derecha de los valores de x obte-
nidos.

En la recta numérica marca los valores de x.

Observa que la recta se divide en tres intervalos.
Debemos determinar como es la derivada (positiva o
negativa) en cada uno de los intervalos; para lo que
tomamos un nimero dentro del intervalo y lo sustitui-
mos en la derivada (con cualquier nimero que to-
memos, el signo de la derivada serd el mismo).

Podemos escribir la informacién en una tabla de
datos de la siguiente forma:

Conclusion

acercadela
funcién:

s creciente o

decreciente

(o0, 0) P)L(Je:de_s1er f'(—=1)=-3 Negativo Decreciente

(0,2) Pu)((ed:e:er /(1) = —1 Negativo Decreciente
(2, +29) Pu)((ed:e :er f'(4) =32 Positivo Creciente
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Con los resultados obtenidos la recta numérica queda como:

f'<o f'(x) <0

f'x)>0

fes decreciente 0 fes decreciente

Observa que alrededor del punto critico donde
x = 0 no hay cambio de signo en la derivada. Enton-
ces, de acuerdo con el criterio de la primera deriva-
da (regla 3), concluimos que x = 0 no es ni maximo
ni minimo para la funcién.

En el punto critico en donde x = 2, la derivada
cambia de negativa a positiva. Entonces, de acuer-
do con el criterio de la primera derivada (regla 2),
concluimos que en x = 2 la funcidn tiene un valor
minimo local.

Si queremos obtener el valor minimo local de la
funcién, lo que debemos hacer es sustituir x = 2

1 2
en la funcién original f(x)= ZX4 - §x3, al hacerlo

nos queda como:
1 2 4
2)=—(2)"-=(2) =——.
f@=5@) 5@ =3
Entonces el punto més bajo de la funcidn alrede-
4
dorde x = 2, es (2, —EJ

También debemos determinar los intervalos en
los que la funcién es creciente y decreciente. Para
contestar esta pregunta utilizaremos los resultados
obtenidos en la tabla anterior.

En el capitulo anterior aprendimos que:

e Sif’'(x) > 0, entonces f(x) es creciente.
e Sif'(x) <0, entonces f(x) es decreciente.

Asti, s6lo debemos observar en qué valores la de-
rivada quedo negativa y en qué valores quedo posi-
tiva y, por lo tanto, concluimos que:

f(x) es creciente en el intervalo (2, +eo)
f(x) es decreciente en los intervalos (—eo, 0) y
0, 2).

“m Como la funcién decrece por la
izquierda y la derecha de x = 0
podemos decir que f(x) es decre-

ciente en el intervalo (—eo, 2).

Podemos comprobar los resultados obtenidos
si observamos la gréfica de la funcién original
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2 fes creciente

1 2
f(x)= ZX4 - §x3. Por medio de un graficador, te-

nemos que la grafica de la funcion es:

Observa que, en efecto, en x = 0 no hay maximo
ni minimo y que el valor minimo local (punto mas

4
bajo) de la funcién es y = ~3 que ocurre cuando
x =2

Obtén los puntos maximos y mini-

mos para la funcion f(x) = x** + 2
y proporciona el intervalo en el que es creciente y
en el que es decreciente.

Debemos obtener los puntos cri-

ticos de la funcidn, pues éstos re-
presentan los posibles maximos y minimos de
la funcién.
Los puntos criticos se obtienen al derivar la fun-
cidn, al hacerlo obtenemos:

f/(x) — %X_I/S.

Como x queda con exponente negativo, la pasa-
mos al denominador y tenemos que:

2

1/3 -+
3x

J'x)=

La definicién de puntos criticos nos dice que éstos
son los valores de x que pertenecen al dominio de
la funcién en los que f'(x) = 0 o f'(x) no existe.



El dominio de la funcién es cualquier nimero
real, ya que, aunque en la funcién aparece una raiz
cubica de x, sabemos que ésta existe para todos los
nimeros reales.

(En qué valores del dominio la derivada es
cero? Para encontrar los puntos que hacen cero la
derivada de la funcién, igualamos el numerador
a cero y despejamos x. Al hacerlo, obtenemos la
ecuacion:

2=0.

Observa que en esta ecuacion no aparece x. Esto
significa que no hay un nimero del dominio de la
funcién en el que la derivada sea igual a cero.

(En qué valores del dominio la derivada no existe?
Ahora encontraremos los valores de x en los que
la derivada no existe; recuerda que esto sucede
en los valores de x en los que el denominador es
cero.

Igualamos a cero el denominador de la derivada
y la ecuacién que nos queda por resolver es:

3xB3 = 0.

Al despejar x de la ecuacién obtenemos

Entonces

1 =0,

Al elevar al cubo ambos lados de la ecuacion,
obtenemos que

x=0.

Por lo tanto, x = 0 es el valor de x donde hay un
punto critico que representa el punto en el que la
funcién puede tener un maximo relativo o un mi-
nimo relativo.

Debemos utilizar el criterio de la primera deriva-
da para determinar si el punto critico es 0 no maxi-
mo o minimo. Analizaremos por la izquierda y por
la derecha del valor de x obtenido.

En la recta numérica marcamos el valor de x:

[
0

Observa que la recta se divide en dos intervalos.
Debemos determinar cémo es la derivada (positiva
0 negativa) en cada uno de los intervalos; para ello,
tomamos un nimero dentro del intervalo y lo sus-
tituimos en la derivada (con cualquier nimero que
tomemos, el signo de la derivada serd el mismo).

Podemos escribir la informacion en una tabla de
datos de la siguiente forma:

funcion:
creciente o

ecreciente
Pued
(—eo, 0) )l:e_ e_s1er f'(—1) 2/3 Negativo Decreciente
Pued
(0, +o0) u)f(e_e1ser f'(1)=3/3 Positivo Creciente

Con los resultados obtenidos, la recta numérica queda como:

) <0

£ >0

fes decreciente 0
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En el punto critico x = 0, la derivada cambia
de negativa a positiva. Entonces, de acuerdo con el
criterio de la primera derivada (regla 2), conclui-
mos que en x = 0 la funcién tiene un valor minimo
local.

Si queremos obtener el valor minimo local de la
funcion, lo que debemos hacer es sustituir x = 0 en
la funcién original, f(x) = x** + 2; al hacerlo, nos
queda como

f(0)=0%+2=2.

Entonces el punto mas bajo de la funcidn alrede-
dor de x = O es (0, 2).

También debemos determinar los intervalos en
los que la funcién es creciente y en los que es de-
creciente. Para contestar esta pregunta, utilizaremos
los resultados obtenidos en la tabla anterior.

En la seccién 2.3 aprendimos que:

* Sif'(x) > 0, entonces f(x) es creciente.

» Sif'(x) <0, entonces f(x) es decreciente.

Entonces s6lo debemos observar en qué valores
la derivada quedd negativa y en qué valores quedo
positiva y, por lo tanto, concluimos que:

f(x) es creciente en el intervalo (0, +eo)

f(x) es decreciente en el intervalo (—eo, 0)

Podemos comprobar los resultados obtenidos si
observamos la grafica de la funcién original

fx) =X+ 2.

Por medio de un graficador tenemos que la gra-
fica de la funcién es:
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Observa que, en efecto, hay un minimo local (pun-
to mds bajo) para la funcién en y = 2, que ocurre
cuando x = 0.

Obtén los puntos maximos y mini-

1
mos para la funcién f(x)=2x ——

xZ
y da el intervalo en que es creciente y en que es
decreciente.

Debemos obtener los puntos cri-

ticos de la funcién, pues éstos
representan los posibles mdximos y minimos de la
funcion.

Los puntos criticos se obtienen al derivar la fun-
cion. Antes de derivar pasamos al numerador la x>
del segundo término de la funcién, para que sea
mds facil derivarlo.

fx) =2x — x7%
Al derivar obtenemos:
f'(x) =2+ 2x73,

Como x queda con exponente negativo, la pasa-
mos al denominador y tenemos que

F=2+=,
X

Efectuamos la suma, sacando un comudn deno-
minador y tenemos que

2x 42

frn=2E
X

La definicién de puntos criticos nos dice que los
puntos criticos son aquellos valores de x que perte-
necen al dominio de la funcidn, en los que f'(x) = 0
o f'(x) no existe.

El dominio de la funcién es cualquier nimero,
excepto x = 0, ya que la funcién no existe en ese
valor porque el denominador del segundo término
se hace cero y la divisién entre cero no estd de-
finida; entonces, si se obtiene x = 0 como punto
critico, lo descartamos como posible punto maximo



0 minimo, debido a que no pertenece al dominio de
la funcién.

(En qué valores del dominio la derivada es cero?
Para encontrar los puntos que hacen cero la deriva-
da de la funcién, igualamos el numerador a cero y
despejamos x; al hacerlo, obtenemos:

23 +2=0.

Pasamos el 2 restando al lado derecho de la
ecuacién y obtenemos que

El 2 que estd multiplicando pasa hacia el otro
lado dividiendo y tenemos

Es decir,
x=—1.

al sacar la raiz ctibica de —1 obtenemos que
x=—1

Por lo tanto, x = —1 es el valor de x donde hay
un punto critico.

(En qué valores del dominio la derivada no existe?
Ahora encontraremos los valores de x en los que
la derivada no existe. Recuerda que esto sucede
en los valores de x con los que el denominador
es cero.

Igualamos a cero el denominador de la derivada
y la ecuacién que nos queda por resolver es:

x*=0.

Al sacar raiz cubica para despejar x, obtenemos
que

x=0.

Como el cero no pertenece al dominio de la fun-
cidn, lo descartamos como posible valor méximo o
minimo de ésta.

Por lo tanto, x = —1 es el dnico valor en el que
la funcién puede tener maximo o minimo.

Debemos utilizar el criterio de la primera deriva-
da para determinar si el punto critico es 0 no méxi-
mo o minimo. Analizaremos por la izquierda y por
la derecha del valor de x obtenido.

En la recta numérica marcamos los valores de x:

-1 0

“m Aunque el cero no es posible va-
lor maximo o minimo de la fun-

cion, si lo tomaremos en cuenta
para delimitar los intervalos y analizar cémo es la
funcién en valores anteriores y posteriores a ese
nlimero, ya que también queremos determinar los
intervalos en los que la funcién es creciente y en
los que es decreciente.

Observa que la recta se divide en tres intervalos.
Debemos determinar como es la derivada (positiva
o negativa) en cada uno de los intervalos; para lo
que tomamos un nimero dentro del intervalo y
lo sustituimos en la derivada (con cualquier nd-
mero que tomemos, el signo de la derivada serd el
mismo).

Podemos escribir la informacién en una tabla de
datos de la siguiente forma:

Conclusion

acercadela
funcion:

s creciente o

decreciente

(=oo, 1) P)L(Jefe_szer f'(=2)=1.75 Positivo Creciente
Puede ser
— fl-=|=-14 ' i
(=1,0) x= —1/2 ( ) Negativo Decreciente
(0, +) Pu;ie 1ser f'()=4 Positivo Creciente
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Con los resultados obtenidos, la recta numérica queda como:

f'x)>0 | f'x) <0 | f'x)>0
| |
fes creciente -1 fes decreciente 0 fes creciente
En x = —1, la derivada cambia de positiva a Podemos comprobar los resultados obtenidos si

negativa. Entonces, de acuerdo con el criterio de
la primera derivada (regla 1), concluimos que en

x = —1 la funcidn tiene un valor méaximo local.
Si queremos obtener el valor mdximo local de la
funcidn, lo que debemos hacer es sustituir x = —1

1
en la funcién original f(x)=2x——; al hacerlo,
X

nos queda como

1 - —
(1)’

Entonces es el punto més alto de la funcién alre-
dedorde x = —1les(—1, —3).

S=D=2(=-D)~

También debemos determinar los intervalos en los
que la funcién es creciente y en los que es decre-
ciente. Para resolverlo utilizaremos los resultados
obtenidos en la tabla anterior.

En la seccion 2.3 aprendimos que:
* Sif’(x) > 0, entonces f(x) es creciente.
* Sif'(x) <0, entonces f(x) es decreciente.

Entonces s6lo debemos observar en qué valores
la derivada quedd negativa y en qué valores quedd
positiva y, por lo tanto, concluimos que:

f(x) es creciente en el intervalo (—eo, —1) y
(0, +o0),

f(x) es decreciente en el intervalo (—1, 0).
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observamos la grafica de la funcién original,
1
f(x)=2x- —.
X

Por medio de un graficador, tenemos que la gra-
fica de la funcién es:

Observa que, en efecto, hay un maximo local (punto
mads alto) de la funcién en y = —3, el cual ocurre
cuando x = —1; en x = 0 la gréifica “se corta”,
pues la funcién no esta definida (no existe) para
ese valor de x.
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Obtén los puntos criticos de la funcion y utiliza el criterio de la primera derivada para determinar si son
maximos, minimos o ninguno. Indica los intervalos en los que f(x) es creciente y en los que es decreciente.

, o 3
qeraaol f(x)=zx4—2x3—12x2+32

{Cual es el dominio de la funcidn? Es decir, ;hay algun valor de x en el que la funcién no exista?

Solucién Obtén los puntos criticos.

;Qué necesitas hacer para obtenerlos?

.

Obtén f'(x) =

Plantea y resuelve la ecuacién para determinar los valores de x en los que la primera derivada es cero.

Plantea y resuelve la ecuacién para determinar los valores de x en los que la primera derivada no existe.

Los valores de x obtenidos, ;pertenecen al dominio de la funcién?

Entonces, los puntos criticos son:

Aplica el criterio de la primera derivada.

Dibuja los puntos criticos en la recta numérica:

Escribe la informacién en la tabla.

clusion acerca de la
cion: es creciente o
decreciente




Con base en los resultados obtenidos y en lo que indica el criterio de la primera derivada, concluimos que la
funcion tiene:

Maximo en: Minimo en:

Crece en: Decrece en:

;Cual es el dominio de la funcién? Es decir, ;hay algun valor de x en el que la funcién no exista?

Obtén los puntos criticos.

;Qué necesitamos hacer para obtener los puntos criticos?

Obtenemos f'(x) =

Plantea y resuelve la ecuacién para determinar los valores de x en los que la primera derivada es cero.

Plantea y resuelve la ecuacidn para determinar los valores de x en los que la primera derivada no existe.

Los valores de x obtenidos, jpertenecen al dominio de la funcién?

Entonces, los puntos criticos son:
Aplica el criterio de la primera derivada.

Dibuja los puntos criticos en la recta numérica:

Escribe la informacién en la tabla.

sién acerca de la
n: es creciente o
ecreciente
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Con base en los resultados obtenidos y en lo que indica el criterio de la primera derivada, concluimos que la
funcion tiene:

Maximo en: Minimo en:

Crece en: Decrece en:

E_’eraao icio% f(x)=x+l
X

{Cual es el dominio de la funcién? Es decir, ;hay algun valor de x en el que la funcién no exista?

=2 228 Obtén los puntos criticos.

;Qué necesitamos hacer para obtener los puntos criticos?

Obtenemos f'(x) =

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la primera derivada es cero.

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la primera derivada no existe.

Los valores de x obtenidos ;pertenecen al dominio de la funcién?

Entonces, los puntos criticos son:
Aplica el criterio de la primera derivada.

Dibujemos los puntos criticos en la recta numérica:

Escribe la informacién en la tabla.

sién acerca de la
n: es creciente o
ecreciente




Con base en los resultados obtenidos y en lo que indica el criterio de la primera derivada, concluimos que la

funcion tiene:

Maximo en:

Crece en:

Aplicaciones de los maximos y minimos

En nuestra vida diaria es comun escuchar alguna si-
tuacién que presenta cambios de comportamiento;
por ejemplo, de tener siempre un comportamiento
creciente, de pronto cambia a ser decreciente; en el
momento en que eso ocurre, se dice que alcanza un
nivel maximo, o en caso contrario, un nivel minimo.

Un ejemplo de esta situacion la podemos apre-
ciar en las Unidades de Inversion (UDIS); éstas son
unidades de cuenta de valor real constante creadas
en abril de 1995 por el Banco de México como una
alternativa para resolver los efectos de la crisis fi-
nanciera que se present a finales de 1994 en Méxi-
co. De esta forma, si un cliente ya tenia un crédito
hipotecario en moneda nacional, podia cambiarlo
al sistema de UDIS, si asi lo deseaba. Se decia que
dichas unidades representaban una mayor ventaja
que manejar la deuda en pesos, ya que el valor de
las UDIS se actualiza dia a dia conforme al Indice
Nacional de Precios al Consumidor (INPC), lo cual
hace que sea mds segura que las tasas nominales
que tradicionalmente se utilizan para los créditos.

Las uDIS no son una moneda tangible, simboliza
dinero, pero no lo son por si mismas: el pago de las
obligaciones adquiridas en UDIS se hace en pesos
mexicanos.

Desde que se dieron a conocer el 4

de abril de 1995 el valor de las uDIS
no habfa dejado de aumentar; sin embargo, en 2001
se presentd una gran sorpresa, cuando por primera
vez en la historia, el valor de las upIs dio una baja.
Esto sucedié en febrero de 2001; la grifica que
presentamos a continuaciéon muestra el valor de las
uDIS en el mes de febrero de 2001.

Max: 2.9464
Media: 2.9431

Min: 2.9398 X

e e e e e e
0 5 10 15 20 25 30

Fuente:
elcontribuyente.com.mx

Minimo en:

Decrece en:

Observa que el 25 de febrero de ese afio las UDIS
alcanzaron su nivel mdximo histérico de 2.946381
pesos, disminuyendo hasta los 2.942518 pesos: una
disminucién de 0.13% que es precisamente la de-
flacién registrada. La funcién tiene un maximo re-
lativo en ¢ = 25; recuerda que se le llama maximo
relativo o local porque es el punto més alto de la
gréfica en un intervalo (ese comportamiento suce-
de solamente en una seccién de la gréfica).

El hecho de que los precios de los productos
agricolas presentan una fuerte volatilidad, tanto a
la alta como a la baja, influye en forma determinan-
te en el nivel general de la inflacidn, por lo que el
valor de las uDIS se ve afectado.

Conocer el comportamiento de una funcién y
su valor maximo o minimo es un dato importante
en cualquier drea: Economia, Finanzas, Medicina,
etc., ya que permite analizar una situacion y llevar
a cabo oportunamente las acciones necesarias para
solucionar un problema que pudiera presentarse.

Para determinar el comportamiento de una fun-
cion, creciente o decreciente y sus puntos maximos
y minimos, utilizaremos el mismo procedimiento
que en los ejercicios anteriores. Entonces, es ne-
cesario conocer la funcidn; en ocasiones no se nos
da directamente, por lo que es necesario plantearla.

Considera esta sugerencia para resolver un pro-
blema de aplicacién de maximos y minimos. Des-
pués de leer cuidadosamente el enunciado,

Paso 1: identifica y plantea la funcién para la que
se te pide obtener el maximo o el minimo.

Paso 2: obtén los puntos criticos.

Paso 3: utiliza el criterio de la primera derivada
para encontrar el maximo o el minimo
que se indica obtener.
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Fuente: articulo publicado por Alberto Barrientos en EIl Norte,
Monterrey, NL, México.
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I.'fjerckiol El precio de venta para el producto de un fabricante esta dada por p=27—%q2, donde g es la

cantidad vendida, medida en cientos de unidades. ;Con qué valor de g se tiene un ingreso maximo?

Paso 1: planteamos la funcion.

Ingreso =

Paso 2: obtenemos puntos criticos.

¢Cudntos puntos criticos existen?

(Cualquiera de los puntos criticos obtenidos puede ser la solucion a la pregunta? Justifica tu respuesta.

Paso 3: utilizamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo.

Respuesta:

Lo d . . . ~ 7 s 1
tjel'aaoz Si las funciones de ingresos y de costos para una compania estan dadas por /=35g——q’
C =7q + 20, respectivamente, donde g son las unidades, en miles, producidas y vendidas.

a) ;Cuantas unidades del producto deben venderse para tener una ganancia maxima?

b) ;Cudl es la maxima ganancia obtenida?

Paso 1: planteamos la funcion.

Ganancia =

Paso 2: obtenemos puntos criticos.

¢Cudntos puntos criticos existen?

Paso 3: utilizamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo.
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a) ;Cuantas unidades de producto deben venderse para tener una ganancia maxima?

b) ¢Cual es la maxima ganancia obtenida?

qaticioj Una empresa de telefonia celular tiene actualmente 3000 clientes en plan mensual que pagan
una cuota de $500. Un estudio revelé que se tendrian 100 suscriptores mas por cada disminucién
de $10 en la cuota mensual.

a) ;Con qué cuota se obtendra el ingreso maximo?

b) ;Cuantos suscriptores se tendrian entonces?

Paso 1: planteamos la funcion.

Ingreso =

Paso 2: obtenemos puntos criticos.

Paso 3: utilizamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo.

a) ;Con qué cuota se obtendrd el maximo ingreso?

b) ;Cuantos suscriptores se tendrian entonces?

Optimizacién de funciones
-




Conjunto de ejercicio
de practica 4:1 Jnibap 4 *°

ﬂ

En los siguientes ejercicios obtén los puntos criticos  23. f(x) = 25x3 — 30x? + 12x
delafunciony utiliza el criterio de la primera derivada
para determinar si son maximos, minimos o ni uno ni
otro. Indica los intervalos en los que f(x) es creciente  25. f(x) = 2x> — x*

y en los que es decreciente. Dibuja la grafica de la .

funcion f(x) para comprobar los resultados. 26. f(x)= XT_§X3 +6x2+4

24. f(x) = —16x°> — 84x> — 147x + 24

1. fx)= —x*+4x+ 8
27. fx)=x*—6x>+5

2. fx) =3x*—5x—4
3. () = 202 + 4 + 6x 28. f(x) = 18 — 26x*> — 9x*> + 15x*
4. f(x) =1+ 5x — 15x° 20. f(X)=X_4+X_3+X_2+8
4 3 2
5. f(x)=§x3—x2—12x+3 30, f(xX) = —6x — 4% — 65

6. f() =x* =2 +x =2 31. f(x) = x° — 125x

7. fx) =7x* — 1433 32, f(x)=§x5 —%x“ —6x>+1
3

x> 5
8. f(x)=?—5x2+6x—4 33. fX) =03+ 1)
1 g = 34, f(x) = —5x° + 3x
9. f(X)=o x> +-x +2x—2
(x) 3x +4x +2x 35. f(x) = 8x13 — x5

36. f(x)=7x2—x
37. f(x) = 2x — x'?
38. f(x) = (x — 4)**

10. f(x)=x3+§x2—2x+1

11. f(x) = 20x3 — 201x> + 396

12. f(x)=—§x3+5xz+12x—1 39. f(x) = x — 5x'5
1
13. f(x) = x* + 3x + 12 40. fl)=x" =~
4
14, f(x)=—x>+12x+4x? )
3 a1, flx)="%
X
15. f(x) = —2x3 — 3x> — 6x + 36 ,
b%
16. f(x) = 10 — 162x — 9x3 42. f(x)=4_x3
3 2
17. f(x)=4x-5+=x"+=x>
(x)=4x XX 4. flo)= 2515
b%
18. fix)=x>+6x2+ 15x — 9 2
19. fx) =33 —6x2+4x—7 44. f(X)=X4+9
20. f(x) = 273 + 30x* + 2x3 + 150x X
45. f(x)=—
X 3, 9 X -1
21. f(X)=?—5X2+5X+2
2
46. f(x)=*3

22. fx) =8 — 12+ 6x—6 x*—4




47.

48.

49.

50.

2

X° =X
f(x)=
() x*+1
x*—1
f(x)=
() x2+1
4x* —16x+23
fX)=————
X" —4x+45
x3+2
f(x)=
(x) e

En los ejercicios 51 a 54 se tienen las funciones de
ingreso y costo. Encuentra la maxima utilidad y el
numero x de unidades que deben producirse y ven-
derse para lograrlo.

51.

52
53
54

/=35x—%x2 C=7x+20

| = 20x C=0.1x*+ 6x+ 30

| = 3.85x% + 3.3x C=015¢+x>*+6

= —0.02x3 +3.22x* C=2x*>+ 8.64x + 37.44

Contesta lo que se te pide.

55.

56.

57.

58.
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Una persona posee 100 departamentos y los renta
a estudiantes por $2000 al mes cada uno. Actual-
mente, sélo tiene ocupados 60 departamentos. La
experiencia ha demostrado que por cada disminu-
cién de $200 pesos mensuales en la renta el nume-
ro de departamentos rentados aumenta en 10.

a) ;A qué precio tendrd un ingreso maximo?
b) ;Cual serd el ingreso maximo?

La funcidn de costos para una compaiia que fabri-
ca calculadoras esta dada por:

C(x) = 0.0001x? — 0.08x + 40 donde x representa la
cantidad de calculadoras producidas. Determina el
numero de éstas que se deben producir para mini-
mizar los costos de la compania.

Una compaiiia vende teléfonos celulares a $1500
cada uno. Si se venden x miles de teléfonos, la fun-
cion de costos totales estd dada por C(x) = 1000 +
150x2. ;Cudntos celulares se deberan vender para
que la compaiia tenga una utilidad maxima?

La funcion de demanda de cierto articulo esta
dada por p = 345 — 0.015x, donde p es el precio
unitario del articulo y x es el nUmero de unidades.

a) ;Cuantas unidades deberan venderse para ob-
tener un ingreso maximo?
b) ;Cual serd el ingreso maximo?

Optimizacién de funciones

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

El costo (en pesos) de transportar mercancia de
una fabrica a un almacén esta dado por C(v) = v2 —
180v + 12000, donde v representa la velocidad
(en km/h).

a) ;A qué velocidad se debe manejar para que el
costo de transportacion sea minimo?
b) ;Cual serd el costo minimo?

La ganancia mensual estimada (en délares) obte-
nida por la empresa Olivetti al producir y vender
x unidades de maquinas de escribir del modelo
ET-1250md esta dada por U(x) = —0.04x? + 240x —
10000. ;Cudntas maquinas de escribir debe vender
cada mes para maximizar sus ganancias?

Los costos fijos de una empresa son de $1200 déla-
resy los costos variables son de $2 délares por uni-
dad. Si la ecuacion de demanda estd dada por
p = 100x""2, donde x es el nimero de unidades
producidas, jcudntas unidades deben producirse y
venderse para obtener una utilidad maxima?

El material (en metros cuadrados) para fabricar tien-

3456
das de campana esta dado por f(x)=x’+ .

donde x representa la cantidad de unidades fabri-
cadas. ;Cuantas tiendas de campana se pueden fa-
bricar con el minimo material?

La funciéon de demanda de cierto articulo esta dada
por p = 20e~>, donde p es el precio unitario, en mi-
les de pesos, y x es la cantidad de unidades vendi-
das, en cientos. ;Cuantas unidades se deben vender
para obtener el maximo ingreso?

En el parque de diversiones Bosque M4agico se
sabe que cuando el precio del boleto cuesta $80
los visitantes son 210. Por cada $5 que disminuye
el precio del boleto, aumenta en 30 el nimero de
visitantes. ;A qué precio se debe vender el boleto
para obtener el maximo ingreso?

La Constructora Fabela y Asociados ha estimado
que el tiempo para terminar una construccién esta
dado por T(x) = 0.25x%> — 8x + 70, donde x es el nu-
mero de trabajadores. Obtén la cantidad necesaria
de trabajadores para terminar la construccion en el
menor tiempo posible.

Si la cantidad x demandada semanalmente de cier-
to vestido esta relacionada con el precio unitario p,
en ddlares, mediante la ecuacién de demanda

p=~/800—x.

a) ;Cuéntos vestidos deben fabricarse y venderse
por semana para obtener el maximo ingreso?



67.

68.

69.

70.

71.

72.

b) ;Cual seria el precio de venta?
c) ¢Cudl es el ingreso que se obtendria?

Una empresa produce un articulo que tiene
las siguientes funciones de demanda y costo
p =72 — 0.04gy C =500 + 30q.

a) ;Cuéntas unidades deberan producirse y ven-
derse para maximizar la utilidad?

b) ;Cual seria el precio de venta?

¢) ¢Cudl es la utilidad que se obtendria?

Una empresa de television por cable tiene 4800
suscriptores que pagan $240 mensuales cada uno.
Se estima que por cada $20 que aumenta la cuota
mensual, se pierden 160 suscriptores.

a) ;Cudl debera ser la cuota mensual para maximi-
zar el ingreso?

b) ;Cuantos suscriptores tendria la empresa?

c) ¢Cudl es el ingreso que se obtendria?

Se pretende construir una cerca alrededor de un
terreno rectangular de 128000 pies? uno de sus la-
dos esta frente a un acantilado. El costo por pie en
el lado del acantilado es de $1.50 délares y $2.50
en los demas lados.

a) ;Cudles son las medidas de los lados del rectén-
gulo que hacen que el costo total sea minimo?
b) ;Cual es el costo minimo?

El propietario de un club campestre tiene 50 caba-
Aas de lujo. Todas las cabafias son ocupadas cuan-
do cobra $2500 por dia, pero si aumenta $850 el
precio diario, no se ocupan 4 cabanas. El costo por
servicio y mantenimiento de cada cabana ocupada
es de $350 por dia. ;Cuanto debe cobrar por caba-
Aa a fin de maximizar la utilidad?

Cierta universidad trata de determinar el precio
que debe cobrar por los boletos para los partidos
de futbol americano. Cuando el precio del boleto
es de $20 se venden 70000 entradas, pero si el pre-
cio se incrementa $1 se pierden 1000 entradas.

a) ;Qué precio se debe cobrar por boleto a fin de
maximizar los ingresos?
b) ;Cuantas entradas se venderan a ese precio?

Un distribuidor compra pelotas de béisbol a un fa-
bricante de articulos deportivos. El costo anual por
la compra, posesion y mantenimiento del inven-
tario esta dado por medio de la siguiente funcion

C=¢q’ +ﬁ, donde g es el tamaino de pedido (en

cientos de pelotas) y Cindica el costo anual del in-
ventario (en miles de pesos).

73.

74.

75.

76.

77.

78.

a) Determina el tamano del pedido g que minimi-
ce el costo anual del inventario.
b) Determina los costos minimos de inventario.

Cierto pais estima que la demanda de automoviles
estd relacionada con el impuesto de exportacién
de acuerdo con la funcion Q = 520 — 20x, donde
x es el porcentaje del impuesto y Q es el nimero
de automoviles. Si los ingresos por exportacion de
automoviles estan dados en miles de pesos:

a) Obtén la funcién de ingreso.

b) ;Cudl debe ser el impuesto de exportacion que
produce el maximo ingreso.

¢) ¢Cudl es ese maximo ingreso?

La fabrica de calefactores Calorex determina el
precio de su producto de acuerdo con la funcion
P = 144 — 0.8x, donde x es el nimero de calefac-
tores, en cientos de unidades, y el costo total de
produccion de estos calefactores esta dado por
C =12+ 1.6x?, en miles de pesos.

a) ;Cuéntas unidades debe producir y vender la
compaiia a fin de maximizar la utilidad?
b) ;Cudl es la maxima utilidad?

La propietaria de un negocio de pasteles caseros
sabe que la demanda esta dada por x = 500 — 2p,
donde x es la cantidad de pasteles y p es el precio
de cada uno de ellos.

a) ¢Cudl es el precio al que se debe vender cada
pastel para obtener un ingreso maximo?
b) ;Cudl es ese ingreso maximo?

El costo unitario, en pesos, de fabricar un articu-

2916 1
lo esta dado por la funcion C=SOO+—+ZXZ,
X

donde x son los cientos de unidades producidas.

a) Determina cuantas unidades se deben producir
para que el costo sea minimo.
b) iCual es ese costo minimo?

El duefio de un negocio de elotes desea incremen-
tar sus utilidades. Sus costos e ingresos semanales,
en pesos, estan dados por las siguientes funciones
C=6x+1200el= 15x — 3x?> — x?, donde x repre-
senta los elotes vendidos, en miles. ;Cuantos elotes
tiene que vender a la semana para que su utilidad
sea maxima?

Una compania exportadora estima que los costos de
embarque y almacenamiento de su producto estén

2
dados por la siguiente funciéon C = 288 +0.2x + 300,

X
donde x son las unidades almacenadas.
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iCudntas unidades debe almacenar para que sus 80. Una compania de consultoria esta disefiando un
costos sean minimos? software para sus clientes, cuanto mas se trabaje
en él, mas valor tendra. Sin embargo, se demora t
dias en salir al mercado y se estima que el precio es
p = 100 + 20¢t; por otra parte, cuanto mas se demo-
re en salir al mercado, menos ventas tendra (debi-
do a la competencia), de modo que si se demora t
dias podrian venderse g = 1000 — 25t paquetes de

79. El propietario de una escuela particular de secre-
tarias bilinglies, cuyo cupo es de 500 estudiantes,
actualmente tiene inscritas a 250 alumnas, pagan-
do una colegiatura de $6000. Estudios realizados
detectaron que por cada disminucion de $150 en
la colegiatura, se incrementa en 10 el numero de

. : software.
alumnas inscritas. , , . .
(Cudntos dias podra demorarse en salir a la ven-
a) ;Cuadl debe ser el costo de la colegiatura para ta el software para obtener un ingreso maximo?

que el ingreso sea maximo?

b) ;Cudntas alumnas deben estar inscritas para
que el ingreso sea maximo?

¢) ;Cual seria el ingreso maximo?

4.2

Concavidad y puntos
de inflexion

La concavidad nos proporciona informacién acerca de la forma en que la grifica de una
funcién se flexiona, es decir, se vuelve curva.

Si trazamos rectas tangentes a una grafica y ésta se encuentra siempre por arriba de las
rectas tangentes, se dice que la grafica es concava hacia arriba.

y y
X
P X \
]
Funcion concava hacia arriba y creciente Funcion concava hacia arriba y decreciente
Observa que decir que la funcién es concava hacia grafica y ésta se encuentra siempre por abajo de las
arriba, no implica que la funcién sea creciente. De rectas tangentes, se dice que la grafica es concava
manera similar, si trazamos rectas tangentes a una hacia abajo.
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Funcion concava hacia abajo y decreciente

—24

y . . . .
* Si el cambio promedio es decreciente, entonces

la grafica de la funcién es concava hacia abajo.
P /_ ,

N i)
6
44
X
7 | .
Funcion concava hacia abajo y creciente
X
. . . . 0 1 2 3 4 5 6 7
De nuevo, decir que la funcién es céncava hacia
abajo no implica que ésta sea decreciente. 2]
Qué informacion nos da la concavidad
de una funcion acerca de su razon Observa en la grifica cémo el
de cambio “m ” P p
escalén” se hace cada vez mds
Conocer la concavidad es importante, pues nos pequefio. El escalén representa
indica cémo cambia la funcidn, si lo hace rdpida el cambio de un punto a otro en la funcién;
o lentamente; esto es de gran utilidad sobre todo por eso se dice que la funcién crece lento o
cuando la funcién representa una situacién de la despacio.

vida real, por ejemplo, una poblacidn, la demanda
de un articulo, etcétera.

El siguiente andlisis grafico muestra cémo es la
concavidad de una funcidén de acuerdo con como
se comporta su cambio promedio.

¢ Si el cambio promedio es decreciente, entonces
la grafica de la funcién es concava hacia abajo.

* Si el cambio promedio es creciente, enton- 8T
ces la grafica de la funcién es céncava hacia \%
arriba. 61 [
o
“0“ Observa en la grafica como el
“escalon” se hace cada vez mads

grande. El escalén representa el
cambio de un punto a otro en la funcién; por eso
se dice que la funcion crece rdpido. '
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“““ Observa en la grafica como el

“escalén” se hace cada vez mas

grande. El escalén representa el

cambio de un punto a otro en la funcién; por
eso se dice que la funcion decrece rdpido.

* Siel cambio promedio es creciente, entonces la
gréfica de la funcidn es concava hacia arriba.

266 ° Unidad 4

“m Observa en la griafica como el

“escalén” se hace cada vez mas

pequefio. El escalon representa

el cambio de un punto a otro en la funcidn;

por eso se dice que la funcion crece lento o
despacio.

La siguiente informacion muestra la

4 tabla de amortizacion para el fi-
’ nanciamiento de una camioneta Voyager modelo
2000, en un trato directo con la agencia Chrysler
61 Country a un plazo de 2 afos, efectuado en febre-
I ro de 2000. (Datos reales solicitados en la agencia
41 mencionada.)
Observa que las mensualidades son una cantidad
5 fija. Por lo general, en una transaccién de este tipo,
de la mensualidad pagada, una parte se destina a
x capital y la otra a interés. La situacion mencionada
0 1 2 3 4 5 6 se presenta en este caso. Observa cémo al sumar
capital + interés se obtiene la cantidad mensual
2] pagada.
VALOR CHRYSLER
T A B L A D E AMORTTITZACTION TASA DE INTERES: 18.00

MES NETO A FIN. CAPITAL INTERES E IVA MENSUAL

1 147,204.93 5,003.26 2 98 o 28) 7,542.55

2 142,201.67 5,089 57 2,452.98 7,542.55

3 137,112.10 5,177.37 2,365.18 7,542.55

4 131,934.73 5,266.68 2,275.87 7,542.55

5 126,668.05 5,357 .53 2,185.02 7,542.55

6 121,310.52 5,449.94 2,092.61 7,542.55

7 115,860.58 5,543.95 1,998.60 7,542.55

8 110,316.63 5,639,359 1,902.96 7,542.55

9 104,677.04 5,736.87 1,805.68 7,542.55

10 98,940.17 5,835.83 1,706.72 7,542.55

11 93,104.34 5,936.50 1,605.05 7,542.55

12 87,167.84 6,038.90 1,503.65 7,542.55

13 81,128.94 6,143.08 1,399.47 7,542.55

14 74,985.86 6,249.04 1,293.51 7,542.55

15 68,736.82 6,356.84 1,185.71 7,542.55

16 62,379.98 6,466.50 1,076.05 7,542.55

17 55,913.48 6,578.04 964.51 7,542.55

18 49,335.44 6,691.51 851.04 7,542.55

19 42,643.93 6,806.94 735.61 7,542.55

20 35,836.99 6,924.36 618.19 7,542.55

21 28,912.63 7,043.81 498.74 7,542.55

22 21,868.82 7,165.31 377.24 7,542.55

23 14,703.51 7,288.91 253.64 7,542.55

24 7,414.60 7,414.60 127.95 7,542.55

147,204.93 33,816.27 181,021.20

Optimizacion de funciones




a) Dibuja la gréfica para la cantidad de dinero
mensual asignada a capital.

Lo primero que debemos hacer es identificar qué
tipo de funcién es. Si se trata de una exponencial,
debe tener un factor de cambio constante. Compro-
bémoslo dividiendo los términos:

segundo  5089.57

- = =1.0172
primero  5003.26

tercero  5177.37
segundo  5089.57

=1.0172

cuarto  5266.68
tercero 5177.37

=1.0172, y asi sucesivamente;

término 24  7414.60 _
término 23 7288.91

1.0172.

Hasta la cuarta cifra decimal podemos decir que
la funcién se ajusta a un modelo exponencial, ya
que al dividir los términos siempre obtenemos el
mismo resultado, es decir, la funcidn tiene un fac-
tor de cambio constante.

La grafica debe ser una curva creciente, pues
los valores de capital aumentan; para determinar la
concavidad, determinamos el cambio promedio de

un mes a otro. Recuerda que €ste se obtiene restan-
do los términos.

Cambio promedio en los dos primeros meses:
5089.57 - 5003.26

" 2-1
Cambio promedio en segundo y tercer mes:
5177.37-5089.57

" 3-2
Cambio promedio en el tercer y cuarto mes:
5266.68 —5177.37

"= 4-3
Cambio promedio en el cuarto y quinto mes:
5357.53 —5266.68

" 5-4

=86.31.

=87.8.

=89.31.

=90.85.

Y asf sucesivamente.
Cambio promedio en el mes 23 y 24:

741460 -7288.91
24 -23

=125.69.

m

Observa que el cambio promedio aumenta, por
lo que la concavidad debe ser hacia arriba. Por lo
tanto, la gréafica de la funcion es una curva crecien-
te concava hacia arriba. jDibujala!

¥
8000+
60001
4000+
2000+
1 0 1 1 1 1 1 X
T T T T U U
=5 0 5 10 15 20 25
“““ Sabemos que, en general, las graficas no son exclusivamente concavas hacia arriba o hacia
abajo, el siguiente ejemplo es una muestra de ello.
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iA reflexionar! La grifica que se presenta a con-
tinuaciéon muestra el porcentaje de participacién
de la mujer, con edades entre 25 y 54 afios, en la
fuerza laboral, como una funcién del tiempo medido

en décadas desde 1953 hasta 2003. (Fuente: adap-
tado del articulo “The New Gender Gap”, revista
BusinessWeek, 26 de mayo de 2003, p. 79.)

Porcentaje de
participacion
80 T
70

60

50 4/

40 4

30 +

20 |

10

0

Tiempo

1953 1963

1973

1983 1993 2003

El porcentaje de participacién de la mujer en la
fuerza laboral, ;estd aumentando o disminuyendo?

(Por qué?

(Como es la concavidad de la gréfica entre 1953
y 19732

.Y entre 1983 y 2003?

Como podemos observar, aunque la gréafica siem-
pre es creciente, entre 1953 y 1963 el incremento es
pequefio; sin embargo, a medida que transcurren
los afios aumenta con rapidez. De hecho, entre 1973
y 1983 se presentd el crecimiento mds rapido en
el porcentaje de participacidn, y es precisamente
entre esos anos que la grafica cambia de concavi-
dad, ya que en las décadas siguientes, aunque el
porcentaje de participacioén de la mujer en la fuerza
laboral continda incrementandose, 1o hizo con me-
nor rapidez.

El valor de ¢ en el que cambia la concavidad
puede interpretarse como el valor de participacion
decreciente, lo cual no implica que la participa-
cién de la mujer en la fuerza laboral disminuya,
sino que aumenta menos rapido.

En Matemdticas, a los puntos en los que la con-
cavidad cambia se les llama puntos de inflexion.

A continuacién damos la definicién formal.

Optimizacion de funciones

Se dice que una funcién f tiene un punto
de inflexion en x = a, si cumple con las
siguientes condiciones:

. x = a pertenece al dominio de la funcion.

. La grafica de f cambia de concavidad en
X=a.

. La grafica de f tiene una recta tangente
en el punto (a, f(a)).

Comprueba visualmente que la grafica para el
porcentaje de participacion de la mujer en la fuerza
laboral cumple con las tres condiciones anteriores.

801

70 A
o e

50 /

0 /

30

20

10

Observa cémo en el punto de inflexion la recta tan-
gente corta a la grafica; esto se debe al cambio de
concavidad.



Estima los valores de x donde se en-

cuentran los puntos de inflexion de
la funcién dada en la siguiente grafica.

y

Para encontrar los puntos de in-

flexién en la grafica de una funcién,

basta con observar en donde cambia la concavidad;

para ello trazamos las rectas tangentes a la curva.

En los puntos en donde la recta tangente corte a la
curva, ahf estardn los puntos de inflexion.

Observamos que los puntos de inflexion ocurren

aproximadamente en x = —0.7,x =0.7yenx = 1.6.

Cabe aclarar que no es suficiente que una gréfica
cambie de concavidad en un punto para que éste
sea de inflexidn, se deben cumplir las tres condi-
ciones. A continuacion presentamos algunas grafi-
cas de funciones donde la concavidad cambia y, sin
embargo, los puntos donde eso ocurre no se consi-
deran de inflexion.

qemplol Justifica por qué las siguientes gra-
ficas no tienen puntos de inflexion.

y
y=f

y =8¢

La gréafica de la funcién y = f(x)

es concava hacia abajo a la izquier-
da de x = 0, y concava hacia arriba a la derecha de
x = 0; sin embargo, en x = 0 la funcién no estd defi-
nida, lo cual significa que x = 0 no pertenece al do-
minio de la funcién. Por lo tanto, aunque la funcién
cambia de concavidad en x = 0, éste no es un punto
de inflexion.

La gréfica de la funcién y = f(x) si estd definida
enx = 1, yenese valor la grifica cambia de concavi-
dad; sin embargo, no se considera punto de inflexion,
ya que en ese punto se pueden trazar dos rectas que
s6lo cumplen con la tangencia en forma unilateral,
por lo tanto, no existe recta tangente en x = 1.

“‘“ Esta situaciéon es muy comiin en

las funciones seccionadas, pero

en este texto no estudiaremos

este tipo de funciones, por lo que en adelante no

tendremos que verificar la tercera condicion de
los puntos de inflexion.

Hasta el momento hemos aprendido a locali-
zar puntos de inflexién a partir de una gréfica,
ahora veremos la forma de encontrar puntos de
inflexién a partir de una ecuacion.
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Como localizar los puntos de inflexion
a partir de una ecuacion

En el capitulo anterior aprendimos que la segunda
derivada nos da informacién acerca de la conca-
vidad de una funcién, asi que los valores de x en
donde podrian existir puntos de inflexién pueden
obtenerse con la segunda derivada.

Sabemos que si f”(x) es positiva, la grafica de la
funcion f(x) es concava hacia arriba, y que si es f”(x)
es negativa, la grafica de la funcién f(x) es conca-
va hacia abajo; por lo tanto, para que la concavidad
cambie en un valor de x, es necesario que en ese pun-
to la segunda derivada cambie de signo. Entonces,
en el punto de inflexion, la segunda derivada debera
ser cero o puede darse el caso de que no exista.

Observa las siguientes graficas. Las gréficas 1
y 2 muestran puntos de inflexién en los que la se-
gunda derivada es cero, mientras que la grafica 3
presenta un punto de inflexion en el que la segunda
derivada no existe.

N
Concava hacia
abajo a arriba

Céncava hacia

Grdfica 1

f" positiva f" negativa

f" (a) no existe

f" positiva

negativa

Cércava hacia Concava hacia

- - Céncava hacia Céncava hacia
/ abajo a arriba

arriba a abajo

Grdfica 2 Grdfica 3

Sin embargo, debemos tener cuidado, ya que no
siempre la grafica de una funcién tiene un punto
de inflexién en los valores de x donde la segunda
derivada sea cero o no exista.

La forma de obtener los posibles valores de x
donde podrian existir puntos de inflexién es similar
a la de los nimeros criticos, sélo que ahora utiliza-
mos la segunda derivada.
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Posibles valores de x donde pueden existir
puntos de inflexion

Aquellos valores del dominio de la funcién, en los
cuales la segunda derivada sea cero o no exista, re-
presentaran los posibles valores de x donde pueden
existir puntos de inflexion.

(la segunda derivada es cero en
0 los valores de x en los que el
numerador es cero)

fe -

(la segunda derivada no existe
no existe en los valores de x en los que el
denominador es cero)

Los siguientes ejercicios nos ayudardn a compro-
bar lo dicho anteriormente. Lo haremos a partir de
funciones muy sencillas cuyas graficas conocemos.

Construccion Utiliza la segunda derivada para
obtener los posibles puntos de inflexién para la
funcién f(x) = x'*, luego traza la grafica de la fun-
cion para determinar si los puntos obtenidos son o
no puntos de inflexién.

Recuerda que los posibles valores

de x en donde podrian existir puntos
de inflexion son aquellos valores del dominio de la
funcién en los cuales se cumple que:

0

no existe

f(x)=

Encuentra f'(x) =

Encuentra " (x) =

(En qué valores de x la segunda derivada es cero?
x =

(En qué valores de x la segunda derivada no
existe? x =

(El valor de x obtenido pertenece al dominio de
la funcién? Es decir, ;la funcién existe en ese
punto?

En este valor de x puede existir un punto de in-
flexion.

Ahora traza la grafica de la funcién f(x) = x'.
Como se trata de una funcién muy conocida, no
necesitamos un graficador.



Dibuja la grafica:

En el valor obtenido, ;existe un punto de inflexién?

(Por qué?

Construccion Utiliza la segunda derivada para
obtener los posibles puntos de inflexion para la
funcién f(x) = x*. Luego traza la gréfica de la fun-
cioén para determinar si los puntos obtenidos son o
no son de inflexion.

Encuentraf'(xy=__ |

Encuentra f"(x) =

(En qué valores de x la segunda derivada vale
cero? x =

Como no hay denominador en la segunda deri-
vada, eso significa que los tnicos posibles puntos
de inflexién son aquellos en los que la segunda de-
rivada sea cero.

El valor de x obtenido, ;pertenece al dominio de
la funcién?

(En este valor de x puede existir un punto de
inflexion?

Ahora traza la gréfica de la funcion f(x) = x*.

Como se trata de una funcién muy conocida, no
necesitamos un graficador.

Dibuja la gréfica:

En el valor obtenido, ;existe un punto de inflexién?

(Por qué?

“““ De los ejemplos anteriores con-
cluimos que, en efecto, no todo

punto en el cual la segunda deri-
vada es cero o no existe, es un punto de inflexion
en la gréfica de la funcién.

En los ejercicios anteriores, nos apoyamos en
las graficas de las funciones para decidir si existia o
no un punto de inflexién; sin embargo, no siempre
podemos graficar con facilidad.

¢ Qué hacer para determinar los puntos de
inflexion cuando la grafica no es conacida?

Paso 1: encontramos los posibles puntos de in-
flexion.

Paso 2: determinamos el signo de la segunda de-
rivada por la izquierda y la derecha de
cada posible valor de x donde podria
existir un punto de inflexion.

Paso 3: analizamos los signos de la segunda deri-
vada.

Si de izquierda a derecha del posible
valor de x donde podria existir punto de
inflexion cambia el signo de la segunda
derivada, concluimos que si hay un pun-
to de inflexion.

Si de izquierda a derecha del posible
valor de x donde podria existir un punto
de inflexién no cambia el signo de la se-
gunda derivada, concluimos que no hay
un punto de inflexion.

Ig‘erc’nciol Utiliza la segunda derivada para
determinar los puntos de inflexién

1 5
de la funcién f(x)=—x"—-—x" y determina los
S =¥ =5 >y
intervalos en los que la funcién es concava hacia

arriba y en los que es concava hacia abajo.

Paso 1: determinamos los posibles

valores de x donde podrian existir
puntos de inflexion; para ello necesita-
mos obtener la segunda derivada.
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La primera derivada de la funcién estd dada por

S =505 =0

Y al volverla a derivar obtenemos
f"(x) = x* — 5x%

Recuerda que los posibles puntos de inflexion
ocurren en aquellos valores de x que pertenecen
al dominio de la funcién donde se cumple que
f"(x) = 0 0f"(x) no existe.

En este caso la funcién es polinomial, por lo que
su dominio son todos los nimeros reales.

(En qué valores del dominio la segunda deriva-
da vale cero? Al igualar a cero la segunda derivada,
obtenemos la ecuacién x* — 5x* = 0.

Para resolverla extraemos como factor comin a
x?y obtenemos x> (x — 5) = 0.

Aligualar cada factor a cero y despejar x de cada
uno de ellos nos queda:

De x* = 0 obtenemos que x = 0.

De x — 5 = 0 obtenemos que x = 5.

Asique x = 0 y x = 5 serdn los valores de x
donde podrian existir puntos de inflexion.

(En qué valores del dominio la segunda deriva-
da no existe? Recuerda que la segunda derivada no
existe en los valores de x donde el denominador es
cero, pero como en este caso no hay denominador,
los Unicos posibles valores de x donde podria exis-
tir un punto de inflexion serdn los valores de x en
los que la segunda derivada sea cero.

Paso 2: determinamos el signo de la segunda de-
rivada por la izquierda y derecha de cada
valor de x donde es posible que exista
un punto de inflexion.

En una recta numérica marcamos los valores
de x:

0 5

Observa como la recta queda dividida en tres inter-
valos, debemos determinar si el signo de la segunda
derivada es positivo o negativo en cada uno de los
intervalos; para ello elegimos un valor de x dentro
del intervalo y lo sustituimos en la segunda deri-
vada (el signo de la segunda derivada serd siempre
el mismo para cualquier valor de x que tomemos
dentro de cada intervalo).

Podemos escribir la informacién en una tabla de
datos de la siguiente forma:

(—oo, 0) Puede serx = —1 f’'(—1) = —6 Negativo Céncava hacia abajo
(0,5) Puede serx =1 f"(1) = —4 Negativo Céncava hacia abajo
(5, +o0) Puede serx = —6 f"(6) = 36 Positivo Concava hacia arriba
Con los resultados obtenidos, la recta numérica queda como:
frx)<o <o f"x)>0

fes concava
hacia abajo
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Paso 3: analizamos los signos de la segunda de-
rivada.

Observa que de izquierda a derecha del punto
x = 0 la segunda derivada no cambia de signo, por
lo que concluimos que x = 0 no es un valor de x
donde exista un punto de inflexién de la gréfica de
la funcién.

De izquierda a derecha del punto x = 5, la se-
gunda derivada cambia de negativa a positiva, por
lo que concluimos que en el punto donde x = 5 la
gréfica de la funcidn tiene un punto de inflexion.

Si queremos obtener la ordenada y del valor de
x, debemos sustituir x = 5 en la funcién original:

I 5 5,
X)=—Xx ——x";
S 20 12

al hacerlo nos queda como
F(5)=—(5)° = (5)" =~104.166666
20 12 ' '

Por lo que el punto de inflexién es
(5, —104.166666).

Para obtener los intervalos en los que la funcién
es concava hacia arriba y codncava hacia abajo basta
observar el resumen de resultados que aparece en
la recta numérica. Entonces concluimos que la gra-
fica de f (x) es concava hacia arriba en el intervalo
(5, too).

“““ Como la funcién es concava ha-

cia abajo tanto por la izquierda

como por la derecha de x = 0,

podemos concluir que es concava hacia abajo en
el intervalo (—eoo, 5).

Podemos comprobar los resultados obtenidos si
vemos la grifica de la funcién original

5
f(x)= Z—Ox5 — Ex4. Si utilizamos un graficador,

tenemos que la grafica de la funcidn es:

150+

1004

50+

Utiliza la segunda derivada para
determinar los puntos de inflexién

1 1
de la funcién f(x)=—- §x3 y determina los inter-
X

valos en los que la funcién es céncava hacia arriba

y en los que es céncava hacia abajo.
Paso 1: determinamos los posibles
valores de x donde podrian exis-

tir puntos de inflexién; para ello nece-

sitamos obtener la segunda derivada.

La primera derivada de la funcién estd dada por
f'(x) = —x~2 — x% y al volverla a derivar obtenemos

2
f'(x) = 2x73 — 2x, que es igual a f”(x)=— —2x.
X

Efectuamos la resta sacando a x> como comun
denominador y obtenemos:

. 2-2x*
S(x)=—7F—.
X

Recuerda que los posibles valores de x don-
de podrian existir puntos de inflexién ocurren en
aquellos valores de x que pertenecen al dominio de
la funcion donde se cumple que f”(x) = 0 o f"(x)
no existe.

En este caso el dominio de la funcién son todos
los nimeros reales, excepto x = 0, ya que en este
valor la funcién no existe.
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(En qué valores del dominio la segunda derivada
es cero? Para encontrar los valores de x que hacen
cero la segunda derivada de la funcién, igualamos
el numerador a cero y despejamos x, al hacerlo ob-
tenemos: 2 — 2x* = 0.

Al restar 2 en ambos miembros de la igualdad,
nos queda —2x* = —2.

Al dividir ambos miembros de la igualdad entre
—2 se obtiene x* = 1.

Al extraer raiz cuarta en ambos miembros de la
igualdad obtenemos que x = 1y x = —1.

(En qué valores del dominio la segunda derivada
no existe? Recuerda que la segunda derivada no existe
en los valores de x donde el denominador es cero.

Igualamos a cero el denominador de la segunda
derivada, y la ecuacién que nos queda por resolver
es: x> = 0; al extraer raiz ctibica en ambos miem-
bros de la ecuacién obtenemos que x = 0.

Como el cero no pertenece al dominio de la fun-
cion, lo descartamos como punto de inflexién de
la misma.

Entonces tenemos que los dnicos posibles valo-
res de x donde podrian existir puntos de inflexién
sonx=1lyx=—1.

Paso 2: determinamos el signo de la segunda
derivada por la izquierda y por la de-

recha de cada valor de x donde podrian
existir puntos de inflexion.

En una recta numérica marcamos los valores de
x donde podrian existir puntos de inflexion.

“m Aunque el cero no es un valor de

x donde podria existir un punto

de inflexion de la funcion, si lo

tomaremos en cuenta para delimitar los interva-

los y analizar como es la concavidad de la fun-
cidén en valores anteriores y posteriores a él.

-1 0 1

Observa que la recta queda dividida en cuatro
intervalos. Debemos determinar si el signo de la
segunda derivada es positivo o negativo en cada
uno de los intervalos; para ello seleccionamos un
valor de x dentro del intervalo y lo sustituimos en la
segunda derivada (el signo de la segunda derivada
serd siempre el mismo para cualquier valor de x
que tomemos dentro de cada intervalo).

Podemos escribir la informacién en una tabla de
datos de la siguiente forma:

lusién acerca

concavidad
def
Puede ser " - . . .
(=0, —1) Y= —2 f"(—2) = 15/4 Positivo Concava hacia arriba
Puede ser " . . . .
(—1,0) = —1/2 f"(=1/2) = =15 Negativo Cdéncava hacia abajo
Puede ser ” . . . .
0,1 x=1/2 f"(1/2) = 15 Positivo Cdéncava hacia arriba
Puede ser Y . . . .
(1, +o0) =2 f"(2) = —15/4 Negativo Cdéncava hacia abajo
Con los resultados obtenidos la recta numérica queda como:
(x>0 | 1) <0 x>0 | () <0
fesconcava | fes concava fes concava | fes concava
hacia arriba —1 hacia abajo 0 hacia arriba 1 hacia abajo
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Paso 3: analizamos los signos de la segunda de-

rivada.
Observa que de izquierda a derecha de x = — 1
la segunda derivada cambia de positiva a negativa,
por lo que concluimos que es el punto donde x = —1

es un valor donde existe un punto de inflexién en la
gréfica de la funcidn.

De izquierda a derecha de x = 1, la segunda
derivada cambia de positiva a negativa, por lo que
concluimos que en el punto donde x = 1 la gréfica
de la funcidn tiene un punto de inflexién.

Aunque en x = 0 la segunda derivada cambia de
signo, recuerda que no es un valor de x donde exis-
te un punto de inflexidn, ya que éste no pertenece
al dominio de la funcién.

Si queremos obtener la ordenada y de cada uno
de los valores de x donde existe el punto de in-
flexién, debemos sustituir x = —1yx = l en la
funcién original:

11
f(x)—;—gx ;

al hacerlo nos quedaria:

f(=D=-=2/3 y f(1)=2/3.

Por lo tanto, los puntos de inflexién son
(—1,-=2/3) y (1,2/3).

Para obtener los intervalos en los que la funcién
es concava hacia arriba y concava hacia abajo bas-
ta observar el resumen de resultados que aparece
en la recta numérica. Entonces, concluimos que la
gréfica de f(x) es concava hacia arriba en el interva-
lo (—eo, —1) U (0, 1) y es cOncava hacia abajo en el
intervalo (—1, 0) U (1, +o0).

Podemos comprobar los resultados obtenidos,
si vemos la grifica de la funcién original f(x) =

I 1 C
—— §x3. Si utilizamos un graficador, tenemos que
X

la gréifica de la funcidn es:

y
20

10
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7A-trabajar!

Utiliza la segunda derivada para determinar los puntos de inflexién de la funcién y los intervalos
en los que la funcion es céncava hacia arriba y en los que es concava hacia abajo.

Ejerciciol

f(x)=lx4 —lx3 —x*+8x-7
6 2

Solucién Paso 1: determina los posibles valores de x donde podrian existir puntos de inflexion.

Encuentra f'(x) =

Encuentra f"(x) =

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la segunda derivada es cero.

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la segunda derivada no existe.

¢(Los valores de x obtenidos pertenecen al dominio de la funcion?

Paso 2: determina el signo de la segunda derivada por la izquierda y por la derecha de cada valor de x donde
podrian existir puntos de inflexion.

Dibuja en la recta numérica los posibles valores de x donde podrian existir puntos de inflexion.

Completa la informacion de la tabla.

clusion acerca de la
oncavidad de f(x)

Paso 3: analiza los signos de la segunda derivada.
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Respuesta:

Punto(s) de inflexion:

Cdncava hacia arriba en:

Cdéncava hacia abajo en:

qettidol Encuéntralos ahora en la funcién f(x) = (x — 1)3 + 4x.

Solucién Paso 1: determina los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de inflexion.

'

Encuentra f'(x) =

Encuentra f"(x) =

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la segunda derivada vale cero.

Plantea y resuelve la ecuacién para determinar los valores de x en los que la segunda derivada no existe.

;Los valores de x obtenidos pertenecen al dominio de la funcién?

Paso 2: determina el signo de la segunda derivada por la izquierda y por la derecha de cada valor de x donde
podrian existir puntos de inflexién.

Dibuja en la recta numérica los posibles valores de x donde podrian existir puntos de inflexion.

Completa la informacion de la tabla.

clusion acerca de la
ncavidad de f(x)

Paso 3: analiza los signos de la segunda derivada.




Respuesta:

Punto(s) de inflexion:

Concava hacia arriba en:

Cdncava hacia abajo en:

a.q ; 1
qeraaoﬁ Encuéntralos para f(x)=x>+—.
X
Paso 1: determina los posibles valores de x donde podrian existir puntos de inflexion.

Encuentra f'(x) =

Encuentra f"(x) =

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la segunda derivada es cero.

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la segunda derivada no existe.

;Los valores de x obtenidos pertenecen al dominio de la funcién?

Paso 2: determina el signo de la segunda derivada por la izquierda y por la derecha de cada valor de x donde
podrian existir puntos de inflexion.

Dibuja en la recta numérica los posibles valores de x donde podrian existir puntos de inflexion.

Completa la informacién de la tabla.

lusion acerca de la
cavidad de f(x)

Paso 3: analiza los signos de la segunda derivada.
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Respuesta:

Punto(s) de inflexion:

Concava hacia arriba en:

Coéncava hacia abajo en:

qelddO‘i' Encuéntralos ahora para f(x) = 2x + 3x%3.

Paso 1: determina los posibles valores de x donde podrian existir puntos de inflexion.

Encuentra f'(x) =

Encuentra f"(x) =

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la segunda derivada es cero.

Plantea y resuelve la ecuacidn para determinar los valores de x en los que la segunda derivada no existe.

¢;Los valores de x obtenidos pertenecen al dominio de la funcion?

Paso 2: determina el signo de la segunda derivada por la izquierda y por la derecha de cada valor de x donde
podrian existir puntos de inflexion.

Dibuja en la recta numérica los posibles valores de x donde podrian existir puntos de inflexion.

Completa la informacion de la tabla.

lusién acerca de la
cavidad de f(x)

Paso 3: analiza los signos de la segunda derivada.

Respuesta:

Punto(s) de inflexion:

Concava hacia arriba en:

Céncava hacia abajo en:




Conjunto de

de practicar4.2

Enlos siguientes ejercicios utilizalasegunda derivada
para determinar los puntos de inflexion de la funcién,
ylos intervalos en donde la funcion es concava hacia
arriba y en donde es concava hacia abajo. Dibuja la
grafica de f(x) para comprobar los resultados.

1
1. f(x)=5x3+2x2+2x—5

2. f) =2 —12x>+ 24
3. f)=x*—7x*+ 16x+ 8

4, f)=x>—x>+x—1

5. f(x)=lx4 +£x3 —Ex2 +10
6 6 2

6. f(X)=4x-27x*+x° +%x4

7. f(x) =x*+ 12 — 42x* + 24x — 12

8. f(x)=lx"+Ex3 —sz +X+5
2 6 2

9. t‘(x)zx"—lx3 +§x2 —3x+1
2 2

; f(x)=£x4 +Zx3 +lx2
12 3 2

D f)=—x*+8x—24x2+ 72x — 24
. f)=—x*+16x3 — 96x> — 28
D f)=x4+ 23+ 6x2+ 60x — 14

. f(x)=ix4+x2—x
12

. fx)=—2x*—20x>+ 8
)= —x*+ 2 —24x>* —36x + 8

: f(x)=——£x +2x—1
10 6

20. f(x) =6x>—5x*—30x>*+ 4

21.

f(x)=§x5—2x4+6x—12

ejercici

[ | lx‘ll!'l‘!-‘—

ﬂ

1 1
22. f(X)=—x"——x>+2x+12
3 10

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34,

35.

36.

37.
38.
39.
40.
41.
42.

f(x)=3+2x—ix5 +ix4
20 12

f(x) = 25x* — 12x° + 2

f(x)=ix6 +§x5 +ix4
10 5 3

f(x)=lx5 LIRS
20 3 3

4 3
f(x):lxs XX i x

f(x)=§x3 —Ex4
6 3

—2x+lx4
5
f(x) = x> + 5x3 + 20x
3 5 3
f(x)=—x>+25x"+6x—-16
10
f(x) = 9x° + 40x* — 25
T .01 4 1,
f(X)=—x"+—x"+—x"+3x+22
20 12 6

2
x2+1

f(x)=

-8
x> +25

f(x)=

x*=2
2

f(X)=x -3

f(x)=x+l2
X

f(x) = (2x — 4)'?
fx)=x+2)" -1
fx) =6 —x"7

f(x) = (x + 3)*°
fx)=(2x —4)* +2

fx) =(x+5°2—x—8




43.

44,

45.

46.

47.
48.
49.
50.
51.
52.

En los ejercicios 43 a 52, utiliza un graficador para
determinar los puntos de inflexion de la funcion,
y los intervalos donde la funcién es céncava
hacia arriba y donde es céncava hacia abajo.

fla= x3i4
—
fla= szj_7

f(x) = (x* — 3x)'3
f(x) = (x> — 4)>3

fix) = (x3—x)"

f(x)= x2\Jo—x?

fx)=xJ1—x

f(x) = x5 + 5x%3

En los siguientes ejercicios realiza lo que se te pide.

53.

La siguiente grafica muestra la tasa de crecimiento
de la poblacion en México en el periodo de 1900 a
2000.

Tasa de crecimiento
—

: — N\

0.541900 \JZO 1940 1960 1180 2000
-1

afio

a) ¢Enqué periodo la razén con que cambia la tasa
de crecimiento es creciente y como es la conca-
vidad en ese periodo?

b) ¢En qué periodo la razén con que cambia la tasa
de crecimiento es decreciente y cémo es la con-
cavidad en ese periodo?

¢) ¢(En qué ano la tasa de crecimiento crece mas
rdpidamente? (Punto de tasa de crecimiento
decreciente.)

d) ;En qué ano la tasa de crecimiento decrece mas
rdpidamente? (Punto de tasa de crecimiento
creciente.)

54. Lasiguiente grafica muestra el nimero de usuarios

de telefonia movil (millones de personas) en Amé-
rica Latina, en el periodo de 1998 a 2004.
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a) ;En qué periodo la razén con que cambia el nu-
mero de usuarios de telefonia movil es crecien-
te y cdmo es la concavidad en ese periodo?

b) ¢En qué periodo la razén con que cambia el nu-
mero de usuarios de telefonia movil es decre-
ciente y cdmo es la concavidad en ese periodo?

¢) ¢(Enqué ano el numero de usuarios de telefonia
movil crece mas rapidamente? (Punto de nu-
mero de usuarios decreciente.)

d) ¢En qué ano el numero de usuarios de telefonia
movil decrece mas rapidamente? (Punto de nu-
mero de usuarios creciente.)

La siguiente grafica muestra las utilidades de la flo-
reria Rosita de enero a diciembre de 2003.
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a) En el periodo enero-febrero la razéon de cambio
de las utilidades, ;es creciente o decreciente?;
{como es la concavidad en ese periodo?

b) En el periodo mayo-septiembre, la razén de cam-
bio de las utilidades ;es creciente o decreciente?;
{como es la concavidad en ese periodo?







Respuestas a-los:ejercicios

-dfs_

Unidad |
Tema 1.1

1. Noesfuncion 2. Noesfuncién 3. Siesfuncién. Variables discretas 4. Siesfuncién. Variables
discretas 5. Siesfuncion. Variables discretas 6. No es funcion 7. Siesfuncion. Variables discretas
8. Noesfuncion 9. Noesfuncion 10. Siesfuncion. Variables discretas 11. No es funcién

12. Noesfuncion 13. Siesfuncion. Variables discretas 14. Sies funcién. Variables discretas

15. Siesfuncién. Variable discreta y variable continua 16. Sies funcion. Variables continuas

17. Siesfuncion. Variables continuas 18. Sies funcion. Variables discretas  19. a) No es funcién

b) Siesfuncién c¢) Noesfuncién d) Siesfuncion e) Noesfuncion 20. a) Dominio:[2, 12)
Rango: [0,2) b) Dominio: (—5,4) Rango:(—4,5) ¢) Dominio:[-5,5] Rango:[0,5] d) Dominio: [—6, —1)
Rango:[—7,3] e) Dominio: (—eo,00) Rango:(—eo, ) f) Dominio:(—2,6) Rango:(—5,5] 21. a
28. Las respuestas son variables o requieren una interpretacion. 29. a) Noesfuncién b) Sies funcion
¢) Siesfuncion d) Noesfuncion e) Siesfuncion

Tema 1.2

1. y=—§x—l 2 =2x—% 3. y=25x+ 13 4. a) q=f(p)sicorresponde a un modelo lineal

5 < V7Y
b) t = f(r) no corresponde a un modelo lineal ¢) y = f(x) no corresponde a un modelo lineal d) w = f(2)
si corresponde a un modelo lineal 5. a) D=17+0.1t b) En2007 6. a) M=77.6 +0.3t
b) 80.6% de mortalidad 7. y=§x+§ 8. a) m>0yb>0,ecuacibny=5x+3 b) m<0yb>0,
ecuaciony =7 —2x ¢) m=0yb>0,ecuacibny=9 d) m>0yb <0, ecuacion y=%x—4

e) m<0yb<0, ecuaciony = —2 — 3x

9. y y y

—1/3 T
_, / /

b)2x~3y— 1 95 -3y— —x

ay=-5-—3




/.

& 8
—0.07

d)y=03+43x

10. a) $1500 b) $7.50g 11. a) V=800000 + 40000t b) Después de 21.27 ainos

2
12. 50 articulos 13. a) V=—87—op+ 6250

b) 299 visitantes 14. a) C= —0.4p + 1480
b) $1287.50 15. a) Depende de la distancia (km) que va a recorrer b) 76 km

16. a) 10000 =292p + 180a b) 25pulseras 17. C=4825+5f [=1350f U=8.50f—4825

18. a) V=—gt+15200 b) 92.52 meses 19. a) V= 152000 — 20520t b) $8360

20. a) 8352C + 15796L = 195000 b) 6 portatiles 21. 62.5cajas 22. a) V = 250000 + 9375t
b) $278125 () $428125 23. $1120 24. a) V =4353.45 + 304.74t b) $6486.63

62
25. a) D=143x b) $3531.47 26. =
a) x b) S a p 6975

anteriores graficas cortando en 1/55enelejey 28. a) y = 100 x — 4 estard mas pegada al eje y y corta en
—4alejey b) y=0.15x + 4 serd mas horizontal pegdndose al eje x y corta al eje y en 4

29. a) y = —120x + 20 sera mas vertical pegdndose al ejey y lo cortaen 20 b) y = —0.05x — 3 serd mas
horizontal, pegdndose mas al eje x y cortando al eje yen —3  30. 1500 unidades

x b) 320articulos 27. y= 2x+% serd paralela a las

1
1. k=12, n=-3 2. k=7, n=5 3. Noesfuncién potencia 4. k=8, n=3
7 1
5. k=§, n =—§ 6. No esfuncion potencia 7. y=0.07x> 8. y=2x"> 9. y=4x"> 10. y=§x2’3
11. P=Kd", Kpositiva 12. |=KP, Kpositiva, Krepresenta lacantidad vendida

2.1
13. $52500 14. a) C=0.7p b) Elcliente paga $577.50 15. a) k=8—03=0.026625

b) 1.8105kg 16. a) k=90 b)3.6semanas c)12albaniles 17. a) IV b) Il ¢ | d) Il
18. a)lll b) IV oIl d) I

Tema 1.4

1. i) a) 6 b) Negativo «¢) 2raicesdobles, 2 raicessimples ii) a) 7 b) Negativo c¢) 1raiztriple,
1 raiz doble, 2 raices simples iii) a) 4 b) Positivo ¢) 1raiztriple, 1raizsimple 2. i) a) 5

b) Negativo ¢) 1raiztriple, 2 raices simples i) a) 6 b) Positivo ¢) 2 raices dobles, 2 raices
simples i) a) 6 b) Negativo ¢) 1raiztriple, 1 raizdoble, 1 raiz simple




3. Grado 5; coeficiente principal —8; una posible gréfica seria la que tenga cuatro vueltas y que empiece arriba.

A x

4. Grado 4; coeficiente principal 5; una posible gréfica seria la que tenga tres vueltas y que empiece arriba.

5. Grado 4; coeficiente principal 2; una posible grafica seria la que tenga tres vueltas y que empiece arriba.

6. Grado 7; coeficiente principal —9; una posible grafica seria la que tenga seis vueltas y que empiece arriba.
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19. y=k(x+2)(x=2)(x-6)conk<0 20. y=k(x)(x-4)(x-7)conk>0 21. y=k(x+3)*(x—4)" con
k>0 22. y:k(x+1)3(x—5)conk<0 23. y=0.1875(x + 2)2(x — 1)(x — 3) 24. y = 0.0625(x + 1)

(x —3)* 25. y=—-0.01777(x + 3)(x — 1)(x — 3)(x — 5)*> 26. y = —0.0085034(x + 2)*(x — 3)(x — 7)?

27. y= —0.04 (x — 2)(x — 6)(x*)(x — 4)> 28. y = 0.00042328(x + 4)(x — 8)*(x)* 29. 500 CD, utilidad
maxima de $13750 30. 2 horas 31. 1500 unidades 32. 4 pisos

Tema 1.5

1. a) Sicorresponde a un modelo exponencial b) No corresponde a un modelo exponencial
¢) Sicorresponde a un modelo exponencial d) No corresponde a un modelo exponencial
2. a) C=5003.26(1.01725)" b) Capital $6038.89y $1503.65 de interés c¢) 1.725%

3. a) P=339282(9.8048)"*° b) 5251547 habitantes 4. a) | = 12500(1.2765)!

x/4
b) 69032.84 millones de dolares 5. y=(3)1/2(lj oy = 1.7320(0.759835) 6. y = 1.1547(3)"2

x/4 x/3
7
7. y=3(?j 8. y:7(ﬁj 9. No 10. ¢ 11. b) 12.al17. Lasrespuestas son variables o

requieren una interpretacion 18. a) P = b(1.02)"> b) 10.408% del valor inicial

19. EI10.15998% de la cantidad original 20. a) P = 40(0.9996)" b) 39.68 watts ¢) 333.76

dias 21. a) P=126.4(1.0281)" b) 171.45 millones de habitantes ¢) En 2010

22, a) O0=150(1.004) b) 160unidades 23. a) D=b(0.9513) b) 60.698% de la demanda inicial

t/2
24. a) N=25000(E) b) 1600 ejemplares 25. a) P= 50000 (0.594)"> b) $14323.78

26. 6 horas 27. 5meses 28. $300001.20 29. Punto de equilibrio x = 54.8

30y 31. Lasrespuestas son variables o requieren una interpretacion 32. $60080.01 33. $11014.78
34. $32030.94 35. $292066.93 36. 4.88% 37. 11.86% 38.10.24% 39. 7.88%

40. 941% 41. 13.34% 42. Inversion: $20000 Tasaanual:4% 43. Inversién: $50000 Tasa anual: 6%

Tema 1.6

1. y=3.1e"* 2. P=6e %% 3. y=e%* 4, y=359468e ¥ 5. y=6.0329¢e 2

6. y=35e""> 7. ¢) 8. b) 9.al11. Lasrespuestas son variables o requieren una interpretacion

12. a) P=23(1.217744) b) P = 1.24(0.09255)" 13. a) P = 0.48(10.07442)' b) P = 24(0.7788)!

14. a) V=184350e %%t p) $162688.30 15. a) P = be®®* b) 93.48% mas de la que originalmente
habia 16. a) Q = 277e%%3%3t  p) 669 partes por millén 17. Razén continua de 3.6% cada hora

18. a) Q = 15000e°%" b) 58443 unidades 19. $229583.69 20. $158446.51 21. $32852.34

22, $75754.04 23. 4.8122% 24. 3.3033% 25. $59871.31 26. $8714.93 27. Cuando K es positiva.
la gréfica crece. Cuanto mayor sea el valor de K, mas rapido sube la gréfica 28. Cuando K es negativa, la
grafica decrece. Cuanto mas negativa se haga K, mas rapido decrece la grafica.

Tema 1.7

1. t=24091 2. x=8 3.t=—05108 4. x=16931 5. t=—-03586 6.y=05594 7.x=033
1
8. X=—E 9. x=—-03735 10. t= —3.9277 11. a) V= 25769.89(0.714286)"°2 b) $3.71

12. a) Q=17.8e %2t p)15horas 13. a) P=520e**% p) En2011 14. a) U= 125.36(1.032)t
b) Alos11anos 15. 115.52anos 16. 97.63dias 17. 18.34dias 18. 3.15 meses

19. a) Razdn continuade 23.105% b) Alos 13 meses 20. Razdn continua de 2.509%

21. 11.38afos 22. El modelo 2007 23. 533afos 24. 829anos 25. 11.73 afos

26. 6anos 27. 2485% 28. 20.18% 29. 73% 30. 1098% 31. r=6.93% 32. 4.39 anos

Tema 1.8

1. y=3cos4(x —n/8)+1 2. y= —2sen[(1/4)x —4n)]+ —2 3. y=sen(x) +2
4. y=(3/2)cos2(x + x) + 1
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751 —0.57 —0.261
- 0'5.-
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9. a) Periodo = 1/262 segundos b) Frecuencia = 262 ciclos por segundo 10. y = (1/2)cos ((#/12)x) + 37
T = —5cos ((7/6)t) + 20

1. [

12. P=0.5sen ((#/2)t) + 1.5 13. D = 0.0075sen ((272/1.3)t) + 0.0325

Tema 1.9
Conjunto de ejercicios de practica de funcion compuesta
X
5" - Ix+4 e
1.q0) fog=——— b) gof= S(W) <) fof=_YX+4 d) geg=5% 2. a) f°g=2e(" 5)
V5 +4 , X a4
Xx+4

1 1 3x+5 1
(26772 = 45%*10 C) fof=2el6"*9) () gog= 1V
()

b) gof=e"?=x2 ¢ fof=In(nx)? d) gog=e" 4. a) fog=/(x+1)+3(x+1)=Vx>+5x+4
2
by gof=Nx*+3x+1 ¢) fof= \/(\/x2+3x) +3\/x2+3x=\/x2+3x+3\/x2+3x d)geg=x+2

1Y’ 1 :
5. a) fog=(i—:r1) +[i—t1)+1 b) g°f=XX-:—::2 0) f°f=(x3+x+1)3+x3+x+2

b) geof= =x* 3, q) fog=Ine*=2x

d) gogz(i)ﬂzz_":x 6. a) fog=fin(1—2x)-1 b) gef=In(1-2Jx=1) o fof= JYx—1-1
d) geg=In(1—=2In(1—2x) 7. a) fog=e@ P =e>"® ) gof=e +9 () fof= e’ = e
d) gog=e® *+9 8 ) fog=3" p) gof=(3&)5=35& g fof=3"" g gog=x*

9. f(x) =Inx g(x)=\/; 10. f(x) =/x gx)=Inx 11. f(x) =e 12. f(x) =Inx

13.f)=+x g =x*+5 14. fX)=x—-2 gx)=x+1 15. gx) =x*+5

16. g(x)=\/; 17. I(x)=&x_x2 18. Ix) = — xIn(x) 19. a) c(t) = 8192t + 64t + 1200

20
b) 206320 miles de pesos (0 $206320000) 20. a) c(t) = 100 + 15t + 9t b) $796

3
21. a) qit)=(8-25) +10 b) 438viviendas 22. a) q(t) = (4 + t + 65) — 12¢2 — 3t — 195

b) 2834170 kilogramos




Conjunto de ejercicios de practica de funcion racional

1. Asintota vertical: x = —2
Asintota horizontal: y = 1
Hueco: x = 2

2. Asintota vertical: x =5
Asintota horizontal: y = 0
Hueco: x =4

3. Asintota vertical: x = —4
Asintota horizontal: y = 0
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4. Asintota vertical: x =0,x =1 y
Asintota horizontal: y = 0

5. Asintota vertical: No hay y
Asintota horizontal: No hay
Hueco:x = —1

4
6. Asintota vertical: No hay
Asintota horizontal: No hay
Hueco:x=2 y x=3
. X
5 4
24
34
7. Asintota vertical: No hay y

Asintota horizontal: y = 3




8. Asintota vertical: x = —7/2
Asintota horizontal:y = 1/2

9. Asintota vertical: x =0 y
Asintota horizontal: No hay 74

44
34

21

10. Asintota vertical: No hay y
Asintota horizontal: No hay 41




Unidad 2
Tema 2.1

1. Noexiste 2.~ 3.0 4.10 5. a) 05 b) —26 ¢) —= d) o e +~ 6. a)0 b1 ¢ 2
d) Noexiste 7. a) 2 b) 35 ¢ 1 d) 2 8. Noexiste 9. Noexiste 10. a) 1 b) No exis-

22 4
te ¢) Noexiste d) 0 e 3 11.1 12.? 13.0 14. 0 15.¢* 16. In5 17. _E

18. —% 19. 0 20. 1 21. 11 22. ? 23. -1 24. —% 25. % 26. Noexiste 27. 18 28. 10

1 1 1 1
29. —36 30. — 31.3/19 32. —= 33.11/17 34.~ 35.1 36.— 37.0 38.4 39. —

2 / 242 / 2 2
40. —> 41.0 42. = 43. —o 44. + 45. 3/2 46. 1/3

Tema 2.2
1. Discontinua en x = 0, ya que Il'r'rg f(x)=noexiste 2. Discontinuaenx =— 2,ya que lim. h(x)#h(-2)
Discontinua en x =— 3, ya que I|'m3 g(x): no existe 4. Discontinua en x = 36 ya que g(36) = no existe

Discontinuidad eliminable en x = 2, si se redefine h(2) = 1/2 6. Discontinuidad esencial enx = 0
Discontinuidad eliminable en x = 0, si se redefine g(0) = 5 8. Discontinuidad esencial en x = —1

9. Continua en todo numeroreal 10. Continua para todo valorde x # 1 11. Continua en todo niumero real
12. Continua en todo nimeroreal 13. Continua paratodovalordex # 0 y x# —3 14. Continuaen
todo numero real

S A

Unidad 3

Tema 3.1
1. leroz{“‘ 110 alumnos graduados/semestre 2. m’ . =23.02 pesos/mes 3. P’ = 0.275 %/afo
4. £, =3 5. D' = 3398 divorciados/afio 6. V', ., =1295.5 millones de délares/afo 7. I, =63.5
millones de délares/ano 8. P’ =~ —1.75 miles de dblares/tonelada - mes 9. pis’ = 64 millones

(Abril) — (1988)

de ddlares/ano  10. P’ =0.091 miles de unidades/mes 11. V'(6) = —5.8468, el valor del automovil
disminuye con una rapidez de 5846.80 pesos/ano 12. C'(3) = 1530, el costo total de produccion
aumenta con una rapidez de 1530 pesos/mil unidades 13. 5'(2.5) = 25.005, la velocidad de la cubeta a

los 2.5 s fue de 25.005 m/s 14. h'(45) = 181, la velocidad del globo a los 45 s fue de 181 pies/s

15. g'(5) = 0.3465, la demanda crece 346.5 unidades/mes 16. S'(3) = 342.67, el saldo aumenta con una
rapidez de 342.67 pesos/anho 17. I'(100) = 200.0010 el ingreso aumenta a una razén de 200,001 pesos/
poliza 18. P'(7) =444.24, |a poblacion crece a una rapidez de 444 bacterias/dia. 19. U'(9) = —212.955, la
utilidad estd disminuyendo con una rapidez de 212.95 pesos/cien unidades. 20. C'(5) = 0.749875, el costo
mensual crece a una rapidez de 749.875 pesos/cien marcos 21. f'(—2)= —8.3645 22. f'(7) = 2.0794
23.f'(1)=4 24. f'(1)=1 25. f'(4)=13.55056 26. f'(1/2)=0.43502 27. f'(2)=0.41612

28. f'(0)=5.5059 29. f'(5)=0.23 30. f'Q)=—1.2 31. f'(x)=2n 32. f'(x/2)=—-3 33. f'(0)=—1

Tema 3.2
1. mtangentez2.6 2. mtangemez1.137 3. M gente = 1.0986 4. M, gente = —0.25 5. mtangente:0.494
6. M, e~04625 7. a) m_  ~—0075 b)m_ _ ~006 8 a m,  ~0385 b)En1980,el

tangente tangente tangente

total de viviendas habitadas en México estaba creciendo con una rapidez de 385000 viviendas/ano.

9. a m ~0.035 b) En 1950, el crecimiento relativo de la poblacién estaba aumentando con una

tangente

rapidez de 0.035% por afo
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Tema 3.3

1. y
f(x)
_|2
3.
f'(x)
X
5. I y
|
| f(x)
X
I
|
|
|
|
7.
')
_Il
' 0.796

f'(x
X
y
£
1
/ X

v |
|
|
| f'(x)
|
| X

51
|
|
|
|
|

y
f'(x)
X 1.667
! x
1.667




9. y 10. y y
£
X
d 1 x 0.3679
1 7 =
/ fe) 03679
11. y y
f')
i . : N .
\'/ A -1.41 flgel

1 2. y | |

| I )

| |

X

| T

| |

| |

| |

B [

| |

| |

|
13. y 14. y y

f'x)
f')
v '
27183 448
x 448 x
27183
15. v = 16. y
f’ f/l
5 f” /\
-3 / 5/3 /2 2\ x




17.

19.

20.

21.

y=f"x

y=r"x)

X

N

y y Y 18.
% f
o x
/1
y y
y=f" ) y=f"(x)
/I :
x
1 9 3.1

y

\/
s

y=f"

X

~.

y=f'®

y=r"x)

N

22, a) fcreceen (—oo, —2)U(—2,1)
concava hacia abajo en (—eo, —2)U(0, =)

/1 \

en (—oo, =2)U(—2, 5)U(5, =)
d) fes coéncava hacia abajo en (—oo, —2)U(1.5, 5)

(=51)

b) fdecrece en (—oo, —5)U(1, 5)U(5, =)

d) fes coéncava hacia abajo en (—3, 2.5)U(5, =)

25. a) fcreceen (—oo, 4)
d) fnunca es concava hacia abajo e) fno tiene maximos ni minimos
¢) fnunca es céncava hacia arriba d) fes concava hacia abajo en (—es, o)

b) fdecrece en (0, =)

b) fdecrece en (4, =)

e) ftiene maximoenx =0, fno tiene minimo

27. Elresultado significa que si se aumentan los gastos
de publicidad, las ventas aumentan rapidamente.

b) fdecrece en (1, )
e) ftiene maximoenx =1,
b) fnuncadecrece c¢) fesconcava hacia arriba en (—2, 1.5)U(5, «)

e) fno tiene maximos ni minimos

¢) fescdncava hacia arriba en (—oo, —3)U(2.5, 5)
e) ftiene maximoenx =1,
¢) fes céncava hacia arriba en (—oo, 4)U(4, )
a) fcrece en (—oo,0)

26.

¢) fescéncava hacia arriba en (=2, 0)
fno tiene minimo  23.

a) fcreceen

ftiene minimoenx = —5

Inversion en
publicidad

Tiempo

d) fes
a) fcrece




28. [ ... y El resultado significa que a medida que pasan los dias, la cantidad de
niermos . s
contagiados contagiados aumenta mas lentamente.
X
Tiempo
(dias)
29, Demanda 1 El resultado significa que cuando el precio aumenta, la cantidad de-
mandada de productos decrece lentamente.
\\ .
Precio
30. | Liidades 1 El resultado significa que a medida que aumenta el nimero de tra-
bajadores, las utilidades van incrementdndose hasta una utilidad
maxima; si se sigue aumentando la cantidad de trabajadores, las
utilidades disminuyen.
X
Numero de trabajadores
Tema 3.4

1
1.y =0 2.y'=5¢ 3. fH=1 4. f'(t)=? 5 f()=¢€ 6.y =3In3 7.y =-2x3 8. h@@=1

1

9, h’(W)=l 10. g'@ =e* 11. y’=(%) In(1/2) 12.y =0 13.y'N=1 14. g’(y)=y 15. h'(w) =e"
w

2 1
16. f'(x) = (1.6)In(16) 17. g’@ =0 18. h'(N =152 19. f'(x)=——— 20. f'(x)=—— 21. g'(¥) =0
J 5:/x7 33/x? 9v

22. h'( =0 23. h'(s) = (N (41} (In(n4.1) 24. h(2)=(37)In(v37) 25. f’(x)=—%—§3 X

26. h'(x) =3*(In3 +2x) 27.y =5¢ 28. y’=I(TnXX_)21 29, y'=_4x_;—x_)(41 30. h'(x)=%x‘3’2+n" Inm
31. f’(x)=1+(¥$ 32. y'=% 33. y'=—5xi6,5 34, y'=% 35. f'(x)=%—2x‘3

36. h’(x)=e”(x‘5’3—§x‘8/3) 37. y’=(1.6)*G+(lnx)(|n1.6)) 38. f'(t) = 6.8(23)'In2.3  39. f'(x) = (1.8
40. g'(x)=ey—§y‘5’8 a1. f'(t)=% 42, g’(y)=2—%+2lny 43. f’(X)=%

,_10+2xe* —5Inx—e"
- 232

,_x'(2x°+5)

45. y' =2 (In3)In2) +4 46. y’'= > 09,: 35

44. y

(x3+1)° T x 7 x>




1
3(e*+)
5 5 4 12 X
48. f'(x)= = —— 49. f'(t) = 18t + 60t* — 413 — 212 + 1 LY =
(x) 6X1/6 2X7/2 3X2/3 x* (1) t t 50 y (e"+|nx)2
— — , 5 7
51. h,(x)zex(x xIn2-1) 52. g(x):——x8+—x5+Inx(—15x8+7x5) 53, r'(x)=l+5x5e*+25x4ex
x*2* 3 6 X
m*(1-xInxIn3) 1 —3x2—18x+129
54, w(x)==—""""> 55, p'(x)=125(23) In23-—— 56, y'=—— ———
b x3* 6 e 27 28 (3x—4)’ (x-9)°
—1- 11
57. yr=_1—Inx y = ax 59, £00=(128) (xIn (1.28) + 1) + & ~+Inx
x“In° x 2 X
’—5x°In2
60. g’(x)=e$ 61. YI=M 62. f'(x) = e*(—sen (x) + cos (x))
X (cos (x))

63. f(t)=In (1) cos (£) + = ) 64, y’=lx_E +sen® x—cos? x 65. f(t)= "> () —sen (§)+ tln ()(sen (2t)+cos (®)
t 2 t(cos (t) —sen (1))

Tema 3.5
3 2 2Inx
1 R()=— 2 f(x)=—— 3. g(@:m 4. g =e"*"12x+1) 5. h'(x)= (in2)
/ 4 2 xInx X X
3(3t +5)
(45x° +24)V5x> +8x -3 ,
y'= 7.y =—=5e>"3 8.y =In5 9.y =(xIn1.253)(1.253)%x

2
15x* o e +2e 47 ng —5¢* -5

10. y'= MF(x)=—e 12 F(x)=——2 13 F(X)=— 14.g'(x)=
Ve +a 33 5(ex—e‘“)4/5 ) 2Vx+8 ! _2 (e*+x)3

2oy

x* —14x (3X/In)(|n 3)(Inx-1)
15. g'(x)= Ly'= 17. y'= 18. y'=—1/.
9'(x) x°+7x Y (Inx)* g (x2+1)2 g )
(0.032)""In 0.032 2x° 12y°e'"
19. y'= 20. y' =e™(nx+1) 21. y'=6x*I 22, g'(y)=—7—
y T y (Inx+1) y'=6x’In(x+3)+~— g'(y) o
3e* —10e** X 2x ;
23. f'(X)==——— 24. y'=—=___“7 25 g(x)=15x%" 26. h'(X) = (26— ()6 *In6)
(3¢ -5\ Y= e x4
6—3In (20x> Y 1n348x? — Vx
27. f.(x)z—(s) 28. h'(x)=3 In3\/§x e 43 _ 2. g'(x)=z( 21 )
2Jx° 24x ‘\‘/(8x2—e) 3Ux7+x
(x‘/2 +2x3)[2ln (x”2 +2x3)—1:| 1
30. R'(x)= - (—x’”2+6x2) 31,y = (2x+ 23)e”
[In (x'/2 +2x3):| 2
' —X 7X6—8 h_ 2 0 2
32, + 33. y' = (48.76x — 24.38)In (1.76)(1.76)"* 34. h'(x) = 2x (527

yz\/(x2+5)3 2Jx -8x

X 3 3
35. rl(X)= (33)]#4_‘(32) 36. fl(X)= (4+33§;())((:(9X22X) +(9X2 _6)(X3 _2X)2 (2X+9X2 )2/3
2 2
37. g'(x)= & 5 2 (43X +3) 38. h'(x)=8"" 3X/2(3len 8+ mj
(4x2 +3)e" e* 2




e6x5—x3 (30X4_3X2) 15X2e6xs_xa X( 1 J
39. h'(x)= —— 40. f'(x)=8°| e In8+—| 41. y' =72eln2(8 - 2%)'(2%)
( ) \/X3—1 (X3_1)3/2 ( ) 2x
42. h'(t)= 3 3. f'(x)= 7’ ~7%In(7)Inv2x-4 a4a. h‘(x)=(3x“/3+x2/3)e*—
(3t*+1) /I (36+ 1) 2x-4 3 6x+8
2(y3+y)2 (3)/2 +1) , 1 . 30x2
45. f(X)=W[2|n (2)(y3+y) —1] 46. f(X)=Exe “Tr

2 2
47. SJ'(X)=l 1 3 [12X+ 3)2 } 48. h'(x)=RInV7x*> —x + 2e7 |
> (36x2+\/x3+8) e (42x2—6)%/|n2\/7x3—x

36x° 5x*

() = 8% X — y2)p—x h(x)=—""2 22
49. g'(x) = 287 *(2x — x)e~*In (28) 50. h'(x) o 1 05

. '_6x2(x3+8)4/3_l( x>+8 )4/3 <4X4—72x2—64x) '_(3x6—2x)4(90x5—10)+6x2
" (2amae)” 3l2a-ax (x*+8) . 4[(13x6—2x)5+2x3]3/4
] Inz(x’+2x)  In3 '_(x“+6)4 : 3
53, y'=3"r { o ey el LIS = 16 (x*+6) In¥2x+1
‘/E 2 —2x 5
55, y':(O'SB) I;ji’gsi)(y e —2e'2*(o.523)m 56. y'=;(|n(7x)—6“)'”G—zln 6(62")]

Yx—1
3 -5/
57.y.=_%(e\/ﬁ+ln ,—X—1)54[ e 1 J

+
33(x—1)  2x=2

3
8(' (H:D 184
58. y'=—8(e* +In (243))**In (2 + In (243)) - —~—2> 2 59, y'=¢"* (—)

(x+1)(x=1) Jx
60. y'=(X2+(232(_X:):r2X)5 [10x(x* +2x)(x* =1)+6(x* =1)(x* +2)(5x* +2) - 4x(x* +2)(x* +2x) |
61. y'= (28x+1 22'6)(X4 ;510)()5/4 +(35x° ~87.5)(x*-10x)" (x* +-9x)”
(x> +9x)
62y = — (34Xx3/8—e)” —zxfﬁe)zs 63. y’=% 64. y' = —3(xe* + e)cos’ (xe)sen (xe)
65. y’=$ : y=§::; 67. y' = 2xIn5 (cosx) 5"  68. y'=X2:25—szy 69. y = —e*
VR . y'=>1’_—’1‘ 72, y=Xina+2x ,_ysenx—seny

"~ 2y+5”In5 T T Inm+2y COS X+ COS ¥
2




_ 2xsen (x2 +y2)—1

74. y'= — 75. y" =x5(n572 + 2(5°In5), y” =x5(n5)*+3(5In5)*> 76. y" =3+ 2Inx
2ysen(x +y )—1
y” = 2 77. v/ = (Inn)’ —n(x-0x"7, y”=n"(Inn) -alz-N(n-2)x"> 78. y”=—4(x+1)>,
X
y”=12(x+107" 79, y”=x%* +4xe* +2e* +6e’x, y” =x’e* +6xe* +6e* +6e>
80. y" = —xcosx—2senx, y" =xsenx— 3cosx
Tema 3.6
1. Laecuacién de la recta tangente es: y

T+

_ 2
TR

2. Laecuacion de la recta tangente es: y
y=x

3. Laecuacién de la recta tangente es: y
y=In2x-In2+1

4. Laecuacion de la recta tangente es:

—Zext2e
Y 3 3




5. La ecuacion de la recta tangente es:

y=_(w](x_2) 1 T~

+_
(2In2)’ 2In2

0.7213

6. Laecuacion de la recta tangente es:

1
=——x+1-In3
Y773

7. Laecuacion de la recta tangente es: 8. Laecuacion de la recta tangente es:
1 9 y=—e’x+e°
y=—x+—
16 16

9. Laecuacion de la recta tangente es: 10. Laecuacion de la recta tangente es:
y=(In3-3)x+3 y=2

11. La ecuacidn de la recta tangente es: 12. Laecuacién de la recta tangente es:
y=2e'x—e" y=-0.0221615x +20.734

13. La ecuacién de la recta tangente es: 14. Laecuacion de la recta tangente es:
y=816x—-1120 y=0.07115x+1

15. La ecuacién de la recta tangente es: 16. El costo aumenta con una rapidez de
y=55452x-0.7726 0.221872 délares/unidad producida

17. El costo marginal es $501.89 18. El saldo aumenta con una rapidez de 0.221872 ddlares/dia

19. El saldo aumentara con una rapidez de 1127.09 délares/ano  20. El precio disminuye

1802 dolares/computadora 21. La demanda disminuye 71 llantas/mes 22. La poblacién crece a una
rapidez de 7.8183 millones de personas/aiio  23. La poblacién crece a una rapidez de 0.580635 millones
de personas/afio  24. La utilidad marginal es de $306.74 25. La utilidad aumenta con una rapidez de
$6000223.60/tonelada de acero  26. La productividad marginal es de 10 unidades 27. La produccién
marginal es de $2076 kg 28. El ingreso marginal es de $2500 29. Elingreso aumenta a una razén de
85 dolares/unidad vendida 30. El tumor crece a una rapidez de 2325.94 miligramos/mes

Tema 3.7

Las interpretaciones practicas no se dan, porque seria contestar la pregunta que se te hace.

1. f)°C/min g) Negativo 2. a) °F/min b) Positivo 3. a) kg/miles de calorias b) Positivo




4. a) Miligramos/meses b) Positivo 5. a) Miles de pesos/cientos de unidades vendidas b) Positivo
6. a) Miles de pesos/cientos de docenas de huevos vendidos b) Positivo 7. a) Miles de pesos/cientos
de garrafones vendidos  b) Positivo 8. a) Miles de pesos/toneladas de acero vendido  b) Positivo

9. a) Dolares/reproductores fabricados  b) Positivo  10. a) Millones de pesos/toneladas de maiz producidas
b) Positivo 11. P'(12) = — 2.00096 12. P'(4) = 1.99207 13. P'(5) =2.57999 14. S'(3) = 1.5061717

15. V'(2) = —43.68139 16. M'(30) = —8.8242 17. I'(100) = 5000 18. P'(400)=3//400=0.15
19. a) lp)= —2p*+780p b) I'(38) =628 20. a) U(x) = 538x — 0.05x2 — 4000 b) U'(400) = 498

Unidad 4
Tema 4.1
5
1. Méaximoenx =2, fcreceen(—,2), fdecreceen (2,) 2. Minimoen x =E fcrece en (5/6, =)
fdecrece en (—oo,5/6) 3. Minimoenx = —1.5, fcreceen(—1.5,), fdecreceen (—o, —1.5)

fcreceen (—o,1/6), fdecreceen (1/6,) 5. Maximoenx = —2, minimoenx =3

1
4. MaximoenX = g

1
fcrece en (—oo, —2)U(3,), fdecreceen(—2,3) 6. Maximoenx= 3 minimoenx =1, fcreceen
1
(—o0, 1/3)U(1, ), fdecreceen(1/3,1) 7. Minimoenx =0, maximoenx= g fcreceen (0,1/3), fdecrece

en(—o,0)U(1/3,) 8. Maximoenx =2, minimoenx =3, fcreceen (—oo,2)U(3,) fdecreceen (2,3)
9. Maximo enx = —3.85, minimo en x = 20.649, fcrece en (—o, —3.85)U(—0.649, «), fdecrece en

1
(—3.85, —0.649) 10. Maximoen x = —2, minimo enx=§, fcrece en (—oo, —2)U(1/3,0), fdecrece

en(—2,1/3) 11. Mdximoenx =0, minimoenx = 6.7, fcreceen (—eo,0)U(6.7,), fdecreceen (0, 6.7)
12. Minimoenx = —1, maximoenx =6, fcreceen(—1,6), fdecreceen (—c, —1)U(6, =)

13. No hay méximos ni minimos, fcrece en (—oo, +e0) 14. No hay maximos ni minimos, fcrece en
(—o0, +0) 15. No hay maximos ni minimos, fdecrece en (—oo, +0) 16. No hay maximos ni minimos,
fdecrece en (—oo, +e0) 17. No hay maximos ni minimos, fcrece en (—oo, +e0) 18. No hay maximos
ni minimos, fcrece en (—eo, +o0) 19. No hay maximos ni minimos, fcrece en (—eo, +0) 20. No hay
maximos ni minimos, fcrece en (—eo, +e) 21. No hay maximos ni minimos, fcrece en (—oo, +o0)

22. No hay maximos ni minimos, fcrece en (—eo, +00) 23. No hay maximos ni minimos, fcrece en
(—o0, +0) 24. No hay maximos ni minimos, fcrece en (—oo, +o0) 25. Maximoenx= —1,x=1,
minimoenx =0, fcreceen(—, —1)U(0,1), fdecreceen (—1,0)U(1, +o) 26. Maximoenx = 3,
minimoenx = 0,x =4, fcreceen (0,3)U(4, +), fdecreceen (—c,0)U(3,4) 27. Maximoen

x =0, minimoen x =—3,x= \/g, fcrece en (—ﬁ,o)u(ﬁ,+oo), fdecrece en (—oo,—\/g)u(o,\/g)

28. Maximoenx =0, minimoenx = —1/5,x = 3/2, fcreceen (—1/5,0)U(3/2, +), fdecreceen (—oo,
—1/5)U(0, 3/2) 29. Minimoenx =0, fcreceen (0,o), fdecreceen(—,0) 30. Maximoenx =0,
fcreceen (—o,0), fdecreceen (0,>) 31. Maximoenx = —2.236, minimoenx = 2.236, fcreceen

3
(—oo, —2.236)U(2.236, ), fdecrece en (—2.236,2.236) 32. Maximo en X =—E, minimo en x = 6,
No es maximo ni minimox =0, fcrece en (—oo, —3/2)U(6,), fdecreceen (—3/2,0)u(0,6) 33. Notiene
maximos ni minimos, fcrece en (—oo, +0) 34, Maximo en x = 0.63, fcrece en (—o, 0.63),
fdecrece en (0.63, ) 35. Maximoenx =1, noesmaximo niminimox =0, fcreceen (—o, 1),

4 4 4
fdecreceen (1, +o) 36. Maximo en x =§, fcrece en (—w,gj, fdecrece en (;2) 37. Minimo en

1 1 1
X= E fcrece en (E'+w)' fdecrece en (0,1—) 38. Minimoenx =4, fcreceen (4, +), fdecrece
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en(—,4) 39. Maximoenx = —1, minimoenx =1, fcreceen (—o, —1)U(1, +), fdecreceen(—1,1)
40. No hay méaximos ni minimos, fcrece en (—oo, 0)U(0, +o0) 41. No hay maximos ni minimos,
fcreceen (—<,0), fdecreceen (0, +e) 42. No hay maximos ni minimos, fcrece en

(—oo,O)u(O,%/Z U Q/Zw) 43. Maximo en x=+/5, minimoenx=—+/5, fcreceen (_JEJE) fdecrece
en —oo,—x/g ) 5,+c>o) 44. Maximoenx =0, fcreceen(—o,0), fdecreceen (0, +=) 45. No tiene
maximos ni minimos, fdecrece en (—oo, —1)U(—1, 1)U(1, +) 46. Maximoenx =0, fcreceen

(—o0, —=2)U(—2,0), fdecreceen(0,2)U(2, +o) 47. Maximoenx = —24142, minimoenx = 04142, fcrece
en (—oo, —2.4142)U(0.4142, +0), fdecrece en(—2.4142,04142) 48. Minimoenx =0, fcreceen (0, +),
fdecreceen (—oo,0) 49. Maximoenx =2, fcreceen(—,2), fdecreceen (2, +=) 50. Minimo en
x=3/4, fcreceen (—oo,O)u(i/Z,oo), fdecrece en (O%/Z) 51. Se deben producir y vender 28 unidades
para obtener una maxima utilidad de $372. 52. Se deben producir y vender 70 unidades para obtener
una maxima utilidad de $460 53. Se deben produciry vender 13 unidades para obtener una maxima
utilidad de $189 54. Se deben produciry vender 37 unidades para obtener una maxima utilidad de

$300 55. a) El precio al que debe rentar es $1600 para tener Ingreso maximo  b) Ingreso maximo =
$128000 56. Se deben producir 400 calculadoras para minimizar los costos de la compaiia 57. Se
deben vender 5000 celulares para que la compafiia tenga una utilidad maxima 58. a) Se deben vender
11500 unidades para obtener un ingreso maximo b) Ingreso maximo = $1983750 59. a) Se debe
manejar a 90 km/h para que el costo de transportacién sea minimo b) Costo minimo = $3900 60. Se
deben vender 3000 maquinas por mes para maximizar las ganancias de laempresa 61. Se deben producir
y vender 625 unidades para maximizar la utilidad 62. Se pueden fabricar 12 tiendas de campana con

el minimo de material 63. Se deben vender 500 unidades para obtener el maximo ingreso

64. El boleto debe venderse a $57.50 para maximizar su ingreso  65. Se deben emplear 16 trabajadores
para terminar la construccién en el menor tiempo posible 66. a) Se deben fabricar y vender 533
vestidos por semana para obtener el maximo ingreso  b) Precio de venta: $16.34 délares ¢) Ingreso:
$8709.22 ddlares 67. a) Se deben producir 525 unidades para maximizar la utilidad b) Precio de
venta: $51 ¢) Utilidad: $10525 ddlares 68. a) Cuota mensual: $420 b) La empresa tendra 3360
suscriptores ¢) Ingreso: $1411200 69. a) Las medidas del rectangulo son: 320 pies y 400 pies para
que el costo de la cerca sea minimo  b) Costo minimo: $3200 délares 70. Se deben cobrar $6750
pesos por cabafa para maximizar la utilidad 71. a) El boleto se debe vender a $45 para maximizar los
ingresos b) Se venderan 45000 entradas si el precio esde $45 72. a) El costo anual del inventario

se minimiza cuando se hace un pedido de 300 pelotas de beisbol b) El costo minimo de inventario

esde $27000 73. a) /=520x —20x%> b) El13% de impuesto de importacion produce el maximo
ingreso  ¢) Ingreso maximo de $3380000 pesos 74. a) Para maximizar las utilidades se deben
producir y vender 3000 calefactores. b) Utilidad maxima de $2148000 75. a) Cada pastel se

debe vender en $125 para alcanzar un ingreso maximo  b) Elingreso maximo es de $31250

76. a) Para obtener un minimo costo se deben fabricar 1800 articulos b) El costo minimo es de

$743 77. Tiene que vender 1000 elotes a la semana para tener una utilidad maxima 78. Se deben
almacenar 1200 unidades para que los costos sean minimos 79. a) El precio de la colegiatura debe
ser de $4 875 para obtener un ingreso maximo. b) Para que el ingreso sea maximo deberén estar
inscritas 325 alumnas  ¢) Ingreso maximo $1584375 80. Si el software se demora 17.5 dias

es salir al mercado se obtendrd un ingreso maximo

Tema 4.2

1. Punto deinflexién en x = —4/3, fes céncava hacia arriba en (—4/3, +<0), fes cdédncava hacia abajo en
(—o0, —4/3) 2. Puntodeinflexionenx =2, fescdncava hacia arriba en (2, +), fescodncava hacia abajo
en(—eo,2) 3. Puntodeinflexién enx = 7/3, fesconcava hacia arriba en (7/3, +<), fescdéncava hacia
abajo en (—e,7/3) 4. Punto deinflexion enx = 1/3, fescéncava hacia arriba en (1/3, +), fesconcava
hacia abajo en (—<, 1/3) 5. Puntos de inflexién enx = —3 x = 0.5, fes concava hacia arriba en (—oo, —3)
(0.5, +<0), fesconcava hacia abajoen(—3,0.5) 6. Puntosdeinflexionenx = —45x =3, fesconcava
hacia arriba en (—e, —4.5)U(3, +), fes concava hacia abajo en (—4,5.3) 7. Puntos deinflexionenx =1
x = —7, fesconcava hacia arriba en (—eo, =7)U(1, +o0), fescdncava haciaabajoen(—7,1) 8. Punto
de inflexion en x = 1/3,x = —7/2, fes coOncava hacia arriba en (—oo, —7/2)U(1/3, +0), fes coOncava hacia
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abajoen (—7/2,1/3) 9. No tiene puntos de inflexién, fes concava hacia arriba en (—e, +e) 10. No
tiene puntos de inflexién, fes cdncava hacia arriba en (—oo, +0) 11. No tiene puntos de inflexion, fes
concava hacia abajo en (—eo, +e0) 12. No tiene puntos de inflexién, fes cdncava hacia abajo en (—oo, +o0)
13. No tiene puntos de inflexion fes céncava hacia arriba en (—e, +0) 14. No tiene puntos de
inflexidon, fes céncava hacia arriba en (—oo, +e0) 15. No tiene puntos de inflexiéon, fes cédncava hacia
abajoen (—o, +o0) 16. No tiene puntos de inflexién, fes concava hacia abajo en (—eo, +0)

17. Puntos deinflexionenx =0,x=2,x = —1, fesconcava hacia arribaen (—1,0)U(2, +), fes
concava hacia abajo en (—e, —1)U(0,2) 18. Puntos de inflexibonenx =0,x = 8,x = —3, fesconcava
hacia arriba en (—3, 0)U(8, +=), fescéncava hacia abajo en (—eo, —3)U(0,8) 19. Puntos de inflexion en

x=0,x= \/5/_2 X= —\/5/72, f es concava hacia arriba en (—\/5/_2,0)u(\/5/_2,+oo), f es concava hacia abajo

en (—oo,—,/S/Z)u(O,JS/Z) 20. Puntos deinflexién x=0,x=+/5/2,x=—+/5/2, fescéncava hacia arriba

en (—1,0)0U(1.5 +o), fescdncava hacia abajo en (—e, —1)U(0, 1.5) 21. Punto de inflexién x = 2/3, fes
concava hacia arriba en (2/3, +e), fes céncava hacia abajo en (—e,2/3) 22. Punto de inflexién x = 2,
fes concava hacia arriba en (—eo, 2), fes concava hacia abajo en (2, +e0) 23. Punto de inflexiéon x = 5,
fes concava hacia arriba en (—eo, 5), fes céncava hacia abajo en (5, +) 24. Punto de inflexién x = 1.25,
f es concava hacia arriba en (—eo, 1.25), fes céncava hacia abajo en (1.25, +) 25. No tiene puntos de
inflexion, fes concava hacia arriba en (—oo, ) 26. Punto deinflexibnenx =0 fes cdncava hacia arriba
en (0, +e), fescoéncava haciaabajoen(—e,0) 27. Puntodeinflexiénenx =0, fesconcava haciaarriba

) )
en (0, +e), fescoéncava haciaabajoen(—e,0) 28. Puntodeinflexiénenx =0, fesconcava haciaarriba
en (0, +e), fescoéncava haciaabajoen(—e,0) 29. Puntodeinflexiénenx =0, fesconcava haciaarriba
en (0, +e), fescoéncava haciaabajoen(—e,0) 30. Puntodeinflexiénenx =0, fesconcava haciaarriba
en (0, +e), fesconcava haciaabajoen(—<,0) 31. Puntodeinflexiénenx =0, fesconcava haciaarriba
en (0, +e), fesconcava haciaabajoen(—<,0) 32. Puntodeinflexiénenx =0, fesconcava haciaarriba
(

en (0, +e), fescoéncava haciaabajoen(—e,0) 33. Puntos de inflexién en x = —0.58 y x = 0.58,

fes concava hacia arriba en (—e, —0.58)(0.58, +<0), fes cdncava hacia abajo en (—0.58, .58)

34. Puntos deinflexion enx = —2.89y x = 2.89, fesconcava hacia arriba en (—2.89, 2.89),

f es concava hacia abajo en (—e, —2.89)U(2.89, +) 35. No tiene puntos de inflexién, fes concava
hacia arriba en —oo,—x/§ ) \/§,+°° , fesconcava hacia abajo en (_ﬁ,ﬁ) 36. No tiene puntos de
inflexién, fes concava hacia arriba en (—oo, 0)U(0, +o) 37. Punto de inflexidbn enx = 2, fesconcava
hacia arriba en (—eo, 2), fescéncava hacia abajo en (2,) 38. Punto de inflexién en x = —2,

fes concava hacia arriba en (—eo, —2), fes concava hacia abajo en (=2, ) 39. Punto de inflexion en

x =0, fesconcava haciaarribaen (0,), fescédncava haciaabajoen(—<,0) 40. Punto de inflexién en
x = —3, fescoédncava hacia arriba en (—e, —3), fescdncava hacia abajoen (—3,) 41. No tiene puntos
de inflexidn, fes concava hacia arriba en (—oo, ) 42. Punto de inflexiéon en x = —5, fes coOncava hacia
arriba en (=5, ), fescoéncava hacia abajo en (—, —5) 43. No tiene puntos de inflexién 44. Punto
deinflexibnenx =0 45. Punto deinflexiohenx =0 46.Punto de inflexidnenx =0 47. Puntos de
inflexibnenx =0y x =3 48. Puntos deinflexibonenx = —2,x=2,x= —1.309yx = 1.309 49. Puntos
deinflexibonenx = —1,x=1,x=0 50. Puntos deinflexionenx = —1.563yx = 1.563 51. Punto de
inflexion en x = 0474 52. No tiene puntos de inflexién, pero si hay cambio de concavidad

53. a) 1900-1920, 1930-1940, 1950-1960, 1980-2000, Céncava hacia arriba b) 1920-1930,

1940-1950, 1960-1980, Céncava hacia abajo ¢) 1920, 1940, 1960 d) 1930, 1950, 1980

54. a) 2003-2004, Concava hacia arriba  b) 1998-2003, Céncava hacia abajo ¢) No hay punto de
numero de usuarios decreciente d) 2003 55. a) Larazéon de cambio es creciente y la funcion es
concava hacia arriba  b) Larazén de cambio es decreciente y la funcién es cdncava hacia abajo
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1. Reconocimiento de graficas

A continuaciéon se muestran algunas gréficas con las que se trabaja en el curso.

Rectas
Ay Ay
P o
1-.
. . X . . 0 . . Y
-3 1 2 -3 -2 -1
4
72.-
_3..
Recta con pendiente positiva Recta con pendiente 0
\Y \ y
2'- 2 L
l-- 1-.
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2. Funciones lineales
Elementos graficos y numericos de una grafica lineal

Observa las siguientes graficas.

\Y AY AY

4t \4-- 4t
4 3 3._

3

\

A B) @)

A partir de la forma y = mx + b, m representa la pendiente de la recta o la razén de cambio constante y b es la
interseccion con el eje y o bien el valor inicial. Por ejemplo, en la grafica A el valorde b = 1, en la grafica B, b = 3.

Las gréficas Ay B tienen pendiente positiva, por lo tanto, son crecientes. La gréfica B tiene pendiente negativa y
es decreciente. También observa que las lineas del inciso C son paralelas, por lo tanto, tienen la misma pendiente.

{Cémo podemos calcular la pendiente de una recta?

Ejemplol Si tenemos dos puntos (2, 3) y (1, 5), calculemos la pendiente de la siguiente manera:

Y= W 5 3_1_

m=s————=——~= _—2

X, =y, 1-2 -1

o bien
3-5 -2
m=—————=——
2-1 1

Observa que no importa el orden que decidas en cuanto a cual es el punto 1 o el punto 2, de cualquier manera
vas a obtener el mismo resultado.

q’unplaz Ahora, si tenemos los puntos (4, —1) y (—2, —2), calculemos la pendiente:
_2=(ED_ 11
2-4 -6 6
o bien
—1-(=2) 1
m=———=—
4-(-2) 6
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Observa como el signo (—) afecta al signo de (—) del nimero. Las leyes de los signos juegan un papel importante
en este tipo de calculo.

Leyes de los signos

+ * 4+ =+
— ¥ = 4
L &= =5 =
— % 4 = —

;A practicar!

Instrucciones: encuentra la pendiente o razon de cambio (asumiendo que el cambio es constante) a partir
de los siguientes pares ordenados. Verifica que tu respuesta sea la correcta.

(3,=5),(2,1)
(=4,-1),(50)
(0, =2), (=3, —6)

o34

({Coémo se calcula la ecuacién de una recta?

Existen varias alternativas para calcular la ecuacién de una recta, por ejemplo:

Si se conocen dos puntos de la recta =
(y—x,) YN (x—x,)
Xy =X
Si se conoce un punto y la pendiente v —y,)=mlx—x,)
También se puede usar la forma de la recta y=mx+b

Dado que el objetivo de aprendizaje es que te familiarices con la forma y = mx + b, vamos a usar esa forma para
ilustrar los ejemplos siguientes.

a) Célculo de la ecuacion de la recta cuando se conoce un punto y su pendiente.

Punto (2, —1)ym =3

Algoritmo
Se sustituyen el punto y la pendiente en y=mx+b
la ecuaciony = mx + b -1=32)+b
Se despeja a la variable b —-1=6+0b
—-1—-6=0
b=-7
Se sustituyen los valores de la pendiente y = B 7

eldebenlaecuacibny=mx + b
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b) Célculo de la ecuacion de la recta cuando se conocen dos puntos.

Punto (2, — 1)y (1, —3)

Algoritmo
Se calcula la pendiente —3-(-1) =2
1= -1
Se sustituye cualquiera de los puntosy la y=mx-+b
pendiente en la ecuaciény = mx + b —1=2(2)+0b
Se despeja a la variable b —-1=4+b
-1-4=b
b= -5
Se sustituyen los valores de la pendiente y -

el de benlaecuacibny = mx + b

iA practicar!

Instrucciones: a partir de los puntos obtén la ecuacion de la recta en la formay = mx + b.

(3,=5),(21)

1
(_41_1 ,Mm=—
) 9

(0, —=2),(=3,—6)

. 1.5 4
Soluciones =—6x-12, y=—x——, y=—x-2

¢) Calculo de la ecuacion de la recta cuando se conoce su gréfica.
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Algoritmo
Escoge dos puntos que estén sobre la recta,
ge P A 2,0y (46)

en este caso se escogieron

Calcula la pendiente tal y como se explicé 6—(0) 6

en el ejemplo 2 de esta misma seccién = 4-(2) = 5= 3

Se sustituye cualquiera de los puntos y la y=mx-+b

pendiente en la ecuaciény = mx + b 0=3(2)+b

Se despeja a la variable b 0=6+b
-6=0>
b=-6

Se sustituyen los valores de la pendiente y 36

eldebenlaecuacibny=mx + b y

/

Escoge dos puntos que estén sobre la recta,
en este caso se escogieron

(0, —4)y(2,0)

Calcula la pendiente tal y como se explicé en
el ejemplo 2 de esta misma seccion

0-(-4)

4
m= =—=
2—-(0) 2

En este caso afortunado, se puede leer
directamente el valor de b, ya que b
representa el valor inicial o la interseccion de
la recta con eje y, en esta grafica se aprecia
con exactitud esta intersecciéon

Se sustituyen los valores de la pendiente y el
debenlaecuacibny=mx + b

y=2x—4

3. Cambiar una expresion, cuya variable esta en el denominador, a forma de potencia

. . 2 5
En ocasiones se pueden encontrar funciones expresadas como y=— o0 y=73x’ oy = T' por lo que se hace ne-
X X

cesario reexpresarlas como una funcién potencia ya sea para identificar sus elementos, para realizar operaciones,
o bien, para derivarlas o antiderivarlas. Veamos paso a paso cada ejemplo:
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T 1

Y=573
2x* 2
Observa que la variable “sube” al numerador y con potencia negativa.

2. y=73x*

Hay una propiedad que dice y, = §/x™ = x ™" esto es, que la potencia del radicando

es el numeradory el indice del radical el denominador por lo que si tenemos

9 = 73/x? esto es lo mismo que y = 7x%

3.y= 5(—
- U
En ocasiones puedes encontrar radicales en el denominador, por lo que deberas

. . . 5
aplicar lo comentado en los ejemplo 1y 2, de tal manera que si y = —— se puede

Q/;

5
expresar como y =— yestoa la vez como y =5x""3
X

Observa que la variable es el Unico elemento de la expresion que cambia, las constantes permanecen iguales.

;A practicar!

Instrucciones: expresa en forma de potencia las siguientes funciones.

. 1 8 ! 5=
Soluciones [V RN FT IR SV

4. Cambio de porcentaje a forma decimal, y viceversa

Para cambiar de un porcentaje a forma decimal basta con dividir el porcentaje por 100, por ejemplo:

35% = £ =0.35 7.5% = 73 =0.75 0.4% = 04 =0.004
100 100 100

De manera contraria, si queremos cambiar de un decimal a porcentaje, bastara con multiplicar por 100 ese nimero,
por ejemplo:

0.55 = 0.55* 100 = 55% 0.007 = 0.007 * 100 = 0.7% 1.3=13%100 = 130%
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qa'dcio Llena la siguiente tabla.

A porcentaje

13.5% 0.818
0.67% 1.15

'

SR 0135, 00067, 81.8%, 115%

5. Leyes de los exponentes

1. x™-x"= x™"" es decir, cuando las variables se multiplican, los exponentes se suman. Por ejemplo, si tenemos
X2+ x3 = (x+ x)(x - x - x) = x°. Como puedes ver los exponentes se suman, pues esto representara las veces que
la variable se esta multiplicando a si misma.

Mas ejemplos:
X3 x> =x°

2x - 3x2 = 6%°
X3x0=x
ERED ED

2. (xm" = x™n es decir, si una variable estd elevada a otra potencia las potencias se multiplicaran. Por ejemplo, si
tenemos (x°)2 = (x - x - x*x*x)(x*x* x* x-x) = x'°. Como puedes observar los exponentes deben multiplicarse
para indicar el nUmero de veces que la variable se multiplica a si misma.

Mas ejemplos:
(X2)7 = x4

(2x%)* = 8x°

Realiza las siguientes operaciones con exponentes.

4¢ - (=33 =

28,273 =
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6. Despejes

Para despejar a la variable y de la ecuacion 2x — 3y = 6 se haria lo siguiente:

2x—3y =6

—3y=6— 2

Pasa restando al lado derecho de la igualdad el término
2x. En realidad lo que sucede es que a cada miembro
de laigualdad se le suma —2x (para no alterar la
igualdad), pero en la practica algoritmica se dice que
pasa sumando o restando, segun sea el caso.

Pasa dividiendo al lado derecho el —3. En realidad lo
que sucede es que a cada miembro de la igualdad se
le divide —3 (para no alterar la igualdad), pero en la
practica algoritmica se dice que pasa dividiendo o se
pasa multiplando, segun sea el caso.

Simplificamos y ordenamos.

4x
2x—1

Despeja x de la ecuacion y =

_ 4x
v 2x-1

(2x — 1)y = 4x

Se pasa multiplicando el denominador. En realidad
lo que sucede es que a cada miembro de la igualdad
se le multiplica (2x—1) (para no alterar la igualdad),
pero en la practica algoritmica se dice que pasa
multiplicando o dividiendo, segun sea el caso.

2xy —y = 4x

Aplicamos la propiedad distributiva, es decir,
multiplicamos a la variable y por cada término.

2Xxy —4x =y

Dejamos de un lado de la igualdad a las x y del otro
ladoalay.

x(y—-2)=y

Factorizamos la ecuacion.

X=
2(y-2)

Finalmente pasamos dividiendo al otro lado de la
igualdad tanto el 2 como y —2 para despejar a la x.
En realidad lo que sucede es que a cada miembro de
la igualdad se le divide 2(y —2) (para no alterar la
igualdad), pero en la préctica algoritmica se dice que
pasa multiplicando o dividiendo, segun sea el caso.

Observa que el secreto para hacer un despeje correcto radica en que siempre se respete la igualdad.

Conocimientos previos ® 315
- .




Despeja b de la ecuacion y = b(2)~.

y = b(2)
Y _ b Como 2x esta multiplicandose con la b, entonces
2" pasa dividiendo.
_J Lo _
b= > Recuerda que sia = b, entonces b = a.

12
Despeja r de la ecuacién 100 = (1 + %) .

12
1oo=50(m+5)
6

,\2
2:(1+—)
6

El 50 pasé dividiendo al lado izquierdo de la
igualdad.

12
1\2/5212(1-’-1)
6

Para eliminar el exponente 12 se aplicé la operacion
inversa que es la raiz 12 a cada lado de la igualdad.

LT Se obtiene la raiz 12 de 2 del lado izquierdo de la
1.0594= 1+g igualdad y del lado derecho se eliminé el exponente.
r El 1 se pasé restando.
1.0594 —1=—
6
0.0594+6 = r El 6 se pasé multiplicando.
= 0357 Resultado.
A practicar!
Instrucciones: despeja la variable indicada.
a) y= X_ despejaax
Yoy 5P
7
b) s= q+8 despejaag
¢) 1250 = 1000(1 + nN?** despejaar
- a) x y b) g=%/35s-8 cr=0.0112

T 2+4y
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7. Logaritmos

Un logaritmo es un exponente y es la funcién inversa de una exponencial. Por ejemplo si se quiere expresar 23 = 8
en forma logaritmica se tiene que log, 8 = 3, es decir, de la forma log, x =y, b representa la base, x es el resultado
y y es el exponente.

Mas ejemplos.

ica

3* =81 log,81 =4

7= 49 log, 49 = x

In 20.085 = 3 Observa que cuando la base es e,

el logaritmo que le corresponde es In (logaritmo
natural). Es decir, no se tiene que escribir la base, se
sobreentiende que su base es e.

e’ = 20.085

Propiedades de los logaritmos

Las propiedades de los logaritmos resultan muy utiles para simplificar, para resolver ecuaciones logaritmicas y
exponenciales, para derivar y para antiderivar.

Logaritmo de base 10 Logaritmo de base e
1.log (AB) = Log A + Log B 1.In(AB)=InA+ InB
2.log (A/B) = Log A — Log B 2.In(A/B)=InA—1InB
3.log A®=Blog A 3.InAE=BInA
4.log (10" = A 4.In (e =A

5.1094 = A 5.e"A=A

6.log (10) =1 6.lne=1

7.log(1) =0 7.In1=0

Expandir logaritmos

Si se tiene Inxx/m, esto se puede escribir, de acuerdo con las propiedades, como
In x +In (x +1)% :Inx+%ln(x+1).

Mas ejemplos.

5x log 5x — log (x + 2)
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Solucién de ecuaciones logaritmicas

Despeja a la variable de 5 = 2 - 3%

Paso 1: despeja la base Paso 2: aplicarIn o log
5 _, a cada lado de la igualdad
572 In2.5 = In 3¢
2.5 =3*
Paso 3: aplica la ley In A®B = BIn A Paso 4: despeja a la variable
para bajar el exponente In 2.5
In25=xIn3 n3
s x=0.834
Despeja a la variable de 10e** = 5e*~
10e* = 5e>
1 5x
Deja una sola base: ?0:%
e

Simplifica: 2 = e*
Aplicaln a cada lado: In 2 = In e*
Aplica la propiedad de los logaritmos: In 2 = 2x

SoX= |r172= 0.3465

;A practicar!

Instrucciones: despeja a la variable.

a) 12 % 3% = 4% 3%

b) 150 = 300e~"*

¢) 200e! = 250e%3¢
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8. Razones trigonométricas y graficas de sen(x) y cos(x)

Las razones trigonométricas muestran la relacion de un dngulo con los lados. A continuacién se muestran:

cateto opuesto b hipotenusa c

senf=—————=— scCl=————=—

hipotenusa c cateto opuesto b

c
cateto adyacente a hipotenusa c
b cos 6= : Y =— sec = = =—
hipotenusa c cateto adyacente a
0

tan 6= cateto opuesto _ b cotf = cateto adyacente _a
4 cateto adyacente a cateto opuesto b

Circulo trigonométrico se caracteriza por tener un radio igual a 1:

1

y de éste se desprenden las graficas trigonométricas:

f(x) = sen (x)

" 157w

/o\
=)
=)
wur
3

f(x) = cos (x)

y T

>

T
(=1
S
3

Para ver la construcciéon animada de cada grafica da clic a los siguientes enlaces:
http://www.ies.co.jp/math/java/trig/graphSinX/graphSinX.html
http://www.ies.co.jp/math/java/trig/graphCosX/graphCosX.html
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9. Factorizaciones: factor comiin y trinomios de la forma x* + bx + ¢

a) Factor comun
ax + bx = x(a + b) Observa que lo que se repite en la expresion de la izquierda de la igualdad es x, entonces x es

el factor comun. La expresion factorizada de la derecha se obtiene dividiendo cada término de la expresién de la

o , . ax bx o

izquierda por el factor comun, es decir,—=a, —=b, por lo tanto, la factorizacion queda como x(a + b). Para com-
X X

probar el resultado basta con que multipliques a los factores, el resultado debe corresponder a la expresion de la
izquierda.

Observa que lo que se repite es la x, por tanto, x es el
factor comun.

T.xy — xw — x(y — w)

En este caso lo que se repite es 2x porque esta
2.4 +2x=2x(2x+ 1) expresion divide de manera exacta cada término de
la izquierda de la igualdad.

En este ejemplo —x es el factor comun y debes

— 2 I _
3. 7x 3 5= aplicar la ley de los signos.

4,52 ¥ — 32 = (2 — 3) En este caso se repite .
5. En este ejemplo debes escribir los radicales en forma
x ! = de potencia y subir el radical de denominador. Para
SNx+T- Nrrshl S(x+1)2 =x(x+1) encontrar el factor comun, escoge el factor con el
: ; menor exponente y en este caso en particular se
=(x+1) 2[5(x +1)=x]=(x +1) 2(5x+5—-x) debe ser mas consciente de la ley de los exponentes.
1
= 4x+5
=(x+1) 2(4x +5)=——
(x+1)2

b) Factorizacion de trinomios de la forma x? + bx + c.

Factoriza la expresion x> — 2x — 15.

Algoritmo:
1. Escribe dos juegos de paréntesis y dentro de cada uno escribe una x.
x ) )

2. Ahora vamos a buscar dos nimeros que multiplicados nos den —15 y sumados —2 (algebraicamente), estos
numeros son —5vy 3:

(x —5)x + 3)
3. Sise resuelve el producto, debe dar la expresién original:

(x = 5)(x + 3) = x>+ 3x — 5x — 15 = x> — 2x — 15, esto es solamente para comprobar.
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X2 —3x + 2.

1. Escribe dos juegos de paréntesis y dentro de cada uno escribe una x.
x )x)

2. Ahora vamos a buscar dos nimeros que multiplicados nos den 2 y sumados —3 (algebraicamente), estos

ndmeros son —1y —2.
x—=1k—-2)

3. Resolvemos el producto para comprobar.
X—1Nx—2)=x>—2x—x+2=x>—3x+2

iA practicar!

Factoriza los siguientes polinomios.

a) 5x3 + 15x*> + 20x
b) x35¥ — 3 - 5%
ott—7t+ 12

a)5x (x* + 3x + 4) b) 55 (x> — 3« 5% o (t—3)(t—4)

10. Ecuaciones cuadraticas

a) Deltipo ax*> + ¢ = 0, este tipo de ecuaciones se resuelven despejando a la variable.

Y
6+
2x* —4=0
44
2x° =4 2}
» 4 — 0 + s
X == < 4 2| [o/2 4 6
2 Xi/
X2 =2 —4
X= i\/i -6
X, ==2x, =2 . . .
! 2 Las soluciones v/2 y— /2 son las intersecciones de la
grafica con el eje x.
V;
2 _
3x“+12=0 15
3x°=-12
101
3 5
x* =—4 o
= o 2
X=%-4 =%2j
X = 2ix. =—2i En este caso, dado que las soluciones resultaron
1 2 = . . . . . a oy
imaginarias, no existen intersecciones de la grafica
con el eje x.
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b) Las del tipo ax? + bx = 0 se resuelven aplicando la factorizacién del factor comun.

3x2 +27x=0 ¥z
150
3x(x+9)=0 100
3x=0x+9=0 -
X, =-9x, =0 X
=15 =\ =5 5 10 15

Una vez que factorizas, cada factor se iguala a cero.
—-100

—150

Observa que el vértice de la pardbola ya no esta
sobre el eje, lo que provoca que las soluciones sean
diferentes.

¢) Para las del tipo ax? + bx + ¢ = 0 se proponen dos métodos de solucion: la factorizacién, en caso de que se
pueda, y la formula general.

Si el parametro a es igual a 1y se puede factorizar, es 152
mejor usar ese camino. 15

x> -2x-8=0 0
(x—4)(x+2)=0
x=4=0x+2=0

X, =4 x,=-2 -4 \y 6
5

Cuando no se puede factorizar o el parametro a es
diferente de 1 puede ser mejor usar la férmula general:

—bi\/b2—4ac

2a

5

Y=

4x° +4x-19=0 v

a=4,b=4yc=—19 10

—4 ++4” - 4(4)(-19) x

X = =2 0
2(4)

44164304 —4++/320 o

X = =
8 8

—4+Jea*5 -4+8\s
X = =
8 8
“1+245 “1-2\5
= X. =

1 2

2 2

8]

X
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X2+4X+4:O YA

x+2)x+2)=0 4
X, = =2, x,= =2

En este ejemplo observa que las soluciones se repiten,
se trata de una raiz doble. 2

En la gréfica se observa un rebote cuando la solucién
es una raiz doble.

;A practicar!

1.X2+3x+2=0

2.9¢2—-27=0

3.4 +x+1=0

8 8

11. Funciones seccionadas
Instrucciones: resuelve las siguientes ecuaciones.

Una funcion seccionada es una funcién que esta formaada de dos o mas funciones donde a cada una se le ha esta-
blecido un dominio particular. En otras palabras, cada funcién tiene un dominio preestablecido, de tal manera que
la grafica parece un trozo o una porcion de la funcién original. Veamos algunos ejemplos.

Dibuja la gréfica de la funcién dada.

3 si x<-=2
f(xX)={ 2x+2 si —-2<x<2
—-15x+6 si x2=2

Para construir la funcién seccionada primero se debe conformar cada funcién a partir del intervalo dado, de tal
manera que:
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fx) =3,x= -2, f)=2x+2 —2<x<2, y, fx)=—15x+6, x=2
tiene como grafica tiene como grafica tiene como grafica
A Ny Ay
5 5/) 5
—0

"2 2 [0 2 4 4y oo —4-2024\

-5 = -5
m Observa que en las gréficas donde el dominio tiene una desigualdad cerrada (= o0 =) se marca

en la grafica con un punto relleno, y cuando la desigualdad es abierta (< o >), la gréfica

marca con un punto hueco.

La gréfica final resulta de colocar las tres graficas anteriores en un mismo plano cartesiano.

Asi que la gréfica de la funcion seccionada

3 si x<-2
fix)=4 2x+2 si —-2<x<2
—15x+6 si xX=2
queda de la siguiente manera:
'Y

w

Asi, se puede visualizar que el dominio son todos los nimeros reales (—eo, =) y el rango son todos los reales menores

a 6, es decir (—oo, 6).
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x> si x<0

Las graficas quedarian como se muestra a continuacion.

de f(x)=1+x, x>0 ydef(x) =x%x<0 Por lo tanto, la gréfica final de
1++/x si x>0
u » f(x)= Vx ‘ queda:
x? si x< 0
2 2
A
C 1 1
X N X C
2 -1 Jo 1 2 7 2 -1 Jo 1 2
N ;x
=l Yo 1 2

donde el dominio son todos los
reales excepto el 0, es decir, (—oo, 0)
U(0, =), mientras que el rango son
todos los reales mayores a 0 (0, ).

Caso especial de funciones seccionadas: funciones con valor absoluto

Las funciones con valor absoluto son un caso especial de las funciones seccionadas, pues, como bien se sabe, el
valor absoluto es el nUmero de unidades que representa un numero, por tal razén siempre es positivo.

Ya que f(x) = | x|

En esta funcién se deduce que el dominio puede ser cualquier nimero real; es decir, que la x o variable independien-
te puede tomar cualquier valor. Sin embargo, los valores del rango, es decir de la y, o variable dependiente, siempre
seran positivos. Por esta razon se suele descomponer una funcion con valor absoluto de la siguiente manera,

X si x>0
f(x)=|x|=3 0 si x=0
—Xx si x<0

observa que el punto de referencia para las desigualdades y la igualdad es la interseccion de la grafica con el eje de
las x, en este caso, el cero. Su gréfica correspondiente es:
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Traza la gréfica de la funcién. f(x) = | 2x — 3.

Primero determina el punto de interseccién con el eje x, éste es x = 1.5, por lo tanto, la funcién seccionada corres-
pondiente es:

2x—3 si x>15
f(x)=[2x =3|= 15 si x=15
—2x+3 si x<1.5

y su gréfica es:

f =

Puede verse con claridad que el dominio son todos los nimeros reales, y el rango son los valores mayores que cero,
es decir, (—eo, =) y [0, o0), respectivamente.
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;A practicar!

Ahora ti mismo resuelve este par de ejercicios.

1 si x>1 Ly
fx)=¢x> si —1=x=1 2
=1 si x<-—1
1
X
2 < 0 1 2
=1
-2
Dominio:
Rango:
x+1 si x>1 Vi
f(x)= )
2 si x <1 2
1
X
-2 -1 0 1 2
-1
-2
Dominio:
Rango:
fx) =]4— 2x| Vi
D)
1
X
-2 -1 0 1 2
-1
-2
Dominio:
Rango:
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Respuestas

Dominio: (—oo, o)

Rango:[—1, 1]

(y
1
X
) =l 0 1 2
Dominio: (—eo, 1)U(1, =)
(7
2
1
X
0 1

Dominio: (—oo, o0)

Rango: [0, «]
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Comparto mis conocimientos Funcién

Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula
Nombre Matricula

Escribe un enunciado de la vida real donde se relacionen dos variables o cantidades.

1.

2. Del enunciado que escribiste, identifica y define las variables.

Variable independiente:

Variable dependiente:

3. Larelacion entre las variables, ;es funcién?

Justifica tu respuesta.

4. ;Como se denota la funcién?

5. (Qué valores puede tomar la variable independiente?

A este conjunto de valores se le llama:

6. ;Qué valores tomaria la variable dependiente?

A este conjunto de valores se le llama:
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Una aplicacion de la funcion lineal Funcion

Nombre Matricula Grupo

En la ciudad de Monterrey, N. L., circula un periédico llamado El Norte; en la seccioén de
Avisos de Ocasién puedes colocar un anuncio para vender bienes (automovil, casa o terre-
no), ofrecer servicios o empleos, etc. El costo de publicar un anuncio estd en funcién del
nimero de palabras que éste contenga.

Al acceder a la direccién electronica www.elnorte.com, en marzo de 2011 se observo la
siguiente pantalla:

B |
Avisos de Ocasioney g ey
i bty clﬁ;;te.r'flm 81 50

Ordenar avisos 8 e

Para colocar un aviso de ocasion en el periddico El Norte en sus versiones impresa y elec-
trénica, escoja una de las siguientes clasificaciones.

Lunes a sdbado
Palabras 3 dias 5 dias 7 dias
5 125 162 198
7 147 198 249
9 169 235 300
11 191 271 352
13 213 308 403
15 235 344 454
17 257 381 505
19 279 417 556

Todos los precios incluyen va.

“““ Observa como el precio varia de acuerdo con el niimero de palabras que
se utilizan, toma la informacion de la columna lunes a sabado correspon-
diente a 3 dias y contesta lo siguiente:

a) (Cudanto aumenta el precio a medida que se incrementa el nimero de palabras?

b) (El aumento en el precio es constante?

¢) (Cuanto es el incremento del precio por palabra?

d) ;Los datos de la tabla corresponden a una funcién lineal? Justifica tu respuesta.
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e) Si la funcioén es lineal, escribe una ecuacidn para el precio P como una funcién del
nimero de palabras publicadas n.

P(n) =

f) Traza la grafica de P respecto a n.

y
Precio

2001

1501

100+

504

Niim. de palabras
00 2 4 6 8 10 12 14 16 x
T T T T T T T :

g) De acuerdo con el modelo que encontraste, ;cudl seria el precio por publicar un
anuncio de 24 palabras?
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Precio de un anuncio en el periodico Investigacion

Nombre Matricula Grupo

Investiga los precios por publicar un anuncio en algtin periddico de tu localidad. Con los
datos investigados, completa la siguiente tabla; observa cémo el precio P varia de acuerdo
con el nimero de palabras n que se publican y decide si es posible establecer una funcién
para asignar el precio de publicacién de un anuncio.

Num. de palabras, n

Precioen$ P

a) ;Cuanto aumenta el precio a medida que aumentan las palabras?

b) (El aumento en el precio es constante?

¢) (Cuanto es el incremento del precio por palabra?

d) (Se ajustan los datos de la tabla a una funcion lineal? Justifica tu respuesta.

e) Si la funcidn es lineal, escribe una ecuacién para el precio P como una funcién del
nimero de palabras publicadas n.

P(n) =

f) Traza la grafica de P respecto a n.

Precio

300
2501
2001
15014
100+

501

Niim. de palabras x
1

T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

a) De acuerdo con el modelo que encontraste, ;cudl seria el precio por publicar un
anuncio de 24 palabras en el periddico de tu localidad?
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Aprendo de lo que observo

Funciones de potencia

Nombre

Matricula

Grupo

Utiliza tu calculadora con graficador o algtin software como graphmatica para trazar la
grafica de cada una de las funciones potencia dadas; luego contesta lo que se te pide.

Funciones con potencia entera par positiva

y=x y = 3x*
y y
24 24
0 x| 0
=2 2 =2 2
,2<> 72<>

Las graficas de las funciones a la izquierda
(tienen forma similar?

Cuando x = 1, jcudl es el valorde y = x*?

(Y elvalordey = 3x*?

(A qué se debe que sus alturas sean diferen-
tes?

Con tu graficador verifica si las funciones con
potencia 6, 8,... también tienen graficas simi-
lares a las funciones de la izquierda.

Podria decirse que las funciones con potencia
entera par positiva, jtienen graficas similares?

Funciones con potencia entera impar positiva

y=x y = 4x5
7 y
24 24
0 & ) 0
2 2 ) 2
,2<> 72<>

Las graficas de las funciones a la izquierda
itienen forma similar?

Cuandox =1 jcualeselvalordey = x37____

(Yelvalordey = 4x°?

(A qué se debe que sus alturas sean diferen-
tes?

Con tu graficador verifica si las funciones con
potencia 7, 9,... también tienen gréficas simi-
lares a las funciones de la izquierda.

Podria decirse que las funciones con poten-
cia entera impar positiva, jtienen graficas si-
milares?

Funciones con potencia entera par negativa

y = x? y=3x*
¥y y
24 24
0 X X 0
=2 2 =) 2
,2<> ,2<>

Las graficas de las funciones a la izquierda
itienen forma similar?

Con tu graficador verifica si las funciones con
potencia 6, 8,... también tienen graficas simi-
lares a las funciones de la izquierda.

Podria decirse que las funciones con poten-
cia entera par negativa, ;jtienen graficas si-
milares?
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Funciones con potencia entera impar negativa

y=x" y=4x3
v y
24 24
0 X X 0 X
-2 2 -2 2
=24k 4L

Las graficas de las funciones a la izquierda
;tienen forma similar?

Con tu graficador verifica si las funciones con
potencia —5, —7,... también tienen graficas
similares a las funciones de la izquierda.

Podria decirse que las funciones con poten-
Cia entera negativa, jtienen graficas similares?

Funciones con potencia fraccionaria de la forma 1/n

", n

Si el denominador “n” es entero par positivo

y = X2 y = 2x1/4
¥ 04
21 2dL
0 X 0 X
- 5 5 3
Sl Ll

Otra forma en que puede escribirse

X2 =

y= "y 1/4 =

(A qué se debe que la gréfica de estas funcio-
nes solo existe en el primer cuadrante?

" n

Si el denominador “n” es entero impar positivo

y = x"3 y = 3x"5
Y y
24 24
0 x . 0 x|
=) 2 3 2
4L =2dL

Otra forma en que puede escribirse

X3 =

y= 3x1/5 =

(A qué se debe que la grafica de estas funcio-
nes exista valores negativos de x?

Investiga las siguientes leyes de potencias y radicales; completa los espacios en blanco.

aO = ara" = (a b)m = al/n e

=1 = am — (g)m =] nf ,m
a - n b a =
G = (am) = (Q/E)m -




¢Qué aprendi? Funcion potencia

Nombre Matricula Grupo

Nombre Matricula Grupo

Si una funcién puede transformarse a la forma y = kx”, utilizando las leyes de los expo-
nentes, entonces puede asegurarse que es una funcion potencia. Determina si las siguientes
funciones son funciones potencia; para aquellas que si lo sean completa la informacién que
se indica en la siguiente tabla.

=—21/;

y = —4(0.1

Relaciona cada grafica con las ecuaciones dadas y escribe sobre la linea la letra de la

gréfica que le corresponde. (Las graficas no estdn a escala.)
1 1

d) \\ L
| / ‘ \‘

y=ox y=§x'2 y=07x
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Comparto mis conocimientos ¢Funcion lineal o exponencial?

Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula
Nombre Matricula

Una sustancia radioactiva se estd desintegrando de tal manera que la cantidad de masa que
permanece después de ¢ horas estd dada en la siguiente tabla:

t (horas) 0 1 2 3 4
Q (mg) 972 324 108 36 12

a) Los datos contenidos en la tabla, ;corresponden a una funcién lineal?

Por qué?
b) ;Representan los datos a una funcién exponencial?
(Por qué?

¢) Halla una férmula para predecir la cantidad de masa remanente en cualquier instante.

0@ =

d) (Qué cantidad de masa estard presente despu€s de 12 horas?

e) Utiliza la siguiente grafica para estimar el tiempo que tarda la sustancia en reducirse
a la mitad.
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¢Qué aprendi? Funciones exponenciales

Nombre Matricula Grupo

[y

. (Cudl es la forma general de una funcién exponencial en base a?

2. ;Cuéndo se dice que una cantidad tiene un crecimiento exponencial?

3. (Cudndo se dice que una cantidad tiene un decaimiento exponencial?

4. ;Qué entiendes por factor de cambio?

5. (A qué se le llama tiempo de duplicacion?

6. (A qué se le llama vida media?

7. Observa las gréificas que se dan a continuacion y escribe sobre la linea la informacién
que corresponda a cada una, de acuerdo con el siguiente banco de datos.

0o<a<l1l, 4, a>1, a=0, 112, 2, a<l, 1, a<0

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Valor inicial b = Valor inicial b =
Factor de cambio a Factor de cambio a

8. Utiliza las gréficas anteriores para estimar la vida media y el tiempo de duplicacién
seglin corresponda.
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¢Funcion lineal o exponencial? Investigacion

Nombre Matricula Grupo

Esta actividad consta de tres etapas.

La primera de ellas consiste en una investigacion bibliografica acerca de las uDIs. Esta
primera etapa es muy importante, pues te permitira resolver esta actividad.

En la segunda etapa aplicards los conocimientos adquiridos para reconocer y plantear el
modelo matemaético que representa el valor de las upis como funcién del tiempo. Después
de eso contestards algunas preguntas acerca de una situacién planteada.

La tercera etapa consiste en una reflexioén sobre lo aprendido acerca del tema.

;A trabajar!

Etapa I: investigacion bibliografica

Investiga qué son las UDIS, para qué y cuando se crearon, con base en qué factores cambian
su valor y las ventajas y desventajas de manejar una deuda en estas utilidades. Deberas
entregar un resumen de lo investigado, indicando las fuentes consultadas.

Etapa II: aplica tus conocimientos
Investiga en los diarios, en alguna institucién bancaria o en internet el valor de las UDIS
durante seis o siete dias consecutivos, deberan ser datos actuales.

1. Escribe en la siguiente tabla el valor de las uDIs en funcién del dfa.
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2. Tomando los datos de la tabla anterior (con todos los decimales de las UDIS) contesta
lo indicado en la siguiente tabla.

io para el
loindicado?

0-1

1-2

2-3

3-4

4-5

5-6

6-7

Analiza los resultados obtenidos en la tabla anterior y contesta a la siguiente pregunta:

(A qué tipo de funcién se ajusta mds la funcién del valor de las upis? Justifica tu
respuesta.

3. Escribe la formula para el valor V de las UDIS como funcién del tiempo .

V() =

4. Grafica la funcién encontrada.

Valor de las upis

8+

5. (A qué fecha corresponde el primer valor de las UDIS?

A partir de esa fecha, ;cudntos dias faltan para que termine el aio?
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De acuerdo con la tabla, ;qué valor de ¢ corresponde al dltimo dia del afio?

Utiliza la férmula obtenida en el punto 3 para calcular el valor de las uDIS para el ulti-
mo dia del afio.

El ultimo dia del afio, el valor de las UDIS sera:

Analiza la siguiente situacion y contesta lo que se pregunta.

José tiene una deuda hipotecaria, con un banco, manejada en pesos, y desea cambiarla a
uDIS. Supén que el valor de las UDIS, en ese momento, corresponde al valor inicial de la ta-
bla del punto 1 (datos investigados). Si mensualmente José estard pagando 650 UDIs, (cudl
va a ser su pago (en pesos) al inicio?

Pago en pesos al inicio del plazo:

Normalmente un crédito hipotecario tiene un plazo de 20 o 30 afios; si el plazo que eligié
José para pagar su deuda fue de 20 afos, y durante ese tiempo el valor de las uDIS se com-
port de acuerdo con la férmula obtenida en el punto 3, ;cudl va a ser su pago (en pesos)
al final del plazo?

Pago (en pesos) al final del plazo:

Etapa III: reflexion
Tomando como base el resumen de tu investigacion, la actividad realizada y los conceptos
vistos hasta el momento, reflexiona sobre lo siguiente:

(Conviene tener una deuda en UDIS o es mejor manejarla en pesos?

(Crees que reestructurar una deuda hipotecaria en UDIS resulte benéfico para el deudor?

Tu respuesta debe ir acompafiada de una opinién personal sustentada en los resultados
de tu investigacion, la actividad y lo que aprendiste en clase. Tu aportacién no deberd ex-
ceder de 10 renglones.
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¢ Qué aprendi? Crecimiento y decrecimiento exponencial

Nombre Matricula Grupo

1. Enel campo de las ciencias, la base que se utiliza con mayor frecuencia en una funcién
exponencial es el nimero e; ;cudl es el valor de este nimero?

2. (Cudl es la forma general de la funcidn exponencial de base e?

3. (Quérepresenta la constante » que aparece en el exponente de la funcién exponen-
cial de base e?

4. ;Cuando una funcién exponencial de base e representa crecimiento?

5. (Cuédndo una funcién exponencial de base e representa decaimiento?

6. Contesta si es verdadera o falsa la siguiente afirmacion; justifica tu respuesta.

Si se tiene que la poblacién de cierta ciudad crece a razén continua de 2.6%, entonces
r =1+ 0.026 y la ecuaci6n de la poblacién estard dada por P = be'" ",
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De la grafica al modelo Funcion exponencial base e

Nombre Matricula Grupo

La siguiente grafica muestra la depreciacion de cierto activo que se comprd en 2005. La

tasa a la cual decrece es de 3.5% a razon continua.

80001

4000

20004

T T T T
—100 =50 0 50 100 150 200

—2000+

—4000+

a) Determina el modelo matematico.

b) (Cual es el valor actual (2012) del activo?

¢) ¢(En cudnto tiempo el valor del activo es exactamente la mitad?
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Aprendo con lo que sé

Funcioén inversa

Nombre

Matricula

Grupo

La siguiente tabla muestra las ventas V (en millones de délares) del mercado global para
los cultivos genéticamente modificados.

I

1995 o
1996 G
1997 -
1998 1600
2000 963
2001 B

Con la informacion, responde lo siguiente:

. {Coémo se denota esta funcidn, en términos de las variables V'y ?

Describe la informacién que este modelo proporciona.

. ¢(Cudl es el dominio de la funcién?

. Encuentra f(2000) =

(Cudl es el rango de la funcién?

(,Qué significa este nimero en términos practicos?

Ahora, leamos la tabla de derecha a izquierda.
6.
7.
8.

(En qué afio las ventas llegaron a 670 millones de délares?

(En qué afio las ventas llegaron a 2 100 millones de ddlares?

Al leer la informacién de derecha a izquierda, es decir, de las ventas a los afios, la re-
lacién entre los datos, ;sigue representando una funcién? ;Por qué?

(Qué nombre recibe esta nueva funcién?
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Comparto mis conocimientos Funcion inversa

Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula Grupo

I. Contesta lo que se te indica para cada uno de los siguientes enunciados.

1. Desde lo alto de un edificio se lanza un objeto hacia arriba. La distancia recorrida por
el objeto estd en funcién del tiempo transcurrido desde que fue lanzado hasta que llegd
al suelo.

a) ldentifica y define las variables:

Variable independiente:

Variable dependiente:

b) Esta funcién se denota como:

c) ¢La funcién es invertible?

Justifica tu respuesta.

2. La calificacién obtenida en un examen parcial estd en funcion del alumno.

a) Identifica y define las variables:

Variable independiente:

Variable dependiente:

b) Esta funcion se denota como:

¢) ¢La funcion es invertible?

Justifica tu respuesta.
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¢ Qué aprendi? Logaritmos naturales

Nombre Matricula Grupo

I. Contesta las siguientes preguntas.

1. (C6mo se define la funcion logaritmo de x base 10 (y = log, x)?

2. ;Como se define la funcién logaritmo natural de x (y = In x)?

3. (Cudando se utilizan los logaritmos naturales?

4. Dibuja la grafica de la funcién logaritmo natural de x.

5. El dominio de la funcién logaritmo natural es:

6. La imagen (rango) de la funcién logaritmo natural es:

I1. Escribe sobre la linea la opcién que complete correctamente la igualdad dada.

1. Inx> +1Iny* =

a) In(x* + y?) b) In x*In y? c) In (x*y?)
2. In (4p°) — In 2¢) =
In4p° 2p°
a) b) In ¢) In (4p° — 24%)
1n2q3 [ q3 q
3.3lnz=
a) In®z b) (Inz)? ¢) In (2
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. Qué aprendi? Interés compuesto

Nombre Matricula Grupo

Cuando se tiene dinero, éste puede invertirse para ganar intereses. Dichos intereses pueden
pagarse de muchas formas; por ejemplo, una o varias veces al afio.

1. Cuando el interés se paga mds de una vez al afio y los intereses no se retiran, hay un
beneficio para el mayor inversionista. ;Por qué? Justifica tu respuesta.

A este efecto se le llama:

2. ;Qué significa que una cuenta bancaria gane una tasa de interés de 8% compuesto
anual?

3. ;Qué significa que una cuenta bancaria gane una tasa de interés de 8% compuesto
trimestral?

4. ;Qué significa que una cuenta bancaria gane una tasa de interés de 8% compuesto
mensual?
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Transformacion de funciones

Investigacion

Nombre

Matricula

Utiliza algiin software graficador para determinar los efectos geométricos de las gréaficas de
las funciones dadas y completa los espacios en blanco.

y=gx) =x*+1
¥y
3__
2__
ndb
1 1 1 1 1 1 1 Ix
3 —2-1 o1 2 3 4 5
_1__
_2__
y=gx)=x*—2
¥y
34
2__
1__
3 —2-1 |01 2 3 4 5
_1__
_2__
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Conclusiones

Si ¢ es una constante positiva y y = f(x) una funcién cuya gréfica se conoce, entonces la
gréfica de la funcidn:

y = f(x) — c se desplaza c unidades hacia la

y = f(x) + c se desplaza c unidades hacia la

y = f(x + ¢) se desplaza c unidades hacia la

y = f(x — ¢) se desplaza c unidades hacia la
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Transformacion de funciones Investigacion

Nombre Matricula Grupo

Utiliza algun software graficador para determinar los efectos geométricos de las graficas de
las funciones dadas y completa los espacios en blanco.

Compara la gréfica de la
funcién basica con la de
la nueva funciéon. Obser-

g(x)=l(x2—4) va lo que ocurre con la
2 altura de la nueva fun-
7 cién en el punto x = 0.

;Se alarga o se encoge
verticalmente?

4 3
= 2
g =206¢—4) Compara la gréfica de la
8__Y funcién basica con la de
—6+ la nueva funcién. Obser-
6T va lo que ocurre con la
4l altura de la nueva fun-

cion en el punto x = 0.

x| | ¢Se alarga o se encoge
-4 -3 2 -1 o 1 2 3 4 verticalmente?

Conclusiones
Completa cada enunciado con la palabra correcta (alarga o encoge).

Si c es una constante y y = f(x) una funcién cuya grafica se conoce, entonces:

* Sic > 1, lagrafica de la funcién y = cf(x) se verticalmente.

* Si0 < c¢ <1, entonces la grafica de la funcién y = ¢f(x)se_________ verticalmente.
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Transformacion de funciones Investigacion

Nombre Matricula Grupo

Utiliza algtin software graficador para determinar los efectos geométricos de las graficas de
las funciones dadas y completa los espacios en blanco.

g0 = (2%7 — 4) Compara la gréfica de la
funcién basica con la de
N la nueva funcién. Des-
cribe lo que ocurre en
6T los valores en donde las
s graficas cortan al eje x.

hix)=x*—4 4l
Y —61
41 -8+

: PR 1V
bt g(X):((EX) —4J Compara la grafica de la
funcion basica con la de
y la nueva funcion. Des-
61 5T cribe lo que ocurre en
61 los valores en donde las

gréficas cortan al eje x.

Conclusiones
Completa cada enunciado con la palabra correcta (alarga o encoge).
Si ¢ es una constante y y = f(x) una funcién cuya grafica se conoce, entonces:

* Sic > 1, la gréfica de la funcién y = f(cx) se horizontalmente.

* Si0 < c¢ <1, entonces la grafica de la funcién y = f(cx) se_____ horizontalmente.
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Transformacion de funciones Investigacion

Nombre Matricula Grupo

Utiliza algtin software graficador para determinar los efectos geométricos de las gréaficas de
las funciones dadas y completa los espacios en blanco.

y explica
ervado
y=9gx=—e*
y
2..
= h(x) = e il
y=hx)=e o O
5] 3 2 -1 o 1 2 3
4t al
3.-
21 1
/ x _ o
R — 0o 1 2 3 y=gk)=e~
14 7
2L 24
3} 4

B & o 1 2 3

g(x)=—Jx
¥y
2..
1..
X
h(x)=/x 3 2 1 o 1 2 3
y I
24 Sl
1..
X
3 2 -1 o 1 2 3 g(x)=v=x
-1 y
2..
24
1..
X X X X X .x
B £ o 1 2 3
14
21
Conclusiones

Si la grafica de y = f(x) es conocida, entonces la grafica de la funcién.

y = — f(x) se invierte (vertical u horizontalmente)

y = f(—x) se invierte (vertical u horizontalmente)

Hojas de trabajo ® 367







Aprendo de lo que observo Investigacion

Nombre Matricula Grupo

Utiliza algin software para obtener la grafica de las siguientes funciones y establece un
patrén de comportamiento general para cada grupo de funciones.

“““ Al nimero que acompaiia la potencia mds alta se le llama coeficiente
principal.
Grupo I
fo)=3x4+x—2 f)=x—x—1 {Cudl es el grado de estas

\ dos funciones?

{Qué signo tienen sus
coeficientes principales?

fxX)=—52+5 fix) = — x2 — 4x ;Cudl es el grado de estas
dos funciones?

{Qué signo tienen sus
coeficientes principales?

Describe la relacion que observas entre las gréficas de las funciones anteriores y el signo
del coeficiente principal.

Grupo 11
fX)=x*+2x*—x+5 fX)=x*—x+2 {Cudl es el grado de estas
dos funciones?
;Qué signo tienen sus
coeficientes principales?
fx)=—2¢+x+1 fx) = — x® + 5 + 3x iCuél es el grado de estas

\ dos funciones?

;Qué signo tienen sus
coeficientes principales?
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Describe la relacion que observas entre las gréificas de las funciones anteriores y el signo

del coeficiente principal.

Grupo III

fx) =x*—2x3+x—1
A

fx) =2x*—3x*—x*+3

{Cudl es el grado de estas
dos funciones?

;Qué signo tienen sus
coeficientes principales?

fix) = —2x*+4x> +3x* — 6x — 3

{Cudl es el grado de estas
dos funciones?

;Qué signo tienen sus
coeficientes principales?

Describe la relacién que observas entre las gréficas de las funciones anteriores y el signo

del coeficiente principal.

Grupo IV

fX)=x*—4x—x*+2x+3
.

f(x) = x° + 3x* — 4x?

A

;Cudl es el grado de estas
dos funciones?

;Qué signo tienen sus
coeficientes principales?

fx) = — x>+ 2x*+ x3 — 2x?

A

;Cudl es el grado de estas
dos funciones?

;Qué signo tienen sus
coeficientes principales?




Conclusiones

Dibuja la forma general que tienen las funciones anteriores de acuerdo con su grado y con
el signo del coeficiente principal.

al con
\Yo)

2

3

4

5
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¢ Qué aprendi? Funcion polinomial

Nombre Matricula Grupo

I. Contesta las siguientes preguntas.

1. (Cual es la forma general de un polinomio de grado n?

2. ;Cémo se determina el grado de un polinomio?

3. (A qué se le llama coeficiente principal de una funcién polinomial?

4. Escribe el grado y el coeficiente principal de las siguientes funciones:

a) (t) =972 -6t +2f —1 Grado ____ Coeficiente principal

b) f(g) =1+ 5¢° — 3¢’ Grado ____ Coeficiente principal

5. (Qué relacién hay entre el grado y el niimero de vueltas (crestas)?

6. Dibuja cémo se ve la grafica de una funcién polinomial al momento de cortar al eje x,
de acuerdo con la multiplicidad de sus raices.

Una raiz sencilla > X > X
Una raiz doble > X > X
Una raiz triple > X > X
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7. (Cuadl es el nimero minimo de raices reales que tienen las siguientes funciones?

/\"\/x s
~7 Y

a) b) c)

8. Indica el grado de las funciones polinomiales anteriores.
a) b) c)

9. Basandote en los incisos 7 y 8, ;qué relacion encuentras entre el grado y el nimero de
raices de un polinomio?

I1. Basandote en la siguiente grafica, contesta lo que se te pide.

(Cudl es el grado de esta funcién polinomial ?

(Cuantas inversiones (o vueltas) tiene la funcion?

(Cudles son las raices?

(Cudles son los factores?

SO

Escribe una posible féormula para la gréafica
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Analisis cualitativo de una funcion Analisis de grafica derivada

Nombre Matricula Grupo

La siguiente es la grifica de la razén de cambio r(x) de la funcién U(x) en el intervalo
[0,12], donde x representa el tiempo medido en meses y U las utilidades en miles de euros.
Con base en la informacidén de la gréfica de la razén de cambio, contesta lo que se pide en
cada inciso.

+10 Gridfica de la razén
de cambio de U(x)

f =

. 1
7/2ve 8 10 1

1. (En cudl o cudles meses las utilidades fueron maximas? Considera x = 1 como el mes
de enero.

2. ;En cuadl o cudles meses fueron minimas las utilidades? Considera x = 1 como el mes
de enero.

3. (En qué mes las utilidades alcanzaron la maxima velocidad? (Punto de inflexién.)

4. ;En cudles meses crecieron las utilidades? Exprésalo en intervalo.

5. ¢(En cudles meses decrecieron las utilidades? Exprésalo en intervalo.

6. (En cudles meses las utilidades crecieron cada vez mas rapido? Exprésalo en forma de
intervalo.

7. (En cudles meses las utilidades decrecieron cada vez mas lento? Exprésalo en forma
de intervalo.
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La grafica de la derivada Analisis de grafica derivada

Nombre Matricula Grupo

1. Lasiguiente grafica muestra el comportamiento de la razén de cambio de una funcién.
Apoydndote en ella determina lo que se pide.

a) (En qué valores de x existen los maximos relativos de la funcién f(x)?

b) (En qué valores de x existen los minimos relativos de la funcién f(x)?

¢) (En qué valores de x existen los puntos de inflexién?

d) Determina los intervalos donde la funcién f(x) es creciente.

e) Determina los intervalos donde la funcién f(x) es decreciente.

f) Determina los intervalos donde la funcién f(x) crece cada vez mds rapido.

g) Determina los intervalos donde la funcién f(x) decrece cada vez mads rapido.

h) Determina los intervalos donde la funcién f(x) es céncava hacia abajo.
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2. La siguiente grafica muestra los costos marginales respecto al tiempo (razén de cambio).
Los costos estan dados en miles de pesos, y el tiempo, en meses. Considerax = 1 como
el mes de enero.

a) ¢(En qué momento los costos crecen?

b) (En qué mes los costos son miximos?

c) (En qué momento los costos disminuyen?

3. La siguiente grafica muestra las ventas marginales de trajes de bafio en México en un
aflo (x = 1 representa el mes de enero).

Completa el siguiente parrafo.

Del mes de a las ventas fueron disminuyendo cada vez mas
Enelmesde ___ se tuvieron las ventas minimas, pero
apartirdeesemesalmesde __ las ventas empezaron a crecer, de marzo
ajuniocadavezmds __ yde junio a septiembre lo hicieron cada vez més
alcanzando las ventas mdximasenelmesde . Sin embargo, del

mesde  almesde__ las ventas comenzaron a

cada vez mas
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Aprendo con lo que sé Investigacion derivada de funciones

Nombre Matricula Grupo

Utiliza la definicion de derivada dada a continuacion:

Fla)= tim LOFAAD A= 0.0001,
Ax—0 AX

para calcular la derivada de la funcién dada en el punto indicado. Como sugerencia, com-

pleta la columna “Patrén” hasta que obtengas los datos que se te piden en las tres columnas

anteriores; posteriormente, observa el patrén que se repite con los valores obtenidos y

utilizalo para encontrar una férmula para la derivada de la funcién en cualquier valor de x.

1. Encuentra la derivada de la funcién f(x) = x* en los valores indicados de x.

Patron

En general, la férmula para la derivada de x* es: f'(x) =

2. Encuentra la derivada de la funcién f(x) = In x en los valores indicados de x.

x=2 | f'(2) =
x=3 | f'(3) =
x=4 | f'(4) =

En general, la férmula para la derivada de In x es: f'(x) =
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3. Encuentra la derivada de la funcion f(x) = " en los valores indicados de x.

Antes de encontrar la férmula de la derivada, completa la siguiente tabla de valores
(utiliza tu calculadora).

f(1)=¢e' =

f'(2)=e>=

f3)=e =

Compara las columnas que contienen los valores redondeados de las dos tablas ante-
riores y describe lo que observas.

En general, la férmula para la derivada de e* es: f'(x) =




Busco informacion Formulas y propiedades de la derivada

Nombre Matricula Grupo

I. En tu libro de texto, investiga las siguientes propiedades de una derivada. (La letra ¢
representa una constante.)

1. Si H(x) = f(x) + g(x), entonces H'(x) =
2. Si H(x) = f(x) - g(x), entonces H'(x) =
3. Si H(x) = ¢ - f(x), entonces H'(x) =
S(x)

, entonces H'(x) =
g(x)

5. SiH(x)= M, entonces H'(x) =
c

4. Si H(x)=

II. Escribe las formulas de derivacion correspondientes a cada inciso, utilizando el material
visto en clase, la investigacién nimero 5 y tu libro de texto. (La letra ¢ representa una
constante.)

1. Sif(x) = c, entonces f'(x) =

. Sif(x) = x", entonces f'(x) =

2
3. Sif(x) = ¢, entonces f'(x) =
4
5

. Sif(x) = a*, entonces f'(x) =

. Sif(x) = In x, entonces f”(x) =
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Comparto mis conocimientos Derivadas

Nombre Matricula Grupo

Nombre Matricula Grupo

Utiliza las propiedades y férmulas de derivacién para encontrar la derivada de las siguien-
tes funciones. Describe paso a paso el procedimiento utilizado y justificalo.

1) fx) =1In2

2) g(2)=2"+ i
2z

3) h(x) = > + x™ + t*

4) Ht)=8t°+7t° -2t +é’

2 3_
5) f(W):M
w'+ 8

6) P(t) = P,(1.05)

7) h(p) = 10°Inp
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Aprendo con lo que sé Regla de la cadena para potencias

Nombre Matricula Grupo

Utiliza la siguiente guia did4ctica para encontrar la derivada de la funcién y = [g(x)]™

1. Realiza lo que se indica en los siguientes incisos para encontrar la derivada de la fun-
ciony = [g(0)]*.

a) Escribe la funcién dada como un producto de funciones. y =

b) Utiliza la regla de la derivada de un producto para obtener la derivada de la funcién

!

propuesta en el inciso a). y' =

¢) Escribe en forma simplificada la derivada que obtuviste en el inciso b)
y' =

2. Realiza lo que se indica en los siguientes incisos para encontrar la derivada de la fun-
ciény = [g(0)].

a) (Es vilido escribir la funcién dada como y = g(x)[g(x)]*?

b) Utiliza la regla de la derivada de un producto y la respuesta del inciso 1c¢), para
obtener la derivada de la funcién propuesta en el inciso 2a).

!

y:

¢) Escribe de forma simplificada la derivada que obtuviste en el inciso b).

!

y:

3. Realiza lo que se indica en los siguientes incisos para encontrar la derivada de la fun-
ciény = [g(0)]".

a) (Es vilido escribir la funcién dada como y = g(x)[g(x)]*?

b) Utiliza la regla de la derivada de un producto y las respuestas del inciso 2c), para
obtener la derivada de la funcién propuesta en el inciso 3a).

[—

y_

¢) Escribe de forma simplificada la derivada que obtuviste en el inciso b).

!

y:
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4. Completa la siguiente tabla con los resultados obtenidos en los incisos 1c¢), 2¢) y 3¢).

y=I[gxP* |y =
y=I[gxP |y =
y=I[gxl"* |y =

5. De acuerdo con el patrén de comportamiento de las derivadas de las funciones anteriores,
(cudl seria la derivada para la funcién y = [g(x)]°? y' =

6. Generaliza los resultados anteriores para establecer una férmula para derivar funciones
compuestas elevadas a potencias.

[ A—

Siy = [g(x)]", entonces y' =




Comparto mis conocimientos Derivada de funciones compuestas

Nombre Matricula Grupo

Nombre Matricula Grupo

Encuentra la derivada de las siguientes funciones compuestas, utilizando la regla de la
cadena.

1. | y=3(x*-4)

2. | f(x) = (x*+ 5)3(3x3 — 8)

4. | f(x) = (23.1)*

5. | fix) = et 3

7. | fx)=In(e >+ x)

8. | f(x) =5In(x*?)
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Comparto mis conocimientos Ecuacion de la recta tangente

Nombre Matricula Grupo

Nombre Matricula Grupo

Determina la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién dada, en el punto in-
dicado.

1 f(x)=—— enx =2
x—1

2. f)=In(x+ 1) enx =0

3. f(x) = 3e” en P(0, 3)

4. f(x)=/(x* -8)’ enP(3, 1)

e
e’ +1

enx =20

5. f(x)=

6. f(x) = x - Inx? en P(1, 0)
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Reflexiono y decido La derivada y sus propiedades

Nombre Matricula Grupo

I. Reflexiona acerca de las propiedades y férmulas para derivar funciones y completa los
espacios en blanco.

1. Sikes una constante y n es un entero, entonces la derivadade y = k"es y' =

2. Sif'(4) = 6y g'(4) = 3, determina la pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva
y=2f(x) = 5gx),enx =4
3. Siy = f(x) es una funcién polinomial de grado 2, entonces f"(x) =

4. La derivada de la funcién h(x) = x* f(x) es

x2+1

la razén de cambio instantdnea de f'(x) enx = O es

5. Si f(x)=

et
II. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

1. Una ecuacién de la recta tangente a la grafica de la curva f(x) = —x* + 5x + l es

fx)=—2x+5.

2. La derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas

3. Si f'(x) = g'(x), entonces f(x) = g(x)

4. Sif(x) = k' x*, donde k es una constante positiva, entonces f'(x) = 4k'* x* +
X122k

J(x)
g(x)

entre la derivada de g (x)

5. SiH(x)= , entonces la derivada de H(x) se obtiene dividiendo la derivada de f(x)
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¢ Qué aprendi? Maximos y minimos

Nombre Matricula Grupo

Estas son las preguntas que debe contener tu reporte:

1.

(En qué casos se dice que una funcién tiene un valor:

a) Minimo local en un ndmero x = a?

b) Maximo local en un nimero x = a?

(Cudles son las condiciones para que un nimero x = a sea un nimero critico de una
funcién f?

a)

b)

¢ Como determinar cudles puntos criticos son minimos locales o mdximos locales?

(En qué consiste el criterio de la primera derivada para mdximos y minimos locales?

a)

b)

(Una funcién siempre tendrd un valor maximo o minimo local en un punto critico?
Justifica tu respuesta.
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¢ Qué aprendi? Concavidad y puntos de inflexion

Nombre Matricula Grupo

Contesta las siguientes preguntas:
1. (En qué casos se dice que una funcidn ftiene un punto de inflexién?

a)

b)

2. ;Coémo se localizan los puntos de inflexién?

a)

b)

3. (La grifica de la funcidn f siempre tendra un punto de inflexion en donde se cumplen
las condiciones f” = 0 o f” no existe? Justifica tu respuesta. Apdyate con graficas.

iA reflexionar!

(Qué informacién proporciona cada uno de los siguientes puntos respecto a la gréafica de la
funcién?

1. Punto critico

2. Punto de inflexion
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Temas:-complementarios

Funcion inversa

Los datos que aparecen en la siguiente tabla se obtuvieron de una factura expedida por la Comparia de Agua y
Drenaje de Monterrey en el 2000. De todos es sabido que el cobro por el servicio de agua depende de la cantidad
de metros cubicos que se hayan consumido.

m = consumo (en m?3) 5 20 35 50

C = cobro por el servicio (en pesos) 27.7964 111.1857 194.575 277.9642

Es evidente que los datos proporcionados en la tabla corresponden a una funcion, ya que se cumple que a cada
valor de consumo m le corresponde un Unico valor de cobro por servicio C, por lo tanto, podemos denotar la fun-
cién como C = f(m), de tal forma que la expresion f(20) = 111.1857 significa que si se consumen 20 m? de agua,
pagaremos $111.1857.

Leamos ahora la informacién al revés, es decir, si vamos a pagar $111.1857, esto significa que consumimos 20
m? de agua en el mes.
Esa relacion al revés, ;representa una funcion? Es decir, si escribimos la tabla como:

C = cobro por el servicio (en pesos) 27.7964 111.1857 194.575 277.9642

m = consumo (en m?3) 5 20 35 50

iSe cumple que a cada valor de cobro por el servicio C le corresponde un Unico valor de consumo m?
. Entonces, esa relacion al revés, jes una funcion?

A esa relacion al revés que cumple con la condicién para ser funcion la llamaremos funcion inversa y la
denotaremos como f .

;Cémo quedaria la notacién para el consumo como una funcion del cobro por el servicio?

En diagramas, la funcién queda representada como:

Funcién Funcién inversa
x y y y x

i
i

Y
S
L
y \

Y
\

variable variable variable variable
independiente dependiente independiente dependiente
Dominio Rango Dominio Rango
La funcién se denota como: y = f(x) La funcién se denota como y = f~'(x)

Observa cémo en la funcién inversa todo cambia; ahora la variable independiente es y y la dependiente es x; el
dominio lo forman el conjunto de posibles valores de y, el rango, o imagen, del conjunto de los correspondientes
valores de x. La notacién funcional también cambia, tenemos x en funcién de y.

“‘“ Para que la inversa sea una funcién, se debe cumplir que cada valor de y se relacione con un
Unico valor de x.
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Cabe aclarar que no todas las funciones tienen una inversa. Analicemos la siguiente situacion: cada estudiante
n en la clase de Matematicas | tiene una y sélo una edad E, por lo tanto, E = f(n) es una funcion; sin embargo, es
seguro que habra dos o mas estudiantes con la misma edad, asi que al pensar al revés, n = f~'(E) no es una funcion,
por lo tanto, se dice que la funcion original E = f(n) no tiene inversa.

Observa el diagrama:

Variable independiente Variable dependiente

Alumnos f Edades

f "' no es funcién

B S

“““ Si en una funcién f, a dos o mas valores del dominio les corresponde el mismo valor en el rango,
entonces la funcién no tiene inversa.

Prueba de la linea horizontal

Otra forma de comprobar si una funcién tiene inversa es mediante la prueba de la linea horizontal; para utilizar esta
prueba es necesario conocer la gréafica de la funcién y consiste en lo siguiente:

Si toda linea horizontal que tracemos en la grdfica de la funcion la corta en un solo punto, entonces decimos que la
funcidn tiene inversa,

ya que se estaria relacionando un valor de y con un Gnico valor de x. Si observamos que al menos una linea horizon-
tal corta a la grafica en dos o mas puntos, entonces decimos que la funcién no tiene inversa. Por ejemplo,

A A
6 r<
4 4
o} o)
\_/ € g
-6 —4 2 0 \2 4 6 -6 —4 -2 0 2 4 6
=9 =7
—4 —4
-6 —6

Esta funcion si tiene inversa; cualquier linea horizontal que
tracemos, corta una sola vez a la grdfica.

Esta funcién no tiene una inversa: hay por lo menos una linea
horizontal que corta tres veces a la grdfica.

Ecuacion de la funcion inversa

Sitenemos la funcidn y = f(x), la ecuacion de la inversa se obtiene al despejar x como funcion de y, es decir, x = f(y).

‘ . L o L 3x
E_’emplol Obtén la ecuacion de la funcién inversa para la funcion y =T
X_

Para obtener la ecuacion de la funcion inversa, debemos despejar x en funcidn de y, para ello utili-
zaremos las reglas de despeje que aprendimos en nuestros cursos de algebra.
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Al pasar el denominador del lado derecho hacia el lado izquierdo, obtenemos, y(2x — 1) = 3x; efectuamos la
multiplicacién del lado izquierdo y obtenemos
2xy —y = 3x
puesto que queremos despejar x, dejamos de un lado de la igualdad los términos con x y en el otro lado los que no
tienen x; es indistinto hacia qué lado lo pasemos. Al hacerlo obtenemos
2xy —3x=y
tomamos x como factor comun:
X2y —3)=y.
y

. Esta es la ecuacion de la funcién inversa.

Por ultimo, al despejar x nos queda x = >

Grafica de la funcién inversa

La grafica de la funcion inversa es la grafica de la funcion reflejada respecto a la linea y = x.

Dibuja la gréfica de la funcion inversa de la funcion dada en la gréfica.

Solucién Debemos reflejar la grafica de la funcidn respecto a la linea y = x; para ello primero dibujamos la
gréfica de la funcion y = f(x), y luego la reflejamos.

AY

2 funcion

recta y = x

funcion inversa

Y=

“m Observa como la gréfica de la funcién pasa por el punto (0, 1) y la funcién inversa pasa por el
punto (1, 0), es decir, se voltea el punto; eso mismo ocurrira en cualquier punto que tomes.

iA trabajar!

Ejd'cidol En cada una de las siguientes funciones, determina si existe la inversa.

a) C = f(a), donde C representa la calificacion final de Matematicas de los alumnos a.

Sugerencia: para resolver este ejercicio, pregunta a cuatro o cinco compafieros su nombre y su calificacion.
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funcién inversa

variable variable dependiente variable variable dependiente

(O

(Cada uno de tus companieros tiene asignada una Unica calificacién?

{Todos los companieros del grupo habran obtenido calificaciones diferentes?

(Cudl es la condicion para que exista la inversa?

iSe cumple? Justifica tu respuesta.

Conclusion ;Lafuncién dada tiene inversa? Justifica tu respuesta.

b) N = f(a), donde N representa el nimero de matricula de los alumnos a del ITESM.

funcién inversa
variable variable dependiente variable variable dependiente

oo 00

{Cudl es la condicion para que exista la inversa?

;Se cumple? Justifica tu respuesta.

¢) N =f(d), donde N representa el nimero de estudiantes de la clase de matematicas que cumple afnos el dia
d del ano.

funcién inversa
variable variable dependiente variable variable dependiente

) () () (
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{Cual es la condicion para que exista la inversa?

iSe cumple? Justifica tu respuesta.

a-q \J25+4q°
qa'aaoz La funcién /= Toq representa el ingreso obtenido al vender una cantidad g de televisores.

- a) Silafunciones/ = f(g), icomo queda expresada la funcion inversa?

b) Obtén la ecuacién de la funcion inversa.
{Qué tienes que hacer para obtener la ecuacién de la inversa?

Encuentra la ecuacion:

c) ¢Quéinformacién nos da la funcién inversa?

Ig'emidoj Utiliza la prueba de la linea horizontal para determinar si las siguientes funciones tienen inversa:

S}
|
w
|
N}
|
—
=)
—
S}
w
A

o

Y=

-1 0 1 2 3 4 5
(Tiene inversa? {Tiene inversa?
Justifica tu respuesta. Justifica tu respuesta.

Temas complementarios ® 401
_—_




Conjunto de ejercicios

Funcion inversa

Determinar si existe la inversa para las funciones
representadas en las siguientes tablas; si existe, dar
el dominio y el rango.

1.

= -1 0 1 2
y 4 1 0 1 4

1/2 2
12 8 4 6 1

La siguiente tabla muestra el crecimiento de la man-
cha urbana del drea metropolitana de Monterrey.

t (afios) 1765 | 1880 | 1900 | 1950 | 2000

m (hectareas)

58 800 | 1145 | 6467 | 57282

4,

La siguiente tabla muestra las ventas mensuales de
una empresa en miles de pesos.

mes

Enero | Febrero | Marzo | Abril | Mayo | Junio

ventas

52 70 72 60 |72 75

La siguiente tabla muestra el porcentaje de alum-
nos de tiempo completo inscritos en el “Tec” en la
carrera de LAF (Lic. en Administracion Financiera).

2001 2001 2002 2002 2003 2003

tiempo

Ene-May | Ago-Dic | Ene-May | Ago-Dic | Ene-May | Ago-Dic

% de

alumnos

91.86 89.05 88.18 87.57 85.17 79.87

La siguiente tabla muestra la cantidad de alumnos
extranjeros inscritos en el Tec, campus Monterrey,
en nivel profesional.

2001 2001 2002 2002 2003 2003

semestre

Ene-May | Ago-Dic | Ene-May | Ago-Dic | Ene-May | Ago-Dic

#de

alumnos

726 714 673 662 651 662

En los problemas 7 al 10 obtén la ecuacion de la
inversa de las siguientes funciones.

y=3x—1

y=+8x—-9

P =160+ 200
+10

. Lafuncién P=2.5(1.036)' representa la poblacion de

una ciudad en el tiempo t en afos.
a) {Qué informacion te da la inversa de esa funcion?

b) iPuedes obtener la ecuacion de la inversa?

t/4
LafuncionQ =5 (5) representa la cantidad de me-

dicamento en la sangre de una persona t horas des-
pués de haberse administrado.

a) {Qué informacion te da la inversa de esta funcion?

b) {Puedes obtener la ecuacién de la inversa?

La funcién N = 60+%p representa el nimero de

unidades vendidas de un producto cuando se in-
vierten p pesos en publicidad.

a) Obtén la ecuacién de la funcién inversa.

b) {Qué informacion te da la inversa de esa funcién?

En los problemas 14 al 19 determina si existe la inversa
para las funciones dadas (justifica) en los siguientes
enunciados si existe; da el dominio y rango.

14.

15.

T = f(d), donde T representa la maxima tempera-
tura registrada en el dia d del afio.

M = f(a), donde M representa los municipios de
Nuevo Ledn (Monterrey, San Pedro, San Nicolas, etc.)
y a es el alcalde del municipio.

P = f(g), donde P representa profesores de Mate-
maticas |, y g son los grupos de Matematicas |.

N = f (h), donde N representa el nimero de alum-
nos que estan en la biblioteca y / es la hora del dia.

B= f(p), donde B representa el nimero de bole-
tos de cine que se pueden comprar con p pesos.

C = f(w), donde C representa el costo del recibo
de electricidad cuando se consumen w kilowatts.




]\

20. La funcion de ingresos para una compania esta

dad por /= 100 g, y la funcién de costos totales es
C=1200+28q.

a) Plantea la funcion de utilidad.
b) Obtén la inversa de la funcién utilidad.

¢) ¢Qué representa en términos practicos la inversa?

21. Una empresa que produce libretas gasta men-
sualmente $15000 en renta, $2380 en servicios
y $20000 en sueldos. Si el costo de fabricar cada
libreta es de $12,
a) Plantea la funcion de costo.
b) Obtén la inversa de la funcién costo.
¢) ¢Qué representa en términos practicos la inversa?
Respuestas:
1. Notieneinversa
2. Dominiodef' ={1,4,6,8, 12}
Rangodef'={-1,0,1,1/2, 2}
3. Dominio de f' = {58, 800, 1145, 6467, 57 282}
Rango de f' = {1765, 1880, 1900, 1950, 2000}
4, Notieneinversa
5. Dominio de
f' ={79.87,85.17,87.57, 88.18, 89.05, 91.86}
Rango de f' = {Ene-May (2001), Ago-Dic (2001),
Ene-May (2002), Ago-Dic (2002), Ene-May (2003),
Ago-Dic (2003), Ago-Dic (2003)}
6. Notieneinversa
7 el
351
8. x=y3+1
1/5
9. x=—(y"+9
5" +9)
10. t= 900 -
P-160

. a) Lainversa de esta funcion representa el tiempo t

en anos que deben pasar para que la ciudad ten-
ga una poblacién P.

b) No, porque la variable a despejar esta en el
exponente.

12. a) Lainversa de esta funcion representa las t horas

15.

16.
17.
18.

20.

21.

que deben transcurrir para que quede una can-
tidad Q de medicamento en la sangre.

b) No, porque la variable a despejar esta en el
exponente.

7
. a) p—E(N—6O)

b) La inversa de esta funcion representa los p pe-
sos que se deben invertir en publicidad para
vender N unidades de un producto.

No tiene inversa
Dominio de M' = {M | Municipios de Nuevo Ledn}

Rango de M' = {a | alcaldes de los Municipios de
Nuevo Ledn}.

No tiene inversa.
No tiene inversa.
Dominio de B' = {B|# de boletos de cine} 0 {0, 1, 2, ..}

y rango de B' = { P|pesos para comprar boletos
para el cine}.

Dominio de C' = [50, «) donde <o significa que no
se conoce el costo maximo.

Rango de C' = (0, o) donde oo significa que no se
conoce el consumo maximo de electricidad.

a) U=72g — 1200
1
b) g=—(U+1200
L ( )
¢) Cantidad de articulos g que se deben producir

para obtener una determinada utilidad de la
compania.

a) C=37380+ 12g
1

=—(C-37180

b) q 12( )

¢) Cantidad de libretas que se pueden fabricar a
un costo determinado.




Efectos graficos

Efectos en la gréfica de una funcidn al sumar, restar o multiplicar una constante

Cuando agregamos una constante a una funcién obtenemos una nueva funcién; en esta seccién nos interesa saber
como es la grafica de esa nueva funcion.

Para esto realizaremos el ejercicio correspondiente a este tema, que se encuentra en el apartado de Hojas de
trabajo.

Construccion Cuando la resuelvas, lograras descubrir cual es el efecto en la grafica de una funcién al sumar,
restar o multiplicar una constante por una funcion; es importante que primero realices la investigacién que se
te indica, ya que esto te permitira aprovechar toda la riqueza en cuanto al aprendizaje de conceptos y habilida-
des que puedes lograr.

Desplazamientos rigidos

Siy = f(x) es una funcién y C > 0, entonces, para obtener la grafica de:

y = f(x) + C, la grafica de f(x) se desplaza C unidades hacia

f(x) — C, la grafica de f(x) se desplaza C unidades hacia

f(x + C), la grafica de f(x) se desplaza C unidades a la

1.

2. y
3. y
4. y

f(x — C), la grafica de f(x) se desplaza C unidades ala

Este tipo de efecto es llamado rigido, pues la grafica no sufre ninguna alteracion.
Los desplazamientos rigidos ocurriran siempre que aparezca una constante sumando o restandoaxoay.

Distorsiones

1. Siy = C- f(x), la gréfica de f(x) se estira 0 comprime verticalmente, esto depende del valor de C.

a) SiC>1,lagraficase en un factor C.
b) Si0 < C<1,lagraficase en un factor C.
2. Siy =f(C-x), lagrafica de f(x) se estira o comprime horizontalmente, esto depende del valor de C.
a) SiC>1,lagraficase en un factor %
b) Si0<C<1,lagraficase en un factor %
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Este tipo de efecto es llamado distorsién, debido a que al estirar o comprimir la grafica, ésta sufre una alteraciéon
que la hace ver diferente a la original (mas abierta o mas cerrada).

Las distorsiones ocurrirdn siempre que aparezca una constante multiplicandoaxoay.

Por ejemplo, si la nueva funcion esta expresada como:

y = 2 f(x), el efecto es estirar verticalmente al doble la grafica de la funcién original.

y= Ef(x), el efecto es comprimir verticalmente a la mitad la grafica de la funcién original.

y = f(2x), el efecto es comprimir horizontalmente a la mitad la grafica de la funcién original, ya que el valor

de Ces 2y el factor en que se debe comprimirse es % = l

1
y= f(zx), el efecto es estirar horizontalmente al doble la grafica de la funcién original, ya que el valor de C

1

1 .
es o y el factor en que debe estirarse es —=—=2

| =

1
2

Reflejos

1. y = —f(x), la gréfica se invierte verticalmente (arriba abajo), es decir, ocurre un reflejo respecto al
eje x.

2. y = f(—x), la grafica se invierte horizontalmente (derecha a izquierda), es decir, ocurre un reflejo
respecto al eje y.

Este tipo de efecto es llamado reflejo porque al invertirse la grafica es como si se estuviera reflejando respecto
a alguno de los ejes.

El reflejo ocurrird siempre que aparezca un signo negativo multiplicandoaxoay.

De las reglas anteriores podemos concluir que siempre que la constante esté sumando, restando o multiplicando
alas x, el efecto sera similar al comportamiento del eje x, es decir, a la izquierda, a la derecha o con efecto horizontal.

Cuando esté sumando, restando o multiplicando a las y, el efecto sera similar al comportamiento del eje y, es
decir, hacia arriba, hacia abajo o con efecto vertical.

El orden adecuado en que deben efectuarse las operaciones es de adentro hacia afuera; primero lo que esté
adentro del paréntesis con x, y después lo que esté con y, es decir:

- Operaciones con x

- Operaciones cony
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Dibuja la gréfica de la nueva funcion, a partir de la gréfica de f(x) dada. Describe si se trata de un

movimiento rigido, distorsién o reflejo.

AY

y=fx)

\ B

Obtén f(x + 3).

Si comparamos la expresion original f(x) con la que se pide, f(x + 3) identificamos que la diferencia

es el nimero 3 que esta sumando a x.
Por las reglas anteriores sabemos que esto produce un desplazamiento rigido en la funcién. La regla 3 indica un
desplazamiento hacia la izquierda de tres unidades; al hacerlo, la gréfica nos queda como

Funcién transformada

y=flx+3)

y=f)

Y =

“““ Observa como la pardbola esta exactamente igual que la original; solamente se movié hacia
laizquierda, pero la forma y la abertura es la misma que la funcion original.

406 ® Temas complementarios
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Dibuja la grafica de la nueva funcién, a partir de la gréfica de f(x) dada. Describe si se trata de un

movimiento rigido, distorsién o reflejo.

y=fx

Y =

Obtén 2 f(x) — 1.

La diferencia entre la funcién original y la que se pide obtener es el 2 multiplicando y el 1 restando a la funcién, es
decir, ambos efectos son para y.

Aplicando las reglas anteriores sabemos que esto produce una distorsién y un desplazamiento rigido respecti-
vamente. La regla 1 inciso a) de distorsion indica que la grafica se estira verticalmente al doble de su valor, y la regla
2 de desplazamientos rigidos indica un desplazamiento de una unidad hacia abajo.

Segun la regla que establece el orden en que se deben efectuar las operaciones es:

- Alargamiento vertical al doble

- Desplazamiento rigido hacia abajo de una unidad, al hacerlo, la grafica quedaria como

Funcién transformada

Y =

m Observa que al alargarse verticalmente al doble, la gréfica no queda igual que la original, es por
eso que decimos que la gréfica se distorsiona.

Temas complementarios ® 407
N —y




Dibuja la grafica de la nueva funcién, a partir de la grafica de f(x) dada. Describe si se trata de un

movimiento rigido, distorsion o reflejo.

y=f)

Y =

Obtén —f(2x).

La diferencia entre la funcion original y la que se pide, —f(2x) es el 2 que multiplica a la x y el signo negativo que
multiplica a la funcién, es decir, el primero es un efecto para x y el segundo es un efecto para y.

Por las reglas anteriores sabemos que esto produce una distorsion y un reflejo respectivamente. La regla 2 inci-
so a) de distorsion indica que la grafica se comprime horizontalmente, en este caso a la mitad de su valor, y laregla 1

de reflejos indica que la gréfica se invierte verticalmente, es decir, se refleja respecto al eje x.

Segun la regla que establece el orden en que deben efectuarse las operaciones es:

- Comprimir horizontalmente a la mitad.

- Invertir verticalmente la grafica, al hacerlo, la gréfica quedaria como:

Funcién transformada

y=f(x)

Y =

“o“ Observa que, en efecto, la gréfica se encogié horizontalmente y se invirtié. Ahora abre hacia

arriba.
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Dibuja la grafica de la nueva funcién, a partir de la grafica dada de f(x). Describe si se trata de un
movimiento rigido, distorsién o reflejo.

A

y=f)

bl

; ; R
t >

Obtén f(3x — 15).

La diferencia entre esta funcién y la original es que aparece un 3 multiplicando a la x y un 15 que

se resta al 3x, ambos efectos son horizontales.

Por las reglas anteriores sabemos que esto produce una distorsion y un desplazamiento rigido, respectivamente.
La regla 2 inciso a) de distorsiones indica que la grafica se comprime horizontalmente, en este caso, a una tercera
parte de su valor. La regla 4 indica que la gréfica se desplaza hacia la derecha; es importante enfatizar en que el nu-
mero de unidades que se desplaza no es 15, ya que la expresion que se encuentra entre paréntesis no tiene la forma
f(x — ¢) como esta expresado en la regla 4; lo primero que debemos hacer es factorizar adentro del paréntesis para
que esté expresado de tal forma que el coeficiente de x sea 1, al hacerlo obtenemos f(3x — 15) = f(3(x — 5)).

Observa que al factorizar la expresion nos queda (x — 5) como desplazamiento rigido; es decir, se debe despla-
zar cinco unidades hacia la derecha.

De acuerdo con la regla, el orden en que deben efectuarse las operaciones es el siguiente:

« Desplazar horizontalmente cinco unidades hacia la derecha.
« Comprimir horizontalmente a una tercera parte.

La grafica quedaria como:

Funcién transformada

A
10
> y=f(3x=5)

X

-6 —4 -2 0 2 -
=5
—10

“‘“ Observa que la nueva grafica qued6 mas cerrada que la grafica original, esto sucede porque

ahora se comprime a una tercera parte.
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Dibuja la gréfica de la nueva funcién, a partir de la gréfica de f(x) dada.

Describe si se trata de un movimiento rigido, distorsion o reflejo.

AY

(=)}

'S

8]

y=f(x)

Y

Obtén f(lx).
3

> . . . s . . 1 . .
La diferencia de esta funcion con la original es el 5 multiplicando a la x.

Por las reglas anteriores sabemos que esto produce una distorsiéon de la grafica de la funcion. La regla 2 indica

que la grafica se alarga horizontalmente al triple de su valor, al hacerlo, la grafica nos queda como:

Funcidén transformada

'S

“““ ’ Observa como al alargarse horizontalmente la parabola se abre mas.
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;A trabajar!

qerciciol Utiliza las reglas anteriores para graficar la nueva funcién, a partir de la grafica f(x) dada.
Escribe en la linea el efecto geométrico y si se trata de desplazamiento rigido, distorsion o reflejo.
Marca los puntos exactos por los que va a cruzar la grafica con el eje x y el eje y.

AY

y=fx)

[

Ys

a) f(x)—2

1. Determina si es desplazamiento rigido, distorsion o reflejo.

2. ldentifica qué regla debes utilizar.

3. Describe lo que indica la regla respecto al cambio de la grafica.

4. Dibuja la grafica.

Y
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1. Determina si es desplazamiento rigido, distorsion o reflejo.

2. ldentifica qué regla debes utilizar.

3. Describe lo que indica la regla respecto al cambio de la grafica.

4. Dibuja la grafica.

AY

Ya

o f(—x+1)

Hota

1. Determina si es desplazamiento rigido, distorsion o reflejo.

Observa que en esta expresion hay dos efectos, para resolver.

2. ldentifica qué regla debes utilizar.

3. Describe lo que indica la regla respecto al cambio de la grafica.

4. Escribe el orden en que vas a aplicar las reglas.

Primero:

Segundo:

5. Dibuja la grafica.

Primer efecto

\Y

Ya

412 * Temas complementarios
-




Segundo efecto AV

d) —3f(2x + 8)

“m Observa que en esta expresion hay cuatro efectos por resolver.

1. Determina si es desplazamiento rigido, distorsion o reflejo.

2. Identifica qué regla debes utilizar.

3. Describe lo que indica la regla respecto al cambio de la gréfica.

4. Escribe el orden en que vas a aplicar las reglas:

Primero:

Segundo:

Tercero:

Cuarto:

5. Dibuja la grafica.

Primer efecto AY

Ya
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Segundo efecto A

Y-

Tercer efecto AV

Cuarto efecto AY

’” , s

gauaoz Sin dibujar la gréfica de la funcién y = e*, escribe el efecto en la nueva funcién.

Xx+3
—e

2
(En qué difiere esta funcion de la funcién original?
y
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;Qué efectos producen esas diferencias? Escribelos en el orden en que deben efectuarse.

y

b) y=e>*+1
(En qué difiere esta funcién de la funcién original?

/ y

;Qué efectos producen esas diferencias? Escribelos en el orden en que deben efectuarse.

/ y

o y= —2¢
(En qué difiere esta funcion de la funcion original?

y

;Qué efectos producen esas diferencias? Escribelo en el orden en que deben efectuarse.

y

d) y=4e>* ¥ —2
(En qué es diferente esta funcion respecto a la funcion original?

/ 5 y

;Qué efectos producen esas diferencias? Escribelo en el orden en que deben efectuarse.

/ 5 y

qerdcioﬁ a) Enla siguiente figura toma como base la grafica de la funcién y = f(x) y selecciona la opcién
que describa correctamente las transformaciones hechas sobre la grafica de f para obtener la
grafica A, asi como la ecuacion para dicha grafica.

AY

y=f()
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A. Primero se desplaza dos unidades hacia abajo y luego tres unidades a la derecha, lo que en forma mate-

matica se describe con la ecuacion y = [f(x) — 2] — 3.

. Primero se desplaza tres unidades a la derecha y luego dos unidades hacia abajo, lo que en forma mate-
matica se describe con la ecuaciony = f(x + 3) — 2.

. Primero se desplaza dos unidades hacia abajo y luego tres unidades a la derecha, lo que en forma mate-
matica se describe con la ecuaciony = f(x — 2) + 3.

. Primero se desplaza dos unidades hacia abajo y luego tres unidades a la derecha, lo que en forma mate-
matica se describe con la ecuacion y = [f(x) — 2] + 3.

. Primero se desplaza tres unidades a la derecha y luego dos unidades hacia abajo, lo que en forma mate-
matica se describe con la ecuaciony = f(x — 3) — 2.

b) En lasiguiente figura, toma como base la grafica de la funcion y = f(x) y selecciona la opcién que describe co-
rrectamente las transformaciones hechas sobre la grafica de f para obtener la grafica A asi como la ecuacion
para dicha gréfica.

y=f(x)

Y =

. Primero se refleja sobre el eje x, luego se desplaza tres unidades hacia arriba y, por ultimo, se desplaza cuatro
unidades hacia la izquierda, lo que en forma matematica se describe con la ecuaciony = f(—x + 3) + 4.

. Primero se desplaza tres unidades hacia arriba, luego se mueve cuatro unidades a la izquierda y, por tltimo,
se refleja sobre el eje x, lo que en forma matematica se describe con la ecuaciony = — [f(x) + 3] — 4.

. Primero se refleja sobre el eje x, luego se desplaza cuatro unidades hacia la izquierda y, por ultimo, se despla-
za tres unidades hacia arriba, lo que en forma matematica se describe con la ecuaciony = f(—x + 4) + 3.

. Primero se desplaza cuatro unidades a la izquierda, luego se refleja sobre el eje x y, por ultimo, se desplaza
hacia arriba tres unidades, lo que en forma matematica se describe con la ecuaciény = — f(x + 4) + 3.

. Primero se desplaza cuatro unidades a la izquierda, luego se mueve tres unidades hacia arriba y, por ultimo,
se refleja sobre el eje x; la ecuacién esy = — [f(x + 4) + 3].
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Conjunto de ejercicios
Efectos grafico

*

A partir de la grafica de la funcion y = f(x), obtén la grafica de la nueva funcidon, describiendo los efectos
graficos.

I Ay a) f(x)+2
(2,4) b) f(x+l)
o 2f(x)

AN

\ A

2 3ny a) f(x)-1
b) f(x-3)
21
1 9 3/
7 : > d) f(-x)
2 1 flo 1 2 3 4
-l__
2l
3. Ay a) —f(x)+1
b) f(x+3)-2

\J

1 0 —f(4x)
N 45 /()




A partir de la grafica de la funcién y = f(x), obtén la grafica de la nueva funcién, describiendo los efectos
graficos.

5 —f(-x)-4 7. f(-2x)+3

6. —%f(X+5) 8 f(‘%xw)

AY

\7/8

_1__
9. f(-2x-4)+1 1. —%f(—x+5)
10. 3f(x~2)-2 12. 142|149
3




En los problemas 13 al 16 utilice la siguiente figura para trazar la grafica de la funcién indicada.
AY

\ A

13. 5—1f(-x+4) 1 3—lf(—lx—6)
T 27\ 2

14. 1.5 f(-2x)-2 16 —2f(3—%x)—4

17. Describe los efectos gréficos en la nueva funcién siy = In x.
a) y=In(-x-5)
b) y = n(3x)
¢) y=-In(x+8)-4

18. Describe los efectos graficos en la nueva funcién siy = x>,
a Y= %(x +5)
b) y= (3)6)3 +2

Q) y=-5(x-4’

19. Describe los efectos graficos en la nueva funcion siy = (5.7)"
a y= 4(5-7)XI2
b) y=—(57)"

0 y=(57"+6

20. Describe los efectos graficos en la nueva funciénsi y = (x4 +1)(x +2).
4
(l x) +1 (l X
4 4

b) y:—[(x+1)4 +1”(x+1)+2]

a y=3 +2

0 y=[(-2x)" +1)[(-2x) +2]+5




AY
4]

22. Utilizando la gréfica de y = V25— x*, menciona los efectos geométricos necesarios para obtener la siguiente

grafica.

Ay

A A

l-10

Uides o o o o o= o =

1)




2 A

b)

Ay

=

;
>

-1

4 3 2 1 _Jo 1 2 3 4 |

-2

-3
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a) Primero se refleja sobre el eje y y después se desplaza 5 unidades a la izquierda.
b) Se encoge horizontalmente a la tercera parte y después se encoge verticalmente a la mitad.
¢) Primero se desplaza 8 unidades a la izquierda, después se invierte verticalmente (refleja sobre el eje x)
y, por Ultimo, baja 4 unidades.
18)
a) Se desplaza 5 unidades a la izquierda y después se encoge verticalmente 3
b) Se encoge horizontalmente la tercera parte y después sube 2 unidades.

¢) Se desplaza 4 unidades a la derecha, luego estira verticalmente 5 veces y, por ultimo, se invierte verti-
calmente (refleja sobre el gje x).




19)
a) Se estira horizontalmente al doble y luego se estira verticalmente 4 veces.
b) Se desplaza 4 unidades a la izquierda y luego se invierte verticalmente (refleja sobre el eje x).
¢) Se invierte horizontalmente (se refleja sobre el eje y), luego se encoge horizontalmente la tercera
parte, y por ultimo sube 6 unidades.
20)

a) Se estira horizontalmente 4 veces y luego se estira verticalmente 3 veces.

b) Se desplaza una unidad a la izquierda y luego se invierte verticalmente (refleja sobre el eje x).




Derivada de otras funciones trigonométricas

Recuerda que la combinacién de las funciones seno y coseno dan como resultado otras funciones trigonométricas,
estas nuevas funciones también se pueden derivar, veamos cual es la férmula para derivarlas:

Funciones basicas

1. Funcién tangente: si y = tan x, entonces y’ = sec® x

2. Funcién cotangente: si y = cot x, entonces y’ = —csc?x

3. Funcién secante: siy = sec x, entonces y’ = sec x * tan x

4. Funcion cosecante: siy = csc x, entonces y’ = —cscx - cot x

En caso de que se trate de una funcién compuesta la diferencia en la derivada es que al final se multiplica por la
derivada de la funcién argumento, las formulas son:

1. Funcidén tangente: siy = tan (f(x), entonces y’ = sec? (f(x)) - f'(x)

2. Funciéon cotangente: siy = cot (f(x), entonces y' = — csc? (f(x)) - f'(x)
3. Funcion secante: siy = sec (f(x), entonces y’ = — sec (f(x)) - tan (f(x)) « f'(x)
4. Funcion cosecante: siy = csc (f(x)), entonces y' = — csc (f(x)) - cot (f(x)) - f'(x)

Obtén la derivada de la funcion y = tan(In (2x + 1)).

- Solucid Paso 1: identifica la formula que debes utilizar para derivar: Formula 1 compuesta.

Paso 2: identifica la funcion argumento f(x) y derivala con la férmula correspondiente.

i

En este caso la funciéon argumento es: f(x) = In (2x +1) y su derivada es

f'(x)= ! 2= 2 .
2x+1 2x+1

Paso 3: utiliza la férmula que indicaste en el primer paso, para obtener la derivada de la funcién tangente:

2
’=sec’(In (2x +1)). ——.
y (In( ) i

VA Obtén la derivada de la fucion y = csc (sen x?).

Paso 1:identifica la formula que debes utilizar para derivar: Formula 4 compuesta.

00

Paso 2: identifica la funcion argumento f(x) y derivala con la férmula correspondiente.
En este caso la funcion argumento es: f(x) = sen x? y su derivada es
f'(x) = cos x*+ 2x = 2x * COS X°.
Paso 3: utiliza la formula que indicaste en el primer paso, para obtener la derivada de la funcién cosecante:
/

y' = —csc (sen x?) cot (sen x?) - 2x cos X%,

que podemos escribir de manera ordenada como y’ = —2x cos x* + ¢sc (sen x?) - cot (sen x?).
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;A trabajar!

Obtén la derivada de las funciones:

1. y=cot(e®)
Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: ;cudl es la funcidon argumento f(x)?

;Y la derivada de la funcion argumento f'(x)?

Paso 3: dar la derivada de la funcién original.

!

y:

Paso 1: jqué féormula vas a utilizar?

Paso 2: ;cudl es la funcion argumento f(x)?

;Y la derivada de la funcion argumento f'(x)?

Paso 3: da la derivada de la funcién original.

!

y:
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Conjunto de ejercicios=
Funciones trigonometricas

Obtén la derivada de las siguientes funciones. Respuestas
1. y=tan’(x*+1) 1. y’:6xtan2(x2+l)sec(x2+l)
1 tan(In
2. y=csc(x)(Inx) 2. y= sec(In ¥)tan(in x)
x
3y S (x) 3 yee cscx(x (iot x-1)
x x
csc’ x
4. = 4/(cotx 4, =
Y ¢ ) Y 2+/cot x
5. y=cscx(lnx) 5.y =—2%_(Inx)(cscxcotx)
x
6. y=sec(e“)tan(e) 6. y =c¢e"sece’ (sec2 e" +tan’ e")
csc? Vx
7. = t \/_ 7_ P = —
y=co ( x) y G
8. y=ux+sen (x) 8. y =l+secxtanx
Vianx
. y ET e

2+/tan x

10, y=e=®" 10. y :_ecsc(Sx) (5"1115)csc 5% cot 5"




Derivada de funciones trigonométricas inversas

Recuerda que las funciones trigonométricas tienen inversa al restringirlas en su dominio, estas funciones también
se pueden derivar; las férmulas son las siguientes.
Funciones basicas

. ) . 1
1. Funcién seno inverso: siy = sen™' x, entonces y'=\/—2
1-x

1

2. Funcién coseno inverso: siy = cos™' x, entonces y'=— 5

1-x
3. Funcién tangente inversa: siy = tan™" x, entonces y’'= 5
T+ x
4. Funcion cotangente inversa: siy = cot™' x, entonces y’=—1 5
4 5%

1
5. Funcion secante inversa: siy = sec™' x, entonces y'=———
xVx> =1

6. Funcidn cosecante inversa: siy = csc™' x, entonces ’=——1
2
XNx =1

En caso de que se trate de una funcién compuesta, la diferencia en la derivada es que al final se multiplica por la
derivada de la funcién argumento, las formulas son las siguientes.
. : . ; 1 ,
1. Funcién seno inverso: siy = sen™' (f(x)), entonces y’'= ——.f"(x)
1-(f(x))

. . : ; 1 ,
2. Funcion coseno inverso: si y = cos™'(f(x)), entonces y’'=——=.f'(x)

V1=(f(x))*

3. Funcién tangente inversa: siy = tan~' (f(x)), entonces y’= = f'(x)

1
1+(f(x))

4. Funcion cotangente inversa: siy = cot™' (f(x)), entonces y’=—————.f"(x)
1+(f(x))

1
5. Funcion secante inversa: siy = sec™' (f(x)), entonces y’'= ————=.f'(x)
FON(F(x)* =1

6. Funcion cosecante inversa: siy = csc™' (f(x)), entonces y’=—;.f’(x)
FOON(F(x)) =1

Obtén la derivada de las funciones:

T.y=tan™' (x*+1).
Paso 1: identifica la formula que debes utilizar para derivar: Formula 3 compuesta.

Paso 2: identifica la funcidn argumento f(x) y derivala con la formula correspondiente.
En este caso la funcién argumento es: f(x) = x> + 1,y su derivada es f'(x) = 2x.

Paso 3: utiliza la formula que indicaste en el primer paso para obtener la derivada de la funcién tangente
inversa:

430 ® Temas complementarios
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1 . . . . .
y'= m 2x desarrollando el binomio al cuadrado y simplificando el denominador la respuesta queda
X
expresada como

_ 2x
x*+2x2 42

’

y

2. y=sen'(In(2x))

270 Paso 1:identifica la formula que debes utilizar para derivar: Formula 1 compuesta.
Paso 2: identifica la funcion argumento f(x) y derivala con la férmula correspondiente.

En este caso la funcidon argumento es: f(x) = In (2x) y su derivada es

Fl)=—2=2=1
2x 2X X

Paso 3: utiliza la formula que indicaste en el paso 1 para obtener la derivada de la funcién seno inverso:
1 1 1

-— que podemos escribir de forma simplificada como y'= ———.
X x+/1-(In (2x))°

4

y 2
1+ (In2x))

iA trabajar!
Obtén la derivada de las funciones:
1. y=cos'(e?)

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: ;jcudl es la funcidn argumento f(x)? =

(Y la derivada de la funcién argumento f'(x)?

Paso 3: da la derivada de la funcién original

I —

y_

2. y=sec '(tan(x))

Paso 1: ;qué férmula vas a utilizar?

Paso 2: ;jcudl es la funcidon argumento f(x)? =

Y la derivada de la funciéon argumento f'(x) =

Paso 3: da la derivada de la funcién original

!

y:

“m Las funciones trigonométricas inversas también pueden denotarse como
- sen”' x=arc (sen x) - cot”' x =arc (cot x)
. cos™' x =arc (cos x) - sec”' x=arc (secx)
« tan™' x = arc (tan x) « ¢sc' x =arc (csc x)
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Conjunto de ejercicias=——=
Funcion trigonometricasinversa

Obtén la derivada de las siguientes funciones. Respuestas
r_ ex
1. y=tan'(e") L Y=1i
2x
2- = t 1+ 2 2, y’:—
Y CO( x) 1+(1+x2)
3 (In(x)) 3. Y .
. y=sec(In(x . =
g xIn xv/In’ x -1
1 2°"*1n 2
4 y=2mn’(x) 4 yr: 1+x?
2 R
5 y—csc(x ) xm
. 2+x°
6. y=ox+tan’(x) 6 T
1
7. = Jsec!(x 7. y’=
7 (x) 2x\/(sec‘1x)(x2—l)
1+tan™! 1 1
8 y— i : (x) 8. y,:COt‘x+1+tan %
cot ! (x) (1+x?)(cot ' x)?
5 sec™ (x) o 4= 1—(secx)vx*-1
ST X ' x2\/x2—1
2 2x((csc*1x2) Vat-1+4 1)
10. y= 10. y'=
cse ! (x2> Vxt-1 (csc‘lx2)2




Las tendencias actuales en la ensefanza de las matematicas definen al profesor
como un facilitador del proceso de aprendizaje y al estudiante como un participante
activo; por otra parte es evidente la necesidad de formar ciudadanos reflexivos y
bien informados capaces de afrontar los retos que plantea una sociedad compleja
y en constante cambio, la competencia matematica hace referencia a esta capacidad
de los estudiantes para analizar, reflexionar y comunicarse de manera eficaz al
plantear, resolver e interpretar problemas matematicos en diferentes situaciones o
contextos.

Esta obra presenta una propuesta innovadora en el proceso de ensenanza Y el
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ticos y propone una serie de problemas que abordan situaciones de la vida real para
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de la pregunta, que guian al estudiante en la resolucion del problema. Este enfoque
favorece habilidades y actitudes como la reflexion, el razonamiento y el desarrollo
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En el libro se enfatiza la modelacion matematica y la interpretacion de resultados,
logrando un aprendizaje significativo;asimismo,fomenta el desarrollo de habilidades para
trabajar en equipo y las investigaciones con datos reales, la busqueda de informacion,
el analisis y la reflexion.
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