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Prefacio

Bienvenido a la décima edicién de Cdlculo. Nos enorgullece ofrecerle una nueva version revisada de nuestro libro de texto.
Como con las otras ediciones, hemos incorporado muchas de las ttiles sugerencias de usted, nuestro usuario. En esta edicién
se han introducido algunas caracteristicas nuevas y revisado otras. Encontrard lo que espera, un libro de texto pedagdgico,

matemadticamente preciso y entendible.

Estamos contentos y emocionados de ofrecerle
algo totalmente nuevo en esta edicion, un sitio web,
en LarsonCalculus.com. Este sitio ofrece muchos
recursos que le ayudaran en su estudio del cdlculo.
Todos estos recursos estdn a sélo un clic de distancia.

Nuestro objetivo en todas las ediciones de este
libro de texto es proporcionarle las herramientas
necesarias para dominar el cdlculo. Esperamos que
encuentre Utiles los cambios de esta edicién, junto
con LarsonCalculus.com, para lograrlo.

En cada conjunto de ejercicios, asegurese de
anotar la referencia a CalcChat.com. En este sitio
gratuito puede bajar una solucién paso a paso de cual-
quier ejercicio impar. Ademads, puede hablar con un
tutor, de forma gratuita, dentro del horario publicado
en el sitio. Al paso de los afios, miles de estudiantes
han visitado el sitio para obtener ayuda. Utilizamos
toda esta informacién como ayuda para guiarlo en
cada revision de los ejercicios y soluciones.
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CALCULUS

Lo nuevo en esta edicion

NUEVO LarsonCalculus.com

Este sitio web ofrece varias herramientas y recursos
para complementar su aprendizaje. El acceso a estas
herramientas es gratuito. Videos de explicaciones de
conceptos o demostraciones del libro, ejemplos para
explorar, vista de gréficas tridimensionales, descarga
de articulos de revistas de matemdticas y mucho mas.

NUEVA Apertura de capitulo
En cada apertura de capitulo se resaltan aplicaciones
reales utilizadas en los ejemplos y ejercicios.

NUEVOS Ejemplos interactivos

Los ejemplos del libro estdn acompafiados de ejem-
plos interactivos en LarsonCalculus.com. Estos ejem-
plos interactivos usan el reproductor CDF de Wolfram

y permiten explorar el cdlculo manejando las funcio-
nes o graficas y observando los resultados.

NUEVOS Videos de demostraciones

Vea videos del coautor Bruce Edwards, donde explica
las demostraciones de los teoremas de Cdlculo, déci-
ma edicion, en LarsonCalculus.com.



NUEVO ;Cémo lo ve?

La caracteristica ;Como lo ve? en cada seccion presenta
un problema de la vida real que podra resolver mediante
inspeccion visual utilizando los conceptos aprendidos

en la leccion. Este ejercicio es excelente para el andlisis en
clase o la preparacién de un examen.

Comentario Revisado

Estos consejos y sugerencias refuerzan o amplian concep-
tos, le ayudan a aprender como estudiar matematicas, le
advierten acerca de errores comunes, lo dirigen en casos
especiales o le muestran los pasos alternativos o adiciona-
les en la solucién de un ejemplo.

Conjuntos de ejercicios Revisados

Los conjuntos de ejercicios han sido amplia y cuidadosamen-
te examinados para asegurarnos que son rigurosos e impor-
tantes y que incluyen todos los temas que nuestros usuarios
han sugerido. Se han reorganizado los ejercicios y titulado
para que pueda ver mejor las conexiones entre los ejemplos y
ejercicios. Los ejercicios de varios pasos son ejercicios de la
vida real que refuerzan habilidades para resolver problemas
y dominar los conceptos, dando a los estudiantes la oportuni-
dad de aplicarlos en situaciones de la vida real.

822 Capitulo 12 Funciones vectoriales

62. Dibujar una curva  Demuestre que la funcién vectorial
K(1) = e cos fi + ¢ sen fj + 7k se encuentra en el
cono 2’ = x* + y. Dibuje la curva.

AL PR P
40, v = i = SR + o7k

{ )
41 vin) — senti + “gcml - 11)] + {lmw + 3
V2 272 2 Determinar un limite En los ejercicios 63 a 68, evaliie el li-
42ty = Isenti | 2cosij | ~Zsentk mite (si existe).
BE Pignselo En los ejercicios 43 y 44, use un sistema algebraico 63. lim {ri — cos 1j + sen k)
por afin de i la funcién 3

- " . 15
vectorial r(1). Para cada u(t), haga una conjetura sobre la trans- 64. lim {3 - 7 1 Tk
formacién (si Ia hay) de la gréfica de r(1). Use un sistema alge- |~ cost
braico por computadora para verificar su conjetura. 65. im {12 = 31j + — K

3. r{t) = 2cos 1i = 2sen 1j — 31k -

43. v{1) = 2cos i sen 1j — 31 6. Hm(\[H nt - 1 k\“
(a) u{i) — 2{cos 1 = 1)i + 2sen 1j + 31k [ f-1n -
(b) i) = 2cos 1 + 2sen 1] + 2k 67. lim /\wi ‘“;“’_i | wk)

)

(¢) utrl = 2 cos{—1ii — 2 sen{—11j — 31— 1)k / 1 P
L lim fefi L~ 1
(d) uly =L 1 2sentj | 2cos 1k 68. Jim (i1 i1 k)

+ 6sen 1 + 3k - - : i
o ? Continuidad de una funcién vectorial  En los ejercicios 69
.l —ti+ 0% - 50k a 74, determine el (los) intervalo(s) en que la funcién vectorial

(@ ult) = 6 co

(a) uld) = ri+ {12 = 2)j + 5k es continua.

(b) win = i — 1 + 3k PR

(© uin =11 21 {01 4k ’

(@) u{ = 1i = 2 + i’k 70. {1} = < N/

() win =i + (=% + H—1k 71 r{t) = ti — arcsen £j — {t — 1)k

72.¢{ 2e 'it+e 'j+ Inlt— 1k

Representar una gréfica mediante una funcién vecto- . vl = e, 2 tan iy . 0 = {8, 1, 1)
rial  Enlos ejercicios 45 a 52, represente la curva plana por me-
dio de una funcién vectorial. (Hay muchas respuestas correctas.)
4y mx4s 62—y t5=0 DESARROLLO DE CONCEPTOS
=0 2w 48.y=4 ¥ Escribir una transformacion En los ejercicios 75 a 78,
O x4 y2e 25 S0 (- 2f +yima considere la funcién vectorial
s X 1:1 5 A1+‘1:1 r(t) = i+ (- 3)j + ik,
e 4 T9 16 Dé una funcién vectorial s(1) que sea la transformacién es-

” ) - pecificada de .
Representar una gréfica mediante una funcién vecto-

rial En los ejercicios 53 a 60, dibuje la curva en el espacio 75. Una traslacién vertical tres unidades hacia arriba.

representada por la interseccion de las superficies. Después re- 76. Una traslacion vertical dos unidades hacia abajo.
presente la curva por una funcién vectorial utilizando el pars- 77. Una traslacion horizontal dos unidades en direccion del
‘metro dado. cje x negativo.

o 78. Una traslacién horizontal cinco unidades en direccidn del
Superficies Parfmetro cje y positivo.

3.z—xtyl x—y—0 N 7

. Continuidad de una funcién vectorial Escriba la

x = 2cost definicién de continuidad para una funcién vectorial.
v = 2sent Dé un ejemplo de una funcién vectorial que esté de-
— finida pero no sea continuaen r = 2.

x=1-sent

»—ent 80. Comparar funciones ;Cules de las siguientes gréfi-

X -2 = s . P
cas representa la misma grafica?

x = t{primer octante )

(a) v~ {=3cost+ i+ {Ssenr + 2)j + 4k

(b) ri) = 4i + 1=3cos 1 + 1)j + 15 sent — 2k
61. Dibujar una curva Demuestre que la funcion vectorial (o 3o 11 Ssent 205 1 4K
¥(1) = fi + 2 cos 1] + 21 sen 1k se encuentra en el cono dx? =
12 + 2. Dibuje la curva. (@) ¥y = (=3 cos 2 + )i + {5 sen 21 + 2 + 4k

x = {primer octante )

Prefacio ix

. ;COMO LO VE? La grafica muestra una funcién
" vectorial r(f) para 0 < r < 277 y su derivada r’(f)
para diferentes valores de ¢.

(a) Para cada derivada que se muestra en la gréfica, deter-
mine si cada componente es positiva o negativa.

(b) (Es suave la curva en el intervalo [0, 277]? Explique su
razonamiento.

Cambios en el contenido

El apéndice A (Demostracién de teoremas selecciona-
dos) ahora se presenta en formato de video (en inglés)
en LarsonCalculus.com. Las demostraciones también
se presentan en forma de texto (en inglés y con costo
adicional) en CengageBrain.com.

Caracteristicas confiables

Aplicaciones

Se han elegido con cuidado ejercicios de aplicacion y
ejemplos que se incluyen para dirigir el tema: “;Cuando
usaré esto?”. Estas aplicaciones son tomadas de diver-
sas fuentes, tales como acontecimientos actuales, datos
del mundo, tendencias de la industria y, ademads, estan
relacionadas con una amplia gama de intereses, enten-
diendo dénde se estd utilizando (o se puede utilizar) el
calculo para fomentar una comprensiéon mas completa
del material.

Desarrollo de conceptos

Los ejercicios escritos al final de cada seccién estan
disefiados para poner a prueba su comprension de los
conceptos basicos en cada seccién, motivandole a verba-
lizar y escribir las respuestas, y fomentando las habilida-
des de comunicacién técnica que le serdn invaluables en
sus futuras carreras.
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Teoremas

Los teoremas proporcionan el marco conceptual del célcu-
lo. Los teoremas se enuncian claramente y estan separados

del resto del libro mediante recuadros de referencia visual
rapida. Las demostraciones importantes a menudo se
ubican enseguida del teorema y se pueden encontrar en
LarsonCalculus.com.

Definiciones
Como con los teoremas, las definiciones se
enuncian claramente usando terminologia

Definicion de diferencial total

Siz = f(x, ¥), y Ax y Ay son los incrementos en x y en y, entonces las
las diferenciales de las variables independientes xy y son

dx = Ax y dy = Ay

y la diferencial total de la variable dependiente z es

9z 9z
=S+ Say = + ,
dz o dx 3y dy = f,(x,y) dx + f,(x,y) dy

precisa, formal y estdn separadas del texto
mediante recuadros para una referencia visual
rapida.

Exploraciones

Las exploraciones proporcionan retos tinicos
para estudiar conceptos que atin no se han
cubierto formalmente en el libro. Le permiten
aprender mediante el descubrimiento e in-

Notas historicas y biografias

Las notas histéricas le proporcionan informacién acerca
de los fundamentos de célculo. Las biografias presentan a
las personas que crearon y contribuyeron al cdlculo.

Tecnologia

A través del libro, los recuadros de tecnologia le ense-
flan a usar tecnologia para resolver problemas y explorar
conceptos del cdlculo. Estas sugerencias también indican
algunos obstaculos del uso de la tecnologia.

Proyectos de trabajo

Los proyectos de trabajo se presentan en algunas seccio-
nes y le invitan a explorar aplicaciones relacionadas con
los temas que esta estudiando. Proporcionan una forma
interesante y atractiva para que usted y otros estudiantes
trabajen e investiguen ideas de forma conjunta.

Desafios del examen Putnam

Las preguntas del examen Putnam se presentan en algunas
secciones. Estas preguntas de examen Putnam lo desa-
ffan y le amplian los limites de su comprension sobre el
célculo.

troducir temas relacionados con los que esta
estudiando en ese momento. El explorar temas
de esta manera le invita a pensar de manera
mads amplia.

PROYECTO DE TRABAJO J§

Arco de St. Louis

El arco de entrada a San Luis, Missouri, fue disefiado utili-
zando la funcién coseno hiperbdlico. La ecuacién utilizada
para la construccion del arco fue

y = 693.8597 — 68.7672 cosh 0.0100333x,
—299.2239 < x < 299.2239

donde x y y se miden en pies. Las secciones transversales
del arco son tridngulos equildteros, y (x, y) traza la ruta de
los centros de masa de los tridngulos de la seccién transver-
sal. Para cada valor de x, el drea del tridngulo de la seccién
transversal es

A = 125.1406 cosh 0.0100333x.

(Fuente: Owner's Manual for the Gateway Arch, Saint Louis, MO,
por William Thayer.)

(a) (A qué altura sobre el
suelo estd el centro del
triangulo mads alto? (A
nivel del suelo, y = 0.)

(b) (Cual es la altura del
arco? (Sugerencia:
Para un triangulo
equildtero, A = V3¢,
donde ¢ es la mitad
de la base del tridngulo, y el centro de masa del tridngulo estad
situado a dos tercios de la altura del tridngulo.)

(c) ¢Qué tan ancho es el arco al nivel del suelo?




Recursos adicionales

Recursos para el estudiante
(Disponibles sdlo en inglés y con un costo adicional)

e Manual de soluciones del estudiante para Calculo de una variable
(Capitulos P-10 de Cdlculo): ISBN 1-285-08571-X

Manual de soluciones del estudiante para Calculo de varias variables
(Capitulos 11-16 de Cdlculo): ISBN 1-285-08575-2

Estos manuales contienen soluciones para todos los ejercicios impares.
P E i i .
"N'EbASSIQ'I www.webassign.net

Tarjeta de acceso impresa: ISBN 0-538-73807-3

Cddigo de acceso en linea: ISBN 1-285-18421-1

WebAssign mejorado estd disefiado para que pueda hacer su tarea en linea. Este
sistema probado y confiable utiliza pedagogia, y con el contenido de este libro per-
mite ayudarle a aprender cdlculo mds eficazmente. La tarea que se califica en forma
automdtica le permite concentrarse en su aprendizaje y obtener asistencia interactiva
en su estudio fuera de clase. WebAssign mejorado para Cdlculo, 10e, contiene el
YouBook Cengage, un eBook interactivo que contiene jclips de video, caracteristi-
cas de resaltado y toma de notas y mucho mais!

a®
# CourseMate

CourseMate es una herramienta de estudio perfecto para introducir conceptos a la
vida con herramientas de aprendizaje interactivo, estudio y preparacién de exdmenes
que apoyan al libro de texto impreso. CourseMate incluye: jun eBook interactivo,
videos, cuestionarios, tarjetas ilustradas y mucho maés!

* CengageBrain.com Para tener acceso a los materiales adicionales incluidos en el
CourseMate, visite www.cengagebrain.com. En la pagina de inicio de Cengage-
Brain.com, busque el ISBN de su titulo (en la contraportada del libro) utilizando el
cuadro de bisqueda en la parte superior de la p4gina. Este le llevara a la pagina del
producto, donde podra encontrar estos recursos.

Recursos para el profesor (Disponibles so6lo en inglés)

T )
WebAssug'l www.webassign.net

Exclusivo de Cengage Learning, WebAssign mejorado ofrece un extenso progra-
ma en linea para Cdlculo, 10e, para fomentar la practica, que es importante para
dominar los conceptos. La pedagogia meticulosamente disefiada y los ejercicios en
nuestros libros probados seran atin mas efectivos en WebAssign mejorado, com-
plementado con apoyo de un tutorial multimedia y retroalimentacién inmediata en
cuanto los estudiantes completan sus tareas. Las caracteristicas esenciales son:

* Miles de problemas de tarea que concuerdan con los ejercicios de fin de seccién
de su libro de texto.

* Oportunidades para que los estudiantes revisen habilidades de prerrequisitos y
el contenido tanto al inicio del curso como al principio de cada seccién.

* Lea estas pdginas del eBook, Vea los videos, Tutoriales para dominar y Platique
acerca de los vinculos.

* Un YouBook Cengage adaptable para resaltar, tomar notas y buscar notas, ade-
mads de vinculos a recursos multimedia.

* Planes de estudio personales (basados en cuestionarios de diagnéstico) que identifi-
can los temas de capitulo que los estudiantes podran necesitar para tener el dominio.
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Recursos adicionales

* Un evaluador de respuestas de WebAssign que reconoce y acepta respuestas
matematicas equivalentes y también califica las tareas.

* Una caracteristica de Presentacion de mi trabajo que les da la opcién a los
estudiantes de ver videos de soluciones detalladas.

* Clases, videos y mucho mads!

YouBook Cengage adaptable Su Youbook jes un eBook interactivo y adaptable!
Un libro que contiene todo el contenido de Cdlculo, 10e. Las caracteristicas de
edicidén de textos del YouBook le permiten modificar la narrativa del libro de texto
cuando sea necesario. Con YouBook rdpidamente puede volver a ordenar los capi-
tulos y secciones completas u ocultar cualquier contenido que usted no ensefie para
crear un eBook que se ajuste perfectamente con su plan de estudios. Se puede adap-
tar el libro de texto agregando videos creados por el profesor o vinculos a videos
de YouTube. Otras ventajas de los medios incluyen: videoclips, resaltado y toma de
notas y mucho mas! YouBook esta disponible en WebAssign mejorado.

Soluciones completas del Manual para calculo de una sola variable, tomo 1
(Capitulos P-6 de Cdlculo): ISBN 1-285-08576-0

Soluciones completas del Manual para calculo de una sola variable, tomo 2
(Capitulos 7-10 de Cdlculo): ISBN 1-285-08577-9

Soluciones completas del Manual para calculo de varias variables (Capitulos
11-16 de Cdlculo): ISBN 1-285-08580-9

Los Manuales de soluciones completas contienen soluciones para todos los ejerci-
cios en el libro.

Constructor de soluciones (www.cengage.com/solutionbuilder) Esta base de datos en
linea para el profesor ofrece soluciones completas para todos los ejercicios en el libro,
lo que le permite crear soluciones personalizadas e impresiones de las soluciones (en
formato PDF) que coinciden exactamente con los problemas que se asignan en clase.

PowerLecture (ISBN 1-285-08583-3) Este DVD completo para el profesor incluye
recursos como una version electronica de la Guia de recursos del profesor completa,
clases preconstruidas de PowerPoint®, todas las imdgenes del libro en formatos jpeg
y PowerPoint y el software algoritmico de exdmenes computarizados ExamView®.

ExamView examenes computarizados Crea, entrega y adapta los examenes en forma-
to impreso y en linea con ExamView®, un software tutorial y de evaluacion facil de usar.
ExamView para Cdlculo, 10e, contiene cientos de algoritmos de preguntas de opcion
miultiple y de respuesta corta. ExamView® estd disponible en el DVD PowerLecture.

Guia de recursos para el profesor (ISBN 1-285-09074-8) Este poderoso manual
contiene varios recursos importantes del libro de texto por capitulo y seccién, inclu-
yendo resimenes del capitulo y estrategias de ensefianza. Una version electrénica de
la Guia de recursos del profesor estd disponible en el DVD de PowerLecture.

-
# CourseMate

CourseMate es una herramienta de estudio ideal para estudiantes y no requiere que
lo configure. CourseMate incorpora conceptos del curso a la vida con aprendizaje
interactivo, estudio y herramientas de preparacion de examen que apoyan el libro
impreso. CourseMate para Cdlculo, 10e, incluye: jun eBook interactivo, videos,
cuestionarios, tarjetas ilustradas y mas! Para los profesores, CourseMate incluye un
seguidor de participaciones, una herramienta, primera en su tipo, que supervisa la
participacion de los estudiantes.

CengageBrain.com Para acceder a mds materiales, incluyendo al CourseMate, por
favor visite http://login.cengage.com. En la pagina de inicio CengageBrain.com,
busque el ISBN de su titulo (en la contraportada del libro) utilizando el cuadro de
biisqueda en la parte superior de la pagina. Este le llevard a la pagina del producto,
donde podrd encontrar estos recursos.
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2 Capitulo P

Preparacién para el calculo

P1 Graficas y modelos

RENE DESCARTES (1596 1650)

Descartes hizo muchas
contribuciones a la filosofia, la
ciencia y las matematicas. En su
libro La Géométrie, publicado

en 1637, describié la idea de
representar puntos del plano por
medio de pares de nimeros reales
y curvas en el plano mediante
ecuaciones.

Ver LarsonCalculus.com para
leer mas acerca de esta
biografia.
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La pardbola y = x> — 2
Figura P.2

M Dibujar la grafica de una ecuacion.

M Encontrar las intersecciones de la grafica.

H Probar la simetria de una grafica respecto a un eje y al origen.

H Encontrar los puntos de interseccion de dos graficas.

M Interpretar los modelos matematicos con los datos de la vida real.

Grafica de una ecuacion

En 1637, el matematico francés René Descartes revoluciono el estudio de las matemati-
cas mediante la combinacién de sus dos principales campos: dlgebra y geometria. Con
el plano de coordenadas de Descartes, los conceptos geométricos se podrian formular
analiticamente y los conceptos algebraicos se podrian ver de forma grafica. El poder de
este enfoque era tal, que a un siglo de su introduccién, mucho del cédlculo ya se habia
desarrollado. Se puede seguir el mismo método en su estudio del célculo. Es decir,
mediante la visualizacion de cdlculo desde multiples perspectivas, en forma grdfica,
analitica y numérica, aumentard su comprension de los conceptos fundamentales.
Considere la ecuacién 3x + y = 7. El punto (2, 1) es un punto solucién de la ecua-
cion, puesto que esta tltima se cumple (es cierto) cuando se sustituye x por 2 'y y por 1.
Esta ecuacién tiene muchas otras soluciones, como (1, 4) y (0, 7), para encontrarlas de

manera sistemadtica despeje y de la ecuacion inicial.
y=7-—3x

Meétodo analitico

Ahora, se construye una tabla de valores dando valores de x.

x|o|1]2] 3 | 4
y|7]4]1] -2 -5

Método numérico

A partir de la tabla, se puede ver que (0, 7), (1, 4), (2, 1), (3, —2) y (4, —5) son so-
luciones de la ecuacién inicial 3x + y = 7. Al igual

que muchas ecuaciones, ésta tiene una cantidad infini- 8
. . 0,7
ta de soluciones. El conjunto de todos los puntos de so- 6
lucién constituye la grafica de la ecuacién, como se 4
ilustra en la figura P.1. Observe que aunque se refiera 2+ \

al dibujo de la figura P.1 como la grifica de 3x + y = 7, f

en realidad sélo representa una porcion de la misma. La -2 3,-2)
grafica completa se extenderia fuera de la pagina. -4 4 —5)
En este curso se estudiardn varias técnicas para lare- -6 ’

presentacion grafica. La mds simple consiste en dibujar
puntos hasta que la forma esencial de la grafica sea evi-
dente.

Meétodo grifico:3x + y =7
Figura P.1

EJEMPLO 1 Dibujar una grafica mediante el trazado de puntos

Para dibujar la gréfica de y = x> — 2, primero construya una tabla de valores. A con-
tinuacion, dibuje los puntos dados en la tabla. Después, una los puntos con una curva
suave, como se muestra en la figura P.2. Esta grifica es una parabola. Es una de las
cénicas que estudiard en el capitulo 10.

x| -2 -1 0| 1 [2]3
y | 2 | -1|-2|-112]7

The Granger Collection, New York.



Exploracion

Comparacion de los métodos
grdfico y analitico Ultilice
una herramienta de graficacién
para representar cada una de las
siguientes ecuaciones. En cada
caso, encuentre una ventana de
representacion que muestre las
caracteristicas principales de la
gréfica.

ay=x—3x>+2x+5
b. y=x>—3x2+ 2x + 25
c. y=—x>—3x2+20x+ 5
d. y = 3x> — 40x> + 50x — 45
e.y=—(x+12)3
f.y=G(-2x-4kx-06)

Resolver este problema usando
s6lo métodos graficos conlle-
varia una estrategia simple de
“intuicién, comprobacion y re-
vision”. ;Qué tipo de aspectos
podria involucrar un plantea-
miento analitico? Por ejemplo,
(tiene simetrias la gréafica?
(Tiene inflexiones? Si es asf,
(donde estan? A medida que

se avance por los capitulos 1, 2
y 3 de este texto, se estudiaran
muchas herramientas analiticas
nuevas que serdn de ayuda para
analizar las graficas de ecuacio-
nes como éstas.

P1 Graficas y modelos 3

Uno de los inconvenientes de la representacion mediante el trazado de puntos radi-
ca en que la obtencién de una idea confiable de la forma de una gréfica puede exigir que
se marque un gran nimero de puntos. Utilizando s6lo unos pocos, se corre el riesgo de
obtener una visién deformada de la gréifica. Por ejemplo, suponiendo que para dibujar
la grafica de

1
y = %x(39 — 1022 + x%)
se han marcado sélo cinco puntos:

(=3,-3), (=1, =1, (0,0, (1,1) y (3.3)

como se muestra en la figura P.3(a). A partir de estos cinco puntos se podria concluir que
la gréfica es una recta. Sin embargo, esto no es correcto. Trazando varios puntos mas, se
puede ver que la grifica es mas complicada, como se observa en la figura P.3(b).

L1 2, 4
y }—30)((39—10,\ +x7)

3+ (3.3) 07
a 30
4
2 7’
, 2+
7/
oA .
0,0)| 7
} } } } } } X
-3 2 -1 7 12 3 f f f f f F—x
“1-1)p7 1L -3 -2 -1 1 2 3
’ , Coli El trazo de sélo 7L
Y unos puntos
s 27T puede complicar ok
” ’ | uma gréfica.
L7373 sl
(a) (b)
Figura P.3
[> La tecnologia moderna ha simplificado el dibujo de las gra-

ficas. No obstante, incluso recurriendo a ella es posible desfigurar una gréfica. Por
ejemplo, cada una de las pantallas de la herramienta de graficaciéon* de la figura
P.4 muestran una porcion de la gréfica de

y =x3—x?—25.
En la pantalla de la izquierda puede suponer que la gréifica es una recta. Sin embar-
g0, la de la derecha muestra que no es asi. Entonces, cuando dibuja una gréfica, ya
sea a mano o mediante una herramienta de graficacion, debe tener en cuenta que
diferentes ventanas de representacion pueden dar lugar a imagenes muy distintas

a las de la gréfica. Al elegir una ventana, la clave estd en mostrar una imagen de la
grafica que se adecue al contexto del problema.

10 5
-5 |5
ol B 10
-10 -35

Visualizaciones en la pantalla de una herramienta de graficacion de y = x* — x> — 25.
Figura P4

*En este libro, el término herramienta de graficacion se refiere a una calculadora graficadora o a
una herramienta graficadora como Maple, Mathematica o a la calculadora T/—Nspire.
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Capitulo P

Preparacién para el calculo

ceseseesssssesssso> Intersecciones de una grafica

Algunos
textos denominan interseccion x
a la coordenada x del punto
(a, 0) en un lugar del propio
punto. A menos que sea
necesario distinguirlos, se
usard el término interseccion
para denotar tanto al punto de
interseccion con el eje x como a
su abscisa.

No hay intersecciones con el eje x
Una interseccién con eleje y
Figura P.5

Enel
ejemplo 2 utilice un método
analitico para determinar inter-
secciones con los ejes. Cuando
no es posible utilizar un método
analitico, puede recurrir a
métodos graficos buscando los
puntos donde la grafica toca los
ejes. Utilice la funcién trace de
su herramienta de graficacion
para aproximar las interseccio-
nes de la grifica del ejemplo 2.
Observe que la herramienta
puede tener un programa in-
corporado que puede encontrar
las intersecciones de la grafica.
(Su utilidad puede llamar a
esto funcion raiz o cero.) Si es
asi, utilice el programa para
encontrar las intersecciones de
la grafica de la ecuacién en el
ejemplo 2.

Tres intersecciones con el eje x
Una interseccién con el eje y

Dos tipos de puntos de solucién ttiles al representar graficamente una ecuaciéon son
aquellos en los que la coordenada x o y es cero. Tales puntos se denominan interseccio-
nes con los ejes, porque son los puntos en los que la gréfica corta (hace interseccién
con) el eje x o eje y. Un punto del tipo (a, 0) es una interseccién en x de la grafica de
una ecuacion si es un punto solucién de ésta. Para determinar las intersecciones en x de una
gréfica, iguale y a cero y despeje x de la ecuacién resultante. De manera andloga, un
punto del tipo (0, b) es una interseccion en y de la grafica de una ecuacion si es un punto
solucién de la misma. Para encontrar las intersecciones en y de una gréfica, iguale x a
cero y despeje y de la ecuacién resultante.

Es posible que un gréfico no carezca de intersecciones con los ejes, o que presente
varias de ellas. Por ejemplo, considere las cuatro graficas de la figura P.5.

¥ y y

Una interseccion con el eje x
Dos intersecciones con el eje y

No hay intersecciones

EJEMPLO 2 Encontrar las intersecciones xy y

Encuentre las intersecciones con los ejes x y y en la grafica de y = x* — 4x.

Solucion Para determinar las intersecciones en x, haga y igual a cero y despeje x.

X —4x=0 Iguale y a cero.
xx—2)x+2) =0 Factorice.
x=0,2,0—-2 Despeje x.

Puesto que esta ecuacion admite tres soluciones, puede concluir que la grafica tiene tres
intersecciones en x:

0,0), (2,0) y

Para encontrar las intersecciones en y, iguale x a cero. Resulta entonces y = 0. Por tanto,
la interseccién en y es

(0, 0).
(Vea la figura P.6.)

(—=2,0).

Intersecciones en x

Interseccion en y

Intersecciones de una gréfica.
Figura P.6



(—.X, y) (.X, y)

\/ )
Simetria con
respecto al eje y

(. y)
X
Simetrfa con (x, =)
respecto al eje x
y
(. y)
X
(=x,-y) L
Simetrfa con
respecto al origen
Figura P.7
o
P
1+ (1,1)
1 1 1 1 x
-2 -1 1 2

Simetria con respecto al origen.
Figura P.8
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Simetria de una grafica

Es util conocer la simetria de una gréfica antes de intentar trazarla, puesto que sé6lo se
necesitaran la mitad de los puntos para hacerlo. Los tres tipos siguientes de simetria
pueden servir de ayuda para dibujar la grafica de una ecuacién (vea la figura P.7).

1. Una grifica es simétrica respecto al eje y si, para cada punto (x, y) de la gréfica, el
punto (—x, y) también pertenece a la grafica. Esto significa que la porcién de la grafi-
ca situada a la izquierda del eje y es la imagen especular de la derecha de dicho eje.

2. Una grifica es simétrica respecto al eje x si, para cada punto (x, y) de la grafica, el
punto (x, —y) también pertenece a la grafica. Esto significa que la porcién situada
sobre el eje x del eje es la imagen especular de la situada bajo el mismo eje.

3. Una grifica es simétrica respecto al origen si, para cada punto (x, y) de la grafica,
el mismo punto (—x, —y) también pertenece a la grafica. Esto significa que la grafi-
ca permanece inalterada si se efectia una rotacién de 180° respecto al origen.

Criterios de simetria

1. La grafica de una ecuacién en x y y es simétrica respecto al eje y si al sustituir x
por —x en la ecuacién se obtiene una ecuacién equivalente.

2. La gréfica de una ecuacién en x y y es simétrica respecto al eje x si al sustituir y
por —y en la ecuacidn resulta una ecuacién equivalente.

3. La gréfica de una ecuacion en x y y es simétrica con respecto al origen si al
sustituir x por —x y y por —y en la ecuacion se obtiene una ecuacién equivalente.

La gréfica de un polinomio es simétrica respecto al eje y si cada uno de los términos
tiene exponente par (o es una constante). Por ejemplo, la grafica de

y=2%—x>4+2

es simétrica respecto al eje y. La gréfica de un polinomio es simétrica respecto al origen
si cada uno de los términos tiene exponente impar, como se ilustra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Comprobar la simetria

Verifique si la grafica de y = 2x3 — x es simétrica respecto (a) al eje y y (b) respecto al
origen.

Solucion
a. y= 2% — x Escriba la ecuacién original.
y = 2(—x)3 - (—x) Sustituya x por —x.
y= - 2% + x Simplifique. No es una ecuacion equivalente.

Debido a que la sustitucién x por —x no produce una ecuacién equivalente, se puede
concluir que la grafica de y = 2x* — x no es simétrica con respecto al eje.

b. y= 203 — x Escriba la ecuacion original.
-y = 2(—)()3 - (—x) Sustituya x por —xy y por —y.
—y=-23+x Simplifique.

y = 2% — x Ecuacion equivalente

Puesto que la sustitucién x por —x 'y y por —y produce una ecuacién equivalente,
puede concluir que la grafica de y = 2x3 — x es simétrica con respecto al origen,
como se muestra en la figura P.8.
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(5.2)

Interseccion
| coneleje x

Figura P.9

Dos puntos de interseccion.
Figura P.10

EJEMPLO 4 Usar las intersecciones y las simetrias
para representar una grafica

« « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Dibuje la gréifica de x — y*> = 1.

Soluciéon La grifica es simétrica respecto al eje x, porque al sustituir y por —y se
obtiene una ecuacion equivalente

x—y2=1 Escriba la ecuacién original.
X — (—y)2 =1 Sustituya y por —y.
x—y2=1 Ecuacién equivalente

Esto significa que la porcion de la grafica situada bajo el eje x es una imagen especular
de la porciodn situada sobre el eje. Para dibujar la grafica, primero se grafica la intersec-
cion con el eje x y la porcion sobre el eje x. Después se refleja el dibujo en el eje x y se
obtiene la grafica completa, como se muestra en la figura P.9.

Las herramientas de graficacion estan disefiadas para dibujar
con mayor facilidad ecuaciones en las que y estd en funcién de x (vea la definicion
de funcién en la seccién P.3). Para representar otros tipos de ecuacion, es necesario
dividir la gréafica en dos o mds partes, o bien utilizar un modo gréfico diferente. Por
ejemplo, para graficar la grafica de la ecuacion del ejemplo 4, se puede dividir en

.............v

dos partes.
V= VX = 1 Porcidn superior de la gréfica
Vo = =X — 1 Porcién inferior de la grafica

Puntos de interseccion

Se llama punto de interseccion de las gréficas de dos ecuaciones a todo punto que sa-
tisfaga ambas ecuaciones. Los puntos de interseccion de dos gréficas se determinan al
resolver las ecuaciones de manera simultdnea.

EJEMPLO 5 Determinar los puntos de interseccion

Calcule los puntos de interseccion de las gréficas de
xX>—-y=3y x—y=1.

Soluciéon Comience por representar las graficas de ambas ecuaciones en el mismo
sistema de coordenadas rectangulares, como se muestra en la figura P.10. De la figura,
parece que las grificas tienen dos puntos de interseccién. Para determinarlos, puede
proceder como sigue.

y = x2—=3 Despeje y de la primera ecuacion.
y=x—1 Despeje y de la segunda ecuacion.
x2—-3=x-1 Iguale los valores obtenidos de y.
x>=x—-2=0 Escriba la ecuacion en la forma general.
x—2)x+1)=0 Factorice.
x=20—1 Despeje x.
Los valores correspondientes de y se obtienen sustituyendo x = 2y x = —1 en cualquie-
ra de las ecuaciones originales. Resultan asi los dos puntos de interseccion:
2,1) y (=1,-2). Puntos de interseccién |

Se puede verificar los puntos de interseccién del ejemplo 5 sustituyéndolos fanto
en la ecuacién original como usando la funcién de interseccion de la herramienta de
graficacion.



El observatorio de Mauna Loa en
Hawai ha estado monitoreando el
aumento de la concentracién de
dioxido de carbono en la atmods-
fera de laTierra desde 1958.

P1 Graficas y modelos 7

Modelos matematicos

Al aplicar las matemadticas en la vida real, con frecuencia se usan ecuaciones como mo-
delos matematicos. Si desarrolla un modelo matematico con el fin de representar datos
reales, se debe esforzar para alcanzar dos objetivos (a menudo contradictorios): preci-
sién y sencillez. Es decir, el modelo deberd ser lo suficientemente simple como para
poder manejarlo, pero también preciso como para producir resultados significativos. La
seccioén P4 explora estos objetivos de forma mds completa.

EJEMPLO 6 Comparar dos modelos matematicos

El observatorio de Mauna Loa, Hawai, registra la concentracion de diéxido de carbono y
(en partes por millén) en la atmésfera terrestre. En la figura P.11 se muestran los regis-
tros correspondientes al mes de enero de varios afios. En el nimero de julio de 1990 de
Scientific American, se utilizaron éstos para pronosticar el nivel de diéxido de carbono
en la atmosfera terrestre en el afio 2035, utilizando el modelo cuadratico:

y = 0.0187 + 0.70r + 316.2 Modelo cuadrdtico para los datos de 1960 a 1990

donde = O representa a 1960, como se muestra en la figura P.11(a). Los datos mostrados
en la figura P.11(b) representan los afios 1980 hasta 2010 y se pueden modelar por

y = 1.68¢ + 303.5 Modelo lineal para los datos de 1980-2010

donde 7 = 0 representa a 1960. ;Cual fue el prondstico dado en el articulo de Scientific
American de 19907 Dados los datos mds recientes de los afios 1990 a 2010, ;parece
exacta esa prediccion para el afio 20357

y y
390 / 390 /
385 // 385 ,-'7
£ 380 / E 380 £
= 375 / = 375 &
‘g 370 / ‘E 370
o 365 / = 365
g 360 / 8 360
% 355 K g 355+
£ 350 4 2 350 4
8 345 P g 345 P
= 340 7 = 340 V4
8 335 4 & 335 /
a 330 o 330 /
8 a5+ 8 325 /
320 4 320 /
315ﬁ> 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 315$ I’ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T T T T T t T T T T T T T T T T t
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Afio (0 <> 1960) Ao (0 <> 1960)
(a) (b)

Figura P.11

Solucidon Para responder a la primera pregunta, sustituya ¢t = 75 (para el afio 2035)
en el modelo cuadrético.

y = 0.018(75)% + 0.70(75) + 316.2 = 469.95 Modelo cuadrdtico

De tal manera, el pronéstico establecido en el articulo de la revista Scientific American
fue que la concentracién de diéxido de carbono en la atmdsfera terrestre alcanzaria
alrededor de 470 partes por millén en el afio 2035. Utilizando el modelo lineal para los
datos de 1980 a 2010, la prediccion para el afio 2035 es

y = 1.68(75) + 303.5 = 429.5. Modelo lineal
Por lo tanto, de acuerdo con el modelo lineal para los afios 1980 a 2010, parece que el
prondstico de 1990 fue demasiado elevado.

Los modelos del ejemplo 6 se desarrollaron utilizando un procedimiento llamado
ajuste de minimos cuadrados (ver la seccion 13.9). El modelo lineal tiene una correla-
cién dada por 2 = 0.997 y el modelo cuadratico r* = 0.994, respectivamente. Cuanto
mads préximo es 12 a 1, “mejor” es el modelo.

Gavriel Jecan/Terra/CORBIS
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

EierCiCiOS con numeracion impar.

Correspondencia En los ejercicios 1 a 4, relacione cada Pruebas de simetria Enlos ejercicios 27 a 38, busque si exis-
ecuacion con su grafica. [Las graificas estan etiquetadas (a), (b), te simetria respecto a cada uno de los ejes y respecto al origen.
©y(d).] 27. y=x>—-6 28. y=x2—x
() 7 (b) 29. y2 =x3 — 8 30 y=x3+x
31. xy =4 32. xy2=—10
B.y=4—-Ux+3 M. xy—V4—x2=0
X X2
35.y—xz_|_l 36.y—x2+1
3.y = |8+ 4 38. |y —x=3
(© Y - . . : . .
5 Utilizar una grafica para dibujar la interseccion y sime-

tria En los ejercicios 39 a 56, encuentre la intersecciéon y prue-
be la simetria. Después dibuje la grafica de la ecuacién.

Moo 39. y =2 —3x 40. y=2x+ 1
o 41. y =9 — x? 42, y = 2x> + x
R 43. y=x>+2 44, y = x* — 4x
.y =—x+ .y = -
Lys=—3x+3 2= 45y = xJTFS 6. y- B2
3.y=3-x 4 y=x—x 47, x =y 48. x=y2 — 4
Elaborar una grafica mediante puntos de trazado En los 8 10
ejercicios 5 a 14, elabore la grafica de la ecuacion mediante el 49. y = T 50. y = 21
trazado de puntos. 5Ly =6 |y 2.y = |6 — xf
. . .
Sy =2 6.y =5 2¢ 53. 32 —x=9 54. 3% + 4y2 =4
7.y=4—x? 8 y=(x—3)? 55. x+3y2=6 56. 3x —4y> =38
9. y=|x+2] 10. y = |x| — 1
1. y=Jx—6 12.y=Jx+2 Encontrar los puntos de interseccion En los ejercicios 57
a 62, encuentre los puntos de interseccion de las graficas de las
13. y = 3 14. y = l 5 ecuaciones.
* . 57 x+y=38 58.3x —2y= —4
H’ Solucionar puntos de aproximacion En los ejercicios 15 y dx —y=17 4+ 2y = —10
16, utilice una herramienta de graficacion para representar la 59 2 4y=6 60. x =3 — 12
ecuacion. Desplace el cursor a lo largo de la curva para deter- ) Y ) Y
minar de manera aproximada la coordenada desconocida de xt+ty=4 y=x-—1
cada punto solucion, con una precision de dos decimales. 6l. x> +y2=5 62. X2+ y2=25
15. y= V5 —«x 16. y = x> — 5x x—y=1 “3x+y=15
@ (2.3) @ (-05.5)
H"’ Encontrar puntos de interseccion En los ejercicios 63 a
(b) (x,3) (b) (x, —4)

66, utilice una herramienta de graficacion para encontrar los
puntos de interseccion de las graficas. Verifique los resultados
de manera analitica.

63. y=x>—2x2+x—-1 64. y =x* —2x> + 1

Encontrar la interseccion En los ejercicios 17 a 26, encuen-
tre las intersecciones.

17. y=2x -5 18. y =4x> + 3
19. y=x>+x-2 20. y2=x° — 4x y= x4 31 y=1-x
21y = xJ/16 — 22 2. y=x-DJ/2F1 65.y=vx+6
- o N
B y=5 HWy=Giray 6. y = —[2x — 3| + 6
25. x3y —x2+ 4y =0 26.y=2x— 22+ 1 y=6—x

El simbolo F‘: indica los ejercicios donde se pide utilizar la tecnologia para graficar o un sistema
de élgebra computacional. La resolucién de los demds ejercicios también puede simplificarse
mediante el uso de la tecnologia adecuada.
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Fi 70,

Modelar datos La tabla muestra el producto interno bruto
o PIB (en billones de délares), en determinados afios. (Fuente:
Oficina de Andlisis Economico de E.U.)

Afio 1980 | 1985 | 1990 | 1995

PIB 2.8 42 5.8 74

Afo 2000 | 2005 | 2010

PIB 100 | 126 | 145

(a) Utilice una herramienta de graficacion para encontrar un
modelo matematico de la forma y = ar® + bt + ¢ de los
datos. En el modelo, y representa el PIB (en billones de
ddlares) y ¢ representa el afio, con t = 0 correspondiendo
a 1980.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para trazar los datos
y graficar el modelo. Compare los datos con el modelo.

(c) Utilice el modelo para predecir el PIB en el aiio 2020.

68. Modelar datos cececcoccccccc e
La tabla muestra el nimero de suscriptores de teléfonos :
méviles (en millones) en Estados Unidos para afios selec- o
cionados. (Fuente: CTIA—The Wireless) °
L]
L]
Afio 1995 | 1998 | 2001 | 2004 | 2007 | 2010 | «
L]
Nimero 34 69 128 | 182 | 255 | 303 | e
(a) Utilice la funcién de regresion de una herramienta de :
graficacién y encuentre asi un modelo matemdticode la
formay = af> + bt + c de los datos. En este modelo, °
y representa el nimero de usuarios (en millones) y °
t representa el aflo, con t = 5 correspondiendo a 1995. :
(b) Utilice una herramienta de o
graficacion para
trazar los datos
y graficar el mo-
delo. Compare
los datos con el
modelo.
(c) Utilice el modelo i

para predecir
el nimero de
suscriptores de
teléfonos moviles en Estados Unidos en el afio 2020.

Punto de equilibrio Encuentre las ventas necesarias para
alcanzar el equilibrio (R = (), si el costo C de produccién
de x unidades es C = 2.04x + 5600 y el ingreso R por vender
x unidades es R = 3.29x.

Alambre de cobre La resistencia y en ohms de 1000 pies
de alambre de cobre a 77°F se puede aproximar con el modelo
matematico

10,770
y=-—5—-037, 5<x<100
X

donde x es el didmetro del alambre en milésimas de pulgada
(0.001 pulg.). Utilice una herramienta de graficacion para tra-
zar el modelo. Si se duplica el didmetro del alambre, ;en qué
factor aproximado varia la resistencia?

P1 Graficas y modelos 9

71. Usar puntos solucion  ;Para qué valores de k la grifica
de y = kx? pasan por el punto?
(@ (1,4 (®) (=2, (©) (0,0 d (=1-1
72. Usar puntos solucion ;Para qué valores de k la grafica de
y? = 4kx pasan por el punto?

(a) (1, 1) (b) 2.4 (¢) (0,0 (@ 3.3)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Escritura de ecuaciones En los ejercicios 73 y 74, escri-
ba una ecuacién cuya grafica tenga la propiedad que se in-
dica. (Puede existir mas de una respuesta correcta.)

73. La gréfica tiene interseccionesen x = —4,x = 3y x = 8.

. L . 3 5
74. La gréfica tiene interseccionesenx = —5,x = 4y x = 5.

75. Demostracion

(a) Demuestre que si una gréfica es simétrica con respecto
al eje x y al eje y, entonces es simétrica con respecto al
origen. D€ un ejemplo que demuestre que lo contrario
no es cierto.

(b) Demuestre que si una gréfica es simétrica con respecto
a cualquiera de los ejes y al origen, entonces es simé-
trica con respecto al otro eje.

4- J ?ﬁU iCOMO LO VE? Utilice las grificas de dos ecuacio-

nes para contestar las siguientes preguntas.

(a) (Cudles son las intersecciones de cada ecuacion?
(b) Determine la simetria de cada ecuacion.
(c) Determine el punto de interseccién de dos ecuaciones.

;Verdadero o falso? En los ejercicios 77 a 80, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
proporcione un ejemplo que demuestre que es falso.

77. Si(—4, —5)es el punto en una grafica que es simétrica con res-
pecto al eje x, entonces (4, —5) también es un punto en dicha
gréfica.

78. Si (—4, —5) es el punto en una grafica que es simétrica con
respecto al eje y, entonces (4, —5) también es un punto en la
gréfica.

79. Sib>— 4ac > 0ya#0,entonces la grafica de y = ax? + bx
+ ¢ tiene dos intersecciones x.

80. Sib?>— dac = 0y a # 0, entonces la grifica de y = ax? + bx
+ ¢ sélo tiene una interseccién con x.

Andy Dean Photography/Shutterstock.com
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P2 Modelos lineales y razones de cambio

H Encontrar la pendiente de una recta que pasa por dos puntos.

M Escribir la ecuacion de recta dados un punto y su pendiente.

¥ Interpretar pendiente como una razén en aplicaciones cotidianas.

M Trazar la grafica de una ecuacion lineal en la forma de pendiente-interseccién.

M Escribir las ecuaciones de rectas que son paralelas o perpendiculares a una recta
dada.

y La pendiente de una recta

(x5, ¥,) La pendiente de una recta no vertical es una medida del nimero de unidades que la recta
asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de cambio horizontal de izquierda
a derecha. Considere los dos puntos (x;, ¥,) y (x,, ¥,) de la recta de la figura P.12. Al
desplazarse de izquierda a derecha por la recta se produce un cambio vertical de,

Ay =Y =" Cambio en y

unidades por cada cambio horizontal de

Ay =y, —y, = cambioen y
Ax = x, — x; = cambio en x Ax =x, — x, Cambio en x
Figura P.12

unidades (A es la letra griega delta mayuscula y los simbolos Ay y Ax se leen “delta
de y" y “delta de x”).

Definicion de la pendiente de una recta

La pendiente m de una recta no vertical que pasa por los puntos (x;, y;) y (x,, y,) €s

_A _ »moy
m=-——=="—— x, # X,
Ax  x, — x;

La pendiente no estd definida por rectas verticales.

Al aplicar la férmula de la pendiente, observe que

)’2_)’1__()’1_)’2)_)’1_)’2

X, —x, —g —x)  x —x,

Por tanto, no importa el orden en que se reste, siempre que sea coherente y las dos “coor-
denadas restadas” provengan del mismo punto.

En la figura P.13 se muestran cuatro rectas con pendiente: una positiva, otra cero,
otra negativa y otra “indefinida”. En general, cuanto mayor sea el valor absoluto de la
pendiente de una recta, mayor es su inclinacién. Por ejemPlo, en la figura P.13, la recta
con una pendiente —5 estd mds inclinada que la pendiente 5.

y Y ) 1
Al ] ad 44 (0.4 4+ (3.4
m=s my=0 my==5
3 3T 3 T
- 3 myes
N (-1,2) 2,2) s » | indefinida.

e 1 1 1+ 3.1
(=2,0)

]

g
|

—_

—_

[}

&~

% % C x % Co > x
-2 -1 1 2 3 -2 -1 1 2 3 -1 2 3

-1 -1+ -1 (1,-1) -1+
Si m es positiva, la recta sube Si m es cero, la recta es Si m es negativa, la recta baja Si m es indefinida, la recta
de izquierda a derecha. horizontal. de izquierda a derecha. es vertical.

Figura P.13



Exploracion

Investigacion de ecuaciones

de las rectas Utilice una
herramienta de graficacion

para dibujar cada una de las
siguientes ecuaciones lineales.
(,Qué punto es comun a las siete
rectas? ;Qué nimero determina
la pendiente de la recta en cada
ecuacion?

ay—4=-2x+1)
b.y—4=—-1x+1)

¢ y—4=—3(x+1)
dy—4=0x+1)
e.y—4=3x+1)
f.y—4=1x+1)
g.y—4=2x+1)

Utilice los resultados para cons-
truir la ecuacion de una recta

que pase por (—1, 4) con una
pendiente .

La recta de pendiente 3 que pasa
por el punto (1,-2).
Figura P.15

P2 Modelos lineales y razones de cambio 1

Ecuaciones de las rectas

Para calcular la pendiente de una recta pueden utilizarse dos de sus puntos cualesquiera.
Esto puede verificarse con ayuda de los tridngulos semejantes de la figura P.14. (Re-
cuerde que los cocientes de los lados correspondientes de dos tridngulos semejantes son
todos iguales.)

(0™, ¥,*)

p L Nt VR St

Cualquier par de puntos de una recta
no vertical determina su pendiente.

Figura P.14

Si (x,, ¥,) es un punto sobre una recta no vertical con pendiente m y (x, y) es cual-
quier otro punto de la recta, entonces

Y= _
X=X

Esta ecuacion, que involucra las dos variables x y y, se puede escribir en la forma
y =y =mlx —x)

que es conocida como la forma punto-pendiente de la ecuacién de una recta.

Ecuacion punto-pendiente de una recta

La forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta con pendiente m que pasa por
el punto (x,, y,) estd dada por

Yy =W :m(x_xl)-

Recuerde que la pendiente se puede usar sélo para describir una
recta no vertical. De tal manera, las rectas verticales no se pueden expresar mediante
ecuaciones punto-pendiente. Por ejemplo, la ecuacidn de la recta vertical que pasa por
el punto (1, —2)esx = 1.

EJEMPLO 1 Determinar la ecuacion de una recta

Encuentre la ecuacidn de la recta con pendiente 3 que pasa por el punto (1, —2). Luego
trace la recta.

Solucion
Yy=n :m(x_xl)

y=(=2) =30 ~-1)
y+2=3x—-3
y=3x-—-35

Forma punto-pendiente.

Sustituya —2 por y,, 1 por x, y 3 por m.

Simplifique.

Despeje y.

Para dibujar la recta, primero trace el punto (I, —2). Entonces, como la pendiente es

m = 3, puede localizar un segundo punto de la recta moviendo una unidad a la derecha
y tres unidades hacia arriba, como se muestra en la figura P.15.
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Poblacion (en millones)
(98]

2(;00 20I 10 2(;20
Afio
Poblacion de Colorado.
Figura P.17

Cocientes y razones de cambio

La pendiente de una recta puede interpretarse ya sea como un cociente 0 COmo una ra-
zon. Si los ejes x y y tienen la misma unidad de medida, la pendiente no tiene unidades
y es un cociente. Si los ejes x y y tienen distintas unidades de medida, la pendiente es
una razon o razén de cambio. Al estudiar cédlculo, encontrara aplicaciones relativas a
ambas interpretaciones de la pendiente.

EJEMPLO 2 Usar una pendiente como una razén

La pendiente maxima recomendada de una rampa para sillas de ruedas es ﬁ Un negocio
instala una rampa para sillas de ruedas que se eleva a una altura de 22 pulgadas sobre
una longitud de 24 pies, como se muestra en la figura P.16. ;Estd la rampa mas pronun-
ciada de lo recomendado? (Fuente: Normas de Diseiio Accesible de la ADA)

Figura P.16

Soluciéon La longitud de la rampa es de 24 pies o 12(24) = 288 pulgadas. La pen-
diente de la rampa es la razén de su altura (ascenso) a su longitud (avance).

ascenso
avance

Pendiente de la rampa =

22 pulg.
288 pulg.
~ 0.076

Debido a que la pendiente de la rampa es menor que 117 ~ (.083, la rampa no estd mas em-
pinada de lo recomendado. Observe que la pendiente es un cociente y no tiene unidades.

EJEMPLO 3 Usar una pendiente como una razon de cambio

La poblacién de Colorado era de 4,302,000 en el afio 2000 y en el afio 2010 de 5,029,000
aproximadamente. Encuentre la razén de cambio promedio de la poblacién durante este
periodo de 10 afios. ;Cudl serd la poblacién de Colorado en 2020? (Fuente: Oficina del
Censo de E.U.)

Soluciéon Durante el periodo de 10 afios, la razén de cambio promedio de la pobla-
cién en Colorado fue

cambio en la poblacién
cambio en afios

_ 5,029,000 — 4,302,000

Bl 2010 — 2000

= 72,700 personas por afio

Razén de cambio =

Suponiendo que la poblacién de Colorado continde creciendo a este mismo ritmo du-
rante los préximos 10 afos, en el 2020 tendrd una poblacion de alrededor de 5,756,000
(veala figura P.17).

La razén de cambio hallada en el ejemplo 3 es una razén promedio de cambio.
Una razén promedio de cambio se calcula siempre sobre un intervalo. En este caso, el
intervalo es [2000, 2010]. En el capitulo 2 se estudiard otro tipo de razén de cambio
llamada razon de cambio instantdnea.
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Modelos graficos lineales

Muchos de los problemas en la geometria de coordenadas se pueden clasificar en dos
categorias bésicas.

1. Dada una grafica (o partes de ella), determinar su ecuacion.

2. Dada una ecuacion, trazar su grafica.

La forma punto-pendiente de una recta puede emplearse para resolver ciertos problemas
de la primera categoria. No obstante, esta forma no resulta util para resolver problemas

de la segunda categoria. La forma que mejor se adapta al trazado de la grafica de una
recta es la forma pendiente-interseccion de la ecuacion de una recta.

Ecuacidon pendiente-interseccion de una recta
La gréfica de la ecuacidn lineal
y=mx +b Forma pendiente-interseccion

es una recta que tiene pendiente m y una interseccion con el eje y en (0, b).

EJEMPLO 4 Trazar rectas en el plano

Dibuje la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones.
a.y=2x+1

b.y=2

c. 3y+x-6=0

Solucion

a. Puesto que b = 1, la interseccion en y es (0, 1). Como la pendiente es m = 2, se
sabe que la recta asciende dos unidades por cada unidad que se mueve hacia la
derecha, como se muestra en la figura P.18(a).

b. Al escribir la ecuacién y = 2 en la forma de pendiente-interseccion

y=0)x +2
se puede ver que la pendiente es m = 0y la interseccion con el eje y es (0, 2). Dado que
la pendiente es cero, se sabe que es horizontal, como se muestra en la figura P.18(b).

c. Se comienza por escribir la ecuacién en la forma pendiente-interseccion.

3y +x—6=0 Ecuacion original
3y=—x+6 Despejar el término en y.
1 . . .
y=—3x+ 2 Forma pendiente-interseccién

De esta forma, se puede ver que la interseccion en y es (0, 2) y la pendiente m = —%.
Esto quiere decir que la recta desciende una unidad por cada tres unidades que se
mueve hacia la derecha, como se muestra en la figura P.18(c).

(a) m = 2; larecta sube

Figura P.18

y y

3+ '@ 3+

e

0,2)
1+ 1
x } } } X
1 2 3

(b) m = 0; larecta es horizontal (¢c) m= —%; la recta baja
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o0 En
matematicas, la expresion
“siy solo si” es una manera
de establecer dos implicaciones
en una misma afirmacién. Por
ejemplo, la primera afirmacién
de la derecha equivale a las dos
implicaciones siguientes:

a. Si dos rectas no vertica-
les distintas son paralelas,
entonces sus pendientes son
iguales.

b. Si dos rectas no verticales
distintas tienen pendientes
iguales, entonces son para-
lelas.

R IR )

Dado que la pendiente de una recta vertical no esta definida, su ecuacién no puede

escribirse en la forma pendiente-interseccion. Sin embargo, la ecuacién de cualquier
recta puede escribirse en la forma general.

Ax + By + C =0 Forma general de la ecuacién de una recta

donde A y B no son ambos cero. Por ejemplo, la recta vertical

X =a Recta vertical

puede representarse por la ecuacién general

x—a=0. Forma general

RESUMEN DE ECUACIONES DE LAS RECTAS

1. Forma general: Ax+By+C=0
2. Linea vertical: X=a

3. Linea horizontal: y=>b

4. Forma pendiente-interseccion: y=mx+b

5. Forma punto-pendiente: Y=y = mx-ux)

Rectas paralelas y perpendiculares

La pendiente de una recta es ttil para determinar si dos rectas son paralelas o perpen-
diculares, como se muestra en la figura P.19. En especifico, dos rectas no verticales con
la misma pendiente son paralelas, y dos rectas no verticales cuyas pendientes son reci-
procas negativas son perpendiculares.

m

/ )
Rectas paralelas Rectas perpendiculares
Figura P.19

Rectas paralelas y rectas perpendiculares

1. Dos rectas no verticales distintas son paralelas si y sélo si sus pendientes son
iguales, es decir, si y s6lo si

m; = m,. Las paralelas <.Z2)> Tienen pendientes iguales

2. Dos rectas no verticales distintas son perpendiculares si y sélo si sus pendien-
tes son reciprocas negativas, es decir, si y sélo si

1

m; = —m*. Las perpendiculares <{Z=> Sus pendientes no son iguales.
2




Rectas paralela y perpendicular a
2x — 3y = 5.
Figura P.20
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EJEMPLO 5 Rectas paralelas y rectas perpendiculares

« « « «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre la forma general de las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2, —1)
y son (a) paralela a y (b) perpendicular a la recta 2x — 3y = 5.

Solucion Se comienza por escribir la ecuacién lineal 2x — 3y = 5 en forma de pen-
diente-interseccion.
2x —3y=5 Escriba la ecuacion original.

5 . . ‘g
Yy =3X —3 Forma pendiente-interseccion

Por lo tanto, la recta dada tiene una pendiente de m = % (Vea la figura P.20.)

a. La recta que pasa por (2, —1) que es paralela a la recta dada tiene pendiente de %

y—y =mlx — xl) Forma punto-pendiente
y—(—1)= % x—2) Sustituya.
3y +1)=2(x—2) Simplifique.
3y+3=2x—4 Propiedad distributiva
2x =3y —=7=0 Forma general

Observe la similitud con la ecuacién de la recta dada, 2x — 3y = 5.

b. Al calcular el reciproco negativo de la pendiente de la recta dada, se puede determi-

nar que la pendiente de toda recta perpendicular a la recta inicial es —%.

y—y, = mx — x,) Forma punto-pendiente
y - (_ 1) = _%x - 2) Sustituya.
20y +1) = =3(x - 2) Simplifique.
2y +2=-3x+6 Propiedad distributiva
3x+2y—-4=0 Forma general

La pendiente de una recta parece dis-
torsionada si se utilizan diferentes escalas en los ejes x y y. Por ejemplo, las dos
pantallas de calculadora graficadora de las figuras P.21(a) y P.21(b) muestran las
rectas dadas por

Puesto que las pendientes de estas rectas son una el negativo del inverso de la otra,
las rectas son perpendiculares. Sin embargo, en la figura P.21(a) no lo parecen, de-
bido a que la escala del eje x no es la misma que la escala del eje y. En la figura
P.21(b) parecen perpendiculares debido a que la escala utilizada del eje x es igual a
la empleada para el eje y. Este tipo de ventanas se denomina ventanas cuadradas.

10 6

-10 10

-10 -6
(a) La escala del eje x no es la misma que (b) La escala del eje x es la misma que

la del eje y. la del eje y.

. y=2x y y=—%x+3.
. Figura P21
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P2 Ejercicios

con numeracion impar.

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Estimar la pendiente En los ejercicios 1 a 4, estime la pen-
diente de la recta a partir de su grafica. Para imprimir una
copia ampliada de la grafica, visite MathGraphs.com.

1. 7V 2. Y
7 / 7
6 6
5 5
4
3 3
2 2
1 1
X X
1/234567 1234567
3. Y 4, Y
28 4\
6 24 \
5 20
4 16
3 12 \
2 8
1 4
X \ X
123456 123\567

Encontrar la pendiente de una recta En los ejercicios 5
a 10, grafique el par de puntos y encuentre la pendiente de la
recta que pasa por ellos.

5.(3,-4),65,2)
7. (4,6),(4, 1) 8. (3,-5),(5,—5)
5. (45305 10, (3.6,

Dibujar rectas Enlos ejercicios 11 y 12, trace las rectas a tra-
vés del punto con las pendientes indicadas. Realice los dibujos
en el mismo conjunto de ejes de coordenadas.

Puntos
11. (3,4) (a) 1
12. (—2,5) (a) 3

6. (1,1),(-2,7)

Pendientes
(b) =2 (¢) =3 (d) Indefinida
® -3 @©3 @O

Encontrar la pendiente de una recta En los ejercicios 13 a
16, utilice el punto sobre la recta y su pendiente para determi-
nar otros tres puntos por los que pase la recta (hay mas de una
respuesta correcta).

Punto Pendiente Punto Pendiente
13. 6,2) m=0 14. (—4,3) m no estd definida.
15. (1,7) m= -3 16. (-2,-2) m=2

Encontrar la pendiente de una recta En los ejercicios 17
a 22, encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto y
tiene la pendiente indicada. Luego trace la recta.

Punto Pendiente Punto Pendiente
17. (0,3) m = % 18. (—5,—2) mes indefinida
19. (0,0) m=3 20. (0,4) m=0
21. 3,-2) m=3 22. (-2,4) m=-3

xtrekx/Shutterstock.com

+ 23. Disefnar una banda transportadora

Una banda transportadora en movimiento se construye
para que suba 1 metro por cada 3 metros de cambio
horizontal.

(a) Encuentre la
pendiente de la
cinta transporta-
dora.

(b) Suponga que la
banda transporta-
dora se extiende
entre dos plantas
en una fabrica.
Encuentre la lon-
gitud de la banda transportadora cuando la distancia
vertical entre los pisos es de 10 pies.

N
=

Modelar datos La siguiente tabla muestra las poblaciones
(en millones) de Estados Unidos desde 2004 hasta el 2009. La
variable 7 representa el tiempo en afios, con t = 4 correspon-
diente a 2004 (Fuente: Oficina del Censo de E.U.)

t 4 5 6 7 8 9

y | 293.0 | 295.8 | 298.6 | 301.6 | 304.4 | 307.0

(a) Dibuje los datos a mano y una los puntos adyacentes con
un segmento de recta.

(b) Utilice la pendiente de cada segmento de recta para de-
terminar el afio en que la poblacién aumenté con menor
rapidez.

(c) Calcule la razén de cambio promedio de la poblacién de
Estados Unidos de 2004 a 2009.

(d) Utilice la razén de cambio promedio de la poblacion para
predecir la poblacién de Estados Unidos en 2020.
Encontrar la pendiente y la interseccion En los ejercicios
25 a 30, calcule la pendiente y la interseccion en y (si es posible)
de la recta.

25. y=4x —3 26, —x +y=1
27. x + 5y =20 28. 6x — 5y =15
29. x =4 30. y=—1

Dibujar una recta en el plano En los ejercicios 31 a 38, tra-
ce la grafica de la ecuacion.

3L y=-3
33.y=—-2x+1

3Boy—2=3x-1
3. 2 —y-3=0

32. x=4

34.y= %x -1

36. y— 1 =3(x+4)
38.x+2y+6=0
Encontrar una ecuacion de una recta En los ejercicios 39

a 46, encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos.
Luego trace la recta.

39. (0,0), (4, 8) 40. (—=2,-2),(1,7)



41. (2,8),(5,0) 42. (=3,6),(1,2)

43. (6,3), (6, 8) 4. (1,-2),3, -2)
1 3 3\ (5 1
45. (3.3).(0.3) 46. (§.3). G. —1)
47. Encuentre una ecuacion de la recta vertical con interseccion en 3.

48. Demuestre que la recta con intersecciones (a, 0) y (0, b) tiene
la siguiente ecuacion.

+%:1, a#0,b#0

Q=

Escribir una ecuacion en forma general En los ejercicios
49 a 54, utilice el resultado del ejercicio 48 para escribir una
ecuacion de la recta en forma general.

49. Interseccion con el eje x: 50. Interseccion con el eje x:

(2,0 (=2/3,0)
Interseccién con el eje y: Interseccién con el eje y:
©,3) 0, =2)

51. Punto de larecta (1, 2) 52. Punto de larecta: (=3, 4)
Interseccién con el eje x: Interseccién con el eje x:
(a,0) (a,0)

Interseccién con el eje y: Interseccién con el eje y:
©,a) 0, a)
(a=0) (a+0)

53. Punto de larecta: (9, —2)  54. Punto de la recta: (— % -2)

Interseccién con el eje x: Interseccién con el eje x:

(2a,0) (a, 0)

Interseccién con el eje y: Interseccion con el eje y:
0, a) ©, —a)

(az0) (a=0)

Encontrar rectas paralelas y perpendiculares En los ejer-
cicios 55 a 62, escriba la ecuacion de la recta que pasa por el
punto y que sea: (a) paralela a la recta dada, y (b) perpendicu-
lar a la recta dada.

Punto Recta Punto Recta
55. (-7,-2) x=1 56. (—1,0) y= -3
57. (2,5) x—y=-2 58.(=3,2) x+y=7
59. (2,1) 4x—2y=3 60. (3 -3 Tx+4y=38
61. (3.7 S5x—3y=0 62 (4 -5) 3x+4y=7

Razon de cambio En los ejercicios 63 a 66 se da el valor de
un producto, en délares, durante 2004 y la razon a la que se es-
pera que varie su valor durante los préximos 5 aiios. Utilice esta
informacion para escribir una ecuacion lineal que proporcione
el valor en dolares V del producto en términos del afio 7. (Sea
t = 0 representativo del afio 2010.)

Valor en 2012 Razon de cambio
63. $1850 $250 aumento anual
64. $156 $4.50 aumento anual
65. $17,200 $1600 reduccién anual

66. $245,000 $5600 reduccién anual

Puntos colineales En los ejercicios 67 y 68, determine si los
puntos son colineales. (Se dice que tres puntos son colineales si
pertenecen a una misma recta.)

67. (—2,1),(—1,0), (2, =2)
68. (0,4), (7, —6), (=5, 11)

P2 Modelos lineales y razones de cambio 17

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Encontrar puntos de interseccion En los ejercicios 69
a 71, encuentre las coordenadas de los puntos de intersec-
cion de los segmentos dados. Explique su razonamiento.

69. (b, o) 70. (b, o)
(=a,0) (a, 0) (=a,0) (a, 0)
Bisectrices perpendiculares Medianas

71. (b, o)

(=a,0) (a, 0)
Alturas

72. Demuestre que los puntos de interseccion en los ejercicios
69, 70y 71 son colineales.

73. Analizar una recta Una recta estd representada por la
ecuacion ax + by = 4.
(a) (Cudndo la recta es paralela al eje x?
(b) (Cuéndo la recta es paralela al eje y?

(c) Dé valores para ay b de manera que la recta tenga una
pendiente de §.

(d) Dé valores para a y b de manera que la recta sea perpen-
dicular alarectay = %x + 3.

(e) Dé€ valores para a y b de manera que la recta coincida con
la gréifica de 5x + 6y = 8.

7 & ;COMO LO VE? Utilice las graficas de las ecuacio-
nes para contestar las siguientes preguntas.

(a) ¢(Qué rectas tienen una pendiente positiva?
(b) ¢(Qué rectas tienen una pendiente negativa?
(c) (Qué rectas aparecen paralelas?

(d) ¢Qué rectas aparecen perpendiculares?
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75.

76.

77.

= (b)

78.

79.

Capitulo P Preparacién para el calculo

Convertir temperaturas Encuentre la ecuacién lineal
que exprese la relacién que existe entre la temperatura en gra-
dos Celsius C'y la temperatura en grados Fahrenheit F. Utilice
el hecho de que el agua se congela a 0°C (32°F) y hierve a
100°C (212°F) para convertir 72°F a grados Celsius.

Reembolso de gastos Una compaiifa reembolsa a sus
representantes de ventas $200 diarios por alojamiento y co-
midas, mds $0.51 por milla recorrida. Escriba una ecuacién
lineal que exprese el costo diario C para la compaiifa en tér-
minos de x, el nimero de millas recorridas. ;Cudnto le cuesta
a la empresa que uno de sus representantes de ventas recorra
137 millas en un dia cualquiera?

Eleccion profesional Como vendedor, usted recibe un
salario mensual de 2000 ddlares, mas una comision del 7% de
las ventas. Se le ofrece un nuevo trabajo con $2300 por mes,
mas una comision del 5% de las ventas.

(a) Escriba ecuaciones lineales para su salario mensual W en

términos de sus ventas mensuales por su trabajo actual y
su oferta de trabajo.

Utilice una herramienta de graficacién para trazar una
ecuacion lineal y encontrar el punto de interseccidn. ;Qué
significa?

(Considera poder vender $20,000 mensuales de produc-
to? (Deberia cambiar de trabajo? Explique.

(c)

Amortizacion lineal Una pequefia empresa compra una
pieza de equipo por $875. Después de 5 afios el equipo serd
obsoleto, sin valor.

(a) Escriba una ecuacion lineal que indique el valor de los
equipos en términos de tiempo x (en afos), 0 < x < 5.

(b) Encuentre el valor de los equipos cuando x = 2.

(c) Estime (a dos lugares decimales de precision) el momento
en que el valor del equipo es de $200.

Alquiler de departamentos Una agencia inmobiliaria

maneja un complejo de 50 departamentos. Cuando el alquiler

es de $780 mensuales, los 50 departamentos estdn ocupados.

Sin embargo, cuando el alquiler es de $825, el nimero pro-

medio de departamentos ocupados desciende a 47. Suponga

que la relacién entre el alquiler mensual p y la demanda x es

lineal. (Nota: Aqui se usa el término demanda para referirse al

nimero de unidades ocupadas.)

(a) Escriba una ecuacién lineal que proporcione la demanda x
en términos de alquiler p.

Hﬂ (b) Extrapolacion lineal Utilice una herramienta de grafica-

£ s0.

cién para representar la ecuacion de la demanda y use la
funcién trace para pronosticar el nimero de departamen-
tos ocupados si el alquiler aumenta a $855.

Interpolacion lineal Pronostique el nimero de departa-
mentos ocupados si el alquiler baja a $795. Verifique el
resultado graficamente.

©

Modelar datos Un profesor pone cuestionarios de 20
puntos y examenes de 100 puntos a lo largo de un curso de
matemadticas. Las calificaciones promedio de seis estudiantes,
dadas como pares ordenados (x, y), donde x es la calificacién
media en los cuestionarios y la calificacién media en los cues-
tionarios, y y la calificacién media en los examenes, son (18,
87), (10, 55), (19, 96), (16, 79), (13, 76) y (15, 82).

(a) Utilice las capacidades de regresion de una herramienta de
graficacion para encontrar la regresion por minimos cua-
drados para los datos.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para trazar los pun-
tos y graficar la recta de regresion en una misma ventana.

81.

82.

(c) Utilice la recta de regresién para pronosticar la califica-
cién promedio en los exdmenes de un estudiante cuya ca-
lificacién promedio en los cuestionarios es 17.

(d) Interprete el significado de la pendiente de la recta de re-

gresion.

Si el profesor afiade 4 puntos a la calificacién promedio

en los exdmenes de cada alumno, describa el cambio de

posicion de los puntos trazados y la modificacion en la
ecuacién de la recta.

(e)

Recta tangente Determine la ecuacién de la recta tangen-
te al circulo x> + y> = 169 en el punto (5, 12).

Recta tangente Encuentre la ecuacion de la recta tangente
al circulo (x — 1)> + (y — 1)> = 25 en el punto (4, —3).

Distancia En los ejercicios 83 a 86, calcule la distancia que
existe entre el punto y la recta o entre las rectas, utilizando la
férmula para la distancia entre el punto (x,,y,) y la recta Ax +
By + C = 0.

Distanci

83.

85.

87.

£ ss.

89.

90.

91.

92.

- |Ax, + By, + C|
JA? + B?

Punto: (=2, 1)

Recta: x—y —2=0

84. Punto: (2, 3)
Recta: 4x + 3y = 10
86. Recta: 3x—4y =1
Recta: 3x -4y = 10

Recta:x +y =1
Recta:x + y =5
Distancia Demuestre que la distancia entre el punto (x,, y,)
ylarectaAx + By + C = 0es
|Ax, + By, + C|

JA+ B
Distancia Escriba la distancia d entre el punto (3, 1) y la
rectay = mx + 4 en términos de m. Use una herramienta de

graficacion para representar la ecuacién. ;Cuando la distancia
es 0?7 Explique su resultado de manera geométrica.

Distancia =

Demostracion Demuestre que las diagonales de un rombo
se cortan perpendicularmente. (Un rombo es un cuadrilatero
con lados de igual longitud.)

Demostracion Demuestre que la figura que se obtiene
uniendo los puntos medios de los lados consecutivos de cual-
quier cuadrildtero es un paralelogramo.

Demostracion Demuestre que si los puntos (x;, y,) y (x5, ¥,)
pertenecen a la misma recta que (x,", y;) y (x5, y,°), entonces:

s

* —_
Yo 7V _ V2T N
* * _ '
Xy T X Xy T X

Suponga x; # x,y x," # x,".

Demostracion Demuestre que si las pendientes de dos
rectas son reciprocas negativas de la otra, entonces las rectas
son perpendiculares.

;Verdadero o falso? En los ejercicios 93 a 96, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
0 dé un ejemplo que demuestre que es falso.

93.

94.

95.

96.

Las rectas de ecuaciones ax + by = ¢, y bx —ay = c, son per-
pendiculares. Supongaque a =0y b = 0.

Dos rectas con pendientes positivas pueden ser perpendicu-
lares entre si.

Si una recta contiene puntos tanto en el primero y tercer cua-
drantes, entonces su pendiente debe ser positiva.

La ecuacion de cualquier recta puede ser escrita en forma ge-
neral.
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P3 Funciones y sus graficas

Una funcién real f de una variable
real.

Figura P.22

NOTACION DE FUNCIONES

Gottfried Wilhelm Leibniz fue el
primero que utilizé la palabra funcion,
en 1694, para denotar cualquier
cantidad relacionada con una

curva, como las coordenadas de
uno de sus puntos o su pendiente.
Cuarenta afios mas tarde, Leonhard
Euler empled la palabra “funcion”
para describir cualquier expresion
construida con una variable y varias
constantes. Fue él quien introdujo la
notacién y = f(x).

M Usar la notacién de funcion para representar y evaluar funciones.

H Encontrar el dominio y el rango de una funcién.

M Trazar la grafica de una funcion.

M ldentificar los diferentes tipos de transformaciones de las funciones.
M Clasificar funciones y reconocer combinaciones de ellas.

Funciones y notacion de funciones

Una relacion entre dos conjuntos X y Y es un conjunto de pares ordenados, cada uno
de la forma (x, y), donde x es un elemento de X y y un elemento de Y. Una funcién de
X'y Y es una relacion entre X y Y con la propiedad de que si dos pares ordenados tienen
el mismo valor de x, también tienen el mismo valor de y. La variable x se denomina
variable independiente, mientras que la variable y se denomina variable dependiente.

Muchas situaciones de la vida real pueden describirse mediante funciones. Por
ejemplo, el area de A de un circulo es una funcién de su radio r.

A = mr? A es una funcion de r.

En este caso, r es la variable independiente, y A la variable dependiente.

Definicion de funcion real de una variable real

Sean X'y Y conjuntos de nimeros reales. Una funcién real f de una variable real x
de X a Y es una regla de correspondencia que asigna a cada nlimero un nimero x
en X exactamente en nimero de y de Y.

El dominio de f es el conjunto X. El nimero y es la imagen de x bajo f'y se
denota mediante f{x), a lo cual se llama el valor de f en x. El rango de f se define
como el subconjunto de Y formado por todas las imdgenes de los nimeros en X (vea
la figura P.22).

Las funciones pueden especificarse de muchas formas. No obstante, este texto se
concentra fundamentalmente en funciones dadas por ecuaciones que contienen varia-
bles dependientes e independientes. Por ejemplo, la ecuacion

x2 + 2y =1 Ecuacién en forma implicita

define y, la variable dependiente, como funcién de x, la variable independiente. Para
evaluar esta funcion (esto es, para encontrar el valor de y correspondiente a un valor de
x dado) resulta conveniente despejar y en el lado izquierdo de la ecuacién.

y = %(1 - x2) Ecuacion en forma explicita

Utilizando f como nombre de la funcién, esta ecuacién puede escribirse como:
f(x) = % 1 - xz). Notacion de funciones

La ecuacioén original
xX2+2y=1

define implicitamente a y como una funcidn de x. Cuando se despeja y, se obtiene la
ecuacion en forma explicita.

La notacién de funciones tiene la ventaja de que permite identificar claramente la
variable dependiente como f(x), informando al mismo tiempo que la variable indepen-
diente es x y que la funcién se denota por “f’. El simbolo f(x) se lee “fde x”. La notacién
de funciones permite ahorrar palabras. En lugar de preguntar “; Cudl es el valor de y que
corresponde a x = 3?7, se puede preguntar “; Cudnto vale f(3)?”.
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La expre-
sién en el ejemplo 1(c) se llama
cociente de diferencias y tiene
un significado especial en el
célculo. Se aprenderd méds sobre
esto en el capitulo 2.

® e 0 0 0 0 0 0 0 00

.................D

En una ecuacién que define a una funcién de x el papel de la variable x es simple-
mente el de un hueco a llenar. Por ejemplo, la funcién dada por

flx) =2x* —4x + 1

puede describirse como

AT =2 —a( )

donde se usan huecos entre paréntesis en lugar de x. Para evaluar f{ —2), basta con colo-
car —2 dentro de cada paréntesis.

f(=2) =2(—2)?> —4(-2) + 1 Sustituya —2 en lugar de x.
=24)+8+1 Simplifique.
=17 Simplifique.

Aunque es frecuente usar f como un simbolo adecuado para denotar una funcién y x
para la variable independiente, se pueden utilizar otros simbolos. Por ejemplo, todas las
ecuaciones siguientes definen la misma funcién.

f(x) =x>2—4x+7 El nombre de la funcién es f, el de la variable independiente es x.
fey=1>—4r+7 El nombre de la funcién es f, el de la variable independiente es 7.
g(s) =52 —4s+7 El nombre de la funcién es g, el de la variable independiente es s.

EJEMPLO 1 Evaluar una funcion

Para la funcién f definida por f(x) = x> + 7, evalde cada expresion:

a fGa)  bofb—1) o LETA) /W

Ax

Solucion

a. f(3a) = Ba)> +7 Sustituya x por 3a.

=9a%>+ 7 Simplifique.

b. fb—1)=(0B—-12+7 Sustituya x por b — 1.
=p>-2b+1+7 Desarrolle el binomio.
=p>—-2b+8 Simplifique.

. flx + Ax) — f(x) _ [(x + Ax)2+ 7] — (x2+ 7)

’ Ax Ax
Cx2+ 2xAx + (Ax)2+ 7 —x2 -7
B Ax
_ 2xAx + (Ax)?
- Ax
_ Ax(2x + Ax)
A%
=2x+ Ax, Ax#0 [

En célculo es importante especificar con claridad el dominio de una funcién o ex-
presién. Por ejemplo, en el ejemplo 1(c), las expresiones

S+ Ax) —f(¥)
Ax

2x+Ax, Ax#0

son equivalentes, ya que Ax = 0 se excluye del dominio de la funcién o expresién. Si no
se estableciera esa restriccion del dominio, las dos expresiones no serian equivalentes.



Rango:y =0

Dominio: x > 1

(a) El dominio de fes [1,00), y el rango es
[0, c0).

Rango

Dominio
(b) El dominio de flo constituyen todos
los valores reales de x tales que
X # g + nar, y el rango es (— 00, 00).

Figura P.23
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Dominio y rango de una funcion

El dominio de una funcién puede describirse de manera explicita, o bien de manera im-
plicita mediante la ecuacién empleada para definir la funcién. El dominio implicito es
el conjunto de todos los nimeros reales para los que esta definida la ecuacién, mientras
que un dominio definido explicitamente es el que se da junto con la funcién. Por ejem-
plo, la funcién dada por

4 <x<5

flx) =

x> -4
tiene un dominio definido de manera explicita dado por {x: 4 < x < 5}. Por otra parte,
la funcién dada por

1
-4

glx) = 2

tiene un dominio implicito que es el conjunto {x: x # *2}.

EJEMPLO 2 Calcular el dominio y rango de una funcion

a. El dominio de la funcion
f) =Vx—1

Es el conjunto de los valores de x — 1 = 0; es decir, el intervalo [1, co). Para en-
contrar el rango, observe que f(x) = /x — 1 nunca es negativa. Por tanto, el rango
es el intervalo [0, co), como se muestra en la figura P.23(a).

b. El dominio de la funcién tangente
f(x) = tan x

es el conjunto de los valores de x tales que

o
X #F 5 + nir, n esun entero. Dominio de la funcién tangente

El rango de esta funcion es el conjunto de todos los nimeros reales, como se mues-
tra en la figura P.23(b). Para un repaso de las caracteristicas de esta y otras funcio-
nes trigonométricas, consulte el apéndice C.

EJEMPLO 3 Una funcién definida por mas de una ecuacion

Determine el dominio y rango de la funcién ¥ l—x x<l
PRI

Vx—=1,x2>1

1 —x, x <1

&) = {\/x— 1, x=1

Puesto que f estd definida parax < 1y x = 1,
su dominio es todo el conjunto de los nimeros
reales. En la parte del dominio donde x = 1, la
funcién se comporta como en el ejemplo 2(a).
Para x < 1, todos los valores de 1 — x son po-
sitivos. Por consiguiente, el rango de la funcién
es el intervalo [0, co). (Vea la figura P.24.)

Rango: y >0

Dominio: todos los x reales

El dominio de fes (—oo, c0),y €l rango
es [0, oo).
Figura P.24

Una funcién de X a Y es inyectiva o uno a uno si a cada valor de y perteneciente al
rango le corresponde exactamente un valor x del dominio. Por ejemplo, la funcién dada
en el ejemplo 2(a) es inyectiva, mientras que las de los ejemplos 2(b) y 3 no lo son. Se
dice que una funcién de X a Y es suprayectiva (o sobreyectiva) si su rango es todo Y.
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Grafica de una funcion

La gréfica de una funcién y = f(x) estd formada por todos los puntos (x, f(x)), donde x
pertenece al dominio de f. En la figura P.25 se puede observar que

N x = distancia dirigida desde el eje y

Griéfica de una funcidn. . .. .
Figura P25 fix) = distancia dirigida desde el eje x.

Una recta vertical puede cortar la grafica de una funcién de x a lo mds una vez. Esta
observacién proporciona un criterio visual adecuado, llamado criterio de la recta ver-
tical, para funciones de x si y s6lo si ninguna recta vertical hace interseccion con ella en
mas de un punto. Por ejemplo, en la figura P.26(a) se puede ver que la gréifica no define
a y como funcién de x, ya que hay una recta vertical que corta a la grafica dos veces,
mientras que en las figuras P.26(b) y (c) las gréficas si definen a y como funcién de x.

(a) No es una funcién de x (b) Es funcién de x (¢) Es funcién de x

Figura P.26

En la figura P.27 se muestran las graficas de ocho funciones basicas, las cuales hay que
conocer bien. (Las graficas de las otras cuatro funciones trigonométricas bésicas se en-
cuentran en el apéndice C.)

=

| 1 2
1+ 14+
-2+ } } } } x
1 1 2 3 4
Funcién identidad Funcién cuadratica Funcién raiz cuadrada
y y y Yy
4+ 2+
N N
2+ } } } } x
-1 1 2
1+ -1+
t } t } x + -2 -2
-2 -1 1 2
Funcidn valor absoluto Funcidn racional Funcién seno Funcidén coseno

Gréficas de las ocho funciones basicas
Figura P.27
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Transformaciones de las funciones

Algunas familias de gréficas tienen la misma forma bdsica. Por ejemplo, compare la gra-
fica de y = x? con las gréficas de las otras cuatro funciones cuadraticas de la figura P.28.

o
3

} } } } X <t x
-2 -1 1 2 -3 -2 -1 1
(a) Traslacion vertical hacia arriba (b) Traslacion horizontal a la izquierda
y y
4 -4

(c) Reflexion
Figura P.28

!
N

(d) Traslacion a la izquierda, reflexion y
traslacion hacia arriba

Cada una de las graficas de la figura P.28 es una transformacion de la gréfica de
y = x2. Los tres tipos basicos de transformaciones ilustrados por estas graficas son las
traslaciones verticales, las traslaciones horizontales y las reflexiones. La notacién de fun-
ciones es adecuada para describir transformaciones de graficas en el plano. Por ejemplo,

usando

flx) = x

Funcioén original

como la funcién original, las transformaciones mostradas en la figura P.28 se pueden
representar por medio de las siguientes ecuaciones.

a. y = f(x) +2 Traslacion vertical de 2 unidades hacia arriba

b. y = f(x + 2) Traslacion horizontal de 2 unidades a la izquierda
C.y= —f(x) Reflexion respecto al eje x
d.y=—-fx+3)+1 Traslacién de 3 unidades a la izquierda, reflexién

respecto al eje x y traslacién de 1 unidad hacia arriba

Tipos basicos de transformaciones (¢ > 0)

Gréfica original:
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la derecha:  y = f(x — ¢)

Traslacion horizontal de ¢ unidades a la izquierda: y = f(x + ¢)

Traslacion vertical de ¢ unidades hacia abajo: y=fx) — ¢
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia arriba: y=fx)+c
Reflexion (respecto al eje x): y = —f(x)
Reflexion (respecto al eje y): y = f(—x)

Reflexion (respecto al origen): y=—f(—x)

y = flx)
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LEONHARD EULER

(1707-1783)

Ademas de sus contribuciones
esenciales a casi todas las ramas de
las matematicas, Euler fue uno de
los primeros en aplicar el calculo

a problemas reales de la fisica. Sus
numerosas publicaciones incluyen
temas como construccion de
barcos, acUstica, 6ptica, astronomia,
mecénica y magnetismo.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.

Preparacién para el calculo

Clasificaciones y combinaciones de funciones

La nocién moderna de funcién es fruto de los esfuerzos de muchos matematicos de los
siglos XVII y XVIII. Mencién especial merece Leonhard Euler, a quien debemos la
notacién y = f(x). Hacia finales del siglo XVIII, los mateméticos y cientificos habian
llegado a la conclusién de que un gran nimero de fendmenos de la vida real podian re-
presentarse mediante modelos mateméticos, construidos a partir de una coleccién de
funciones denominadas funciones elementales. Estas funciones se dividen en tres ca-
tegorias.

1. Funciones algebraicas (polinomiales, radicales, racionales).
2. Funciones trigonométricas (seno, coseno, tangente, etc.).
3. Funciones exponenciales y logaritmicas.

En el apéndice C se encuentra un repaso de las funciones trigonométricas. El resto de las
funciones no algebraicas, como las funciones trigonométricas inversas y las funciones
exponenciales y logaritmicas, se presentan en al capitulo 5.
El tipo mds comiin de funcién algebraica es una funcién polinomial
f&)=ax"+a,_x*"'+ .- -+ ax®+ ax+ a,

donde 7 es un entero no negativo. Las constantes a; son coeficientes, siendo a, el coefi-
ciente dominante y ¢, el término constante de la funcién polinomial. Si a, # 0, enton-
ces n es el grado de la funcién polinomial. La funcién polinomial cero f{ix) = 0 no tiene
grado. Aunque se suelen utilizar subindices para los coeficientes de funciones polino-
miales en general, para las de grados mds bajos se utilizan con frecuencia las siguientes
formas més sencillas. (Observe que a = 0.)

Grado cero: f(x) =a Funcién constante
Grado uno: fx) =ax + b Funcién lineal
Grado dos: fx) =ax> + bx + ¢ Funcién cuadratica

ax> + bx2+ cex + d

Funcién cibica

Grado tres: flx)

B PARA INFORMACION ADICIONAL
Puede encontrar mas informacién sobre
la historia del concepto de funcién en
el articulo “Evolution of the Function
Concept: A Brief Survey”, de Israel
Kleiner, en The College Mathematics
Journal. Para consultar este articulo,

visite MathArticles.com.

Aunque la gréfica de una funcién polinomial no constante puede presentar varias
inflexiones, en alglin momento ascenderd o descenderd sin limite al moverse x hacia la
izquierda o hacia la derecha. Se puede determinar qué ocurre en la grafica de

f) =ax"+a,_x""'+ -+ ax®+ax+a,

eventualmente crece o decrece a partir del grado de la funcién (par o impar) y del coefi-
ciente dominante a,, como se indica en la figura P.29. Observe que las regiones puntea-
das muestran que el criterio del coeficiente principal s6/o determina el comportamien-
to a la derecha y a la izquierda de la grafica.

a >0 a <0 a >0 a <0
" n n
y y y N
x f Decrece a f \ Crece a
\ o ' RN la izquierdar | la izquierda
’ Y 1 y
II ’l Y 1 ’l \‘ K “
\ ! “ '. ! ' 1 \\
1 1 ' _ .
1 .' " ,' :D \ ,'-‘\ Il Tt
| 1 ' \
, Vo , Decrece, . .
Crece Zla ] N dCreceha la © ala » Decreceala Crece &= Decrece a’
izquierda erecha o '
4 . izquierda | derecha . ll la derecha la derecha \ .

Grificas de funciones polinomiales de grado impar

Criterio del coeficiente principal para funciones polinomiales.
Figura P.29

Gréficas de funciones polinomiales de grado par



fog

Dominio de g

X
8(x)

)

Dominio de f
El dominio de la funcién compuesta
feg.
Figura P.30
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Del mismo modo que un nimero racional se puede escribir como el cociente de dos
enteros, una funcion racional se puede expresar como el cociente de dos polinomios.
De manera especifica, una funcién f es racional si tiene la forma

(9 =Z(—j3, 4 # 0

donde p(x) y g(x) son polinomiales.

Las funciones polinomiales y las racionales son ejemplos de funciones algebrai-
cas. Se llama funcién algebraica de x a aquella que se puede expresar mediante un
numero finito de sumas, diferencias, productos, cocientes y raices que contengan x". Por
ejemplo,

fl)=Vx+1

es algebraica. Las funciones no algebraicas se denominan trascendentes. Por ejemplo,
las funciones trigonométricas son trascendentes.

Es posible combinar dos funciones de varias formas para crear nuevas funciones.
Por ejemplo, dadas f(x) = 2x — 3y g(x) = x> + 1, se pueden construir las siguientes
funciones.

(f+ ) =flx) + glv) = 2x = 3) + (x* + 1) Suma
(f—ox) =fx) —gx)y =2x —3) — (x2+ 1) Diferencia
(f2)x) = flx)glx) = 2x — 3)(x* + 1) Producto
= @ = =3 ociente
g =L - B ¢

Adtn hay otra manera de combinar dos funciones, llamada composicién. La funcién
resultante recibe el nombre de funcién compuesta.

Definicion de funcién compuesta

Sean fy g dos funciones. La funcién dada por (£ g)(x) = f(g(x)) se llama funcién
compuesta de f'con g. El dominio de f'es el conjunto de todas las x del dominio de g
tales que g(x) esté en el dominio de f (vea la figura P.30).

La funcién compuesta de f con g puede no ser igual a la funcién compuesta de g
con f. Esto se muestra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 4 Composicion de funciones

+ « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Dadas f(x) = 2x — 3'y g(x) = cos x, encuentre cada una de las funciones compuestas:

a. feg b.og-of

Solucioén

a. (fog)x) = flglx) Definicién de £ g
= f(cos x) Sustituya cos x por g(x).
= 2(cosx) — 3 Definicién de f(x)
=2cosx — 3 Simplifique.

b. (g - f)(x) = g(f(x) Definicién de g © f
= g(2x — 3) Sustituya 2x — 3 por f(x).
= cos(2x — 3) Definicién de g(x)

Observe que (= g)(x) # (g f)(x).
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Exploracion

Utilice una herramienta de
graficacién para representar
cada funcion. Determine si
la funcioén es par, impar o
ninguna de las dos.

£0) =22 - xt

glx) =2x3 + 1

h(x) = x> — 2x3 + x

GoR =120 = xS =8

k(x) = x> — 2x* +x — 2
plx) =x% +3x5 —x3 +x
Describa una manera de
identificar una funcién como

par o impar mediante un
andlisis visual de la ecuacion.

En la seccién P.1 se defini6 la interseccion en x de una grafica como todo punto (a, 0)
en el que la gréfica corta el eje x. Si la grafica representa una funcién f, el nimero a
es un cero de f. En otras palabras, los ceros de una funcion f son las soluciones de la
ecuacion f(x) = 0. Por ejemplo, la funcién

fx)=x—4

tiene un cero en x = 4, porque f(4) = 0.

En la seccién P.1 también se estudiaron diferentes tipos de simetrias. En la termi-
nologia de funciones, se dice que una funcién es par si su grafica es simétrica respecto
al eje y, y se dice que es impar si su gréifica es simétrica con respecto al origen. Los
criterios de simetria de la seccién P.1 conducen a la siguiente prueba para las funciones
pares e impares.

Prueba para las funciones pares e impares

La funcién y = f(x) es par si

f=x) = fx).
La funcién y = f(x) es impar si
fl=x) = =f(x).

EJEMPLO 5 Funciones pares o impares y ceros de funciones

Determine si cada una de las siguientes funciones es par, impar o ninguna de ambas.
Después calcule los ceros de la funcién.

a f(x) =x* —x b. g(x) =1 + cos x
Solucion
a. La funcién es impar, porque

fEx) =P = (0= X +x= - —x) = —f).

Los ceros de f son

X =x=0 Seaf(x) = 0.
x(x2—=1)=0 Factorice.
xx—Dx+1)=0 Factorice.
x=0,1,—1. Ceros def
Vea la figura P.31(a).

b. La funcioén es par, porque
g(—x) =1+ cos(—x) =1 + cosx = g(x).

cos(—x) = cos(x)

Los ceros de g son

1+ cosx=0 Seag(x) = 0.
cosx = —1 Reste 1 en ambos miembros.
x = (2n + 1), n es un entero. Ceros deg
Vea la figura P.31(b). |

Cada una de las funciones del ejemplo 5 es par o impar. Sin embargo, muchas fun-

I ciones, como

f=x2+x+1

(b) Funcién par

Figura P.31 no son pares ni impares.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Evaluar una funcion En los ejercicios 1 a 10, evaliie la fun-
cion para el (los) valor(es) dado(s) de la variable independiente.
Simplifique los resultados.

1. fx) =7x — 4 2. fx) = Vx+5
(a) f(0) (b) f(—3) (@) f(=4) () f(11)
(c) f(b) (d) flx—1) (c) f(4) (d) flx + Ax)
3. glx) =5 —x 4. glx) = x2(x — 4)
@ g0  ® g(V5) @ g4 ® )
() g(=2) (d) gt —1) (c) glo) (d) gt +4)
5. f(x) = cos 2x 6. f(x) = senx
@ oF @ o7
© A7) @ © %) @s(-F)
7. flx) = x° 8 flx) =3x—1
flx + Ax) — f(x) f) = f(1)
Ax x—1
9. flx) = \/)% 10. f(x) = x> — x
f&) — f(2) S — f(1)
x—2 x—1

Encontrar el dominio y el rango de una funcion En los
ejercicios 11 a 22, encuentre el dominio y el rango de la funcién.

11. f(x) = 422 12. gx) =x2 -5

13. f(x) = x3 14. h(x) = 4 — x?
glx) = V6x 16. h(x) = —/x +3

17. f(x) = V16 — x? 18. f(x) = |x — 3|

19. £() = sec%l 20. h(t) = cott

1 f(x)=% 22.f(x)=ili

Encontrar el dominio de la funcion En los ejercicios 23 a
28, encuentre el dominio de la funcion.

23. f(x) = Vx+ V1 —x 24. f(x) = Vx> —=3x+2
25. g(x) = 1—72005)6 26. h(x) x%(l/z)
27. f(x) = |XT13| 28. g(x) = ﬁ

Encontrar el rango y el dominio de una funcion por partes
En los ejercicios 29 a 32, evalie la funcién como se indica. De-
termine su dominio y su rango.

2x+1, x<0
29°f(x)_{2x+2, x=0

@ f(=1)  ® f0) (© f2) (@ f@+1)

N
@ f(=2) ) f0) (o) f(1) (d) f(s* +2)
3. f() = |x] +1, x < 1
—x+ 1, x=1
@ f(=3) ) f(1) () fB) (D fB*+1)
32 flr) = (xx—+5)i: o
@ f(=3) () f(0) (o) f(5) (d) f(10)

Trazar la grafica de una funcion En los ejercicios 33 a 40,
trace la grafica de la funcién y encuentre su dominio y su rango.
Utilice una herramienta graficadora para comprobar las graficas.

4
33, f(x) =4 —x 3. glx) = —
X
35. h(x) = Vx— 6 36. f(x) = 4x3 +3
37. f(x) = V9 — x? 38. f(x) =x+ V4 — 2
0
39. g(t) = 3 sent 40. h(0) = -5 cos >
DESARROLLO DE CONCEPTOS
41. Descripcion grafica En s
la figura se muestra la g 10k
gréfica de la distancia que E sl
recorre un estudiante en su @ 61 (10, 6)
camino de 10 minutos a la s 44
escuela. Dé una descripcion £, | (42)
verbal de las caracteristicas g (6.2) ;

0,00 2 4 6 8 10
Tiempo (en minutos)

del recorrido del estudiante
hacia la escuela.

42. Trazar una grafica Tras unos minutos de recorrido, un
estudiante que conduce 27 millas para ir a la universidad
recuerda que olvidé en casa el trabajo que tiene que en-
tregar ese dia. Conduciendo a mayor velocidad de la que
acostumbra, regresa a casa, recoge su trabajo y reemprende
su camino a la universidad. Trace la posible grafica de la
distancia de la casa del estudiante como funcién del tiempo.

Usar el criterio de la recta vertical En los ejercicios 43 a
46, aplique el criterio de la recta vertical para determinar si y
es una funcion de x. Para imprimir una copia ampliada de la
grafica, visite MathGraphs.com.

43. x — y?2 = M4, /x*—4—-y=0
¥ y
2 4T
3Ak
1 .
x 1+

X

-3-2-1 | 1 2 3

_2Ak
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x+1, x=0
45. y =
-x+2 x>0

Preparacién para el calculo

46. x> + y2 =4

Decidir si una ecuacion es una funcion En los ejercicios
47 a 50, determine si y es una funcion de x.

47. x> +y2 =16
49. y2 =x> -1

48. x2+y =16
50. x>y —x2+4y =0

Transformar una funcion En los ejercicios 51 a 54, la grafica
muestra una de las ocho funciones basicas en la pagina 22 y
una transformacién de la funcion. Describa la transformacién.
A continuacién, escriba la ecuacion para la transformacion.

51. 52. Y

53. 54.

2 3

Relacionar En los ejercicios 55 a 60, utilice la grafica de
y = f(x) para relacionar la funcién con su grafica.

y

6,

e 5
N
M

55. y = f(x + 5)
57.y = —f(=x) — 2
5. y=f(x+6)+2

56. y =f(x) — 5
58. y= —f(x —4)
60. y=f(x—1)+3

61. Trazar transformaciones Utilice la grifica de f mostrada
en la figura para trazar la gréifica de cada funcién. Para impri-
mir una copia ampliada de la gréfica, visite MathGraphs.com.

@ flx+3) ) flx—1)
© f) +2 () flx) — 4
(@) 3f(x) (f) 1f()

© —f® () —f(-x)

62. Trazar transformaciones Utilice la grafica de f mostrada
en la figura para trazar la gréifica de cada funcion. Para impri-
mir una copia ampliada de la gréfica, visite MathGraphs.com.

@ fle—4)  ®) flx+2)
© f) +4 (A flx) -1
() 2f(x) (f) 2/(x)
() f(—x) (h) —f(x)

Combinar funciones En los ejercicios 63 y 64, determine
(@) flx) + g(x), (b) fx) — g(x), () flx) - g(x), (d) fx)/g(x).
63. f(x) =3x — 4 64. f(x) = x>+ 5x+ 4

glx) = 4 g) =x+1

65. Evaluar funciones compuestas Dadas f(x) = V/x y
g(x) = x? — 1, evalde cada expresion.

(@ f(g(1) (b) g(f(1)) (©) g(f(0))
@ flg(=4) (o) flgkx) () g(f(x)

66. Evaluar funciones compuestas Dadas f(x) = senx y
g(x) = rx, evalde cada expresion.

@) o)) © so

@ g(f(%)) © fgw) (D glf(x)

Encontrar funciones compuestas En los ejercicios 67 a
70, encuentre las funciones compuestas f - gy g o f. ;Cual es el
dominio de cada funcion compuesta? ;Son iguales ambas fun-
ciones compuestas?

67. f(x) = x2, glx) = Ux
6910 = % gh) =x> =1 70.f(x) = i g) = Vx+2

68. f(x) = x> — 1, glx) = cosx

71. Evaluar funciones compuestas Utilice las gréficas de f
y de g para evaluar cada expre-
sion. Si el resultado es indefini-
do, explique por qué.

@ (f-2)3) (b g(f(2)
(©) g(f(5)) d (fe8)(=3)

© (g-N=1) () flg(=1))




72. Ondas Se deja caer una roca en un estanque tranquilo, pro-
vocando ondas en forma de circulos concéntricos. El radio (en
pies) de la onda exterior estd dado por r() = 0.6¢, donde ¢ es
el tiempo, en segundos, transcurrido desde que la roca golpea el
agua. El drea del circulo estd dada por la funcion A(r) = 1.
Calcule e interprete (A ° r)(?).

Piénselo Enlos ejercicios 73y 74, F(x) = f - g - h. Identifique
las funciones para f, g y h. Existen muchas respuestas correctas.

73. F(x) = V/2x — 2 74. F(x) = —4sen(l — x)

Piénselo En los ejercicios 75 y 76, encuentre las coordena-
das de un segundo punto de la grafica de una funcion f, si el
punto dado forma parte de la grifica y la funcién es (a) par y
(b) impar.

75. (—3,4) 76. (4,9)

77. Funciones pares e impares En la figura se muestran las
graficas de f, g y h. Determine si cada funcién es par o impar o
ninguna de las dos.

6L
f A1

T
SN ey
-6 -4 -2 7T 2 4 6

T

T

Figura para 77

Figura para 78

78. Evaluar funciones compuestas El dominio de la fun-
cion fque se muestra en la figuraes —6 <x < 6.
(a) Complete la grafica de f dado que fes par.
(b) Complete la gréfica de fdado que f'es impar.

Funciones pares e impares y ceros de las funciones En
los ejercicios 79 a 82, determine si la funcién es par, impar o
ninguna de las dos. Luego determine los ceros de la funcién.
Utilice una herramienta de graficacién para verificar su resul-
tado.

79. f(x) = x*(4 — x?)
81. f(x) = xcos x

80. f(x) = ¥x
82. f(x) = sen?x

Escribir funciones En los ejercicios 83 a 86, escriba la ecua-
cion para una funcion que tiene la grafica dada.

83.
84.
85.
86.

Segmento de la recta que une (—2, 4) y (0, —6).
Segmento de la recta que une (3, 1) y (5, 8).
La mitad inferior de la pardbola x + y*> = 0.

La mitad inferior del circulo x> + y> = 36.

Dibujar una grafica En los ejercicios 87 a 90, trace una posi-
ble grafica de la situacion.

87. Lavelocidad de un aeroplano en una funcién del tiempo duran-
te un vuelo de 5 horas.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

P3 Funciones y sus graficas 29

La altura de una pelota de béisbol en funcién de la distancia
horizontal durante un home run.

La cantidad de cierta marca de un zapato vendida por una tien-
da de deportes en funcién del precio del articulo.

El valor de un auto nuevo en funcién del tiempo en un periodo
de 8 afos.

Dominio Determine el valor de ¢ de manera que el dominio

de la funcién f(x) = /¢ — x? sea[—5, 5].

Dominio Determine todos los valores de ¢ de manera que
el dominio de la funcién

x+3
X2 +3cx+6

f) =

es el conjunto de todos los niimeros reales.

Razonamiento grafico Un termostato controlado de ma-
nera electronica estd programado para reducir la temperatura
automadticamente durante la noche (vea la figura). La tempera-
tura 7, en grados Celsius, estd dada en términos de ¢, el tiempo
en horas de un reloj de 24 horas.

T

24+
20+

L

12+

] ]
T T

|
{369

F——4—F—1

]
T
12 15 18 21 2

(a) Calcule T(4) y T(15).

(b) Si el termostato se reprograma para producir una tempera-
tura H(r) = T(¢ — 1), {qué cambios habrd en la temperatura?
Explique.

(c) Si el termostato se reprograma para producir una tempera-
tura H(f) = 1(¢) — 1, {qué cambios habrd en la temperatura?
Explique.

&C()MO LO VE? El agua fluye a una vasija de 30
centimetros de altura a velocidad constante, llendando-
la en 5 segundos. Utilice esta informacion y la forma
de la vasija que se muestra en la figura para responder
a las siguientes preguntas, si d es la profundidad del
agua en centimetros y ¢ es el tiempo en segundos (vea
la figura).

—_—

30 cm

le— Q, —|
———

(a) Explique por qué d es una funcién de z.
(b) Determine el dominio y el rango de dicha funcién.
(c) Trace una posible gréfica de la funcion.

(d) Use la grafica del inciso (c) para calcular d(4). ;Qué
representa esto?
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99.

100.

101.

102.

103.
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Modelar datos En la tabla se muestra el nimero prome-
dio de acres por granja en Estados Unidos para ciertos afos.
(Fuente: U.S. Department of Agriculture.)

Afio 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2010
Superficie| o0 | 320 | 29| 460 | 436 | 418
en acres

(a) Represente graficamente los datos, donde A es la superficie
en acres y ¢ es el tiempo en afios, donde # = 5 corresponde
a 1960. Trace a mano una curva que aproxime los datos.

(b) Utilice la curva del inciso (a) para calcular A(25).

96. Aerodinamica automotriz
La potencia H, en caballos de fuerza, que requiere cierto

automovil para vencer la resistencia del viento esta dada
aproximadamente por

H(x) = 0.002x% + 0.005x — 0.029, 10 < x < 100

donde x es la velo-
cidad del automovil
en millas por hora.

a) Represente
H con una
herramienta de
graficacion.

(b) Reescriba la fun-
cién de potencia de tal modo que x represente la velo-
cidad en kilémetros por hora. [Encuentre H(x/1.6).]

® &6 6 0 & & 0 & 0 06 o 0 0o & o 0 o o 0 O 0o 0 0 0 o o
Piénselo Escriba la funcién f(x) = |x| + |x — 2]|sin utili-
zar los signos de valor absoluto (puede repasar el valor abso-
luto en el apéndice C).

Redaccion Utilice una herramienta de graficacién para
representar las funciones polinomiales p,(x) = x¥* —x + 1y
pz(x) = x* — x. ;Cudntos ceros tiene cada una de estas fun-
ciones? ;Existe algiin polinomio cubico que no tenga ceros?
Explique su respuesta.

Demostracion Demuestre que la funcién es impar.
- 2+ 1
f&) = ay,, x>+ + -

Demostracion Demuestre que la funcién es par.

. 3
+ a;x° + ax

F) = @, X" + ay, x> 72+ - -

Demostracion Demuestre que el producto de dos fun-
ciones pares (o impares) es una funcién par.

. 2
+ a,x” + q,

Demostracion Demuestre que el producto de una funcién
impar y una par es una funcién impar.

Longitud Una recta que pasa por el punto (3, 2) forma
con los ejes x y y un tridngulo rectdngulo en el primer cua-
drante (vea la figura). Exprese la longitud L de la hipotenusa
como funcién de x.

H’ 104.

Volumen Se va a construir una caja abierta (sin tapa) de
volumen maximo con una pieza cuadrada de material de 24
centimetros de lado, recortando cuadrados iguales en las es-
quinas y doblando los lados hacia arriba (vea la figura).

Fid

"~
24 —2x

FXA<e—— 24 — Dx —>+XH

(a) Exprese el volumen V como funcién de x, que es la longi-
tud de las esquinas cuadradas. (Cudl es el dominio de la
funcién?

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién volumen y aproximar las dimensiones de la caja
que producen el volumen maximo.

(c) Utilice la funcién table de la herramienta de graficacién
para verificar la respuesta del inciso (b). (Se muestran los
dos primeros renglones de la tabla.)

Longitud
Altura, x y altura Volumen, V
1 24 — 2(1) 1[24 — 2(1)? = 484
2 24 — 2(2) 2[24 — 2(2)]? = 800

¢Verdadero o falso? Enlos ejercicios 105 a 110, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
0 dé un ejemplo que demuestre que es falso.

105.
106.

107.

108.

109.

110.

Si fla) = f(b), entonces a = b.

Una recta vertical puede cortar la grafica de una funcién a lo
mads una vez.

Si f(x) = f(—x) para todo x en el dominio de f, entonces la
grafica de f'es simétrica con respecto al eje y.

Si f'es una funcidn, entonces
flax) = af (x).

La gréfica de una funcién de x no puede tener simetria res-
pecto al eje x.

Si el dominio de una funcién consta de un solo nimero, en-
tonces su rango debe consistir también en un solo nimero.

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM
111. Sea R la region constituida por los puntos (x, y) del pla-

112. Considere un polinomio f{x) con coeficientes reales que

Estos problemas fueron preparados por el Comittee on the Putnam Prize Com-
petition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos re-
servados.

no cartesiano que satisfacen tanto |x| — |y| = 1 como
|y| = 1. Trace laregién R y calcule su drea.

tienen la propiedad f(g(x)) = g(f(x)) para todo polino-
mio g(x) con coeficientes reales. Determine y demuestre
la naturaleza de f(x).
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Dibujo realizado por
computadora, basado en la
ilustracion a tinta del famoso
estudio de Leonardo da Vinci
sobre las proporciones humanas,
titulado El hombre de Vitruvio.

76
74
72 +
70 1+
68 +
66
64
62 18,

60 .

1 1 1 1 1 1 1 1 1 X

T T T T T T T T T

60 62 64 66 68 70 72 74 76
Altura (en pulgadas)

(en pulgadas)

Extension de los brazos

Datos y su modelo lineal.
Figura P.32

M Ajustar un modelo lineal a un conjunto de datos de la vida cotidiana.
M Ajustar un modelo cuadratico a un conjunto de datos de la vida cotidiana.
M Ajustar un modelo trigonométrico a un conjunto de datos de la vida cotidiana.

Ajuste de un modelo lineal a los datos

Una de las premisas bdsicas de la ciencia es que gran parte de la realidad fisica puede
describirse matemdticamente y que muchos de los fendmenos fisicos son predecibles.
Esta perspectiva cientifica constituyé parte de la revolucién cientifica que tuvo lugar en
Europa a finales del siglo XVI. Dos de las primeras publicaciones ligadas a esta revolu-
cién fueron On the Revolutions of the Heavenly Spheres, del astrbnomo polaco Nicolaus
Copernicus, y On the Fabric of the Human Body, del anatomista belga Andreas Vesalius.
Publicados ambos en 1543, rompian con la tradicion al sugerir el uso de un método
cientifico en lugar de la confianza ciega en la autoridad.

Una técnica fundamental de la ciencia moderna consiste en recopilar datos y luego
describirlos por medio de un modelo matemaético. Por ejemplo, los datos del ejemplo 1
estan inspirados en el famoso dibujo de Leonardo da Vinci que indica que la altura de
una persona y la extension de sus brazos son iguales.

EJEMPLO 1 Ajustar un modelo lineal a los datos

 +« «D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Un grupo de 28 alumnos recopil6 los siguientes datos, que representan sus estaturas x y
las extensiones de sus brazos y (redondeados a la pulgada mas cercana):

(60, 61), (65, 65), (68, 67), (72, 73), (61, 62), (63, 63), (70, 71),
(75, 74), (71, 72), (62, 60), (65, 65), (66, 63), (62, 62), (72, 73),
(70, 70), (69, 68), (69, 70), (60, 61), (63, 63), (64, 64), (71, 71),
(68, 67), (69, 70), (70, 72), (65, 65), (64, 63), (71, 70), (67, 67)

Encuentre un modelo lineal que represente estos datos.

Soluciéon Existen varias maneras de representar estos datos mediante una ecuacion.
La mads sencilla seria observar que x y y son casi iguales y tomar como modelo y = x.
Un andlisis mds cuidadoso consistiria en recurrir a un procedimiento de la estadistica
denominado regresion lineal. (Procedimiento que se estudiard en la seccién 13.9.) La
recta de regresion de minimos cuadrados para estos datos es

y = 1.006x — 0.23.

Recta de regresién de minimos cuadrados.

En la figura P.32 se muestra la grafica del modelo y los datos. A partir de este modelo se
puede observar que la extension de los brazos de una persona tiende a ser aproximada-
mente igual a su estatura.

Muchas herramientas de graficacién tienen incorporados
programas de regresion de minimos cuadrados. Por lo general, se introducen los
datos y después se ejecuta el programa. El programa suele mostrar como resulta-
do la pendiente y la interseccidn en y de la recta que mejor se ajusta a los datos y
el coeficiente de correlacion r. El coeficiente de correlacion mide qué tan bien se
ajusta el modelo a los datos. Cuanto mds préximo a 1 es Irl, mejor es el ajuste. Por
ejemplo, el coeficiente de correlacion para el modelo del ejemplo 1 es r = 0.97, lo
que indica que el modelo se ajusta bien a los datos. Si el valor de r es positivo, las
variables tienen una correlacién positiva, como ocurre en el ejemplo 1. Si el valor
de r es negativo, las variables tienen una correlacién negativa.

..............v

Hal_P/Shutterstock.com
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Altura (en pies)

Gréfica de dispersion de los datos.

Capitulo P

Preparacién para el calculo

Ajuste de un modelo cuadratico a los datos

Una funcién que define la altura s de un objeto que cae en términos del tiempo 7 se llama
funcion de posicion. Si no se considera la resistencia del aire, la posicién de un objeto

que cae se puede modelar por

s(r) = 3gr + vyt + s,

donde g denota la aceleracién de la gravedad, v, la velocidad inicial y s, la altura inicial.
El valor de g depende de donde se deja caer el objeto. En la tierra, g es aproximadamente

-32 pies/s?, 0 —9.8 m por segundo cuadrado.

Para descubrir el valor de g experimental, se pueden registrar en varios instantes las

alturas de un objeto cayendo, como se muestra en el ejemplo 2.

EJEMPLO 2 Ajustar un modelo cuadratico a los datos

Se deja caer un balén de basquetbol desde una altura de Si pies. Se mide la altura del

baldén 23 veces, a intervalos de aproximadamente 0.02 s. Los resultados se muestran en

la siguiente tabla.

Tiempo 0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.099996
Altura | 5.23594 | 5.20353 5.16031 5.0991 5.02707 | 4.95146
Tiempo | 0.119996 | 0.139992 | 0.159988 | 0.179988 | 0.199984 | 0.219984
Altura | 4.85062 | 4.74979 | 4.63096 | 4.50132 | 4.35728 | 4.19523
Tiempo | 0.23998 | 0.25993 | 0.27998 | 0.299976 | 0.319972 | 0.339961
Altura | 4.02958 | 3.84593 3.65507 | 3.44981 3.23375 | 3.01048
Tiempo | 0.359961 | 0.379951 | 0.399941 | 0.419941 | 0.439941

Altura | 2.76921 2.52074 | 2.25786 1.98058 1.63488

T T T
01 02 03

T T
04 05

Tiempo (en segundos)

Figura P.33

Encuentre el modelo que se ajusta a estos datos y utilicelo para pronosticar el instante
en el que el balén golpeara el suelo.

Solucion Comience dibujando la nube de puntos o diagrama de dispersién que re-
presenta los datos, como se muestra en la figura P.33. En la nube de puntos o diagrama
de dispersidn observe que los datos no parecen seguir un modelo lineal. Sin embargo,
parece que obedecen a un modelo cuadratico. Para comprobarlo, introduzca los datos
en una herramienta de graficacion con un programa para regresiones cuadraticas. Debe
obtener el modelo

s = —15.451> — 1.302r + 5.2340.

Al usar este modelo, puede pronosticar en qué instante el balén golpea el suelo, sustitu-
yendo s por 0 y despejando 7 de la ecuacién resultante.

Pardbola de regresion de minimos cuadrados

0 = —1545 — 1.302r + 5.2340 Seas = 0.
—b + /b*> — 4dac _
r = Férmula cuadrética
2a
| —(—1302) + (—1302)7 = 4(—1545)(5.2340)  Sustituya a — — 1545,
r= 2(— 1545) b=—1302 y c = 52340.

t =054

Escoja la solucién positiva.

La solucién aproximada es 0.54 s. En otras palabras, el balén continuard cayendo duran-
te 0.1 s mds antes de tocar el suelo.

gesig=—1545 0 g = —30.90 o



La cantidad de luz recibida en la
Tierra varia con la época del ano.
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Figura P.34
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Ajuste de un modelo trigonométrico a los datos

. Qué es el modelado matemético? Esta es una de las preguntas que se plantean en la obra
Guide to Mathematical Modelling. A continuacidn se transcribe parte de la respuesta.*®

1. El modelado matematico consiste en aplicar las habilidades matematicas para obte-
ner respuestas Utiles a problemas reales.

2. Aprender a aplicar las habilidades matemadticas es muy distinto del aprendizaje de
las propias matemadticas.

3. Se utilizan modelos en una gran variedad de aplicaciones, algunas de las cuales
parecen, en principio, carecer de naturaleza matematica.

4. Con frecuencia los modelos permiten una evaluacion rdpida y econémica de las
alternativas, lo que conduce hacia soluciones 6ptimas que de otra manera no resul-
tarfan “correctas”.

5. En la elaboraciéon de modelos matemadticos, no existen reglas precisas ni respuestas
“correctas”.

6. El modelado matematico sé6lo se puede aprender haciéndolo.

EJEMPLO 3 Ajustar un modelo trigonométrico a los datos

En la Tierra, el nimero de horas de luz solar en un dia cualquiera depende de la latitud y
la época del afio. El nimero de minutos de luz solar diarios en una latitud de 20 grados
norte durante los dias mas largos y mas cortos del afio fueron: 801 minutos el 21 de
junio y 655 minutos el 22 de diciembre. Utilice estos datos para elaborar un modelo co-
rrespondiente a la cantidad de luz solar d (en minutos) para cada dia del afio en un lugar
ubicado a 20 grados de latitud norte. ;Cémo podria verificar la exactitud del modelo?

Solucion Esta es una manera de elegir cémo elaborar un modelo. Puede establecer la
hipétesis de que el modelo es una funcién seno con un periodo de 365 dias. Utilizando
los datos, puede concluir que la amplitud de la grafica es (801 — 655)/2, o sea 73. De tal
modo, un posible modelo es

d=728~173 sen<@ + 71).
365 2
En este modelo, 7 representa el nimero del dia del afio, donde # = 0 corresponde al
22 de diciembre. En la figura P.34 se muestra una grafica de este modelo. Para verificar
la precision del modelo, se consulta en un almanaque el nimero de minutos de luz diur-
na en diferentes dias del afio en una latitud de 20 grados norte.
Horas de luz que

Fecha Valor de ¢ Horas de luz reales pronostica el modelo
Dic 2 0 655 min 655 min
Ene 1 10 657 min 656 min
Feb 1 41 676 min 672 min
Mar 1 69 705 min 701 min
Abr 1 100 740 min 739 min
May 1 130 772 min 773 min
Jun 1 161 796 min 796 min
Jun 2 181 801 min 801 min
Jul 1 191 799 min 800 min
Ago 1 222 782 min 785 min
Sep 1 253 752 min 754 min
Oct 1 283 718 min 716 min
Nov 1 314 685 min 681 min
Dic 1 344 661 min 660 min
Como se puede observar, el modelo es bastante preciso. |

*Texto tomado de Guide to Mathematical Modelling, de Dilwyn Edwards y Mike Hamson (Boca
Raton: CRC Press, 1990). Utilizado con autorizacion de los autores.

hjschneider/iStockphoto.com
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numeracion impar.

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

B s,

P4 FEjercicios

Salarios Cada par ordenado da el salario semanal promedio
de los trabajadores del gobierno federal y el salario semanal
promedio de los trabajadores del gobierno del estado para el
afo 2001 hasta el 2009. (Fuente: Oficina de Estadisticas La-
borales de E.U.).

(941, 727), (1001, 754), (1043, 770), (1111, 791), (1151, 812),
(1198, 844), (1248, 883), (1275, 923), (1303, 937)

(a) Represente graficamente los datos. De la observacion
de esta gréfica, ;parece que los datos siguen un modelo
aproximadamente lineal?

(b) Descubra de manera visual un modelo lineal para los da-
tos y represéntelo grificamente.

(c) Utilice el modelo para aproximar y si x = 1075.

Calificar en cuestionarios Los siguientes pares ordena-
dos son las calificaciones de dos cuestionarios consecutivos de
15 puntos aplicados a una clase de 15 alumnos.

(7, 13), (9, 7), (14, 14), (15, 15), (10, 15), (9, 7), (11, 14), (7,
14), (14, 11), (14, 15), (8, 10), (15, 9), (10, 11), (9, 10), (11, 10)

(a) Represente graficamente los datos. A la vista de esta gra-
fica, ;parece que la relacién entre calificaciones consecu-
tivas sea aproximadamente lineal?

(b) Si los datos parecen aproximadamente lineales, construya
un modelo lineal para ellos. Si no, encuentre alguna expli-
cacién posible.

Ley de Hooke La ley de Hooke establece que la fuerza F'
necesaria para comprimir o estirar un resorte (dentro de sus
limites eldsticos) es proporcional a la variacién de longitud d
que experimenta. Esto es, F' = kd, donde k es una medida de
la resistencia del resorte a la deformacion y se denomina cons-
tante eldstica. La siguiente tabla muestra el alargamiento d, en
centimetros, de un resorte cuando se le aplica una fuerza de

(b) Utilice la herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo. ;De qué manera se ajusta el modelo a
los datos? Explique el razonamiento.

(c) Utilice el modelo para estimar la velocidad del objeto
transcurridos 2.5 segundos.

Consumo de energia y producto interno bruto Los
siguientes datos muestran el consumo de electricidad per ca-
pita (en miles de ddlares) en 2001, en varios paises. (Fuente:
U.S. Energy Information Administration and The World Bank.)

Argentina (81,7.19) India (17, 1.04)
Australia (274, 40.24) Italia (136, 35.46)
Bangladesh (6,0.52) Jap6n (172, 38.13)
Brasil (54,7.30) Meéxico (66, 9.99)
Canadd (422, 43.64) Polonia (101, 11.73)
Ecuador (35, 3.69) Turquia (57,9.02)
Hungria (110, 12.81) Venezuela | (121, 9.23)

(a) Utilice la funcién de regresion en la herramienta de gra-
ficacién para encontrar un modelo lineal para los datos.
(Cudl es el coeficiente de correlacion?

(b) Utilice la herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo.

(c) Interprete la grafica del inciso (b). Utilice la gréfica para
identificar los cuatro paises que mds difieren del modelo
lineal.

(d) Borre los datos correspondientes a los cuatro paises iden-
tificados en el inciso (c). Ajuste un modelo lineal para el
resto de los datos y encuentre su coeficiente de correlacion.

iCOMO LO VE? Determine si los datos pueden mo-

F newtons.

F | 20

40

60

80

100

1.4

2.5

4.0

53

6.6

o

delarse por medio de una funcién lineal, una funcién
cuadrdtica o una funcién trigonométrica, o que no
parece haber ninguna relacion entre x y y.

(a) Encuentre la funcién de regresién en la herramienta de
graficacion, usando un modelo lineal para los datos.

(b) Use la herramienta de graficacion para representar los da-
tos y el modelo. ;Qué tanto se ajusta el modelo a los datos?
Explique su razonamiento.

(c) Utilice el modelo para estimar el alargamiento del resorte
cuando se aplica la fuerza de 55 newtons.

Caida de un objeto En un experimento, unos estudiantes
midieron la velocidad s (en metros por segundo) de un objeto
en caida ¢ segundos después de dejarlo caer. Los resultados se
presentan en la siguiente tabla.

t |0 1 2 3 4

s | 0] 11.0 | 194 | 292 | 394

(a) Usando la funcién de regresién en la herramienta de frac-
cion, encuentre un modelo lineal para los datos.

(@ 7 (b)
© v  ”
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Resistencia de una viga Los estudiantes de un laboratorio
midieron la fuerza de ruptura S (en libras) de una pieza de ma-
dera de 2 pulgadas de espesor, con x pulg. de altura y 12 pulg.
de longitud. Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

X 4 6 8 10 12

S | 2370 | 5460 | 10,310 | 16,250 | 23,860

(a) Utilice las capacidades de regresion de una herramienta de
graficacion para encontrar un modelo cuadratico para los
datos.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para trazar los da-
tos y graficar el modelo.

(c) Utilice el modelo para aproximar la resistencia a la rotura
cuando x = 2.

(d) ¢(Cudntas veces mayor es la resistencia a la rotura de una
placa de 4 pulgadas de alto que para una tabla de 2 pulga-
das de alto?

(e) (Cudntas veces es mayor la resistencia a la rotura de una
placa de 12 pulgadas de alto, que la de un tablero de
6 pulgadas de alto? ;Cuando la altura de una mesa se in-
crementa en un factor, la resistencia a la rotura aumenta
por el mismo factor? Explique.

Desempeno automotriz La siguiente tabla muestra el
tiempo 7 (en segundos) que se requiere para alcanzar una velo-
cidad de s millas por hora en un Volkswagen Passat, como se
muestra en la tabla. (Fuente: Car & Driver.)

s| 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 90

t |27 3849638099 | 122

(a) Utilice las funciones de regresion de la herramienta de
graficacion para encontrar un modelo cuadritico para los
datos.

(b) Utilice la herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo.

(c) Utilice la grafica del inciso (b) para establecer por qué el
modelo no es apropiado para determinar el tiempo nece-
sario para alcanzar velocidades inferiores a 20 millas por
hora.

(d) Puesto que en las pruebas se partia del reposo, agregue el
punto (0, 0) a los datos. Ajuste y represente graficamente
un modelo cuadritico a los nuevos datos.

(e) El modelo cuadrético, ;modela con mayor precision el
comportamiento del automévil a bajas velocidades? Ex-
plique su respuesta.

Rendimiento del motor de un automévil Un motor
V8 estd acoplado a un dinamdémetro, y la potencia se mide a
diferentes velocidades del motor (en miles de revoluciones por
minuto). Los resultados se muestran en la tabla.

X 1 2 3 4 5 6

y| 40 | 85 140 200 225 245

(a) Utilice las capacidades de regresion de una herramienta
de graficacion para encontrar un modelo ctbico para los
datos.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para trazar los da-
tos y graficar el modelo.

(c) Utilice el modelo para aproximarse a la potencia cuando el
motor estd funcionando a 4500 revoluciones por minuto.

P4

FE 10.

Ajuste de modelos a colecciones de datos 35

Temperatura de ebullicion La tabla muestra las tem-
peraturas (en grados Fahrenheit) en las que el agua hierve a
presiones seleccionadas p (en libras por pulgada cuadrada).
(Fuente: Standard Handbook for Mechanical Engineers.)

5 10 14.696 (1 atmosfera) 20

T | 162.24° | 193.21° 212.00° 227.96°
30 40 60 80 100

T | 250.33° | 267.25° | 292.71° | 312.03° | 327.81°

H’ 11.

(a) Utilice las capacidades de regresion de una herramienta
de graficacion para encontrar un modelo ctbico para los
datos.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para trazar los da-
tos y graficar el modelo.

(c) Utilice la grafica para estimar la presion requerida para el
punto de ebullicién del agua al ser superior a 300°F.

(d) Explique por qué el modelo no seria preciso para presio-
nes superiores a 100 libras por pulgada cuadrada.

Costos de automoviles Los datos de la tabla muestran
los costos variables de operacién de un automévil en Esta-
dos Unidos para el afio 2000 hasta el 2010, donde ¢ es el afio,
con t = 0 los correspondientes a 2000. Las funciones y,, y, ¥
y; representan los costos en centavos de ddlar por milla para
combustible, mantenimiento y neumadticos, respectivamente.
(Fuente: Oficina de Estadisticas de Transporte de E.U.)

1 Vi Y Y3
0 6.9 3.6 1.7
1 7.9 3.9 1.8

2 5.9 4.1 1.8

3 7.2 4.1 1.8
4 6.5 54 0.7
5 9.5 4.9 0.7
6 8.9 4.9 0.7
7 11.7 4.6 0.7
8 10.1 4.6 0.8

9 11.4 4.5 0.8

10 | 123 4.4 1.0

(a) Utilice las capacidades de regresion de una herramienta de
graficacién para encontrar modelos ctibicos paray; y ys, y
un modelo cuadrético para y,.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para trazar y,, y,,
Y3 ¥ ¥, T ¥, + y; en la misma ventana de visualizacion.
Utilice el modelo para estimar el costo variable total por
millas en 2014.
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Organizaciones de asistencia sanitaria La siguiente
grifica de barras muestra el nimero de personas N (en mi-
llones) que recibieron atencion en organizaciones de asisten-
cia sanitaria de 1994 a 2008. (Fuente: HealthLeaders-Inter-
Study.)

Internamiento en organizaciones
N de asistencia sanitaria

%
@
|_|
7
(a) Seatel tiempo en afios, t = 4 corresponde a 1994. Utilice

las funciones de regresién de una herramienta de grafica-

cién para encontrar los modelos lineal y cubico para los
datos.

90 -+
80
70+
60+
50+
40+
30+

§
10 + H
N

20+
5

1813
180.9

p
=)
=

]76.1
|71.8

|73.9
]73.9
| 74.7

|68.8
169.2

Personas atendidas en millones

~ 422
o 52.5
00 64.8

T T T T T
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Afio (4 <> 1994)

(b) Utilice una herramienta de graficacion para representar
los datos y los modelos lineal y cubico.

(c

~

Utilice la grafica anterior para determinar qué modelo es
mejor.

(d) Utilice una herramienta de graficacién para encontrar la
gréfica del modelo cuadrético de los datos.

(e

~—

Utilice los modelos lineal y ctibico para estimar el nimero
de personas que recibieron atencion en las organizaciones de
asistencia sanitaria durante 2014. ;Qué observa?

(f) Utilice una herramienta de graficacién para encontrar
otros modelos para los datos. {Qué modelos se considera
que representan mejor los datos? Explique su respuesta.

Movimiento armonico Un detector de movimiento mide
el desplazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un re-
sorte. En la figura se muestran los datos recabados y los des-
plazamientos maximos (positivo y negativo) aproximados a
partir del punto de equilibrio. El desplazamiento y se mide en
centimetros y el tiempo ¢ en segundos.

y

31 ((;.125, 2.35)

e%e %o
7 -l® . ° °
° ° °
eqe o
1Ak \
(0.375, 1.65)

1

(a) (Esy funcién de 1?7 Explique su respuesta.
(b) Calcule la amplitud y el periodo de las oscilaciones.
(c) Encuentre un modelo para los datos.

(d) Represente el modelo del inciso (c) con una herramienta
de graficacién y compare el resultado con los datos de la
figura.

H:! 14. Temperatura La siguiente tabla muestra las temperaturas

madximas diarias en Miami, M, y Siracusa, S (en grados Fah-
renheit, donde 7 = 1 corresponde a enero (Fuente: NOAA.)

M| 765 | 77.7 | 80.7 | 83.8 | 87.2 | 89.5

S | 314 | 335 | 43.1 | 55.7 | 685 | 77.0

t 7 8 9 10 11 12

M| 909 | 90.6 | 89.0 | 854 | 81.2 | 775

S | 81.7 | 79.6 | 71.4 | 59.8 | 474 | 363

(a) Siun modelo para Miami es
M(t) = 83.70 + 7.46 sen (0.4912¢ — 1.95)

Encuentre el modelo para Siracusa.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar
los datos y el modelo correspondientes a las temperaturas
en Miami. ;Es bueno el ajuste?

(c) Utilice una herramienta de graficacion para representar
los datos y el modelo correspondientes a las temperaturas
en Siracusa. (Es bueno el ajuste?

(d) Utilice los modelos para estimar la temperatura promedio
anual en cada ciudad. ;Qué término del modelo se utiliz6?
Explique su respuesta.

(e) (Cuadles el periodo en cada modelo? (Es el que se espera-
ba? Explique sus respuestas.

(f) ¢(Qué ciudad presenta una mayor variaciéon de tempera-
turas a lo largo del afio? ;Qué factor de los modelos lo
determina? Explique sus respuestas.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Modelador datos En los ejercicios 15 y 16, describa una
situacion real factible para cada conjunto de datos. A con-
tinuacion, explique como puede utilizar un modelo en un
entorno real.

15. Y 16. ~

DESAFi0OS DEL EXAMEN PUTNAM

17. Parai = 1, 2, sea T, un tridngulo con lados de longitud a;,
b, c;y drea A;. Suponga que a, = a,, b, = b,, ¢, = ¢,y que
T, es un tridngulo agudo. ;Se cumple que A| = A,?

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putman Prize Com-

petition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos re-

servados.
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Ejercicios de repaso

Encontrar intersecciones En los ejercicios 1 a 4, encuentre
las intersecciones.

1.y=5x—38 2. y=x*—8x+ 12
-3
3.y=if4 4. y=(x-3)/x+4

Pruebas para encontrar simetria En los ejercicios 5 a 8,
verifique si existe simetria respecto a cada eje y al origen.

6. y=x*—-—x>+3
8. xy=-2

5.y=x"+ 4x

7.y =x>-5
Dibujar una grafica usando intersecciones y simetria En
los ejercicios 9 a 14, dibuje la grafica de la ecuacion. Identifique
la interseccion y prueba de simetria.

9. y= —%x + 3
11. y = X3 — 4x
13 y=2/4—x
Encontrar los puntos de interseccion En los ejercicios 15

a 18, utilice una herramienta de graficacion para encontrar el
o los puntos de interseccion de las graficas de las ecuaciones.

10. y=—x>+4
12. y» =9 — x
4. y=|x—4 -4

15. 5x + 3y = —1 16. 2x + 4y =9
x— y=-5 6x —4y =17
17. x—y=-5 18. > +y>=1
x—y=1 —x+y=1

Encontrar la pendiente de una recta En los ejercicios 19 y
20, dibuje los puntos y calcule la pendiente de la recta que pasa
por ellos.

3 5
19. (3,1),(5.3)
20. (—=7,8),(—1,8)
Encontrar la pendiente de una recta En los ejercicios 21 a

24, halle una ecuacién de la recta que pasa por el punto y tiene
la pendiente indicada. Después dibuje la recta.

Punto Pendiente Punto Pendiente
21. 3,-5) m=1 22. (-8,1)

23.(=3,00 m=—3 24. (5,4) m=0

m es indefinida.

Dibujar rectas en el plano En los ejercicios 25 a 28, utilice
la pendiente y la interseccion y dibuje una grafica de la ecua-
cion.

25.y =16

27. y=4x -2

26. x = —3
28. 3x + 2y =12
Encontrar una ecuacion de una recta En los ejercicios 29

y 30, encuentre una ecuacion de la recta que pasa por los pun-
tos. Después dibuje la recta.

29. (0,0), (8,2)
30. (=5,5), (10, —1)

31. Encontrar ecuaciones de rectas Encuentre las ecuacio-
nes de las rectas que pasan por (—3, 5) y tienen las siguientes
caracteristicas.

(a) Pendiente ;%

(b) Paralela a larecta Sx —3y =3

(c) Perpendicular a la linea 3x + 4y = 8
(d) Paralela al eje x

32. Encontrar ecuaciones de rectas Encuentre las ecuacio-
nes de las rectas que pasan por (2, 4) y poseen las siguientes
caracteristicas.

(a) Pendiente 7%

(b) Perpendicular alarectax +y =20
(c) Pasa por el punto (6, 1)

(d) Paralela al eje x

33. Razon de cambio El precio de adquisicién de una mé-
quina nueva es $12,500, y su valor decrecerd $850 por afio.
Utilice esta informacién para escribir una ecuacion lineal que
determine el valor V de la mdquina ¢ afios después de su adqui-
sicién. Calcule su valor transcurridos 3 afios.

34. Punto de equilibrio Un contratista adquiere un equipo
en $36,500 cuyo costo de combustible y mantenimiento es de
$9.25 por hora y a los clientes se les cargan $30 por hora.

(a) Escriba una ecuacion para el costo C que supone hacer
funcionar el equipo durante ¢ horas.

(b) Escriba una ecuacioén para los ingresos R derivados de
t horas de uso del equipo.

(c) Determine el punto de equilibrio, calculando el instante en
elque R = C.

Evaluar una funcion En los ejercicios 35 a 38, evalie la fun-
cion en el valor dado (s) de la variable independiente. Simplifi-
que el resultado.

35. f(x) =5x + 4 36. f(x) = x> — 2x

(a) f£(0) (@ f(=3)
(b) £(5) (b) £(2)
(c) f(=3) (©) f(=1)
(@ fe+1) (d fle = 1)
37. f(x) = 442 38. f(x) =2x— 6
flr+ Ay — f(x) f) —f(=1)
Ax x—1

Encontrar el rango y el dominio de una funcion En los
ejercicios 39 a 42, encuentre el dominio y el rango de la funcion.
39, fx) =x>+3

40. g(x) = V6 — x

41. f(x) = —|x + 1|

2
x+ 1

42. h(x) =
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Usar el criterio de la recta vertical Enlos ejercicios 43 a 46, H" 51.

dibuje la grafica de la ecuacién y utilice el criterio de la recta
vertical para determinar si es una funcion de x.

43. x — y? =
4. x> —y=0
|x — 2]
45y ==l
Sy x—2
46. x =9 — y?

Transformar funciones Utilice una herramienta de grafi-
cacién para representar f(x) = x°— 3x%. Empleando la gréfica,
escriba una férmula para la funcién g de la figura. Para impri-
mir una copia ampliada de la gréfica, visite MathGraphs.com

(a) 6 (b) 2
2,1
—1 v |: A / | 6

o . A
\
(0, 1)
_2 \ 4

4,-3)

(2,5)

—1 -4

Conjetura

(a) Utilice una herramienta de graficacién para representar
las funciones f, g y & en una misma ventana. Haga una
descripcion por escrito de las similitudes y diferencias ob-
servadas entre las graficas.
Potencias impares: f(x) = x, g(x) = x>, h(x) = x°

fx) = 2% g(x) = x*, hix) = x°

Utilice el resultado del inciso (a) para hacer una conjetura
respecto a las graficas de las funciones y = x" y y = x%.
Utilice una herramienta de graficacién para verificar su
conjetura.

Potencias pares:

(b)

Piénselo Utilizando el resultado del ejercicio 48, trate de
pronosticar las formas de las graficas f, g y h. Luego represente
las funciones con una herramienta de graficacién y compare el
resultado con su estimacién.

@ fx) = ¥*(x = 6)
(b) g(x) = x*(x — 6)?
(c) h(x) = x*(x — 6)°
50. Piénselo ;Cudles el menor grado posible de la funcién po-

linomial cuya gréfica se aproxima a la que se muestra en cada
inciso? {Qué signo debe tener el coeficiente principal?

(b)

(a) Y

(d)

Fl’ 52.

53.

Prueba de esfuerzo Una pieza de maquinaria se somete
a una prueba dobldndola x centimetros, 10 veces por minuto,
hasta el instante y (en horas) en el que falla. Los resultados se
registran en la siguiente tabla.

x| 3 6 9 | 12 | 15

y | 61 | 56 | 53 | 55 | 48

x | 18 | 21 | 24 | 27 | 30

y | 35|36 |33 |44 | 23

(a) Utilice las capacidades de regresion de una herramienta de
graficacién para encontrar un modelo lineal para los datos.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar
los datos y el modelo.

(c) Utilice la gréifica para determinar si pudo haber cometido
un error al realizar una de las pruebas o al registrar los
resultados. Si es asi, suprima el punto erréneo y encuentre
el modelo lineal para los datos revisados.

Ingreso medio Los datos de la tabla muestran el ingreso
medio (en miles de ddlares) para los hombres de diversas eda-
des en Estados Unidos en 2009. (Fuente: Oficina del Censo de
E.U.).

X 20 30 40 50 60 70

y | 10.0 | 319 | 422 | 447 | 413 | 259

(a) Utilice las capacidades de regresion de una herramienta de
graficacion para encontrar un modelo cuadritico para los
datos.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para trazar los da-
tos y graficar el modelo.

(c) Utilice el modelo para aproximar el ingreso medio para un
hombre que tiene 26 afios.

(d) Utilice el modelo para aproximar el ingreso medio para
un hombre que tiene 34 afios.

Movimiento armonico Un detector de movimiento mide
el desplazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un re-
sorte. En la figura se muestran los datos recabados y los des-
plazamientos maximos (positivos y negativos) aproximados a
partir del equilibrio. El desplazamiento y se mide en centime-
tros, y el tiempo 7 en segundos.

y

0.50 +
(/1.1, 0.25)

025, o®
+_HH—+—+—‘—+—+—+—+—+—Q—+—+—>. t
—025+  ee o°

(0.5, -0.25)
—0.50 +

(a) ¢(Esy una funcién de #? Explique.
(b) Calcule la amplitud y el periodo de las oscilaciones.
(c) Encuentre un modelo para los datos.

(d) Utilice una herramienta de graficacién para trazar el mo-
delo en el inciso (c). Compare el resultado con los datos
de la figura.
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Solucion de problemas

1. Encontrar rectas tangentes Considere el circulo
X +y —6x-8y=0

que se muestra en la figura.
(a) Encuentre el centro y el radio del circulo.

(b) Encuentre una ecuacidn de la recta tangente a la circunfe-
rencia en el punto (0, 0).

(c) Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la circunfe-
rencia en el punto (6, 0).

(d) ¢(En qué punto se cortan dichas tangentes?

Figura para 1 Figura para 2

2. Encontrar rectas tangentes Sean dos rectas tangentes
que van del punto (0, 1) al circulo x> + (y + 1)> =1 (vea la
figura). Encuentre las ecuaciones de ambas rectas, valiéndose
del hecho de que cada recta tangente hace interseccién con el
circulo exactamente en un solo punto.

3. Funcion de Heaviside La funcién de Heaviside H(x) se
utiliza ampliamente en aplicaciones de ingenieria.

1, x=0
H(x) =
0, x<0

Trace a mano la grafica de la funcién de Heaviside y las gréfi-
cas de las siguientes funciones.

@ Hx) =2 (b)) Hx-2)  (c) —H()

(d) H(—x) (e) 3H(x) (f) —Hx —2) +2

OLIVER HEAVISIDE (1850-1925)

Heaviside fue un fisico-matemitico britanico que contribuyé al campo
de las matematicas aplicadas, especialmente con las aplicaciones de
las matematicas a la ingenieria eléctrica. La funcion de Heaviside es un
tipo clasico de la funcién “encendido-apagado” con aplicaciones en la
electricidad y la informatica.

Science and Society/SuperStock

Dibujar transformaciones Tomando en cuenta la gréfi-
ca de la funcién que se muestra a continuacién, construya la
gréfica de las siguientes funciones. Para imprimir una copia
ampliada de la gréfica, visite MathGraphs.com.

@ flx+1)  (b) fx) + 1 y
© 2f(x) () f(—x) 4T
e —/f(x) ® ||
(@ f(|x)

Area maxima El propietario de un rancho planea crear un
potrero rectangular adyacente a un rio. Ya tiene 100 metros de
cerca, y no es necesario cercar el lado que se encuentra a lo
largo del rio (vea la figura).

(a) Escriba el drea A del potrero en funcién de x que es la
longitud del lado paralelo al rio. ;Cudl es el dominio de A?

(b) Represente grificamente la funcién de drea A(x) y estime
las dimensiones que producen la mayor cantidad de drea
para el potrero.

(c) Encuentre las dimensiones que producen la mayor canti-
dad de drea del potrero completando el cuadrildtero.

W
Figura para 5 Figura para 6

Area maxima El propietario de un rancho cuenta con 300

metros de cerca para enrejar dos potreros contiguos.

(a) Escriba el drea total A de ambos potreros como una fun-
cién de x (vea la figura). ;Cudl es el dominio de A?

(b) Represente graficamente la funcién de drea y estime las
dimensiones que producen la mayor drea de los potreros.

(c) Encuentre las dimensiones que producen la mayor canti-
dad de drea del potrero, completando el cuadrado.

Escribir una funcion Una persona se encuentra en una
lancha a 2 millas del punto mds cercano a la costa y se dirige a
un punto Q ubicado sobre la costa a 3 millas de dicho punto y
a 1 milla tierra adentro (vea la figura). Puede navegar a 2 mi-
Ilas por hora y caminar a 4 millas por hora. Escriba el tiempo
total T del recorrido en funcién de x.




40

10.

11.

Capitulo P Preparacién para el calculo

Velocidad promedio Conduce por la playa a una veloci-
dad de 120 kilémetros por hora. En el viaje de regreso condu-
ce a 60 kilémetros por hora. ;Cual es la velocidad promedio
en todo el viaje? Explique su razonamiento.

Pendiente de una recta tangente Uno de los temas
fundamentales del cdlculo es encontrar la pendiente de una
recta tangente en un punto a una curva. Para ver como puede
hacerse esto, considere el punto (2, 4) de la gréfica de f(x) = x?
(vea la figura).

TR
T
# 2 4 6

(a) Encuentre la pendiente de la recta uniendo los puntos
(2,4)y (3,9). La pendiente de la recta tangente en (2, 4),
({,€s mayor o menor que este nimero?

(b) Calcule la pendiente de la linea que une (2, 4) y (1, 1).
La pendiente de la recta tangente en (2, 4), (es mayor o
menor que este nimero?

(c) Calcule la pendiente de la recta que une (2, 4) y (2.1,

4.41). La pendiente de la recta tangente en (2, 4), ;es ma-
yor o menor que este nimero?

(d) Calcule la pendiente de la recta que une (2,4) y (2 + A,
A2 + h), para h # 0. Verifique que 7 = 1, —1 y 0.1 gene-
ran las soluciones a los incisos del (a) al (c).

(e) (Cudl es la pendiente de la recta tangente en (2, 4)? Expli-
que de qué manera obtuvo la respuesta.

Pendiente de una recta tangente Dibuje la grifica de
la funcién f(x) = /x y marque el punto (4, 2) sobre ella.

(a) Calcule la pendiente de la recta que une (4, 2) y (9, 3).
La pendiente de la recta tangente en (4, 2), ;es mayor o
menor que este nimero?

(b) Encuentre la pendiente de la recta que une (4, 2) y (1, 1).
La pendiente de la recta tangente en (4, 2), ;es mayor o
menor que este nimero?

(c) Encuentre la pendiente de la recta que une (4, 2) y (4.41,

2.1). La pendiente de la recta tangente en (4, 2), ;es mayor
0 menor que este nimero?

(d) Calcule la pendiente de la recta que une (4, 2) y (4 + A,
fl4 + h)) para h = 0.

(e) ¢Cudl es la pendiente de la recta tangente en (4, 2)? Expli-
que como obtuvo la respuesta.

Funciones compuestas Sea f(x) = I .
- X

(a) (Cuadles son el dominio y el rango de f?

(b) Encuentre la composicion de f{f(x)), ;cudl es el dominio
de esta funcion?

(c) Encuentre f{f(f(x))), (cudl es el dominio de esta funcién?

(d) Represente graficamente f{(f{f(x))). ;La grafica es una rec-
ta? Explique por qué.

12.

13.

14.

15.

Representacion grafica de una ecuacidon Explique
como se grafica la ecuacion

v+ ly =x+ |«

Trace la gréfica.

Intensidad de sonido En una enorme habitacién se en-
cuentran dos bocinas, con 3 metros de separacion entre si. La
intensidad del sonido / de una bocina es el doble de la otra,
como se muestra en la figura. (Para imprimir una copia am-
pliada de la gréfica, visite MathGraphs.com.) Suponga que el
escucha se encuentra en libertad de moverse por la habitacién
hasta encontrar la posicion en la que recibe igual cantidad de
sonido por ambas bocinas. Dicho lugar satisface dos condicio-
nes: (1) la intensidad del sonido en la posicién del escucha es
directamente proporcional al nivel de sonido de una fuente, y
(2) la intensidad del sonido es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia desde la fuente.
(a) Encuentre los puntos del eje x que reciben la misma canti-
dad de sonido de ambas bocinas.
(b) Encuentre y represente graficamente la ecuacion de todas
las posiciones (¥, y) donde se reciben cantidades de sonido
iguales de ambas bocinas.

y y
3+ 4T
3Ak
2 N
AN AN
/I \\ ZAV // \\
1+ / N /7 N
) AN 14/ N
N
1)/ AN 1)/ ~ K
_ ‘e S e = x
o2 3 1 2 3 4

Figura para 13 Figura para 14

Intensidad de sonido  Suponga que las bocinas del ejerci-
cio 13 se encuentran separadas por 4 metros y la intensidad del
sonido de una de ellas es k veces la de la otra, como se muestra
en la figura. Para imprimir una copia ampliada de la grifica,
visite MathGraphs.com.

(a) Encuentre la ecuacién para todas las posiciones (x, y) donde

se reciben cantidades de sonido iguales de ambas bocinas.

(b) Represente graficamente la ecuacién para el caso donde

(c) Describa el conjunto de posiciones con igual cantidad de
sonido a medida que k se vuelve muy grande.

Lemniscata Seand, y d, las distancias entre el punto (x, y)
y los puntos (—1, 0) y (1, 0), respectivamente, como se mues-
tra en la figura. Demuestre que la ecuacion de la grafica de
todos los puntos (x, y) que satisfacen d,d, = 1 es

(2 + y1)? = 2(x* - yA).
Esta curva se conoce como lemniscata. Trace la lemniscata e
identifique tres puntos sobre la grafica.

y

(x, y)
.

dl 1 \\dZ

— %> x
-1 1
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1.1 Una mirada previa al calculo

I R >

oo o A medida
que vaya avanzando en este
curso, le conviene recordar que
el aprendizaje de célculo es sélo
uno de sus fines. Su objetivo
mds importante es aprender a
utilizar el célculo para modelar
y resolver problemas reales. En
seguida se presentan algunas
estrategias de resolucion de
problemas que pueden ayudar.

e Asegurese de entender la
pregunta. ;Cudles son los
datos? ;Qué se le pide en-
contrar?

e Conciba un plan. Existen
muchos métodos que se
pueden utilizar: hacer un
esquema, resolver un proble-
ma sencillo, trabajar hacia
atrds, dibujar un diagrama,
usar recursos tecnolégicos y
muchos otros.

e Ejecute el plan. Asegtirese
de que responde la pregunta.
Enuncie la respuesta en pala-
bras. Por ejemplo, en vez de
escribir la respuesta como
x = 4.6, seria mejor escribir:
“El 4rea de la zona es 4.6
metros cuadrados”.

* Revise el trabajo. ; Tiene
sentido la respuesta? ;Existe
alguna forma de comprobar
lo razonable de su respuesta?

# Comprender lo que es el calculo y como se compara con el precalculo.
# Comprender que el problema de la recta tangente es basica para el calculo.
H Comprender que el problema del area también es basico para el calculo.

{Qué es el calculo?

El célculo es la matematica de los cambios (velocidades y aceleraciones). También son
objeto de célculo rectas tangentes, pendientes, dreas, volimenes, longitudes de arco,
centroides, curvaturas y una gran variedad de conceptos que han permitido a cientificos,
ingenieros y economistas elaborar modelos para situaciones de la vida real.

Aunque las matematicas del precédlculo también tratan con velocidades, aceleracio-
nes, rectas tangentes, pendientes y demads, existe una diferencia fundamental entre ellas
y el calculo. Mientras que las primeras son mds estaticas, el calculo es mds dindmico.
He aqui algunos ejemplos.

e Las matematicas del precdlculo permiten analizar un objeto que se mueve con ve-
locidad constante. Sin embargo, para analizar la velocidad de un objeto sometido a
aceleracion es necesario recurrir al célculo.

e Las matematicas del precdlculo permiten analizar la pendiente de una recta, pero para
analizar la pendiente de una curva es necesario el cdlculo.

e Las matematicas del precdlculo permiten analizar la curvatura constante de un circulo,
pero para analizar la curvatura variable de una curva general es necesario el célculo.

e Las matematicas del precdlculo permiten analizar el drea de un rectdngulo, pero para
analizar el drea bajo una curva general es necesario el cdlculo.

Cada una de estas situaciones implica la misma estrategia general: la reformulacién de
las matematicas del precédlculo a través de un proceso de limite. De tal modo, una ma-
nera de responder a la pregunta “;qué es el cdlculo?”, consiste en decir que el célculo
es una “maquina de limites” que funciona en tres etapas. La primera la constituyen las
matemadticas del precédlculo, con conceptos como la pendiente de una recta o el drea de
un rectangulo. La segunda es el proceso de limite, y la tercera es la nueva formulacion
propia del calculo en términos de derivadas e integrales.

Matematicas Proceso

deprecileulo "~ delimite - Caleuo

Por desgracia, algunos estudiantes tratan de aprender cdlculo como si se tratara de
una simple recopilacién de férmulas nuevas. Si se reduce el estudio de cdlculo a la me-
morizacion de féormulas de derivacion y de integracidn, su comprension serd deficiente,
el estudiante perderd confianza en si mismo y no obtendra satisfaccion.

En las dos pdginas siguientes se presentan algunos conceptos familiares del
precélculo, listados junto con sus contrapartes del cdlculo. A lo largo del texto se debe
recordar que el objetivo es aprender a utilizar las férmulas y técnicas del precdlculo
como fundamento para producir las formulas y técnicas mds generales del célculo. Qui-
z4s algunas de las “viejas formulas™ de las pdginas siguientes no resulten familiares para
algunos estudiantes; repasaremos todas ellas.

A medida que avance en el libro, se sugiere volver a leer estos comentarios repe-
tidas veces. Es importante saber en cudl de las tres etapas del estudio del célculo se
encuentra. Por ejemplo, los tres primeros capitulos se desglosan como sigue.

Capitulo P: Preparacion para el célculo Precélculo
Capitulo 1: Limites y sus propiedades Proceso de limite
Capitulo 2: Derivacién Célculo

Este ciclo se repite muchas veces en una escala menor en todo el libro.
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Sin calculo

Con calculo diferencial

Valor de f(x)
cuando x = ¢

y
: X

y

M(x)
X

Limite de f(x) cuando E
| c

x tiende a ¢

Pendiente de una recta

Pendiente de una curva

Recta secante
auna curva

Recta tangente
a una curva

Razoén de cambio

Razén de cambio

promedio entre % ________ . % instantineo = """ - Gy - -
t=ayt=»b ent=c t=c
Curvatura Curvatura

del circulo

de una curva

Altura de
una curva en
xX=c

~

Altura maxima de T
una curva dentro | |

. 1
de un intervalo

Plano tangente
a una esfera

Plano tangente
a una superficie b

Direccion del
movimiento a lo

largo de una recta.

Direccién del
movimiento a lo
largo de una curva
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una fuerza constante

una fuerza variable

Sin calculo Con calculo integral
y
Area de un Area bajo
rectangulo una curva .
Trabajo realizado por / \ Trabajo hecho por / \ T T

Centro de un

Centroide

rectangulo s Tl de una regién .

- o x
Longitud de un Longitud
segmento de recta de un arco

Area superficial
de un cilindro

Area superficial de
un solido de revolucion

Masa de un sélido
con densidad constante

T
T
-

Masa de un sélido
con densidad variable

Volumen de un sélido
rectangular

-y

Volumen de la region
bajo una superficie

Suma de un ndmero
finito de términos

a+a+-:-+a,=8

Suma de un nimero
infinito de términos

at+a,t+ay+- =8




Recta tangente

X

Recta tangente de la grafica de fen P.

Figura 1.1

GRACE CHISHOLM YOUNG

(1868-1944)

Grace Chisholm Young obtuvo su
titulo en matematicas de Girton
College de Cambridge, Inglaterra.
Sus primeros trabajos se publicaron
bajo el nombre de William Young, su
marido. Entre 1914y 1916, Grace
Young publicé trabajos relativos a
los fundamentos de calculo que la
hicieron merecedora del Premio
Gamble del Girton College.
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El problema de la recta tangente

El concepto de limite es fundamental en el estudio del cdlculo. A continuacién se dan
breves descripciones de dos problemas clasicos de célculo: el problema de la recta tan-
gente y el problema del drea, que muestran la forma en que intervienen los limites en
el célculo.

En el problema de la recta tangente, se le da una funcién 'y un punto P en su gra-
fica, y se trata de encontrar una ecuacién de la recta tangente a la grafica en el punto,
como se muestra en la figura 1.1.

Exceptuando los casos en que una recta tangente es vertical, el problema de encon-
trar la recta tangente en el punto P equivale al de determinar la pendiente de la recta
tangente en P. Se puede calcular aproximadamente esta pendiente trazando una recta que
pase por el punto de tangencia y por otro punto de la curva, como se muestra en la figura
1.2(a). Tal recta se llama una recta secante. Si P(c, f(c)) es el punto de tangencia y

O(c + Ax, f(c + Ax))

Es un segundo punto de la gréfica de f, la pendiente de la recta secante que pasa por estos
dos puntos puede encontrarse al utilizar precédlculo y estd dada por

_ flet Ay = fle) _ fle + Ax) = fle)

se¢ c+ Ax — ¢ Ax

Q(c+ Ax, f(c + Ax))

Rectas
secantes

P(c,f(c) flc +Ax) —f(c)

\f

Recta tangente

(b) Cuando Q tiende a P, las rectas secantes
se aproximan a la recta tangente.

(a) La recta secante que pasa por (c, f(c))
y (c + Ax, f(c + Ax)).

Figura 1.2

A medida que el punto Q se aproxima al punto P, la pendiente de la recta secante
se aproxima a la de la recta tangente, como se muestra en la figura 1.2(b). Cuando exis-
te tal “posicion limite”, se dice que la pendiente de la recta tangente es el limite de la
pendiente de las rectas secantes (este importante problema se estudiard con mds detalle
en el capitulo 2).

Exploracion
Los siguientes puntos se encuentran en la grafica de f(x) = x>

0,(1.001,£(1.001)), Q4(1.0001, £(1.0001))

Cada punto sucesivo se acerca mds al punto P(1, 1). Calcule la pendiente de la recta
secante que pasa por O, y P, O, y P, y asi sucesivamente. Utilice una herramienta
de graficacion para representar estas rectas secantes. Luego, utilice los resultados
para estimar la pendiente de la recta tangente a la grafica de fen el punto P.

Girton College
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/

Area bajo una curva.
Figura 1.3

NOTA HISTORICA

En uno de los eventos mas
asombrosos ocurrido en las
matemadticas, se descubrié que

el problema de la recta tangente

y el problema del drea estin
estrechamente relacionados.

Este descubrimiento condujo al
nacimiento del célculo. Se abordara
la relacién que existe entre estos
dos problemas cuando se estudie el
teorema fundamental del célculo en
el capitulo 4.

Limites y sus propiedades

El problema del area

En el problema de la recta tangente vio cémo el proceso de limite puede ser aplicado a
la pendiente de una recta para encontrar la pendiente de una curva general. Un segundo
problema clasico en calculo consiste en determinar el drea de una regién plana delimita-
da por las graficas de funciones. Este problema también se puede resolver mediante un
proceso del limite. En este caso, el proceso de limite se aplica al drea de un rectangulo
con el fin de encontrar el drea de una regién general.

A modo de ejemplo sencillo, considere la zona acotada por la grafica de la funcién
y = fix), el eje x y las lineas verticales x = a y x = b, como se muestra en la figura 1.3.
Se puede estimar su drea usando varios rectangulos, como se muestra en la figura 1.4.
Al aumentar el nimero de rectingulos, la aproximacidén mejora cada vez mds, ya que se
reduce el area que se pierde mediante los rectangulos. El objetivo radica en determinar
el limite de la suma de las dreas de los rectangulos cuando su niimero crece sin fin.

X / p h X

/ a b

Aproximacion usando cuatro rectdngulos. Aproximacién usando ocho rectdngulos.

1+

\ I

Figura 1.4

Exploracion

Considere la region acotada por las gréficas de
f=x y=0y x=1

que se muestra en el inciso (a) de la figura. Puede estimar el area de esta region
empleando dos conjuntos de rectangulos, unos inscritos en ella y otros circunscritos,
como se muestra en los incisos (b) y (c). Calcule la suma de las areas de cada
conjunto de rectangulos. Luego, utilice los resultados para calcular aproximadamente
el area de la region.

1+ 1

(a) Region acotada

(b) Rectangulos inscritos (¢) Rectdngulos cincunscritos
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

con numeracion impar..

Precalculo o calculo En los ejercicios 1 a 5, decida si el
problema se puede resolver mediante precalculo o si requiere
calculo. Si el problema se puede resolver utilizando precalcu-
lo, resuélvalo. En caso contrario, explique el razonamiento y
aproxime la solucion por métodos graficos o numéricos.

1. Calcule la distancia recorrida en 15 segundos por un objeto que
viaja a una velocidad constante de 20 pies por segundo.

2. Calcule la distancia recorrida en 15 segundos por un objeto que
se mueve a una velocidad v(r) = 20 + 7 cos ¢ pies por segundo.

e 3. Razondecambio o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 6 0 0 0 0 0o

Un ciclista recorre una trayectoria que admite como

modelo la ecuacion f(x) = 0.04(8x — x?) donde x y f(x) se
miden en millas. Calcule la razén de cambio en la eleva-
cién cuando x = 2. .

=

® 0 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o
o

4. Un ciclista recorre una
trayectoria que admite como 3
modelo la ecuacién flx) =
0.08x, donde x y f(x) se miden
en millas. Encuentre la razén
de cambio de la elevacion J
cuando x = 2. -1 4»

5. Encuentre el drea de la region sombreada.

@@ 7 (b) "
2,4

6. Rectas secantes Considere la funcién

) = Vx

y el punto P(4, 2) en la gréfica de f.

(a) Dibuje la gréfica de f'y las rectas secantes que pasan por
P(4,2)y Q(x, fix)) para los siguientes valores de x: 1, 3
y 5.

(b) Encuentre la pendiente de cada recta secante.

(c) Utilice los resultados del inciso (b) para estimar la pen-

diente de recta tangente a fen P(4, 2). Describa cémo pue-
de mejorar la aproximacion de la pendiente.

7. Rectas secantes Considere la funcién f(x) = 6x — x? y
el punto P(2, 8) sobre la gréfica de f:

(a) Dibuje la grafica de f'y las rectas secantes que pasan por
P(2, 8) y O(x, fix)) para los valores de x: 3, 2.5y 1.5.

(b) Encuentre la pendiente de cada recta secante.
(c) Utilice los resultados del inciso (b) para calcular la pen-
diente de la recta tangente a la gréfica de fen el punto P(2,

8). Describa cémo puede mejorar la aproximacién de la
pendiente.

O;.U ;COMO LO VE? ;Cémo describe la razén cambio
instantdneo de la posicién de un automévil sobre una

autopista?

s ———

9. Aproximar un area Utilice los rectdngulos de cada una de
las graficas para aproximar el drea de la region acotada por y =
S5/x,y =0,x =1,y x = 5. Describa como se puede continuar este
proceso para obtener una aproximacion mds exacta del drea.

¥ y

5+ 5+

4+ 4+

3 3+

2+ 2+

1+ 1+
T T T T T X t T T T t X
1 2 3 45 1 2 3 4 5

DESARROLLO DE CONCEPTOS

10. Aproximar la longitud de una curva Considere la
longitud de la gréfica de fix) = 5/x desde (1, 5) hasta (5, 1):

y
S )
4+ 4
3+ 3+
2+ 2+
1+ 1+
S R C ey
1 2 3 45 1 2 3 45

(a) Aproxime la longitud de la curva mediante el cilculo
de la distancia entre sus extremos, como se muestra en
la primera figura.

(b) Aproxime la longitud de la curva mediante el célcu-
lo de las longitudes de los cuatro segmentos de recta,
como se muestra en la segunda figura.

(c) Describa cémo se podria continuar con este proceso
a fin de obtener una aproximacién mds exacta de la
longitud de la curva.

Ljupco Smokovski/Shutterstock.com
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1.2 Determinacion de limites de manera grafica y numérica

/

lim f() = 3
Xlg}fx f (1,3)
y

t } } x

-2 -1 1

El limite de f(x) cuando x tiende a 1 es 3.
Figura 1.5

M Estimar un limite utilizando los métodos numérico y grafico.
H Aprender diferentes formas en las que un limite puede no existir.
M Estudiar y utilizar la definicion formal de limite.

Introduccion a los limites
Al dibujar la funcién de la gréfica

X -1

="

para todos los valores distintos de x = 1, es posible emplear las técnicas usuales de
representacion de curvas. Sin embargo, en x = 1 no estd claro qué esperar. Para obtener
una idea del comportamiento de la grafica de f cerca de x = 1, se pueden usar dos con-
juntos de valores de x, uno que se aproxime a 1 por la izquierda y otro que lo haga por
la derecha, como se ilustra en la tabla.

x se aproxima a 1 por la izquierda. > < x se aproxima a 1 por la derecha.

X 0.75 09 099 | 099 | 1 | 1.001 | 1.01 1.1 1.25
f(x) | 2313 | 2710 | 2.970 | 2.997 | ? | 3.003 | 3.030 | 3.310 | 3.813

f(x) se aproxima a 3. > < f(x) se aproxima a 3.

Como se muestra en la figura 1.5, la gréfica de f es una pardbola con un hueco en el
punto (1, 3). A pesar de que x no puede ser igual a 1, se puede acercar arbitrariamente a
1 y, en consecuencia, f{x) se acerca a 3 de la misma manera. Utilizando la notacién que
se emplea con los limites, se podria escribir

lim f(x) = 3. Esto se lee: “el limite de f(x) cuando x se aproxima a 1 es 3”.
x—1

Este andlisis conduce a una descripcién informal de limite. Si f{x) se acerca arbitraria-
mente a un nimero L cuando x se aproxima a ¢ por cualquiera de los dos lados, entonces
el limite de f(x), cuando x se aproxima a c, es L. Esto se escribe

lim f(x) = L.

xX—c

Exploracion
El andlisis anterior proporciona un ejemplo de cémo calcular un limite de manera
numérica mediante la construccién de una tabla, o de manera grdfica, dibujar un
esquema. Calcule el siguiente limite de forma numérica al completar la tabla.
o x> —3x+2
lim ———

x—2 x—2

X 1751 1.9 | 199 | 1999 | 2 | 2001 | 201 | 2.1 | 2.25

fx) | 2 ? ? ? ? ? ? ? ?

A continuacion, utilice una herramienta de graficacion para calcular el limite de
forma grafica.




y

f estd indefinido
enx=0. \ /

El limite de f(x) cuando x se aproxima
a0es?2.

Figura 1.6

e x

1 2 3

El limite de f(x) cuando x se aproxima
a2esl.

Figura 1.7
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EJEMPLO 1 Estimar numéricamente un limite

Evalde la funcién f(x) = x/(+/x + 1 — 1) en varios puntos cercanos ax = 0 y use el
resultado para calcular el limite.

B} X
lim

=0 Jx+1—1

Solucion En la siguiente tabla se registran los valores de f(x) para diversos valores
de x cercanos a 0.

x se aproxima a 0 por la izquierda. > < x se aproxima a O por la derecha.

X —0.01 —0.001 | —0.0001 | 0 | 0.0001 0.001 0.01
J(x) | 199499 | 1.99950 | 1.99995 | 2 | 2.00005 | 2.00050 | 2.00499

f(x) se aproxima a 2. > < f(x) se aproxima a 2.

De los datos mostrados en la tabla, puede estimar que el limite es 2. Dicho resultado se
confirma por la gréfica de f (vea la figura 1.6).

Observe que en el ejemplo 1, la funcién no estd definida en x = 0 y adn asi f{x) pa-
rece aproximarse a un limite a medida que x se aproxima a 0. Esto ocurre con frecuencia,
y es importante percatarse de que la existencia o inexistencia de f(x) en x = ¢ no tiene
relacion con la existencia del limite de f(x) cuando x se aproxima a c.

EJEMPLO 2 Calcular un limite

Encuentre el limite de f{x) cuando x se aproxima a 2, donde

1, x#2
f(x):{o, x=2

Solucidon Puesto que f(x) = 1 para toda x distinta de x = 2, puede concluir que el
limite es 1, como se muestra en la figura 1.7. Por tanto, puede escribir

lin%f(x) = 1.

El hecho de que f(2) = 0 no influye en la existencia ni el valor del limite cuando x se
aproxima a 2. Por ejemplo, si se hubiera definido la funcién como

() 1, x#2
x:
g 2. x=2

el limite seria el mismo que el de f. |

Hasta este punto de la seccidn, ha calculado los limites de manera numérica y gra-
fica. Cada uno de estos métodos genera una estimacion del limite. En la seccién 1.3
estudiard técnicas analiticas para evaluarlos. A largo de este curso, se trata de desarrollar
el hébito de utilizar este método de arbol para resolver problemas.

1. Método numérico Construya una tabla de valores.
2. Método gréﬁco Elabore una grafica a mano o con algtn dispositivo tecnolégico.

3. Método analitico Utilice dlgebra o célculo.
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fo=-1

El lfn(l) f(x) no existe.

Figura 1.8

-2 -1 1

El 11’1% f(x) no existe.

Figura 1.9

Limites que no existen

En los tres ejemplos siguientes se examinaran algunos limites que no existen.

EJEMPLO 3 Comportamiento diferente por la derecha

y por la izquierda

I | .
Demuestre que el siguiente limite lim ~— no existe.
x—=0 X

Soluciéon Considere la gréfica de la funcién

79 =2,

De la figura 1.8 y de la definicién de valor absoluto.

x, x=0
|x| = ’ Definicién de valor absoluto
—x, x<0

observe que

K _[ 1, x>0
X -1, x <O

Esto significa que, independientemente de cudnto se aproxime x a 0, existirdn tanto valo-
res positivos como negativos de x que dardn f{x) = 1 y fix) = —1. De manera especifica,
si & (letra griega delta mintiscula) es un niimero positivo, entonces los valores de x que
satisfacen la desigualdad 0 < |x| < §, se pueden clasificar en los valores de |x|/x de
la siguiente manera:

(=4.0) 0 0, 9).
Los valores negativos de x dan Los valores positivos de x dan
como resultado |x|/x = —1. como resultado |x|/x = 1.

Debido a que |x|/x tiende a un nimero diferente por la derecha del 0, por la izquierda
entonces el limite 1{m (|x| /x) no existe.
x—0

EJEMPLO 4 Comportamiento no acotado

. . . o
Analice la existencia del limite lim —.
x—0 x2

Solucion Considere la grifica de la funcién
1
fx) = et

En la figura 1.9 puede observar que a medida que x se aproxima a 0, tanto por la derecha
como por la izquierda, f(x) crece sin limite. Esto quiere decir que eligiendo un valor de x
cercano a 0, puede lograr que f(x) sea tan grande como se quiera. Por ejemplo, f(x) serd
mayor que 100 si elige valores de x que estén entre % y 0. Es decir:

1 1
O<|x|<ﬁ = f(x)—;>100.

Del mismo modo, puede obligar a que f{x) sea mayor que 1,000,000 de la siguiente manera:

1 1
0 — — — > 1,000,000
<Pl <1500 =P S0 =5 > 1000

Puesto que f(x) no se aproxima a ningin nimero real L cuando x se aproxima a 0, se
puede concluir que el limite no existe.



El lirr(l) f(x) no existe.

Figura 1.10

PETER GUSTAV DIRICHLET
(1805-1859)

En el desarrollo temprano del
célculo, la definicion de una funcion
era mucho mas restrictiva que en la
actualidad, y "funciones” como la de
Dirichlet no se hubieran tomado en
consideracion. La definicion moderna
de funcién se debe al matematico
aleman Peter Gustav Dirichlet.
Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.
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EJEMPLO 5 Comportamiento oscilante

+ « < «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

1
Analice la existencia del limite lim sen—.
x—0
Solucion Sea f{x) = sen(1/x). En la figura 1.10 puede observar que cuando x se
aproxima a 0, oscila entre —1 y 1. Por consiguiente, el limite no existe, puesto que por
pequeiio que se elija 6 siempre es posible encontrar x, y x, que disten menos de 6 unida-
des de 0, tales que sen(1/x;) = 1y sen(1/x,) = —1, como se muestra en la tabla.

222222
x T 37 | S57w | 77w | 97 | 117w x—0
seni 1 -1 1 -1 1 —1 | No existe el limite

Comportamientos asociados a la no existencia de un limite

1. fix) se aproxima a numeros diferentes por la derecha de ¢ que por la izquierda.
2. fix) aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a c.

3. fix) oscila entre dos valores fijos a medida que x se aproxima a c.

Existen muchas otras funciones interesantes que presentan comportamientos in-
usuales. Una de las que se cita con mayor frecuencia es la funcion de Dirichlet:

) = {

0, six esracional
1, six es irracional

Puesto que esta funcion carece de limite en cualquier nimero real ¢, no es continua en
cualquier niimero real c. La continuidad se estudiard con més detalle en la seccién 1.4.

Cuando utilice una herramienta de grafi-
cacién para investigar el comportamiento de una funcién cerca del valor de x en el
que se intenta evaluar su limite, recuerde que no siempre se puede confiar en las
imagenes dibujadas. Al utilizar una herramienta de graficacion para dibujar la gra-
fica de la funcién del ejemplo 5 en un intervalo que contenga al 0, es muy probable
que obtenga una grafica incorrecta, como la que se muestra en la figura 1.11. El mo-
tivo por el cual una herramienta de graficacion no puede mostrar la grafica correcta
radica en que la gréifica cuenta con oscilaciones infinitas en cualquier intervalo que

contenga al 0.
1.2

-0.25 0.25

-1.2

Grifica incorrecta de f(x) = sen(1/x).
Figura 1.11

............................v

INTERFOTO/Alamy
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i PARA INFORMACION ADICIONAL
Para conocer mads sobre la introduccion
del rigor al célculo, consulte “Who
Gave You The Epsilon? Cauchy and
the Origins of Rigorous Calculus”, de
Judith V. Grabiner, en The American
Mathematical Monthly. Para ver este
articulo, visite MathArticles.com.

t c+d
c

c—=96
Definicién e-8 del limite de f(x)
cuando x tiende a c.
Figura 1.12

Definicion formal de limite

Examine nuevamente la descripcién informal de limite. Si f{x) se acerca de manera arbi-
traria a un nimero L a medida que x se aproxima a ¢ por cualquiera de sus lados, se dice
que el limite de f(x) cuando x se aproxima a c es Ly se escribe

Iim f(x) = L.

A primera vista, esta descripcion parece muy técnica. No obstante, es informal porque
aun hay que conferir un significado preciso a las frases:

“fix) se acerca arbitrariamente a L”

“x se aproxima a ¢”

La primera persona en asignar un significado matematico riguroso a estas dos frases
fue Agustin-Louis Cauchy. Su definicion -6 de limite es la que se suele utilizar en la
actualidad.

En la figura 1.12, sea € (letra griega épsilon minuscula) la representacion de un nd-
mero positivo (pequefio). Entonces, la frase “f(x) se acerca arbitrariamente a L” significa
que f{x) pertenece al intervalo (L — e, L + &). Al usar la nocién de valor absoluto, esto
se puede escribir como

lfx) — L] < e.

Del mismo modo, la frase “x se aproxima a ¢” significa que existe un nimero positi-
vo 9§ tal que x pertenece al intervalo (c — §, ¢), o bien al intervalo (c, ¢ + 8). Esto puede
expresarse de manera concisa mediante la doble desigualdad

0<|x—c| <.
La primera desigualdad

0 < |x - Cl La distancia entre x y ¢ es mayor que 0.

expresa que x # ¢. La segunda desigualdad

|x - C| < x estd a menos de & unidades de c.

Indica que x estd a una distancia 6 menor que c.

Definicion de limite
Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo posible-
mente en ¢) y L un ndmero real. La expresion

lim f(x) = L
x—sc

Significa que para cada & < 0 existe un 6 > O tal que si
O<|x—c|<d

entonces

|fx) = L| < e.

A lo largo de todo el texto, la expresion
lim f(x) = L
X—cC
lleva implicitas dos afirmaciones, el limite existe y es igual a L.

Algunas funciones carecen de limite cuando x se aproxima a c, pero aquellas que lo
poseen no pueden tener dos limites diferentes cuando x se aproxima a c. Es decir, si el
limite de una funcion existe, entonces es tinico (vea el ejercicio 75).



Enel
ejemplo 6, observe que 0.005
es el mayor valor de & que
garantiza que

|2x —5) — 1] < 0.01
siempre que
0<|x—=3|<é

Todo valor positivo de & menor
también satisface esta condicion.

.................D
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Los tres ejemplos siguientes ayudan a entender mejor la definicién &-6 de limite.

EJEMPLO 6 Determinar una 6 para un £ dado

Dado el limite

lim (2x — 5) = 1

x—>3
encuentre 6 tal que
[2x —5) — 1| <001
siempre que
0<|x—=3|<é

Solucidon En este problema trabaje con un valor dado de ¢, ¢ = 0.01. Para encontrar
una 6 apropiada, trate de establecer una conexidn entre el valor absoluto

=9 —1] y -3,
Observe que
|2x —5) — 1| = |2x — 6] = 2|x — 3|.
Como la desigualdad |(2x — 5) — 1| < 0.01 es equivalente a 2|x — 3| < 0.01, puede elegir
= 1(0.01) = 0.005.
Esta opcidn funciona porque
0 < |x — 3| < 0.005
lo que implica que
|2x = 5) — 1| = 2|x — 3| < 2(0.005) = 0.01.

Como se muestra en la figura 1.13, para x valores dentro de 0.005 a 3 (x = 3), los valores
de f(x) estan dentro de 0.01 a 1.

101 |---

099 |-

2.995 —
3
3.005

El limite de f(x) cuando x se aproximaa 3 es 1.
Figura 1.13 |
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4+ef--
41-41
\—2+5
L—2
y 2-6

El limite de f(x) cuando x se aproxima
ales4.

Figura 1.14

2+ 8)? by
44----- 1

L 2+06
2
2-96
El limite de f(x) cuando x se aproxima
ales4.

Figura 1.15

Q-8 -~
4-e+

} T T T x
/ 1 2 3 4

En el ejemplo 6 encontré un valor 6 para una & dada. Esto no prueba la existencia
del limite. Para hacer eso, debe demostrar que se puede encontrar una d para cualquier €,
como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 7 Usar la definicion £-6 de limite

Utilice la definicién &-6 de limite para demostrar que
lim (3x — 2) = 4.
x—2

Solucion Demuestre que para todo & > 0, existe una 6 > 0 tal que
IGx —2) — 4| < &
siempre que
0<|x—2 <68
Puesto que la eleccién 6 depende de &, necesita establecer una relacion entre los valores
absolutos |(3x —2) — 4|y [x - 2|
(3x — 2) — 4] = [3x — 6] = 3|x — 2|

Por tanto, para cada € > 0 dado, se puede tomar 6 > 0. Esta opcién funciona porque

&
0 < -2l < 6=~
-2 < 8=

implica que

G —2) — 4] = 3Jx — 2| < 3(3) e
Como puede ver en la figura 1.14, para valores de x en 6 de 2(x = 2), los valores de f(x)
se encuentran en ¢ de 4.

EJEMPLO 8 Usar la definicion -6 de limite

Utilice la definicidn e-6 de limite, para demostrar que
lim x2 = 4.
2
Solucién Demuestre que para cada € > 0 existe una 6 > 0, de tal forma que
|x2 — 4| < ¢
siempre que
0<|x—2 <8
Para encontrar una 6 adecuada, comience escribiendo x> — 4| = |x — 2||x + 2|. Para

todo x del intervalo (1, 3), x + 2 < 5, se sabe que |x + 2| < 5. De tal manera, haciendo
que & sea el minimo entre &/5 y 1 resulta que, siempre que 0 < |x — 2| < 8, se tiene

=4l = =2l + 21 < (2o - e

Como se muestra en la figura 1.15, para valores de x en 6 de 2(x # z), los valores de f{x)
se encuentran en & de 4.

A lo largo de este capitulo se utilizard la definicién -6 de limite, principalmente
para demostrar teoremas relativos a los limites y para establecer la existencia o inexis-
tencia de tipos de limites especificos. Para calcular limites, se describiran técnicas mas
faciles de usar que la definicién -0 de limite.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

1 -2 EierCiCiOS numeracion impar.

Calculo numeérico de un limite En los ejercicios 1 a 6, com- /10 — x — 4 [x/(x + )] = (2/3)
- : P 11. lim —— 12. lim
plete la tabla y utilice el resultado para estimar el limite. Repre- 6 Y+ 6 e} x—2
sente la funcion utilizando una herramienta de graficacién, con sen 2x tan x
el fin de confirmar su resultado. 13. lim 14. lim
) =0 X x—0 tan 2x
L lim —————
a4 X% = 3x — 4 Encontrar limites graficamente En los ejercicios 15 a 22,
utilice la grafica para encontrar el limite (si es que existe). Si el
X 39 | 399 | 3999 | 4 | 4001 | 401 | 4.1 limite no existe, explique por qué.
) ) 15. ll_l’)l’% (4 - 16. )1(1_1)1(1) sec x
y y
x—3 1 1
. N | |
)lcl—lg x2=9 A\ 2T !
3+ | |
x 29 | 299 | 2999 | 3 | 3001 | 301 | 3.1 2T
1 : :
f(x) ! } % } X _i 7}, '
EEIETIAN 2 2
31 Jx+1 -1
Jm . 17 )1:3; fx) 18 )1513} fx)
4—x, x#2 2 +3, x# 1
x | =01 | —001| —0001 | 0 | 0001 | 001 0.1 e = [o, x= 1) = {2, x=1
y y
fx) ¢
[/ + D] - (/4
4. lim
x—3 x—3
2+ e
x [ 29]299 2999 | 33001 | 301 | 3.1 TR I
-2 4+ 2 4
f&) ?
20. I
5. lim xS
x—=0 X y y
3+ 6+ |
X —0.1 | —0.01 | —0.001 | 0 | 0.001 | 0.01 | 0.1 bl 4L !
4 e b
‘7 I
i) e T
— 1l 345 ol '6 8 10
6. 1rm SO~ 1 i 4 3
x—0 X -3+ -6 }
x | —01| —001 | —0.001 |0 | 0001 | 001 | 0.1 21 1im cos - 22. Iim tanx
x—0 X x—m/2
S (x) ? y
Calculo numérico de un limite En los ejercicios 7 a 14, ela- / 3 2T 3 3
bore una tabla de valores para la funcion y utilice el resultado AR !
para estimar el valor del limite. Utilice una herramienta de gra- | | > x
ficacion para representar la funcién y confirmar el resultado. AN 37,;
o x=2 ) x+4 ; | ‘ /
7')lrl—l>]}x2+x—6 8'x1—1>n—l4x2+9x+20 T 1
— 3 +
9. 1im > 1 10. 1im =27

x—>1x0 — 1 x—-3 x+3
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Razonamiento grafico Enlos ejercicios 23 y 24, utilice la gra-
fica de la funcién f para determinar si existe el valor de la canti-
dad dada. De ser asi, ubiquela; si no existe, explique por qué.

23. (@) /(1) N
(b) lim f(x) °T
(©) f(4) \L»

(@ lim f(x) 2y

24. () f(-2) y
(b) lim_ f(x)
(c) f(0)
(@ lim £() -
(e f(2)
(f) JICLH%f ()
(2) f(4)
(h) lim /()

Limites de una funcion por partes En los ejercicios 25 y
26, utilice la grifica de f con el fin de identificar los valores de ¢
para los que existe el limite 1im f(x).

xX—C

X2, x<2

25. f(x) =98 —2x, 2<x<4
4, x =4
sen x, x<0

26. f(x) =11 —cosx, O <x<m
oS X, x>

Dibujar una grafica En los ejercicios 27 y 28, construya una
grifica de una funcion f que satisfaga los valores indicados
(existen muchas respuestas correctas).

27. £(0) no estd definida. 28. f(=2) =0
lfn(l)f(x) =4 f2)=0

f@2)=6
ll’n%f(x) =3

lim f(x) =0
x—>—2

lim £ (x) no existe.
x—2

29. Encontrar una 6 para un £ dado En la figura se mues-

tra la gréfica de fix) = x + 1. Encuentre una & tal que si
0 < |x — 2| < 8, entonces | f(x) — 3| < 04.

30. Encontrar una 6 paraun e dado En la figura se muestra
la gréfica de

Flo) = —

x—1

Encuentre una 6 tal que si 0 < |x — 2| < §, entonces
|£(x) — 1] < 0.01.

y

20+ f LoiF
1.00]-
L5 099} -1--
1
1.0 200 2 19
101 99

0.5+

} } } } X

1 2 3 4

31. Encontraruna é paraun e dado En la figura se muestra
la grafica de

fx) =27i.

Encuentre una 0 tal que si 0 < |x — 1| < 8, entonces
|f(x) = 1] < 0.1.

1.1 7
1 I 1 i -
2+ ool fL ! /

L~ T ~

}
[ e

Figura para 31.

Figura para 32.

32. Encontrar una é para un & dado En la figura se muestra
la grafica de

flx) =x*-1.

Encuentre una 6 tal que si 0 < |x — 2| < §, entonces

|f(x) = 3] <02.
Encontrar una 6 para un & dado. En los ejercicios 33
a 36, encuentre el limite L. Después determine 6 > 0 tal que
| f(x) = L| < 0.01siempre que0 < |x — c| < &.

X

34. lim (6 — =

m ( 3 >

x—6

33. 1im (3x + 2)
x—2

35. lim (x2 — 3) 36. 1im (x> + 6)
x—>2 x—4

Usar la definicion £-6 de limite En los ejercicios 37 a 48,
encuentre el limite L. Luego utilice la definicion £-6 de limite
para demostrar que el limite es L.

3. lim (x + 2) 38. lim (4x +5)
39. lim, (3x—1) 40. lim Gx+1)
41. 1im 3 42. 1im (~1)

43. lim ¥x 44. lim Jx

45. Tim_|x - 5| 46. 1im |x = 3|

47. lim (x> + 1) 48. lim (x2 + 4x)
x—1

x——4
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49. Obtener un limite ;Cudl es el limite de f{x) = 4 cuando x
tiende a 7?

50. Obtener un limite ;Cudl es el limite de g(x) = x cuando x
tiende a 7?

H’ Redaccion En los ejercicios 51 a 54, represente la funcion

con una herramienta de graficacion y estime el limite (si existe).
¢Cuadl es el dominio de la funcion? ;Puede detectar un posi-
ble error en la determinacién del dominio si analiza la grafica
que genera la herramienta de graficacion? Redacte un parrafo
acerca de la importancia de examinar una funcion de manera
analitica ademas de hacerlo graficamente.

V 5-3 -3
51. f(x) = XXT 52. f(x) = m
lim £(x) lim f(x)
x—4 x—3
-9
53. f(x) = ﬁ
1fim £ (x)
x—9
-3
54. f(x) = ;2 —5
h’ngf(x)

H’ 55. Modelar datos Por una llamada telefénica de larga distan-

cia, un hotel hace un cargo de $9.99 para el primer minuto y de
$0.79 por cada minuto o fraccién adicional. Una férmula para
el costo estd dada por

C(t) =9.99 — 0.79[—(t — 1)]

donde ¢ es el tiempo en minutos.

(Nota: [x] = mayor entero tal que n < x. Por ejemplo,
B2]=3y[-16] = —2)

(a) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
grifica de la funcién de costo para 0 < ¢ < 6.

(b) Utilice la grafica para completar la siguiente tabla y obser-
ve el comportamiento de la funcién a medida que ¢ tiende
a3.5. Utilice la grafica y la tabla para encontrar lim C (7).

t—3.5

t | 313334353637 4

© ?

(c) Utilice la grafica para completar la siguiente tabla y ob-
serve el comportamiento de la funcién a medida que ¢ se
aproxima a 3.

t 2125129 3|31 |35]|4

C ?

(Existe el limite de C(#) cuando ¢ se aproxima a 3? Expli-
que su respuesta.

H“ 56. Repita el ejercicio 55 considerando ahora

C(t) =579 — 0.99[—(r — D].

DESARROLLO DE CONCEPTOS

57. Notacion descrita Escriba una breve descripcién de
lo que significa la notacién

lim /(x) = 25.

58. Utilizar la definicion de limite La definicién de li-
mite de la pagina 52 requiere que f sea una funcién defi-
nida sobre un intervalo abierto que contiene a ¢, excepto
posiblemente en c. ;Por qué es necesaria esta condicion?

59. Limites que no existen Identifique tres tipos de com-
portamiento relacionados con la inexistencia de un limite.
Ejemplifique cada tipo con una gréfica de una funcién.

60. Comparar funciones y limites

(a) Sif(2) = 4, ;se puede concluir algo acerca del limite
de fcuando x tiende a 27 Explique

(b) Si el limite de f{x) cuando x tiende a 2 es 4, ;se puede
concluir algo acerca de f(2)? Explique

61. Joyeria Un joyero ajusta un anillo de tal manera que su cir-
cunferencia interna es de 6 cm.
(a) (Cuadl es el radio del anillo?

(b) Si la circunferencia interna del anillo puede variar entre
5.5y 6.5 centimetros, /cudnto puede variar su radio?

(c) Utilice la definicién &-0 de limite para describir esta
situacion. Identifique & y 6.

-62,Depor‘tesa-oa-oa-oaoo-oo-oo-o
Un fabricante de articulos deportivos disefia una pelota :
de golf que tiene un volu- -
men de 2.48 pulgadas

cubicas.

(a) (Cudl es el radio de la
pelota de golf?

(b) Siel volumen de la pe-
lota puede variar entre
245 y 2.51 pulgadas 2
ctibicas, ;cudnto puede
variar su radio?

(c) Utilice la definiciéon &-6 de limite para describir esta
situacién. Identifique e y 6.

63. Calcular un limite Considere la funcién

o = (1 + o

Calcule

lim (1 + x)'/*
x—0

mediante la evaluacion de f'en valores de x cerca de 0. Dibuje
la grafica de f.

El simbolo FF indica un ejercicio en el que se pide utilizar una herramienta de graficacion
o un sistema simbdlico de dlgebra computarizado. La solucién de los demads ejercicios tam-

bién puede simplificarse mediante el uso de la tecnologia apropiada.

Tony Bowler/Shutterstock.com
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64. Calcular un limite Considere la funcién
e+ 1 = x =1

)

X
Calcule
e ==
Iim——
x—0 X

mediante la evaluacién de f con valores de x cercanos a 0.
Construya la gréfica de f.

leh 65. Analisis grafico La expresion

Significa que a cada € > 0 le corresponde una 6 > 0 tal que si
0 < |x — 2| < &, entonces

x> —4
— 4| < &.
x—2
Si e = 0.001, entonces
x2—4
— 4| < 0.001.
x—2

Utilice una herramienta de graficacién para representar ambos
lados de esta desigualdad. Usando la funcién zoom, encuentre
un intervalo (2 — 6, 2 + 8) tal que la grafica del lado izquierdo
quede por debajo de la del lado derecho.

Uﬁt iCﬁMO LO VE? Utilice la grafica de f para identifi-
" car los valores de ¢ para los que lim f(x) = L. existe.

(a) y (b) y
61 6
T 4
4Ak
1 2
0——(\ X
: 1 . -4\, 2\ 6
——t—t+—t>x
2 4 2 4
24

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 67 a 70, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
0 dé un ejemplo que lo demuestre.

67. Sifno estd definida en x = ¢, no existe el limite de f(x) cuando
X se aproxima a c.

68. Si el limite de f{x) cuando x tiende a ¢ es 0, debe existir un
nuimero k tal que f(k) < 0.001.

69. Si fic) = L, entonces lim f(x) = L.

70. Silim f(x) = L, entonces f(c) = L.

Determinar un limite En los ejercicios 71 y 72, considere la

funcién f(x) = x.

71. (Es lim /x = 0.5 una afirmacién verdadera? Explique su
x—0.25

respuesta.

72. (Es ll'rr(l) Vx = 0 una afirmacién verdadera? Explique su res-
X—>

puesta.

H’ 73. Evaluar un limite Utilice una herramienta de graficacién

para evaluar el limite
sen nx

Iim
x—0 X

para diferentes valores de n. ;Qué observa?

HH 74. Evaluar un limite Utilice una herramienta de graficacién

para evaluar

., tan nx
lim
x—0 X

para diferentes valores de n. {Qué observa?

75. Demostracion Demuestre que si existe el limite de f(x)
cuando x tiende a ¢, ese limite debe ser Gnico. [Sugerencia: Sea

lim f(x) = L, y lim f(x) = L,y demuestre que L, = L, |
X—C X—C

76. Demostracion Considere la recta fix) = mx + b, donde
m # 0. Aplique la definicién e-6 de limite, demuestre que

lim f(x) = mc + b.

xX—c

77. Demostracion Demuestre que
lim f(x) = L
X—C

es equivalente a
lim [ f(x) — L] = 0.
X—C

78. Demostracion
(a) Dado que
lim (3x + 1)(3x — 1)x* + 0.01 = 0.01
x—0
demuestre que existe un intervalo abierto (a, b) que con-

tiene al 0, tal que (3x + 1)(3x — 1)x*> + 0.01 > 0 para toda
x=0en (a, b).

(b) Dado que lim g(x) = L, donde L > 0, demuestre que exis-
X—C

te un intervalo abierto (a, b) que contiene a c, tal que g(x)
> (0 para toda x # c en (a, b).

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

79. Inscriba en un circulo con radio 1 un rectdngulo con base b
y altura A, y un tridngulo isdsceles con base b, como se
muestra en la figura. ;Para qué valor de & tienen la misma
area el rectdngulo y el tridngulo?

80. Un cono recto tiene una base con radio 1 y una altura de 3.
Se inscribe un cubo dentro de €l, de tal manera que una
de las caras del cubo queda contenida en la base del cono.
(Cudl es la longitud lateral del cubo?

Este problema fue preparado por el Commitee on Prize Putman Competition.

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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1.3 Calculo analitico de limites

R R e
£€=0 1
fO=ctd-———-—- . E
€=9 I )
e
c-6 c c+6
Figura 1.16

R IR =

.
Cuando

se tengan nuevas notaciones
o simbolos en matematicas,
hay que cerciorarse de conocer
coémo se leen. Por ejemplo, el
limite del ejemplo 1(c) se lee
“el limite de x> cuando x se
aproxima a2 es 4”.

R IR =

La de-
mostracion de la propiedad 1
se deja como ejercicio (vea el
ejercicio 109).

M Evaluar un limite mediante el uso de las propiedades de los limites.

M Desarrollar y usar una estrategia para el calculo de limites.

M Evaluar un limite mediante el uso de técnicas de cancelacion y de racionalizacion.
M Evaluar un limite mediante el uso del teorema del emparedado.

Propiedades de los limites

En la seccién 1.2 aprendi6 que el limite de f{(x) cuando se aproxima a ¢ no depende del
valor de fen x = c. Sin embargo, puede darse el caso de que este limite sea f{(c). En esta
situacion se puede evaluar el limite por sustitucién directa. Esto es:

lim f(x) = f(c).

Sustituya ¢ por x.

Las funciones bien comportadas son continuas en c. En la seccién 1.4 se examinara con
mads detalle este concepto.

TEOREMA 1.1 Algunos limites basicos
Si by ¢ son nimeros reales y n un entero positivo:

1. imb=0»b

X—C

3. limx" = ¢"
X—C

2. limx =c¢
X—cC

Demostracion Las demostraciones de las propiedades 1 y 3 del teorema 1.1 se
dejan como ejercicios (vea los ejercicios 107 y 108). Para demostrar la propiedad 2
del teorema 1.1, es necesario demostrar que para todo & > 0 existe una § > 0 tal que
|x —¢| < e talque 0 < |x — ¢| < &. Para lograrlo elija 8 = &. Entonces, la segunda
desigualdad lleva implicita a la primera, como se muestra en la figura 1.16.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i
EJEMPLO 1 Evaluar limites basicos

a. lim3 =3 b. lim x = —4 c. imx>=22=4 |
x—2 x——4 x—2

TEOREMA 1.2 Propiedades de los limites

Si b y ¢ son niimeros reales y n un entero positivo, /'y g son funciones con los
limites siguientes:

limf(x) =L y limg(x) = K.
x—c x—c

1. Miiltiplo escalar:  1im [b f(x)] = bL
Iim[f(x) = gx)] =L £ K
lim [ f(x)g(x)] = LK

S0 L
1erlg(x)_K’

lim [ f(x)]" = L

2. Suma o diferencia:

3. Producto:

4. Cociente: K#0

5. Potencia:

En el apéndice A se presenta una demostracion de este teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.
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EL SIMBOLO DE RAiZ CUADRADA

El primer uso de un simbolo para
denotar a la raiz cuadrada data

del siglo XVI. Al principio, los
matematicos emplearon el simbo-
lo v, que tiene sélo dos trazos. Este
se eligié por su parecido con una

r minuscula, para representar la
palabra latina radix, que significa raiz.

EJEMPLO 2 El limite de un polinomio

Determine el limite lim (4x2 + 3).
x—2

Solucion
lim (4x2 + 3) = lim 4x2 + lim 3 Propiedad 2, teorema 1.2
x—2 x—2 x—2
=4 (lfm x2> + 1lim 3 Propiedad 1, teorema 1.2
x—2 x—2
=412+ 3 Propiedades 1y 3, teorema 1.1
=19 Simplifique. |

En el ejemplo 2, observe que el limite (cuando x se aproxima a 2) de la funcion
polinomial p(x) = 4x> + 3 es simplemente el valor dep en x = 2.

11’12 px) =p(2) =4(2>) +3=19

Esta propiedad de sustitucion directa es vélida para todas las funciones polinomiales y
racionales cuyos denominadores no se anulen en el punto considerado.

TEOREMA 1.3 Limites de las funciones polinomiales y racionales
Si p es una funcién polinomial y ¢ un nimero real, entonces:
lim p(x) = p(c).
Si r es una funcién racional dada por r(x) = p(x)/g(x) y ¢ un niimero real tal que
q(c) = 0, entonces

)1(19111 r(x) = r(c) = plo)

qlc)

EJEMPLO 3 Limite de una funcion racional

2
Encuentre el limite: 1y *—*~ T 2
-1 x+1

Soluciéon Puesto que el denominador no es 0 cuando x = 1, se puede aplicar el teo-
rema 1.3 para obtener

XHx+2 1P+1+2 4

T = 1+1 —2° 7% L

Las funciones polinomiales y racionales son dos de los tres tipos bésicos de fun-
ciones algebraicas. El siguiente teorema se refiere al limite del tercer tipo de funcién
algebraica: el que contiene un radical.

TEOREMA 1.4 Limite de una funcion radical

Si n es un entero positivo. El siguiente limite es valido para toda c si n es impar, y
para toda ¢ > 0 si n es par:

lim %/x = %/¢

X—cC

En el apéndice A se presenta una demostracién de este teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.
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El siguiente teorema aumentard notablemente su capacidad para calcular limites, ya
que muestra cémo tratar el limite de una funcién compuesta.

TEOREMA 1.5 Limite de una funcion compuesta
Sif'y g son funciones tales que 1im g(x) = L y lim f(x) = f(L), entonces:
x—L

X—>cC

tim 15(0) = {1im 509 = @)

En el apéndice A se presenta una demostracion de este teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

EJEMPLO 4 Limite de una funcién compuesta

+ + <« Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el limite.

a, lim x> + 4 b. lim ¥/2x* — 10

x—0 x—3
Solucion

a. Puesto que
ll’m(x2+4)=02+4=4 y lfmf:ﬂzz
x—=4

x—0

puede concluir que

lim /X2 + 4 = J4 = 2.

x—0

b. Puesto que
lim (2x2—10)=2(3) —-10=8 y h’nééf =38 =2

puede concluir que

lim Y- 10=¥8=2. |

Ha visto que los limites de muchas funciones algebraicas se pueden calcular por
medio de la sustitucién directa. Las seis funciones trigonométricas bdsicas también
cuentan con esta propiedad deseable, como se muestra en el siguiente teorema (presen-
tado sin demostracién).

TEOREMA 1.6 Limites de funciones trigonométricas

Sea ¢ un nimero real en el dominio de una funcién trigonométrica dada

1. limsenx =senc 2. lim cosx = cos ¢ 3. lim tan x = tan ¢
X—C X—C X—cC

4. lim cotx = cot ¢ 5. lim sec x = sec ¢ 6. lim cscx = cscc
X—C X—cC X—cC

EJEMPLO 5 Limites de funciones trigonométricas

a. lin(l) tanx = tan(0) = 0

b. Iim (x cos x) = <hm x)(hm cos x> = qcos(m) = —7

X—=1T X—=1

c. hn(l) senx = hrr(l) (senx)2=02=0 ™ |
—
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~

[y g coinciden, salvo en un punto.
Figura 1.17

° Cuan-
do aplique esta estrategia al
célculo de limites, recuerde que
algunas funciones no tienen
Iimite (cuando x se aproxima
a c). Por ejemplo, el siguiente
Iimite no existe.

x>+ 1
Iim
x—1 X — 1

Limites y sus propiedades

Estrategia para el calculo de limites

En las tres paginas previas se han estudiado diversos tipos de funciones cuyos limites
pueden calcularse mediante sustitucion directa. Lo anterior, aunado al teorema siguien-
te, permite desarrollar una estrategia para calcular limites.

TEOREMA 1.7 Funciones que coinciden en todo, salvo en el punto

Sea ¢ un nimero real y fix) = g(x) para todo x # ¢ en un intervalo abierto que con-
tiene a c¢. Si existe el limite de g(x) cuando x se aproxima a ¢, entonces también
existe el limite de fix) y

lim f(x) = lim g(x).

En el apéndice A se presenta una demostracién de este teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

EJEMPLO 6 Calcular el limite de una funcion

Encuentre el limite

X —1
lim
x—=1 X — 1

Solucion Sea f(x) = (x* — 1)/(x — 1). Al factorizar y cancelar factores, puede es-
cribir f como

(x/‘/l’)(x2+x+l):
(1)

De tal modo, para todos los valores de x distintos de x = 1, las funciones fy g coinciden,
como se muestra en la figura 1.17. Puesto que el 1im g(x) existe, puede aplicar el teore-
x—1

flx) = XH+x+1=gk), x#1.

ma 1.7 y concluir que fy g tienen el mismo limite en x = 1.

3 2
x> =1 x— 1D +x+1
Ii = lim ( )( ) Factorice.
x—1 x — 1 x—1 x—1
if e—T1)x2+ x + 1) Cancele £ e
= lm - ~ > ‘t Q t ~ v.
] _X'/-/[ ancele ractores iaenticos

lim(x2 + x+ 1) Aplique el teorema 1.7
x—1

12+1+1
3

Use sustitucion directa.

Simplifique.

Estrategia para el calculo de limites

1. Aprenda a reconocer cudles limites pueden evaluarse por medio de la sustitucién
directa (estos limites se enumeran en los teoremas 1.1 a 1.6).

2. Si el limite de f{x) cuando x se aproxima a ¢ no se puede evaluar por sustitucién
directa, trate de encontrar una funcién g que coincida con f para todo x distinto
de x = c. [Seleccione una g tal que el limite de g(x) se pueda evaluar por medio de
la sustitucién directa.] Después aplique el teorema 1.7 para concluir de manera
analitica que

lim () = lim ¢(x) = g(c).

3. Utilice una grdfica o una tabla para respaldar la conclusion.
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oo o En la solu-
cién del ejemplo 7, cercidrese de
distinguir la utilidad del teorema
de factorizacioén del dlgebra. Este
teorema establece que si ¢ es un
cero de una funcién polinomial,
entonces (x — ¢) es un factor del
polinomio. Por tanto, si aplica
sustitucion directa a una funcién
racional y obtiene

qlc) 0

Puede concluir que (x — ¢) es un
factor comiin de p(x) y de g(x).

o) = plc) 0

f no esta definida para x = —3.
Figura 1.18
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Técnica de cancelacion

Un procedimiento para encontrar un limite es la técnica de cancelacion. Esta técnica
consiste en dividir factores comunes, como se muestra en el ejemplo 7.

EJEMPLO 7 Técnicas de cancelacion

+ « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

2 _
Encuentre el limite 1{m Khx-6
X—>—3 x+3

Solucion Aunque se trata del limite de una funcidn racional, no se puede aplicar el
teorema 1.3 debido a que el limite del denominador es 0.
lim x2+x—6)=0

x—-3

I el DR
Iim La sustitucion directa falla.
-3 x+3

lim (x +3) =0

x—-3

Puesto que el limite del numerador también es 0, numerador y denominador tienen un
Jactor comiin de (x + 3). Por tanto, para toda x # —3, se cancela este factor para obtener

X2 +x—6  (A+3)x—2)
i) = x+3 x+3

=x—2=gk), x# 3.

Empleando el teorema 1.7, obtiene que

x24+x—6

im = Iim (x - 2) Aplique el teorema 1.7.
x—=>—3 x+3 x——3
= —5. Use sustitucion directa.

Este resultado se muestra de forma grafica en la figura 1.18. Observe que la gréfica de
la funcién f coincide con la de la funcién g(x) = x — 2, sélo que la grafica de f tiene un
hueco en el punto (-3, -5).

En el ejemplo 7, la sustitucién directa produce la forma fraccionaria 0/0, que ca-
rece de significado. A una expresiéon como 0/0 se le denomina forma indeterminada,
porque no es posible (a partir s6lo de esa forma) determinar el limite. Si al intentar
evaluar un limite llega a esta forma, debe reescribir la fraccién de modo que el nuevo
denominador no tenga 0 como limite. Una manera de lograrlo consiste en cancelar los
factores idénticos o comunes, como se muestra en el ejemplo 7. Otra manera consiste en
racionalizar el numerador, como se muestra en la siguiente pagina.

[> Una herramienta de graficacion puede
dar informacién incorrecta sobre la grafica de una funcién. Por ejemplo, trate de
graficar la funcién del ejemplo 7

X2+ x—6

o) = x+3 [
12| .'/“‘6

en una ventana de visualizacién estandar (vea
la figura 1.19). En la mayorifa de las graficas froesti definida
utilizadas, la gréafica parece estar definida en cuando x==3. !
cada ndmero real. Sin embargo, dado que f no
estd definida cuando x = —3, se sabe que la i
gréfica de f'tiene un hueco en x = —3. Puede -9
verificarlo con una herramienta de graficacion  Grafica incorrecta de f.
mediante la funcién de trazado o con una fabla. Figura 1.19
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R IR I =

oo La técnica
de racionalizacién en el célculo de
limites se basa en multiplicar por
una forma conveniente de 1. En el
ejemplo 8, la forma apropiada es

o Vxt+1+1

1= .
Jx+1+1

El limite de f(x) cuando x tiende a 0 es %
Figura 1.20

Técnica de racionalizacion

Otra forma de encontrar un limite analiticamente es la técnica de racionalizaciéon, que
consiste en racionalizar el numerador de una expresion fraccionaria. Recuerde que ra-
cionalizar el numerador significa multiplicar el numerador y el denominador por el con-
jugado del numerador. Por ejemplo, para racionalizar el numerador de

Jx+ 4

X

multiplique el numerador y el denominador por el conjugado de v/x + 4, lo que es

Jx — 4.

EJEMPLO 8 Técnica de racionalizacion

. Jx+1-1
Encuentre el limite 1im xi.
x—0 X

Solucion Al utilizar la sustitucion directa, obtiene la forma indeterminada 0/0.

lirré(\/x-i-l—l):O
\/x+1—1/

Iim—— La sustitucion directa falla.

o ' \ limx =0

x—0

En este caso, puede reescribir la fraccion racionalizando el denominador:

\/x+1—1_<\/x+1—1><\/x+1+1>

X X Jx+1+1
x+1)—1

x(\/x +1+ 1)
i

A +1+1)
1

:\/x+1+1’

Abhora, cuando se emplea el teorema 1.7, se puede evaluar el limite como se muestra a
continuacion:

Jx+1-—1 1

lim = lim

x#0

x—0 X =0 Jx + 141
1
S
1
T2

1

Una tabla o una grafica puede servir para fortalecer la conclusién de que el limite es 5

(Vea la figura 1.20.)

X se aproxima a cero por la izquierda> < X se aproxima a cero por la derecha

X —-025| —0.1 | —0.01 | —0.001 | O | 0.001 0.01 0.1 0.25

f(x) | 0.5359 | 0.5132 | 0.5013 | 0.5001 | ? | 0.4999 | 0.4988 | 0.4881 | 0.4721

f(x) se aproxima a 0.5 > < f(x) se aproxima a 0.5



h(x) = f(x) = g(x)

y

[ se encuentra en

T
I
I
I
I
I
I
I
1

c

Teorema del emparedado.
Figura 1.21

~<

(cos 0, sen )
(1, tan 0)

§¢ Nwo

Sector circular utilizado para demostrar
el teorema 1.9.

Figura 1.22
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Teorema del emparedado

El siguiente teorema se refiere al limite de una funcién que estd “comprendida” entre
otras dos, cada una de las cuales tiene el mismo limite de un valor dado de x, como se
muestra en la figura 1.21.

TEOREMA 1.8 Teorema del emparedado

Si h(x) < fix) < g(x) para todas las x en un intervalo abierto que contiene a ¢ por la
posible excepcién de la propia c, y si

lim A(x) = L = 1im g(x)

X—cC

entonces lim f(x) existe y es igual a L.
X—C

En el apéndice A se presenta una demostracion de este teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

En la demostracion del teorema 1.9 se aprecia la utilidad del teorema del emparedado
(también se le llama teorema del sdindwich o de encaje).

TEOREMA 1.9 Dos limites trigonométricos especiales
Lm0 g gm LSO
x—0 X x—0 X

0

Demostracion Con el fin de evitar la confusion entre dos usos distintos de x, se pre-
senta la demostracion utilizando la variable 6, donde 6 denota un dngulo agudo positivo
medido en radiantes. En la figura 1.22 se muestra un sector circular comprendido entre
dos tridngulos.

tan 0
1 1
Area del triangulo = Area del sector = Area del triangulo
tan 6 0 sen 0
> = =
2 2 2

Al multiplicar cada expresion por 2/sen 6 resulta
1 0

>
cos @ senf

> 1

y tomando sus reciprocos e invirtiendo las desigualdades se obtiene:

cos 6 < 3610165 1.

Puesto que cos 6 = cos(—) y (sen 6)/60 = [(sen(—0)/(—0)], se puede concluir que esta des-
igualdad es vélida para fodo 6 distinto de cero dentro del intervalo abierto (—/2, 7/2). Por
ultimo, dado que ‘lgfr% cosf=1y éfrr(l) 1 = 1, se puede aplicar el teorema del emparedado

para concluir que }’m}) (sen 6)/0 = 1.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. ™|
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Asegtlirese
de entender las convenciones
matemadticas relativas al parénte-
sis y las funciones trigonométri-
cas. Por ejemplo, en el ejemplo
10, sen 4x significa sen(4x).

R IR p=

2(0) = segl( 4x
6
_T . )T
2(IN_S | N_“|2
-2

El limite de g(x) cuando x tiende
aOes4.

Figura 1.24

EJEMPLO 9 Limite en el que interviene una funcion

trigonomeétrica

nx

L. , ta
Encuentre el limite 1im
x—=0 X

Solucion La sustitucién directa tiene como resultado la forma indeterminada 0/0.
Para resolver este problema, puede escribir tan x como (sen x)/(cos x) y obtener

, tanx . sen x 1
lim = lim .
x—=0 X x—0 X COS X

Ahora, puesto que

lim sen x =1
x—=0 X
y Fo) = tar\l X
1
lim =1 ;
x—0 COS X

se puede obtener

P LE <1im senx)(ll,m 1 > -z |z
x—=0 X x—=0 X x—>0 COS X
= ()(1) >
=1 El limite de f(x) cuando x tiende a O es 1.
(Vea la figura 1.23.) Figura 1.23
N[\ LEeR[ I Limite en el que interviene una funcion
trigonomeétrica

L. sen 4x
Encuentre el limite 1im .

x—0

Solucion La sustitucion directa tiene como resultado la forma indeterminada 0/0.
Para resolver este problema, puede escribir el limite como

sen4x _ 4< sen 4x>'

Iim

Iim
x—0 4x

x—0 X

Multiplique y divida entre 4.

Ahora, haga y = 4xy observe que x tiende a 0 si y s6lo si y tiende a 0, se puede escribir

i S0 4x _ 4<lim sen 4x>
x—0 X x—0 4x
= 4(11’111 seny) Haga que y = 4x.
y=0 'y
= 4(1) Aplique el teorema 1.9(1).
=4.
(Vea la figura 1.24.) |
[> Utilice una herramienta de graficacién para confirmar los

limites de los ejemplos y del conjunto de ejercicios. Por ejemplo, las figuras 1.23 y
1.24 muestran las graficas de:

tan x sen 4x
y gl = :

Observe que la primera gréfica parece contener al punto (0, 1) y la segunda al punto
(0, 4), lo cual respalda las conclusiones obtenidas en los ejemplos 9 y 10.

L) =



1.3

con numeracion impar.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Ejercicios

H’ Estimar limites En los ejercicios 1 a 4, utilice una herra-

mienta de graficacion para representar la funcion y estime los
limites de manera visual.

12(/x - 3)

1. h(x) = —x2 + 4x
x—9

2. g(x) =

(@) lim A(x) (a) lim g(x)
x—4 x—4

33. lim senx 34. lim cosx
x—=5m/6 x—=5m/3

35. Iim tan<ﬂ> 36. 1im sec<ﬂ>
x—3 4 x—7 6

Evaluar limites En los ejercicios 37 a 40, utilice la informa-
cién dada para evaluar los limites.

37. limf(x) = 3 38. lim f(x) = 2

(b) XLI'I[II h(x)
3. f(x) = xcosx

(@) JICI_)II})f (x)

(b) XLI’gl/}f (x)

(b) lim g(x)
4. f(r) = 1|t — 4|

(a) lim fi (®)

(b) lim f(2)

Encontrar limites En los ejercicios 5 a 22, calcule el limite.

5. 11'11% x3 6. ll’m3 x*
7. lim 2x — 1) 8. lim (2x + 3)
x—0 x—>—4
9. lim (x2 + 3x) 10. lim (—x3 + 1)
x—-—3 x—2
11. lim (2x2 + 4x + 1) 12. lim (2x* — 6x + 5)
x—-3 x—1
13. lim Vx + 1 14. 11’11% J12x + 3
x—3 X
15. lim (x + 3) 16. 1im (3x — 2)*
x—>—4 x—0
17. lim 1 18. Iim
x—=2 X x—-5x + 3
. X . 3x+5
19. ;lcgl}x2+4 20. ;lcgr}x-f-l
+
21, Tim — 22, 1im Y210
x=7 Jx + 2 =3 x+ 2

Encontrar limites En los ejercicios 23 a 26, encuentre los

limites.
23. f(x) =5 —x, glx) =x°

(@) lim £ (x)  (b) lim gx)
24. f(x) = x + 7, glx) = x2

(@ lim f x) (b lim g(x)

25. f(x) =4 —x% glx) = Vx+ 1

(@ lim f(x) ~ (b) lim g(x)

(©) lim g(/(9)

© lim ¢(f()

(© lim g(/(9)

26. f(x) =2x2—3x+ 1, gy) =Ix+ 6

(@) lim f(x) ~ (b) lim g(x)

Hallar el limite de una funcion trigonomeétrica.

(©) lim g(f(x)

En los ejer-

cicios 27 a 36, encuentre el limite de la funcién trigonométrica.

27. lim senx 28. lim tan x
x—>w/2 x>

29. lim cosE 30. Iim senﬂ
x—1 3 x—>2 2

31. lim sec 2x 32. lim cos 3x

x—0

X—T

X—=C X—=C
lim g(x) = 2 lim g(x) =3
X—=C X—=C

(@) lim [55(x)]
®) 1im [£() + (0]
(© 1im [£()3(x)]

(d) lim viC]
x—=c g(}C)

39. limf(x) = 4
gmmw
(b) lim V/7(x)
(©) lim [3f (x)]
(@ lim [f()F2

Encontrar un limite

40.

(@) lim [4/(x)]
(b) lim [£(x) + g(x)]
(©) lim [£(x)¢(x)]

)
@ Iim

lim f(x) = 27

X—c

(@) lim Jf(x)

® 1

© 11_r)r} [f(0)]?
(@ lim [£()]3

En los ejercicios 41 a 46, escriba una

funcion simple que coincida en todo con la funcion dada, ex-
cepto en un punto. A continuacion, determine el limite de la
funcién. Utilice una herramienta de graficacion para confirmar

el primer resultado.
2 +
41, lim 3%

x—0 X

2 _
43, 1im !
x——1 x+l

3 _
45. lim > —28
x—2 x—2

42,

44.

46.

x4 — 5x2

lim 5

x—0 X
3x2+5x — 2
x+ 2
X+ 1

lim
x—)*lil‘l

lim
x—=—2

Encontrar un limite En los ejercicios 47 a 62, determine el

limite.

47. lim
x—=0 X° — X

. x—4
49'152)62—16
X +x—6
x>=9
53, lim Y52 =3

x—4 x—4

Jx+5-5

51. lim

x—-3

55. lim
x—0
+ J—
7. iy (/0 £ 90 (113

48.

50.

52.

54.

56.

58.

1’ P —
xl—r>% x2 + 4X
lim 2=
x—5 Xz — 25
lim x2+2x—8
=2 x2—x—2

L Vx+1-—=2
lim ————
x—3 x—3

L V2t x- ﬂ

lim ——
x—0 X

+ J—
o (/64 9] = (1/49)

x—0 X
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o 2(x + Ax) — 2x (et Ax)2 — a2 H’ Usar el teorema del emparedado En los ejercicios 91 a 94,
59, AliTo Ax 60. Aliglo Ax utilice una herramienta de graficacion para representar la fun-
cién dada y las ecuaciones y = |x| y y = — |x| en una misma

x4+ Ax)?> —2x+Ax) +1 — (2 —2x+ 1)

61. lim ventana. Usando las grificas para visualizar el teorema del em-

A0 Ax paredado, calcule lim f(x).
(x +Ax)? — X3 x=0
62. lim ———— . = . =
Aim Ax 91. f(x) = |x| senx 92. f(x) = |x| cos x
1 1
Encontrar el limite de una funcién trigonométrica En los 93. f(x) = x sen™ 94. h(x) = x cos t
ejercicios 63 a 74, determine el limite de la funcién trigonomé-
trica. DESARROLLO DE CONCEPTOS
senx 3(1 — cos x
63. 1im 64. 1im 301 = cosx) 95. Funciones que coinciden en todo, salvo en un
x—0 Sx x—0 X
punto
65. lim w 66. 1im cos 6 tan 0 (a) En el contexto de cdlculo de limites, analice qué quie-
=0 X 00 0 re decir mediante funciones que coinciden en todo,
1 sen?x 6. 1t tan? x salvo en un punto.
M x S x (b) Elabore un ejemplo de funciones que coincidan en
) todo, salvo en un punto.
. (1 = cosh) ) . i .
69. /111_1)1(1) Y 70. iﬂ ¢ sec ¢ 96. Forma indeterminada ;Qué se quiere decir con inde-
terminacion o forma indeterminada?
TR Ccos X 7. 1 1 —tanx
e cotx 4 senx — cos x 97. Teorema del emparedado Explique el teorema del
emparedado.
. sen 3t
73. 11_% o |:Sugerencia: Encuentre
74. 1im S0 2x 11’m<2 sen 2x><37x> ] 98, ;COMO LO VE? ;Utilizara la técnica de cancela-
x—0 sen 3x =0\ 2x 3 sen 3x /' ci6n o la técnica de racionalizacién para encontrar el
L o . .
H’ Analisis grafico, numérico y analitico En los ejercicios 75 limite de la funcicn? Explique su razonamiento.
a 82, utilice una herramienta de graficacion para representar 24+ x—2 /x+ 4 — 2
la funcion y estimar el limite. Use una tabla para respaldar su (@) Xl_lfflz X +2 (b) )l(l_ff(l)
conclusion. Posteriormente, calcule el limite empleando méto- h P
dos analiticos.
Jxt2-2 4 -
75. 1im VX T2 V2 76. tim L
x—0 X x—l6 X — 16
1/(2 + - (1/2 5 — 32
77, tim L EDL = (/2 g X
x—0 X x>2 X — 2 x
3t -1
79. lim > 80. lim o —
=0 I x—0 2x
sen x2 . senx
81. )]clj(l) X 82. )]CL”}) 3y H‘_" 99. Redaccion Utilice una herramienta de graficacién para ha-
cer la representacion de
Encontrar un limite En los ejercicios 83 a 88, determine sen x

f) =x, glx) =senx y hlx) =
i L6+ AY) = /() | |
Ax—0 Ax en la misma ventana. Compare las magnitudes de f(x) y g(x)
cuando x se acerca a 0. Utilice la comparacion para escribir un

83. f(x) = 3x -2 84. f(x) = —6x + 3 breve pdrrafo en el que se explique por qué
85. f(x) = x2 — 4x 86. f(x) = Vx lim h(x) = 1.
x—0
1 1

87. f(x) = x+3 88. fx) = x2 H’ 100. Redaccion Utilice una herramienta de graficacién para

representar
Usar el teorema del emparedado En los ejercicios 89 y 90, sen? x
utilice el teorema del emparedado para calcular lim f(x). flx) =x, gx) =sen’x y hx)=——

X—c
89. ¢ =0 en la misma ventana. Compare las magnitudes de f(x) y g(x)
4—x2<flx) <4+ x? cuando x se acerca a 0. Utilice la comparacién para escribir

9. ¢ = g un breve parrafo en el que se explique por qué

lim h(x) = 0.

b—l|x—a|l £fx) <b+|x—q =0



t—a a-—t

101. Si a un albaiiil se le cae una herramienta desde una
altura de 500 pies, ;a qué velocidad estard cayendo en
2 segundos?

102. Si a un albaiiil se
le cae una herra-
mienta desde una
altura de 500 pies,
(cudnto tiempo tar-
dara ésta en llegar
al suelo? ;A qué
velocidad se produ-

cird el impacto?
® © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 5 5 6 O 5 6 5 b 6 b s s 000

e Objeto en caidalibre o ¢ e e e 0 ¢ ¢ o 0 0 0 0 0o
En los ejercicios 101 y 102, utilice la funcién de po- °
sicion s(f) = —16¢> + 500, que da la altura (en pies) *
de un objeto que lleva cayendo ¢ segundos desde una
altura de 500 pies. La velocidad en el instante t = a o
segundos esta dada por J
. s(a) — s@) .
Iim ——. o

L]
L]

Objeto en caida libre En los ejercicios 103 y 104, utilice la
funcién de posicién s(f) = —4.9¢> + 200, que da la altura (en
metros) de un objeto que cae desde ¢ segundos una altura de
200 m. La velocidad en el instante ¢ = a segundos esta dada por

. sla) — s@)

lim———.

t—a a—t

103. Determine la velocidad del objeto cuando 7 = 3.

104. ;A qué velocidad golpeard el suelo?

105. Encontrar funciones Encuentre dos funciones [y g ta-

les que 1im f(x) y lim g(x) no existan, pero
x—0 x—0

tim ) + g0
si existe.

106. Demostracion Demuestre que si lim f(x) existe y
X—C
lim [ f(x) + g(x)] noexiste, entonces lfm g(x) tampoco existe.
Xx—c X—C

107. Demostracion Demuestre la propiedad 1 del teorema 1.1.

108. Demostracion Demuestre la propiedad 3 del teorema
1.1. (Se puede utilizar la propiedad 3 del teorema 1.2.)

109. Demostracion Demuestre la propiedad 1 del teorema 1.2.
110. Demostracion Demuestre que si Ifm f(x) = 0, entonces
lim | f(x)| = 0. e
X—C
111. Demostracion Demuestre que si Iim f(x) = 0 y |g(x)]
X—C
< M para un nimero fijo M y todas las x # ¢, entonces
lim f(x)g(x) = 0.
X—cC
112. Demostracion
(a) Demuestre que si lim | f(x)| = 0, entonces 1im f(x) = 0.
xX—C xX—cC
(Nota: Este ejercicio es inverso al ejercicio 110.)
(b) Demuestre que si lim f(x) = L, entonces lim | f(x)| = |L|.
xX—cC X—C

[Sugerencia: Utilice la desigualdad | f(x)] — |L|| <
| f(x) = L|.]

FI.-) 123. Razonamiento grafico Considere f(x) =

1.3 Calculo analitico de limites 69

113. Piénselo Encuentre una funcién f que muestre que el reci-
proco del ejercicio 112(b) no es verdadero. [Sugerencia: Bus-
que una funcién ftal que lim | f(x)| = |L| pero donde Iim f(x)
no exista. | e e

114. Piénselo Cuando utiliza una herramienta de graficacién
para generar una tabla con el fin de estimar
sen x

x—0 X

un estudiante concluye el limite, era 0.01745 y no 1. Determine
la probable causa del error.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 115 a 120, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
y proporcione un ejemplo que lo demuestre.

116. 1fm 222 =

x—=0 X x—=7 X

1
117. Sifix) = g(x) para todos los nimeros reales distintos a x = 0,
y lim f(x) = L, entonces lim g(x) = L.
x—0 x—0
118. Silim f(x) = L, entonces f(c) = L.
x—c

3, x<2
0, x>2

120. Si f(x) < g(x) para todas las x # a, entonces

119. h;n%f(x) = 3, donde f(x) = {

lim f(x) < lim g(x).

x—a x—a

121. Demostracion Demuestre la segunda parte del teorema
1.9 probando que
. 1 —cosx
Im——— =
x—0 X
122. Funciones por partes Sean

0,
1) = {1,

si x es racional
si x es irracional

y

gl = {

Calcule (si es posible) 1im f(x) y lim g(x).
x—0 x—0

0, six esracional
x, sixes irracional

secx — 1
x2
(a) Determine el dominio de f.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para hacer la re-
presentacién de f. ;Resulta evidente el dominio de fa par-
tir de la grafica? Si no es asi, explique por qué.

(c) Utilice la gréfica f para calcular ll’rr(1) f(x).

xX—

(d) Confirme su respuesta del inciso (c) utilizando el método

analitico.

124. Aproximacion
1 — cosx
2
(b) Utilice el resultado del inciso anterior para obtener la

(a) Encuentre lim
x—0

aproximacién cos x = 1 — %xz para x cercanas a 0.
(c) Aplique el resultado del inciso (b) para estimar cos(0.1).
(d) Utilice una herramienta de graficacién para estimar
c0s(0.1) con cuatro cifras decimales. Compare el resul-
tado con el del apartado (c).

Kevin Fleming/Corbis
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1.4 Continuidad y limites laterales o unilaterales

# Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo abierto.

H Determinar limites laterales o unilaterales y continuidad en un intervalo cerrado.
M Usar las propiedades de continuidad.

# Comprender y aplicar el teorema del valor medio.

Continuidad en un punto y en un intervalo abierto

En matematicas, el término continuo tiene el mismo significado que en su uso cotidiano.

Exploracion Decir, de manera informal, que una funcién fes continua en x = ¢, significa que no hay
De modo informal, se podria interrupcién de la grifica de fen c. Es decir, la grafica no tiene saltos o huecos en c. En la
decir que una funcién es figura 1.25 se identifican tres valores de x en los que la gréfica de fno es continua. En los
continua en un intervalo abierto demads puntos del intervalo (a, ), la grafica de f no sufre interrupciones y es continua.
si su grafica se puede dibujar

sin levantar el lapiz del papel. y y y

Utilice una herramienta de
graficacién para representar

las siguientes funciones en

el intervalo indicado. De las
graficas, ;qué funciones se
dice que son continuas en
dicho intervalo? ;Puede confiar
en los resultados obtenidos
graficamente? Explique su

i definida.

I

1

I

|

Iy ] Iy
razonamiento. ( } ) x ( }

a

f(c) no esta 3 3 li“(l.f(x)

lim f(x) # f(c)

JD/'\

1
1
1

[

P § R
a b

\
/
.. c b a c b c
Funcion Intervalo
Existen tres condiciones para las que la gréfica de f no es continuaen x = c.
ay=x>+1 (—3,3) Fi
igura 1.25
1
b.y=x_2 (—3,3)
En la figura 1.25, parece que la continuidad en x = ¢ puede destruirse mediante
c.y= sen X (=, m cualquiera de las siguientes condiciones.
by
2 —4 1. La funcién no estd definida en x = c.
d. y = (_3’ 3) . L.
x+2 2. No existe el limite de f{ix) en x = c.

3. El limite de f(x) existe en x = ¢, pero no es igual a f(c).

Si no se da ninguna de las tres condiciones anteriores, se dice que la funcién f'es conti-
nua en ¢, como lo indica la importante definicién que sigue.

Definicion de continuidad

Continuidad en un punto

i PARA INFORMACION ADICIONAL Una funcidn f'es continua en c¢ si se satisfacen las tres condiciones siguientes:
Para obtener mas informacion sobre el . L
1. f(c) estd definida.

concepto de continuidad, vea el articulo

“Leibniz an the Spell of the Conti- 2. lim f(x) existe.
nuous”, de Hardy Grant, en The College e _
Mathematic Journal. Para consultar 3. )l}l}}f (x) = fle)

este articulo, visite MathArticles.com.
Continuidad en un intervalo abierto

Una funcion es continua en un intervalo abierto (@, b) si es continua en cada punto
del intervalo. Una funcién continua en la recta completa de los ntimeros reales (—oo,
o0) es continua en todas partes.




Q—ft=---------+
I

(¢) Discontinuidad removible.
Figura 1.26

I IR =

Algunas

veces se llama a la funcion del
ejemplo 1(a) “discontinua”, pero

se ha encontrado que
nologia es confusa. E

esta termi-
s preferible

decir que la funcién tiene una
discontinuidad en x = 0.
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Considere un intervalo abierto / que contiene un nimero real c¢. Si la funcién f esta
definida en I (excepto, posiblemente, en ¢) y no es continua en c, se dice que f tiene una
discontinuidad en c. Las discontinuidades se clasifican en dos categorias: removibles o
no removibles. Se dice que una discontinuidad en c es inevitable o removible si f se puede
hacer continua definiendo (o redefiniendo) apropiadamente f{c). Por ejemplo, las funciones
en las figuras 1.26(a) y (c) presentan discontinuidades evitables o removibles en ¢, mientras
que la de la figura 1.26(b) presenta una discontinuidad inevitable o no removible en c.

EJEMPLO 1 Continuidad de una funcion

Analice la continuidad de cada funcién

2 -1 x+1, x=<0
X = . hix) =
b. g(x) x—1 ¢. hlx) {xz—l—l, x>0

d. y = senx

a ) =+

Solucion

a. El dominio de flo constituyen todos los ntimeros reales distintos de cero. A partir del
teorema 1.3, puede concluir que f'es continua en todos los valores de x de su dominio.
En x = 0, ftiene una discontinuidad inevitable, como se muestra en la figura 1.27(a).
En otras palabras, no hay modo de definir f{0) para hacer que la nueva funcién sea
continuaen x = 0.

b. El dominio de g lo constituyen todos los ndmeros reales, excepto x = 1. Aplicando el
teorema 1.3, puede concluir que g es continua en todos los valores de x de su domi-
nio. En x = 1, la funcién presenta una discontinuidad evitable, como se muestra en
la figura 1.27(b). Si g(1) se define como 2, la “nueva” funcién es continua para todos
los nimeros reales.

c. El dominio de % estd formado por todos los nimeros reales. La funcién /4 es continua
sobre (—o0, 0) y en (0, o), y puesto que

lim h(x) = 1
x—0
h es continua en toda la recta real, como ilustra la figura 1.27(c).

d. El dominio de y estd formado por todos los nimeros reales. Del teorema 1.6, puede
concluir que la funcién es continua en todo su dominio (—0o, 00), cOmo se muestra
en la figura 1.27(d).

y y

3,,
1,2)
2,,
/ =

AT 0 s

-1 1 2 3

N

(a) Discontinuidad no removible en x = 0.

y y

\
=

SIER
N‘Lﬁ)A

(¢) Continua en toda la recta real.
Figura 1.27

(d) Continua en toda la recta real.
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c<Xx

(a) Limite cuando x tiende a ¢ por la
derecha.

y

1
1

1

1

I

X c
c>X

(b) Limite cuando x se acerca a ¢ desde
la izquierda.

Figura 1.28

El limite de f(x) cuando x se
aproxima a —2 por la derecha es 0.
Figura 1.29

Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

Para comprender el concepto de continuidad sobre un intervalo cerrado, es necesario
estudiar antes un tipo diferente de limite, llamado limite lateral. Por ejemplo, el limite
por la derecha significa que x se aproxima a ¢ por valores superiores a c [vea la figura
1.28(a)]. Este limite se denota como

lim f(x) = L. Limite por la derecha

x—>c™t

Del mismo modo, el limite por la izquierda significa que x se aproxima a ¢ por valores
inferiores a ¢ [vea la figura 1.28(b)]. Este limite se denota como

lim f(x) = L. Limite por la izquierda

x—c™

Los limites laterales son ttiles al calcular limites de funciones que contienen radicales.
Por ejemplo, si n es un entero dado, entonces

lim &/x = 0.

x—0*

EJEMPLO 2 Un limite lateral

Encuentre el limite de f(x) = «/4 — x? cuando x tiende a -2 por la derecha.

Solucion Como se muestra en la figura 1.29, el limite cuando x se aproxima a —2 por
la derecha es

lim 4 — x> =0. |

x——2%

Los limites laterales pueden usarse para investigar el comportamiento de las fun-
ciones escalon. Un tipo comtn de funcidon escalén es la funcion parte entera o mayor
entero [[x], que se define como

[[x]] = mayor entero n tal que n < x. Funcién entero mayor

Por ejemplo, [2.5] = 2y [-2.5] = —3.

EJEMPLO 3 Funcién parte entera o entero mayor
Calcule el limite de la funcién parte entera o y
entero mayor f(x) = [x] cuando x tiende a O por

la izquierda y por la derecha. 2+ ——o
Solucién Como se muestra en la figura 1.30, 14 —5

el limite cuando x tiende a 0 por la izquierda esta
dado por | 1 & 1 F—x

lim [x] = —1

x—0" [S——S

y el limite cuando x se aproxima a 0 por la dere-
cha esta dado por

lim [x] = 0. Funcidn parte entera o entero mayor.

x—0" .
Figura 1.30
La funcién parte entera o entero mayor no es con-

tinua en O debido a que los limites por la izquierda

y por la derecha en ese punto son diferentes. Mediante un razonamiento similar, se
puede concluir que la funcién parte entera o mayor entero tiene una discontinuidad en
cualquier entero 7.
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Funcién continua en un intervalo
cerrado.
Figura 1.31

1

-1 1

f es funcién continua sobre [— 1, 1].
Figura 1.32
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Cuando el limite por la izquierda no es igual al limite por la derecha, el limite
(bilateral) no existe. El siguiente teorema lo explica mejor. Su demostracion se obtiene
directamente de la definicién de limite lateral.

TEOREMA 1.10 Existencia de un limite

Si fes una funcidn, y ¢ y L son nimeros reales, el limite de f(x) cuando x se aproxi-
maacesLsiy solosi

lim f(x) =L y lim f(x) = L.
x—c” x—ct

El concepto de limite lateral permite extender la definicién de continuidad a los
intervalos cerrados. Basicamente, se dice que una funcién es continua sobre un inter-
valo cerrado si es continua en el interior del intervalo y posee continuidad lateral en los
extremos. Esto se enuncia de manera formal como sigue.

Definicion de continuidad sobre un intervalo cerrado

Una funcidn f'es continua sobre un intervalo cerrado [a, b] si es continua sobre el
intervalo abierto (a, b) y

Tim /() = f(a)

Tim f(0) = £(b)

La funcién f'es continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b (vea
la figura 1.31).

Se pueden establecer definiciones andlogas para incluir la continuidad en intervalos
con la forma (a, b] y [a, b), que no son abiertos ni cerrados o infinitos. Por ejemplo, la
funcién

f) = Vx
es continua sobre el intervalo infinito [0, co), y la funcién
gx) = V2 —x

es continua sobre el intervalo infinito (—oco, 2].

EJEMPLO 4 Continuidad sobre un intervalo cerrado

Analice la continuidad de
flx) = V1 —x2

Solucion El dominio de f es el intervalo cerrado [~1, 1]. En todos los puntos del
intervalo abierto (—1, 1), la continuidad de f obedece a los teoremas 1.4 y 1.5. Ademads,
dado que

lim V1 —x*>=0-= f(— 1) Continua por la derecha

x——1"

y
lim V1 —-x>=0= f(l) Continua por la izquierda
x—=>1-

puede concluir que f es continua en el intervalo cerrado [—1, 1], como se ilustra en la
figura 1.32. |
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.

eo e Laley de
Charles para los gases (supo-
niendo una presion constante)
puede enunciarse como

V=RT

donde V es el volumen, R es una
constante y T es la temperatura.

En 2003, investigadores del Mas-
sachusetts Institute of Technology
utilizaron laser y evaporacion
para producir un gas superfrio
en el que los atomos se super-
ponen. Este gas se denomina
condensado de Bose-Einstein.
Midieron una temperatura de al-
rededor de 450 pK (picokelvins) o
-273.14999999955°C aproximada-
mente. (Fuente: Science Magazi-
ne, 12 de septiembre de 2003.)

El siguiente ejemplo muestra cémo se puede aplicar un limite lateral con el fin de
determinar el cero absoluto en la escala Kelvin.

EJEMPLO 5 Ley de Charles y cero absoluto

En la escala Kelvin, el cero absoluto es la temperatura 0 K. A pesar de que se han ob-
tenido temperaturas muy cercanas a 0 K en laboratorio, nunca se ha alcanzado el cero
absoluto. De hecho, existen evidencias que sugieren la imposibilidad de alcanzar el
cero absoluto. ;Cémo determinaron los cientificos que 0 K es el “limite inferior” de la
temperatura de la materia? ;Cudl es el cero absoluto en la escala Celsius?

Solucion La determinacion del cero absoluto proviene del trabajo del fisico francés
Jacques Charles (1746-1823), quien descubri6 que el volumen de un gas a presion cons-
tante crece de manera lineal con respecto a la temperatura. En la tabla siguiente se ilustra
la relacion entre volumen y temperatura. Para crear los valores que aparecen en la tabla,
un mol de hidrégeno se mantiene a una presion constante de una atmdsfera. El volumen V
es aproximado y se mide en litros y la temperatura 7 se mide en grados Celsius.

T —40 —20 0 20 40 60 80
V| 19.1482 | 20.7908 | 22.4334 | 24.0760 | 25.7186 | 27.3612 | 29.0038

En la figura 1.33 se muestran los puntos v
representados en la tabla. Empleando dichos
puntos, se puede determinar que 7'y V se

relacionan a través de la ecuacion lineal 257

V = 0.08213T + 224334, (v=oom2157+ 22, T”“%“ w

Resolviendo para 7, obtiene una ecuacién r
para la temperatura del gas

30 +

T = V — 224334 (-273.15,0) ol
0.08213 \
t } } } T
Mediante el razonamiento de que el volumen -300 -200 -100 100
del gas puede tender a O (pero nunca ser El volumen del hidrégeno gaseoso
igual o menor que cero), puede concluir que depende de su temperatura.
la “temperatura minima posible” se obtiene Figura 1.33

por medio de
oV —0224334
Jm T = im0 08213

_ 0 —22.4334
0.08213

~ —273.15.

Use sustitucion directa.

De tal manera, el cero en la escala Kelvin (0 K) es aproximadamente —273.15° en la
escala Celsius.

La tabla siguiente muestra la temperatura del ejemplo 5, en la escala Fahrenheit.
Repita la solucién del ejemplo 5 utilizando estas temperaturas y volimenes. Utilice el
resultado para determinar el valor del cero absoluto en la escala Fahrenheit.

T —40 —4 32 68 104 140 176
19.1482 | 20.7908 | 22.4334 | 24.0760 | 25.7186 | 27.3612 | 29.0038

Massachusetts Institute of Thecnology(MIT)
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AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY
(1789-1857)

El concepto de funcién continua
fue presentado por primera vez
por Augustin-Louis Cauchy en
1821. La definicién expuesta en su
texto Cours d’Analyse, establecia
que las pequefias modificaciones
definidas en y eran resultado de
pequefas modificaciones indefinidas
en x: “... f(x) serd una funcién
continua si... los valores numéricos
de la diferencia f(x + o) — f(x)
disminuyen de forma indefinida con
los de o...“.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.

eo o Una

consecuencia del teorema
1.12 es que si f'y g satisfacen
las condiciones sefialadas, es

posible determinar que el limite
de f(g(x)) cuando x se aproxima

aces

lim f (g(x)) = f(g(c)).
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Propiedades de la continuidad

En la seccién 1.3 estudié las propiedades de los limites. Cada una de esas propieda-
des genera una propiedad correspondiente relativa a la continuidad de una funcién. Por
ejemplo, el teorema 1.11 es consecuencia directa del teorema 1.2.

TEOREMA 1.11 Propiedades de la continuidad

Si b es un nimero real, y fy g son continuas en x = ¢, entonces las siguientes fun-
ciones también son continuas en c.

1. Muiltiplo escalar: bf. 2. Suma y diferencia: f+ g.

f

3. Producto: fg. 4. Cociente: =, g(c) # 0.
8

En el apéndice A se presenta una demostracion del teorema 1.11.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Es importante que usted sea capaz de reconocer las funciones que son continuas en
cada punto de sus dominios. La lista siguiente resume las funciones que ha estudiado
hasta ahora, que son continuas en cada punto de sus dominios.

1. Funciones polinomiales: p(x) = ax* + a,_x""'+ - -+ ax + a,
2. Funciones racionales: r(x) = I;gg, qlx) #0

3. Funciones radicales:

fO) = ¥x

4. Funciones trigonomeétricas: sen x, cos x, cot x, tan X, Sec X, CSC X.

Combinando el teorema 1.11 con esta sintesis, puede concluir que una gran variedad de
funciones elementales son continuas en sus dominios.

Aplicar las propiedades de la continuidad

+ «««> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Por el teorema 1.11, cada una de las siguientes funciones es continua en todos los puntos
de su dominio.
2
x>+ 1
f(x) = x +senx, f(x) =3tanx, flx)= = |

COSs X

El siguiente teorema, consecuencia del teorema 1.5, permite determinar la continui-
dad de funciones compuestas, como

f(x) =sen3x, flx) =V/x*+1, y flx) =tan i

TEOREMA 1.12 Continuidad de una funcion compuesta

Si g es continua en ¢ y f'es continua en g(c), entonces la funcién compuesta dada
por (f > g)(x) = f(g(x)) es continua en c.

Demostracion Por la definicién de continuidad lim g(x) = g(c) y 11’11(1) flx)=
x—c x—g(c
f(g(c)). Al aplicar el teorema 1.5 con L = g(c) se obtiene lim f(g(x))=
X—cC

f(l;rrg g(x)) = f(g(c)). De esta manera (f - g)(x) = f(g(x)) es continua en c.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i
© Bettmann/CORBIS
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(a) fes continua en cada intervalo abierto

de su dominio.

Figura 1.34

Limites y sus propiedades

EJEMPLO 7 Probar la continuidad

Describa el intervalo o intervalos donde cada funcién es continua.

senl, x#0

a. f(x) = tanx b. g(x)=[0 X =0 c. hix) = 0

xsenl, x#0
X
x=0

Solucion

a. La funcién tangente f{x) = tan x no estd definida en

T
X =—+ nm,

2

En todos los demads puntos es continua. De tal modo, f{x) = tan x es continua en todos
los intervalos abiertos

(_3;7 _z) <_EE> <E3j>
T2\ T2\ )

como muestra la figura 1.34(a).

b. Puesto que y = 1/x es continua, excepto en x = 0, y la funcién seno es continua para
todos los valores reales de x, resulta que

= senl
Y X

es continua en todos los valores reales salvo en x = 0. En x = 0, no existe el limite
de g(x) (vea el ejemplo 5 de la seccién 1.2). Por tanto, g es continua en los intervalos
(00, 0) y (0, 00), como se muestra en la figura 1.34(b).

c. Esta funcién es parecida a la del apartado (b), con excepcion de que las oscilaciones
estan amortiguadas por el factor x. Aplicando el teorema del emparedado, se obtiene

— || stenisbc, x#0

y se puede concluir que

lim h(x) = 0.
x—0

De tal manera, & es continua en toda la recta real, como se muestra en la figura
1.34(c).

—1-

o L
h(x) = {,\ sen o, X # 0
0, x=0

(¢) h es continua en toda la recta real.

(b) g es continua en (—o0, 0) y (0, o0).
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Teorema del valor medio

El teorema 1.13 es un importante teorema relativo al comportamiento de las funciones
continuas en un intervalo cerrado.

TEOREMA 1.13 Teorema del valor medio

Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b], fla) = f(b) y k es cualquier nimero
entre fla) y f(b), entonces existe al menos un nimero c en [a, b] tal que

fle) =k

El teorema del valor medio asegura que existe al menos un nu-
mero ¢, pero no proporciona un método para encontrarlo. Tales teoremas se denominan
teoremas de existencia. Al consultar un libro de cdlculo avanzado, se observara que la
demostracion de este teorema se basa en una propiedad de los nimeros reales llamados
completitud. El teorema del valor medio establece que para que una funcién sea conti-
nua en f, si x recorre todos los valores desde a hasta b, entonces f{x) debe asumir todos
los valores entre fla) y f(b).

Como ejemplo sencillo del teorema del valor medio, considere la estatura de las
personas. Suponga que una nifia media 1.52 m (5 pies) al cumplir 13 afios, y 1.70 m al
cumplir 14 afios, entonces, para cualquier altura  entre 1.52 y 1.70 m, debe existir algin
momento 7 en el que su estatura fue exactamente /. Esto parece razonable, debido a que
el crecimiento humano es continuo y la estatura de una persona no cambia de un valor
a otro en forma abrupta.

El teorema del valor medio garantiza la existencia de al menos un nimero c en el
intervalo cerrado [a, b]. Puede, claro estd, haber mas de uno, tal que

floy=k

como se muestra en la figura 1.35. Una funcién discontinua no necesariamente manifies-
ta la propiedad del valor medio. Por ejemplo, la gréfica de la funcién discontinua de la
figura 1.36 salta sobre la recta horizontal dada por

y=k

sin que exista valor alguno para c en [a, b], tal que fic) = k.

y y
fla) =
2
JB) | - - X{'_‘/
[ ]
C I
a b
fes continua en [a, b]. fno es continua en [a, b].
[Existen tres nimeros c tales [No existen nimeros c tales
que f(c) = k. que f(c) = k.
Figura 1.35 Figura 1.36

El teorema del valor medio suele emplearse para localizar los ceros de una funcién
que es continua en un intervalo cerrado. De manera mas especifica, si f es continua en
[a, b] y fla) y f(b) tienen signo distinto, entonces el teorema garantiza la existencia de al
menos un cero de fen el intervalo cerrado [a, b].



78

Capitulo 1

Limites y sus propiedades

EJEMPLO 8 Aplicar el teorema del valor medio

Utilice el teorema del valor medio para demostrar que la funcién polinomial
f)=x*+2x—1
tiene un cero en el intervalo [0, 1].
Soluciéon Observe que fes continua en el intervalo cerrado [0, 1]. Dado que
SO =03+20—-1=-1y f()=13+2(1)—-1=2
resulta que f{0) < 0 y f{(1) > 0. Por tanto, puede aplicar el teorema del valor medio y
concluir que debe existir algin c en [0, 1] tal que
fle)=0 f tiene un cero en el intervalo cerrado [0, 1].

como se muestra en la figura 1.37.

]
0]

‘l/ ©0.-1)

fescontinuaen [0, 1] con f(0) < 0y £(1) > 0.
Figura 1.37 ™ |

El método de biseccion para aproximar los ceros reales de una funcién continua es
parecido al método empleado en el ejemplo 8. Si se sabe que existe un cero en el intervalo
cerrado [a, b], dicho cero debe pertenecer al intervalo [a, (a + b)/2] o [(a + b)/2,b].
A partir del signo de f([a + b]/2), se puede determinar cudl intervalo contiene al cero.
Mediante bisecciones sucesivas del intervalo, se puede “atrapar” al cero de la funcién.

> También puede usar el zoom de una herramienta de grafica-
cién para estimar los ceros reales de una funcién continua. Al hacer acercamien-
tos de forma repetida a la zona donde la grafica corta al eje x y ajustar la escala
de dicho eje, puede estimar el cero de la funcion con la precision deseada. El cero de

x> + 2x— 1 es alrededor de 0.453, como se muestra en la figura 1.38.
2

Zero
X=.453397k5 [Y=0
-2
Cerode f(x) = x> + 2x — 1.
Figura 1.38
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

1 .4 EierCiCiOS con numeracion impar.

Limites y continuidad En los ejercicios 1 a 6, utilice una ) B+l o x<1
herramienta de graficacién para determinar el limite y analizar 19. lim f (x), donde f(x) = x+1, x=1
la continuidad de la funcién.
@ lim f(x) () lim f(x)  (¢) lim f(x) 20. 1im f(x), donde f(x) = {x’ =
x—ct x—c¢ x—c x—1* 1—x, x> 1
1. y 2. y 21. lim cot x 22. h’m/2 sec x
5T 2 23. 1im (5[x] — 7) 24. 1im (2x — [x])
4+ c=_2 x—4- x—>2"
a4 \ T 25. 1im (2 26. 1i (1 H xﬂ)
2t % x Mm@ = 1=D) =y 2
% % s x -1 Continuidad de una funcion En los ejercicios 27 a 30, ana-
1 1/2 345 2% -2+ lice la continuidad de cada funcién.
' x> =1
3.y 4 y 28./0) ="
c=-3 y
5 -
4+ _
=39, 4+ 3L
-3,3 4
\\G,V 9 3 s /
o 2+ 1+
} } } x =+ x - Ll
214 6 7@ 3 3221 /123
+ (3,0) Sasaa N
c=13 T 4
L g 73 T
5. 7 6. Y
_l’ﬁ) 4l X, x <1
2 c=-1 30. f(x) =12, x=1
1+ c=2 3T 2x—1,x>1
——t——1—1>=x 2+ y
L1 23456 =12 _—
24 o _ 3
-3 (2703)— —t—x 2 o
-3 (=1,0) 1 1k
Calcular el limite En los ejercicios 7 a 26, calcule el limite (si - ; B g % i ; ; x
existe); si no existe, explique por qué. R T
) ot
7. i .1 3+
xligil* x+ 8 8 xll}gl’ x+2
. x-—5 . 4-—x Continuidad de una funcién en intervalo cerrado En los
9. legk 2 —25 10. leﬂ 2 - 16 ejercicios 31 a 34, analice la continuidad de la funcién en el
) N  Si—2 intervalo cerrado.
11. Xl“,ns Z-9 12. Xl_l)Tf Y —4 Funcién Intervalo
B 1 PRETE ( 31 g(x) = V49 — x* [-7,7]
. l1m . m —
=0 X x—10+ x — 10 RN.fN=3-/9-¢ [-3,3]
1 1 33. /00 {3—x, x<0 [—1.4]
. flx) = -1,
15, Im TTAY X 3455 x>0
Ax—0" Ax 1
AP+ Ax— (x2+ ) 34. g(x)=x2_4 [-1,2]
16. lim
Ax—0* Ax
Discontinuidades removibles y no removibles En los
Xt 2, <3 ejercicios 35 a 60, encuentre los valores de x (si existe alguno)
17. lim f(x), donde f(x) = 2 en los que no es continua. ;Cudles discontinuidades son evita-
=3 12 — 2x x> 3 bles o removibles?
37 6
35. f(x) = — 36. f(x) =
X2 —4x+6, x<3 X x—6

18. 1im /(x), donde f(x) = {—x2 +4x—2, x=3 3. f) =22 -9 38. f(x) = x2 — dx + 4
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1 1

39.f(x)=4_x2 40.f(x)=sz1
41. f(x) = 3x — cos x 42. f(x) = cos%x
X
43. /() = 57— 4. /() = 57,
X x—5
45. f(x) = )CZTI 46. f(x) = m
x+2 x+2
T f=a"3"10 BM=m""%
x4+ 7] _|x—=5]
49. f(x) = P 50. f(x) = s
x, x =1
51. f(x) = {XZ’ o
-2x+3, x<1
52. f(x) = {xz -
53. £ %x +1, x=2
L flx) =
3—x, x>2
—2x, x <2
54'f(x)_{x2—4x+1, x>2
tan T |x| < 1
55. f(x) = 47
X, |x| = 1
56. /() csc7%x, |[x —3] =2
L flx) =
2, |[x —=3] >2
57. f(x) = csc2x 58. f(x) = tan fo
59. f(x) =[x — 8] 60. f(x) =5 — [«]

Desarrollar una funcion continua En los ejercicios 61 a 66,
encuentre la constante a, o las constantes a y b, tales que la fun-
cion sea continua en toda la recta real.

3x2, x =1 343, x <1
61'f(x)_{ax—4,x<l 62'f(x)_{ax+5,x>1
4 sen x
3 <2
63.f(x)—{x , x 5 64. g(x) = x x<0
axs, x> a—2x, x=0
2, x < —1
65. f(x) =Jax +b, —1 <x<3
-2, x =3
¥ — g2
66. g(x) =y x—a’ xFa
8, X=a

Continuidad de una composicion compuesta En los
ejercicios 67 a 72, analice la continuidad de la funcién com-

puesta h(x) = f(g(x)).

67. f(x) = x2 68. f(x) =5x+1
gy) =x—1 gly) = x3

69. f(x) = ﬁ 70. f(x) = %
g) =27 + 5 g =~ 1

71. f(x) = tanx 72. f(x) = senx

g =3 glx) = 22

H’ Determinar discontinuidades En los ejercicios 73 a 76, uti-

lice una herramienta de graficacién para representar la fun-
cion. Use la grifica para determinar todo valor de x en donde la
funcion no sea continua.

1

73. f(x) = [[x]] - X 74. h(x) = m
B X2 —3x, x> 4
75. 8t = {2x —5, x<4
cosx — 1
76. f(x) = x> <0
5x, x=z20

Prueba de continuidad En los ejercicios 77 a 84, describa el
o los intervalos en los que la funcién es continua.

77. f(x) = m 78. F(x) = x;}]

79. f(x) =3 — Vx 80. f(x) = x/x + 3

1
82. f(x) = cos

81. f(x) = sec ==

4

2ol x—4, x#3
83. fx) =yx—1" 84. f(x) =

2, x=1 L =3

PIU Redaccion En los ejercicios 85 y 86, utilice una herramienta

de graficacion para representar la funcion en el intervalo [—4,
4]. ;Parece continua en este intervalo la grafica de la funcion?
¢Es continua la funcién en [-4, 4]? Escriba unas lineas sobre la
importancia de examinar una funcién analiticamente, ademas
de hacerlo de manera grifica.
_senx

85. f(x) =

86. f(x) = ’; __28

Redaccion En los ejercicios 87 a 90, explique por qué la fun-
cion tiene un cero en el intervalo dado.

Funcion Intervalo
87. f(x) = Hx* — x> + 4 [1,2]
88. fx) =x* +5x— 3 [0, 1]
89. f(x) = x> —2 — cosx [0, 7]
5 X
L f) = ==+ tan|
90. £(x) . tan< ]0> [1,4]

* Uso del teorema del valor medio En los ejercicios 91 a 94,

utilice el teorema del valor medio y una herramienta de grafica-
cion para calcular el cero de la funcién en el intervalo [0, 1]. Reali-
ce acercamientos de forma repetida en la grafica de la funcion con
el fin de determinar el cero con una precision de dos cifras deci-
males. Use la funcién cero o raiz de su herramienta de graficacion
para estimar el cero con una precision de cuatro cifras decimales.

91. fx) =x* +x— 1
92. f(x) =x*—x>+3x— 1



93. g(t) = 2cost — 3t
94, h(0) =tan 6 + 30 — 4
Uso del teorema del valor medio En los ejercicios 95 a 98,

verifique que el teorema de valor medio es aplicable al intervalo
indicado y encuentre el valor de ¢ garantizado por el teorema.

95. f(x) =x2+x—1, [0,5], flc)=11
96. f(x) =x>2—6x+ 8, [0,3], flc)=0
97. f(x) = x* =x2+x =2, [0,3], flc)=4

x2+x [%4]’ Fe) =6

x—1°

98. f(x) =

DESARROLLO DE CONCEPTOS

99. Usar la definicion de continuidad En cada una de
las graficas siguientes, especifique como se destruye la

continuidad en x = ¢:

(a) Y (b) ~

: x : x
(© @

; 1

: x L x

100. Trazar una grafica Trace la gréfica de cualquier fun-
cién f'tal que:

11’r£1+f(x) =1y ll’t‘glif(x) =0.

(Esta funcion es continua en x = 3? Explique su respuesta.
Continuidad de combinacion de funciones Si
las funciones f'y g son continuas para todos los x reales,
f + g siempre es continua para todos los x reales? ;f/g
siempre es continua para todos los x reales? Si alguna
no es continua, elabore un ejemplo para comprobar su
conclusion.

101.

102. Discontinuidades removibles y permanen-

tes Describa la diferencia entre una discontinuidad

removible y una no removible. En su explicacién, dé

ejemplos de las siguientes descripciones.

(a) Una funcién con una discontinuidad no evitable en
x =4

(b) Una funcién con una discontinuidad evitable en x = —4.

(c) Una funcién que cuenta con las dos caracteristicas
descritas en los incisos (a) y (b).

Christian Delbert/Shutterstock.com
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;Verdadero o falso? Enlos ejercicios 103 a 106, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
o proporcione un ejemplo que lo demuestre.

103. Silim f(x) = L y f(c) = L,y fic) = L, entonces fes conti-
X—C
nua en c.

104. Si fix) = g(x) parax = ¢ y f(c) # g(c), entonces f 0 g no es

continua en c.

105. En una funcién racional puede haber infinitos valores de x en

los que no es continua.

106. La funcién

1

-
o =B

es continua en (—oo, 00).

107. Piénselo Describa en qué difieren las funciones

J@ =3+ y gx) =3~ [

OT(_)@ iCOMO LO VE? Todos los dias se disuelven 28

onzas de cloro en el agua de una piscina. En la gréfica
se muestra la cantidad de cloro f(¥) en esa agua luego
de 1 dfas. Calcule € interprete tlirg f@o)y zEIf* f(@).

y

140
112

56
28 '\O\o o
} } } } } } t
‘ T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 17

109. Tarifas telefonicas Una llamada de larga distancia entre
dos ciudades cuesta $0.40 los primeros 10 minutos y $0.05
por cada minuto o fraccién adicional. Utilice la funcién parte
entera o entero mayor para expresar el costo C de una llama-
da en términos del tiempo ¢ (en minutos). Dibuje la gréifica de
esta funcién y analice su continuidad.

e 110. Gestion de inventarios

El nimero de unidades en inventario en una pequefia
empresa estd dado por

N(1) = 25(2[[%]] — t)

donde ¢ representa
el tiempo en meses.
Dibuje la gréfica de
esta funcién y ana-
lice su continuidad.
(Con qué frecuencia
la empresa debe
reponer existencias?
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111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

Capitulo 1 Limites y sus propiedades

Déja vu Un sdbado a las 8:00 de la mafiana, un hombre
comienza a correr por la ladera de una montafia hacia su
campamento de fin de semana (vea la figura). El domingo
a las 8:00 de la mafiana baja corriendo la montafia. Tarda 20
minutos en subir, s6lo 10 minutos en bajar. En cierto punto del
camino de bajada el hombre se da cuenta que pasé por el mis-
mo lugar a la misma hora del sdbado. Demuestre que el hombre
estd en lo cierto. [Sugerencia: Considere que s(f) y r(f) son
las funciones de subida y bajada, y aplique el teorema del
valor medio para la funcién f(r) = s(t) — r(z).]

No estd dibujado a escala
Domingo 8:00 de la mafiana

Sébado 8:00 de la mafiana

Volumen Utilice el teorema del valor medio para demostrar
que entre todas las esferas cuyos radios pertenecen al intervalo
[S, 8] hay una con un volumen de 1500 centimetros ctibicos.

Demostracion Demuestre que si f es continua y carece
de ceros en [a, b], entonces
f(x) > 0 para todo x en [a, b] o fix) < 0 para todo x en [a, b].

Funcion de Dirichlet Demuestre que la funcién de
Dirichlet

o=

0, six esracional

1, six esirracional

no es continua para ningin nimero real.

Funcion continua Demuestre que la funcién
0, six esracional

f&) =

kx, six esirracional

es continua s6lo en x = 0. (Suponga que k es cualquier nime-
ro real distinto de cero.)

Funcion signo  La funcién signo se define como

-1, x< O
sgn(x) =410, x=0.
1, x>0

Dibuje la grafica de sgn(x) y calcule los siguientes limites (si
es posible).

(a) 11’1(1)17 sgn(x) (b) 11’1(1)1+ sgn(x)  (c) h’rr(l) sgn(x)
Modelado de datos La tabla recoge valores de la velo-
cidad S (en pies/s) de un objeto tras caer ¢ segundos.

t |0 5 10 15 20 25 30

S| 0| 482|535 | 552|559 | 562 | 563

(a) Trace la curva con los datos.

(b) ;Parece existir una velocidad limite para el objeto? En
caso afirmativo, identifique una posible causa.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

Elaborar modelos Un nadador cruza una piscina de una
anchura b nadando en linea recta desde (0, 0) hasta (2b, b)
(vea la figura).

y

(a) Sea funa funcién definida como la coordenada y del pun-
to sobre el lado mas largo de la piscina que se encuen-
tra mas cerca del nadador en cualquier momento dado
durante su trayecto a través de la piscina. Encuentre la
funcién fy dibuje su gréfica. ;Se trata de una funcién
continua? Explique la respuesta.

(b) Sea g la distancia minima entre el nadador y el lado mds
largo de la piscina. Encuentre la funcién g y dibuje la
grafica. ;Se trata de una funcién continua? Explique
la respuesta.

Hacer una funcion continua Encuentre todos los valo-
res de ¢ tales que f sea continua en (—co, 00)

1—x% x=<c¢
f(x>={ ree

X,

Demostracion Demuestre que para todo nimero real y
existe un x en (— /2, 7/2), tal que tan x = y.

Hacer una funcion continua Sea

Jx+ct—c

fla) =

, ¢>0.

(Como se puede definir fen x = 0 con el fin de que sea con-
tinua en ese punto?

Demostracion Demuestre que si
Iim f(c + Ax) = f(c)
Ax—0

entonces fes continua en c.

Funcion continua Analice la continuidad de la funcién
h(x) = x[x].

Demostracion

(a) Sean f|(x) y f,(x) funciones continuas en el intervalo
[a, b]. Si f(a) < fy(a) y f,(b) > f,(b), demuestre que entre
ay b existe c, tal que f,(c) = fy(c).

Hs (b) Demuestre que existe ¢ en [O, g] tal que cos x = x. Utilice

una herramienta de graficacién para estimar ¢ con tres
cifras decimales.

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

125. Afirmar o desmentir: si x y y son nimeros reales cony >0,

123. Encuentre todas las polinomiales P(x) tales que

Estos problemas fueron preparados por el Comittee on the Putman Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

yy(y + 1) < (x + 1)% entonces y(y — 1) < x2

P(x* + 1) = (P(x))> + 1y P(0) = 0.
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1.5 Limites infinitos

1
6+ : 3 —
1 x—2
4+ | \cuandox — 27
|
2+ 1
1
1
L s x
-6 -4 !
N
3 |
5 —o0
x=2 47\
cuando x — 2~ 2 f(x) = 5
-0 1
1

f(x) crece y decrece sin cota o sin
Iimite cuando x tiende a 2.

Figura 1.39

lim f(x) = e

X—C

oY) S ———

Limites infinitos.
Figura 1.40

H Determinar limites infinitos por la izquierda y por la derecha.
H Encontrar y dibujar las asintotas verticales de la grafica de una funcion.

Limites infinitos
Sea f1la funcién dada por f(x) = 3/(x — 2). A partir de la figura 1.39 y de la siguiente ta-

bla, se puede observar que f(x) decrece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2 por
laizquierda y que f(x) crece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2 por la derecha.

| X se aproxima a 2 por la izquierda > < X se aproxima a 2 por la derecha

X 15 1.9 1.99 1999 | 2| 2001 | 201 | 2.1 |25
f&x) | =6 | =30 | —300 | —3000 | ? | 3000 | 300 | 30 6

f(x) decrece sin cota o sin limite > < f(x) crece sin cota o sin lfimite

Este comportamiento se denota como

3
Iim ) = —o0o f(x) decrece sin cota o sin Iimite cuando x se aproxima a 2
2 X — . .
A por la izquierda.
y
. 3 4 o .
Iim = oo. f(x) crece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2

por la derecha.

Los simbolos co y —oo se refieren a infinito positivo e infinito negativo, respectivamente.
Estos simbolos no representan niimeros reales. Son simbolos convenientes utilizados
para describir las condiciones ilimitadas de forma mds concisa. Un limite en el que f(x)
aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a ¢ recibe el nombre de
limite infinito.

Definicion de limites infinitos
Sea f'una funcién definida en todo nimero real de un intervalo abierto que contiene
a c (salvo, posiblemente, en el propio c). La expresion

lim f(x) = oo

X—>C

significa que para toda M > 0 existe una 6 > 0 tal que f{x) > M, siempre que
0 < |x — ¢| < 8 (veala figura 1.40). Del mismo modo, la expresién

lim f(x) = —oco

X—>C

significa que para todo N < 0 existe una d > 0 tal que f(x) < N, siempre que
0<|x—c|<ad.

Para definir el limite infinito por la izquierda, sustituir 0 < |x — ¢| < & por

¢ — 0 <x< c. Y para definir el limite infinito por la derecha, remplazar
0< |x—c|<&porc<x<c+3.

Observe que el signo de igualdad en la expresion lim f{x) = oo no significa que el
limite exista. Por el contrario, indica la razén de su no existencia al denotar el compor-
tamiento no acotado o no limitado de f{x) cuando x se aproxima a c.
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Exploracion

Represente las siguientes
funciones con una herramienta
de graficacién. En cada una de
ellas, determine analiticamente
el inico nimero real ¢ que

no pertenece al dominio. A
continuacion, encuentre de
manera grafica el limite de f(x)
si existe, cuando x tiende a ¢ por
la izquierda y por la derecha.

8 fl) = ——
b () = 5
2

c. flx) = o3

4./ = 1 5m

EJEMPLO 1 Determinar limites infinitos a partir de una grafica

Determine el limite de cada funcidn que se muestra en la figura 1.41 cuando x tiende a 1
por la izquierda y por la derecha.

y Y
3 | 2 A/
o _/ |
I — F——t—=x
i } -1+ !
-2 -1 }
-1+ -2+ !
-2+ -3
(@ (b)
Las dos graficas tienen una asintota vertical enx = 1.
Figura 1.41

Solucion

a. Cuando x se aproxima a 1 por la izquierda o por la derecha, (x — 1) es un ndmero po-
sitivo pequefio. Asf, el cociente 1/(x — 1)? es un ndmero grande y f(x) tiende a infinito
por ambos lados de x = 1. De modo que puede concluir

lim ———5 = oo. El limite por cada lado es infinito.
x—1 (x - 1)

La figura 1.41(a) confirma este analisis.

b. Cuando x se aproxima a 1 por la derecha, x — 1 es un nimero negativo pequefio. Asf,
el cociente —1/(x — 1) es un nimero positivo grande y f(x) tiende a infinito por la iz-
quierda de x = 1. De modo que puede concluir

-1
lim
x—=1" X —

= oo0. El limite por la izquierda es infinito

Cuando x se aproxima a 1 por la derecha, x — 1 es un nimero positivo pequefio. Asf,
el cociente —1/(x — 1) es un nimero negativo grande y f{x) tiende a menos infinito por
la derecha de x = 1. De modo que puede concluir

lim = —oo. El limite por la derecha es infinito negativo.
x—=17" x — 1
La figura 1.41(b) confirma este analisis. |
[> Recuerde que puede utilizar un método numérico para analizar
° un limite. Por ejemplo, puede usar una herramienta de graficacion para crear una tabla
» de valores para analizar el limite en el ejemplo 1(a), como se muestra en la figura 1.42.
B Introduzca los valores x usando el modo de solicitar.
° X Y 1
° 9 100 L- Como x se aproxima a 1 por la izquierda,
: e b b #) aumenta sin limite.
e ERROR
. 1001 166 —|
. 101 10000
. 1 100 \‘ Como x se aproxima a 1 desde la derecha,
° X=1 f(x) aumenta sin limite.
. Figura 1.42
° Use una herramienta de graficacion para hacer una tabla de valores para analizar el
. limite en el ejemplo 1(b).



gréfica de una funcioén ftiene
una asintota vertical en x = ¢,
entonces f no es continua en c.

1 1

=301 1

] ]

T T

I
1
1
1
|
-1
1
1
1
1
1
1
1

(b)

(©
Funciones de asintotas verticales.
Figura 1.43
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Asintotas verticales

Si fuera posible extender las graficas de la figura 1.41 hacia el infinito positivo o nega-
tivo, verfa que ambas se acercan arbitrariamente a la recta vertical x = 1. Esta recta es
una asintota vertical de la grifica de f. (En las secciones 3.5 y 3.6 se estudiaran otros
tipos de asintotas.)

Definicion de asintota vertical

Si f(x) tiende a infinito (0 menos infinito) cuando x tiende a ¢ por la derecha o por la
izquierda, se dice que la recta x = ¢ es una asintota vertical de la grafica de f.

En el ejemplo 1, observe que todas las funciones son cocientes y la asintota verti-
cal aparece en el nimero en el cual el denominador es O (y el numerador no es 0). El
siguiente teorema generaliza esta observacion.

TEOREMA 1.14 Asintotas verticales

Sean f'y g funciones continuas sobre un intervalo abierto que contiene a c. Sific) # 0,
g(c) = 0y existe un intervalo abierto que contiene a c tal que g(x) # O para todo
x # c en el intervalo, entonces la grafica de la funcién esta dada por

RSLC
gx)
tiene una asintota vertical en x = c.

Una demostracién de este teorema se da en el apéndice A.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

EJEMPLO 2 Calcular asintotas verticales

» + + D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

a. Cuando x = —1, el denominador de

1
f(x)=m

es igual a 0 y el numerador no lo es. Por tanto, mediante el teorema 1.14, puede con-
cluir que x = —1 es una asintota vertical, como se muestra en la figura 1.43(a).
b. Al factorizar el denominador como

X2+ 1 x2+ 1
= T " G De+ 1

Puede ver que el denominador se anulaen x = —1 y en x = 1. Ademads, dado que el
numerador no es 0, ninguno de estos puntos puede aplicar el teorema 1.14 y con-
cluir que la grifica de f'tiene dos asintotas verticales, como se muestra en la figura
1.43(b).

c¢. Al escribir la funcién cotangente de la forma

CoS X

f(x) = cotx =

sen x

puede aplicar el teorema 1.14 para concluir que las asintotas verticales tienen lugar
en todos los valores de x, tales que sen x = 0 y cos x # 0, como se muestra en la
figura 1.43(c). Por consiguiente, la grafica de esta funcién tiene infinitas asintotas
verticales. Estas asintotas aparecen cuando x = nr, donde n es un nimero entero.
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Asintota 4 Indefinido
vertical cuando x =2

2

-2+

I
l
I
I
1
1
I
l
I
I
1
1
I
~. ? } x
I
1
1
I
l
I

f(x) crece y decrece sin cota o sin limite
cuando x tiende a —2.

Figura 1.44

-6

[ tiene una asintota vertical en x = 1.

Figura 1.45

El teorema 1.14 exige que el valor del numerador en x = ¢ no sea 0. Si tanto el nu-
merador como el denominador son 0 en x = c, se obtiene la forma indeterminada 0/0, y
no es posible establecer el comportamiento limite en x = ¢ sin realizar una investigacion
complementaria, como se ilustra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Funcion racional con factores comunes

Determine todas las asintotas verticales de la grafica de
X2+ 2x—8
x2—4

fx)

Solucion Comience por simplificar la expresién como sigue
x2+2x—8
=23
_+496—2)
(x + 2)06—2)
_x+4
x+2

x#F2

En todos los valores de x distintos de x = 2, la gréfica de f coincide con la de g(x) =
(x + 4)/(x + 2). De manera que puede aplicar a g el teorema 1.14 y concluir que existe
una asintota vertical en x = —2, como se muestra en la figura 1.44. A partir de la grafica,
observe que

lfm x2+2x—8__oo lfm x2+2x—8_oo
x—>-2- x> —4 Y 3BT 24 :

Note que x = 2 no es una asintota vertical.

EJEMPLO 4 Calcular limites infinitos

Determine los siguientes limites:
o x?2—3x )

Iim ——— y lim

=1 x — 1 =1t x — 1

x2 — 3x

Solucion Puesto que el denominador es 0 cuando x = 1 (y el numerador no se anula),
se sabe que la gréfica de
2

x* — 3x

o) =——-~
tiene una asintota vertical en x = 1. Esto significa que cada uno de los limites dados son
o0 0 —o¢0. Puede determinar el resultado al analizar f en los valores de x cercanos a 1, o
al utilizar una herramienta de graficacién. En la grafica de f que se muestra en la figura

1.45, observe que la grafica tiende a co por la izquierda de x = 1 y a —oo por la derecha
de x = 1. De tal modo, puede concluir que

x—1

P . - S
lim = o0 El limite por la izquierda es infinito.
x—1- x— 1

lim — = —oo. El limite por la derecha es menos infinito. -

[> Cuando utilice una herramienta de grafica-
cion, debe tener cuidado al interpretar correctamente la grafica de una funcién con
una asintota vertical, ya que las herramientas de graficacién suelen tener dificultades
para representar este tipo de graficas.
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TEOREMA 1.15 Propiedades de los limites infinitos
Sean c y L nimeros reales, y f'y g funciones tales que
lfggf(X) =oo y lfggg(x) = L.
1. Suma o diferencia: 113} [f(x) = glx)] = o0
2. Producto: }Clirz [fx)glx)] =00, L>0
lim [f(x)g(x)] = —oo, L <0

3. Cociente: lim @ =0

x—c ()C)
Propiedades andlogas son validas para limites laterales y para funciones cuyo limi-
te de f(x) cuando x tiende a ¢ es —oo [vea el ejemplo 5(d)].

Demostracion Esta es una demostracion de la propiedad de la suma. [Las demos-
traciones de las demds propiedades se dejan como ejercicio (vea el ejercicio 70).] Para
demostrar que el limite de fix) + g(x) es infinito, elija un M > 0. Se necesita entonces
encontrar una 8 > 0 tal que [f(x) + g(x)] > M siempre que 0 < |x — ¢| < §. Para
simplificar, suponga que L es positivo. Sea M, = M + 1. Puesto que el limite de f{x) es
infinito, existe una §, tal que f{x) > M, siempre que 0 < |x — ¢| < §,. Como ademds el
limite de g(x) es L existe una 6, tal que |g(x) — L| < 1 siempre que 0 < |x — ¢| < §,.
Haciendo que & sea el menor de 8, y 8,, puede concluir que 0 < |x — ¢| < & implica
que f(x) > M + 1 y|g(x) — L| < L. La segunda de estas desigualdades implica que
g(x) > L — 1y, sumando esto a la primera desigualdad, se obtiene

fQ) +gx)>M+ D)+ L—-1)=M+L>M.
Por lo tanto, puede concluir que

lim [f(x) + g(x)] = co.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i

EJEMPLO 5 Calcular limites

1
a. Puesto que lim 1 = 1y lim — = oo, se puede escribir

x—0 x—0 x2

) 1

Iim(1 + — | = co. Propiedad 1, teorema 1.15

x—0 X

b. Puesto que lim (x> + 1) = 2 y lim (cot wx) = — oo, se deduce que

x—1" x—>1"

X2+

lim = 0. Propiedad 3, teorema 1.15

x—1- cot mx

¢. Puestoque lim 3 =3 y lim cotx = oo, se deduce que

x—0* x—0*

¢ Observe Iim 3 cotx = co. Propiedad 2, teorema 1.15

que la solucién del ejemplo 5(d) =0

utiliza la propiedad 1 del teo- 1

Prop L. d. Puesto que limx? = 0 y lim — = — oo, se deduce que

rema 1.15 para el limite de f{x) 0 Y0~ X

conforme x se acerca a ¢ es —00. ]
I I I I R I R A ) '[> Iim <x2 + *) = —oo. Propiedad 1, teorema 1.15

x—0" X .
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con numeracion impar.

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

1.5 Ejercicios

Calcular limites infinitos de una grafica En los ejercicios
1 a 4, determine si f(x) tiende a co 0 —oo cuando x tiende a 4 por
la izquierda y por la derecha.

X 1
1.f(x)—2x2_4‘ 2.f(x)—x+2
y y
3T
A\ 2T
R S O
=1
D2
P T3
4.f(x):seclx
4
y
—— ——>x
6ﬂ2 I 2/\6

Calcular limites infinitos En los ejercicios 5 a 8, determine
si f(x) tiende a co 0 —co cuando x tiende a -2 por la izquierda y
por la derecha.

5. /) = — 6. 10 = —
7000 = g 8.0 = (g

Analisis numeérico y grafico En los ejercicios 9 a 12, com-
plete la tabla para determinar si f(x) tiende a co 0 —co cuando x
tiende a -3 por la izquierda y por la derecha, respectivamente.
Utilice una herramienta de graficacion para representar la fun-
cion y confirmar su respuesta.

x —35 | —3.1 | =301 | —3.001 | -3
fx) ?
x —2999 | =299 | —29 | —25
fx)

9. flx) = s 10. f(x) = P

x2
1L ) = 5
12. f(x) = cot%x

Encontrar una asintota vertical En los ejercicios 13 a 28,
encuentre las asintotas verticales (si las hay) de la grafica de la
funcién.

1 2
13. () = 14 0 = 5
x? 3x
15, (0 = 5 16. /9 = 57
t—1 3s + 4
17. g(1) = 211 18. h(s) = 216
3 x* =38
19'f(x)_x2+x—2 20.g(x)—x_2
4x2 + 4x — 24
21 f0x) = x* —2x3 — 9x% + 18x
x> =9
2. h(x)=x3+3x2—x—3
x> —2x — 15
23. ) TP -5 +x-5
12— 2t
2. 00) = T

25. f(x) = csc mx

t
27. S(l‘) = ;ﬂl‘ . 9

Asintota vertical o discontinuidad removible En los ejer-
cicios 29 a 32, determine si la funcion tiene una asintota verti-
cal o una discontinuidad removible en x = —1. Represente la
funcion con una herramienta de graficacién para confirmar su
respuesta.

xz2—1 x2—2x— 8
20 =" 0.0 =— "7

241 se + 1
31. () =’; - 32. f(x) =%

Encontrar un limite lateral En los ejercicios 33 a 48, en-
cuentre el limite unilateral (si los hay).

. 1 . -
33. Xl)ll}lﬁ x+1 3. xl—l)l}l’ (x - 1)2
. . x2
35. xliI%lJ' X — 2 36. xlir;l’ m
x+3 6x2+x—1
7. i T E— . il ——
3 xlliny xX2+x—6 38 ;H(IHP/ZV 4x2 — 4x — 3
39. lim <1 + l) 40. lim <6 — %)
x>0 x x50+ x
2 X X
. 2 (X T
41. XLH—I}r (x + oy 4) 42. Xlgg <3 + cot 2 )
. 2 . —
43. lim 4. 1im
x>0+ Senx x> (m/2)* COS X
+
45, 1im 2 46. lim X2

x—mt CSC X x—0" cotx



Iim x?tan mx
x(1/2)"

47. lim  xsec mx 48.
x—(1/2)"
H’ Limite lateral En los ejercicios 49 a 52, utilice una herra-
mienta de graficacion para representar la funcion y determinar
el limite lateral.

x> +x+1 x> —1
49, 1) =S 50. f0) = 5"
lim f(x) lim f(x)
x—1" x—1

52. f(x) = sec X

1
51. f(x) = r )

25
lim f(x)

lim f(x)
x—5 x—47"

DESARROLLO DE CONCEPTOS

53. Limite infinito Con sus propias palabras, describa el
significado de un limite infinito. jEs co un nimero real?

54. Asintota Con sus propias palabras, describa el signifi-
cado de la asintota vertical de una grafica.

55. Escribir una funcion racional Escriba una funcién
racional con asintotas verticalesenx = 6y enx = -2y un
ceroenx = 3.

56. Funcion racional ;Tiene toda funcién racional una
asintota vertical? Explique su respuesta.

57. Trazar una grafica Utilice la gréifica de la funcién f
(vea la figura) para trazar la gréfica de g(x) = 1/f(x) sobre
el intervalo [-2, 3]. Para imprimir una copia ampliada de
la grafica, visite MathGraphs.com.

58. Relatividad De acuerdo con la teorfa de la relatividad, la
masa m de una particula depende de su velocidad v, es decir:

M

V1 — (/)

donde m;, es la masa cuando la particula estd en reposo y ¢ es

la velocidad de la luz. Calcule el limite de la masa cuando v
tiende a ¢ desde la izquierda.

m =

Hﬂ 59. Analisis numeérico y grafico Utilice una herramienta de
graficacion a fin de completar la tabla para cada funcién y re-
presentar graficamente cada una de ellas con objeto de calcu-
lar el limite. ;Cuadl es el valor del limite cuando la potencia
de x en el denominador es mayor que 3?

X 11057027101 ] 001 | 0001 | 0.0001
f&)
(a) 11’m+ X — senx (b) 11/1’11+ X — ienx
x—0 X x—0 X
., X — senx , X — senx
© I g

WendellandCarolyn/iStockphoto.com

1.5 Limites infinitos 89

;COMO LO VE? Para una cantidad de gas a una
temperatura constante, la presion es inversamente
proporcional al volumen V. ;Cudl es el limite de P
conforme V se aproxima a 0 desde la derecha? Expli-
que lo que esto significa en el contexto del problema.

600,

P

Presion

Volumen

61. Rapidez de cambio Una escalera de 25 pies de largo estd
apoyada en una casa (vea la figura). Si por alguna razén la base
de la escalera se aleja del muro a un ritmo de 2 pies por segun-
do, la parte superior descendera con una razén dada por

2 ies/s
r=——_——""
625 — x? P
donde x es la distancia que hay entre la base de la escalera y el
muro y la casa, y r es la rapidez en pies por segundo.

|— X —>1

(a) Calcule la rapidez r cuando x es 7 pies.
(b) Calcule la rapidez r cuando x es 15 pies.
(c) Encuentre el limite de r cuando x se aproxima a 25 por la
izquierda.
-62. Rapidezmediaa-on-on.on.on.on

En un viaje de d millas hacia otra ciudad, la rapidez media
de un camién fue de x millas por hora. En el viaje de regre-
s0, su rapidez media fue de y millas por hora. La velocidad
media del viaje de ida y vuelta fue de 50 millas por hora.

(a) Verifique que

_ 25
YT x-25
(Cudl es el dominio?

(b) Complete la tabla.

x | 30|40 |50 |60

Y

(Los valores de y difieren de los esperados? Explique
su respuesta.

(c) Calcule el limite de y cuando x se aproxima a 25 por la
derecha e interprete el resultado.
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H’ 63. Analisis numérico y grafico Considere la regién som-
breada que queda fuera del sector del circulo con radio de 10 m
y dentro del tridngulo rectangulo de la figura.

10 m

(a) Exprese el drea A = f(0) de la regién en funcién de 6.
Determine el dominio de esta funcion.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para completar la
tabla y representar la funcién sobre el dominio apropiado.

0 03 | 06 [ 09 | 12 | 15
f(0)

(c) Calcule el limite de A conforme 6 tiende a 77/2 por la iz-
quierda.

H’ 64. Analisis numeérico y grafico Una banda cruzada conecta
la polea de 20 cm (10 cm de radio) de un motor eléctrico con
otra polea de 40 cm (20 cm de radio) de una sierra circular. El
motor eléctrico gira a 1700 revoluciones por minuto.

(a) Determine el nimero de revoluciones por minuto de la
sierra.

(b) (Coémo afecta el cruce de la banda a la sierra en relacién
con el motor?

(c) Sea L la longitud total de la correa. Exprese L en funcién
de ¢, donde ¢ se mide en radianes. ;Cudl es el dominio de la
funcién? (Sugerencia: Sume las longitudes de los tramos
rectos de la banda y las longitudes de la banda alrededor
de cada polea.)

(d) Utilice una herramienta de graficacion para completar la
tabla.

¢ | 03 0.6 0.9 1.2 1.5

IL,

(e) Utilice una herramienta de graficacion para representar la
funcién de un dominio apropiado.

(f) Calcule el . lim )7L. Utilice algtin argumento geométrico

— (/2
como base de otro procedimiento para encontrar este limite.
(g) Calcule lim L.
$—0"

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 65 a 68, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
proporcione un ejemplo que demuestre que lo es.

65. La gréfica de una funcién racional tiene al menos una asintota
vertical.

66. Las funciones polinomiales carecen de asintotas verticales.

67. Las gréficas de funciones trigonométricas carecen de asintotas
verticales.

68. Si ftiene una asintota vertical en x = 0, entonces no estd defi-
nidaen x = 0.

69. Encontrar funciones Encuentre a continuacién las fun-
ciones [y g tales que lim f(x) = ooy lim g(x) = oo, pero
xX—c X—C
lim [f(x) — g(x)] # 0.
70. Demostracion Demuestre las propiedades restantes del
teorema 1.15.

71. Demostracion Demuestre que si lim f(x) = oo, entonces

1 X—C
lim —— = 0.
x—c f(x)
72. Demostracion Demuestre que si
1
Iim — =0
x—c f(x)

entonces 1fm f(x) no existe.
X—cC

Limites infinitos En los ejercicios 73 y 74, use la definicién
£-6 del limite para demostrar el enunciado.

73‘)(]131*)(_3:00 74‘)(]13?’)6_5:_00

PROYECTODETRABAJO ® & 06 06 06 0 06 0 0 0 0 0 0 06 06 0 06 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o

Graficas y limites de funciones trigonomeétricas

Recuerde, del teorema 1.9, que el limite de f(x) = (senx)/x cuan-
do xtiendeaOes 1:

(a) Utilice una herramienta de graficacién para representar la fun-
cién fen el intervalo —7 < x < 77, y explique como ayuda esta
gréfica a confirmar dicho teorema.

(b) Explique cémo podria usar una tabla de valores para confirmar
numéricamente el valor de este limite.

(c) Dibuje a mano la gréfica de la funcién g(x) = sen x. Trace
una recta tangente en el punto (0, 0) y estime visualmente su
pendiente.

(d) Sea (x, sen x) un punto en la grifica de g cercano a (0, 0).
Escriba una férmula para la pendiente de la recta secan-
te que une a (x, sen x) con (0, 0). Evalde esta férmula para
x = 0.1 yx = 0.01. A continuacién, encuentre la pendiente
exacta de la recta tangente a g en el punto (0, 0).

(e) Dibuje la gréfica de la funcién coseno, h(x) = cos x. ;Cudl es
la pendiente de la recta tangente en el punto (0, 1)? Utilice
limites para calcular analiticamente dicha pendiente.

(f) Calcule la pendiente de la recta tangente a k(x) = tan x en el
punto (0, 0).

® © 06 06 06 06 0 0 06 06 06 0 0 0 06 0 0 0 06 0 O 0 0 O O O O 0 O O 0 0 O O O O O O 0O 0 0 0 0O O 0 O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o
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Ejercicios de repaso

Precalculo o calculo En los ejercicios 1y 2, determine si el
problema se puede resolver usando conocimientos previos al
calculo, o si se requiere el calculo. Si el problema parece reque-
rir de calculo, explique por qué. Encuentre la solucion usando
un método grafico o numérico.

1. Calcule la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) alo largo de
lacurvay = x%

2. Calcule la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) alo largo de
larectay = 4x—3.
Estimar un limite numérico En los ejercicios 3 y 4, com-
plete la tabla y use el resultado para calcular el limite. Utilice
una herramienta de graficacién para representar la funcién y
confirmar el resultado.

B x—3
im e T

X 29 1 299 | 2999 | 3 | 3.001 | 3.01 | 3.1

fx) ?
L Vxt+4-=2
4. lim——
x—0 X
X —-0.1 | =001 | —0.001 | O [0.001 | 0.01] 0.1

f&) ?

Encontrar un limite grafico En los ejercicios 5y 6, utilice la
grafica para encontrar el limite (si existe). Si no existe el limite,
explique por qué.

— 42
5. hx) = X

6. g0 = —%

3

=)}
|
T

|
—_
|
T
—_

(a) lim A(x)  (b) lim h(x) (a) lim g(x)  (b) lim g(x)
x—0 x——1 x—=3 x—0

Usar la definicion de un limite En los ejercicios 7 a 10, en-

cuentre el limite. Después, utilice la definicion €-6 para demos-

trar que el limite es L.

8. lim /x

x—9

10. 1im 9
x—=5

7. lim (x + 4)
x—1

9. lim (1 — x?)
x—2

Calcular un limite En los ejercicios 11 a 28, encuentre el limite.
11. lim x? 12. lim (5x — 3)
x—0

x—=—6

13. h’n} Jit+2 14. lim5 Jx -3
— T
15. lim (x — 2)? 16. lim (x — 4)3
x—6 x—=7
7y B e
Ct+2 o t2—16
1. Mm% 20 lim =
— — + —
2. i Y31 2. i YA =2
x4 x—4 x—0 X
1 + 1) —1 1/V/1 + -1
23. 1 L/ DI = 1 24. lim W/ VTHs) =1
x—0 X 5s—0 N
25. 1im 1S 2. lim 2
x—0 sen x x—m/4 tan x
. sen[(7/6) + Ax] — (1/2)
27. lim
Ax—0 Ax

[Sugerencia: sen(6 + ¢) = senf cos ¢ + cos 0 sen ]

28. lim cos(m + Ax) + 1
Ax—0 Ax

[Sugerencia: cos(0 + ¢) = cos 0cos ¢ — sen sen ]
Evaluar un limite En los ejercicios 29 a 32, calcule el limite
dados lim f(x) = —6 y lim g(x) = %

X—cC X—cC
30. lim &

X—cC g(_x)

32. lim[f(x)]

29. lim [f(x)g(x)]

31 1im [/(x) + 2(x)]

H“ Analisis grafico, numérico y analitico En los ejercicios 33 a

36, utilice una herramienta de graficacion para trazar la funcion
y calcular el limite. Use una tabla para reforzar su conclusion. A
continuacion, determine el limite por métodos analiticos.

+9 - L4y —
3. qg Y29 =3 3, 1 LG D] = (1/4)
*—0 X x—0 X
3 4 -
35, lfm 2120 36, 1 S8 X1
—-5 x+5 0

Objeto en caida libre En los ejercicios 37 y 38, utilice la
funcién de posicién s(f) = —4.9¢> + 250, que da la altura (en
metros) de un objeto que cae libremente durante ¢ segundos
desde una altura de 250 metros. Su velocidad en el instante = a
segundos esta dada por

. sla) — 59

lim ————.

t-a a—1

37. Calcule la velocidad cuando ¢ = 4.
38. ;A qué velocidad golpeari el suelo?

Encontrar un limite En los ejercicios 39 a 48, encuentre el
limite (si existe). Si no existe, explique por qué.

o ) -6
39' xllgl* x + 3 40' xllgl’ x2 - 36
41. lim Vr -2 2. 1m 3L

=3 x— 3
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x—2)2 x<2
2 —x, x> 2

VI —x, x =1
44. h’nll+ g(x), donde g(x) = [

x+1, x> 1

43. lim /(x), donde f(x) = {

B+1, t<l1

+1), 1=1
—s2—4s—2, s< —2

s2+4s5+6, s> -2
48.11;1[1&[[x—1]]

45. lfIIII h(t), donde h(r) = {
—

46. 11’r£12 f(s), donde f(s) = {
47. lim 2[x] + 1)

x—27
Discontinuidades removibles y no removibles En los ejer-

cicios 49 a 54, encuentre los valores de x (si los hay) en los que f
no es continua. ;Cuales de las discontinuidades son removibles?

49. f(x) =x>—4 50. f(x) = x> — x + 20

51, f(x) = % 52. /) = 5
53. f(x) = x3x_ - 54. f(x) = %

55. Hacer una funcion continua Determine el valor de ¢
para que la funcidn sea continua en toda la recta de los nime-

ros reales.
x+3, x<2
f(x)_{cx+6, x> 2

56. Hacer una funcion continua Determine los valores by ¢
que hacen a la funcién continua en toda la recta de los nime-

ros reales.
x+1, l<x<3
f(x)_{xz-f—bx-f—c, x—2] =1

Prueba de continuidad En los ejercicios 57 a 62, determine
los intervalos sobre los que la funcion es continua.

57. flx) = —=3x2 + 7

4x2 + Tx — 2
8. f0) = =75

59. f(x) = Vx — 4
60. f(x) =[x + 3]

32 —x—2

61.f(x)—[ x—1 » ¥ # 1

0, x=1
5—x, x<2

62‘f(")_{2x—3, x>2

63. Usar el teorema del valor medio Utilice el teorema de
valor medio para demostrar que f(x) = 2x*> — 3 tiene un cero
sobre el intervalo [1, 2].

64. Costo de mensajeria El envio de un paquete por men-
sajerfa de Nueva York a Atlanta cuesta $12.80 por la primera
libra y $2.50 por cada libra o fraccién adicional. Utilice la
funcién parte entera para elaborar un modelo que describa el
costo C de envio por mensajeria para un paquete de x libras.
Utilice una herramienta de graficacién para representar la fun-
ci6én y analice su continuidad.

65. Encontrar limites Sea
x2—4
lx =2

fx) =

Encuentre los siguientes limites (si existen).

(@) lim f @) (b lim f ® (@ lim /()

66. Encontrar limites Sea f(x) = Vx(x — 1).
(a) Encuentre el dominio de f.

(b) Calcule lim f(x).
x—0"
(c) Calcule lim f(x).
x—>1*
Encontrar asintotas verticales En los ejercicios 67 a 72,

encuentre las asintotas verticales (si existen) de la grafica de
la funcion.

67. f(x) = % 68. flx) = ﬁ
3

69. () = 5" 70. h(x) = 5 66j‘x2

71. g(x) = x22x_+614 72. f(x) = csc mx

Encontrar un limite lateral En los ejercicios 73 a 82, en-
cuentre el limite lateral (si existe).

2420+ 1
73. Ifm ~——— "~ 74.  lim
x>l x— 1 =127 2x — 1
x+1 x+1
75. lim 76. lim ~——
S Mim s 6. Ilim o
77. I ( 1) 78. If !
. X — —3 . e —
oy x3 m I — 4
4
79. lim S22 80. lim =%
x—0" 5)C x—0" X
2X 2
81. Ifim —o=* 82. Ifm >
x—0* X x—0" X

83. Medio ambiente Una central térmica quema carbén para
generar energia eléctrica. El costo C, en ddlares, de eliminar
p% de las sustancias contaminantes del aire en sus emisiones
de humo es

80,000p
= <

100 — p° 0 < p < 100.
(a) Calcule cuanto cuesta eliminar 15% de los contaminantes.
(b) Calcule cuanto cuesta eliminar 50% de los contaminantes.
(c) Calcule cuanto cuesta eliminar 90% de los contaminantes.

(d) Encuentre el limite de C cuando p tiende a 100 por la iz-
quierda e interprete su significado.

84. Limites y continuidad La funcién festd definida como
tan 2x

f) P x#0

n 2x

. tal -
(a) Encuentre Iim (si existe).
x—0

(b) ¢(Puede definirse la funcién fen x = 0 de manera que sea
continua en ese punto?
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Solucion de problemas

1. Perimetro Sea P(x, y) un punto de la pardbola y = x> en el

primer cuadrante. Considere el tridngulo APAO formado por
P, A0, 1) y el origen O(0, 0), y el tridngulo APBO formado
por P, B(1, 0) y el origen.

(a) Determine el perimetro de cada tridngulo en términos de x.
(b) Sea r(x) larazén entre los perimetros de ambos tridngulos,

r(x) = Perimetro APAO
Perimetro APBO’

Complete la tabla. Calcule lirg+ r(x).

X 412|101 ] 001

Perimetro APAO

Perimetro APBO
r(x)

Area Sea P(x, y) un punto de la pardbola y = x? en el primer
cuadrante. Considere el triangulo APAO formado por P, A(0, 1)
y el origen O(0, 0), y el tridngulo A PBO formado por P, B(1,0) y
el origen.

(a) Determine el drea de cada tridngulo en términos de x.
(b) Sea a(x) el cociente de las dreas de ambos tridngulos,
Area APBO
alx) = —————.
Area APAO

Complete la tabla. Calcule ll’rg a(x).
x—0*

X 412]1]01 | 001

Area APAO

Area APBO
al(x)

3.

5.

Figura para 4

trabajadas de los ejercicios con numeracion impar.

Area de un circulo

(a) Calcule el drea de un hexagono regular inscrito en un circu-
lo de radio 1. ;Cudnto se acerca su drea a la del circulo?

(b) Encuentre el drea A, de un poligono regular con n lados
inscrito en un circulo de radio 1. Elabore su respuesta
como una funcién de n.

(c) Complete la tabla. ;Qué nimero es cada vez mayor cuan-
do A, tiende a n?

n 6 | 12 | 24 | 48 | 96

A

n

Recta tangente Sea P(3, 4) un punto del circulo x> +
y? = 25.
(a) (Cuadl es la pendiente de la recta que une a P con O(0, 0)?

(b) Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la circunfe-
rencia en P,

(c) Sea Q(x, y) otro punto que se encuentra en el primer cua-
drante y forma parte de la misma circunferencia. Calcule la
pendiente m, de la recta que une a P con Q en términos de x.

(d) Calcule lim m,. ;Cémo se relaciona este nimero con la
x—3

respuesta en el inciso (b)?

Figura para 5

Recta tangente Sea P(5, —12) un punto del circulo x* +
y> = 169.
(a) (Cuadl es la pendiente de la recta que une a P con O(0, 0)?

(b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la circunfe-
rencia en P,

(c) Sea Q(x, y) otro punto que se encuentra en el cuarto cua-
drante y forma parte de la misma circunferencia. Calcule
la pendiente m, de la recta P con Q en términos de x.

(d) Calcule lim m,. ;Cémo se relaciona este nimero con la
x—5

respuesta al inciso (b)?
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Encontrar valores Encuentre los valores de las constantes

ay b tales que

Ja+ bx — \/§ _
X

lim
x—0

V3.

Encontrar valores Considere la funcién

/3 _
flo =22

(a) Encuentre el dominio de f.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para representar la
funcién.

(c) Calcule lfzrzlr fx).
(d) Calcule lfrrll F(x).
Hacer una funcion continua Determine todos los valo-

res de la constante a tales que la siguiente funcién sea continua
en todos los nimeros reales

ax
F) = fanx. *20
a?—2, x<0

Elegir graficas Considere las graficas de la funciones g,,

82 83Y 84°
y y
3+ 3+ .
2k 81 ZA/-O-{
1+ 1+
} } } X } } } x
1 2 3 1 2 3
y y
3 f—— 3 ——o0—n—
84
2+ 2+ o
83
1+ o—_ 1+
} } } X } } } x
1 2 3 1 2 3

para cada una de las condiciones dadas de la funcién f, ;cual
grafica podria ser una grafica de f?

(a) lim flx) =3
(b) fes continua en 2.
(©) lim flx)=3

Limites y continuidad Dibuje la gréfica de la funcién

L]

(@) Bvalde f()./(3) y /(1).
(b) Evalte los limites lg{l, f), linll+ fx), liI(I)L fx)y

lim f(x).

x—07"

(c) Analice la continuidad de la funcién.

11.

12.

13.

14.

Limites y continuidad Dibuje la gréfica de la funcién
F) =[xl + [
(a) Evalie £(1),£(0).f(3) y f(—2.7).

(b) Evalte los limites 1fim f(x), lim f(x) y lim f(x).
x—1" x—1" x—1/2

(c) Analice la continuidad de la funcién.

Velocidad de escape Para que un cohete escape del cam-
po de gravedad de la Tierra, se debe lanzar con una velocidad
inicial denominada velocidad de escape. Un cohete lanzado
desde la superficie de la Tierra tiene una velocidad v (en millas
por segundo) dada por:

b \/@ bz 20M \/192,000 bor a8
r R r

donde v, es la velocidad inicial, 7 es la distancia entre el cohete
y el centro de la Tierra, G es la constante de gravedad, M es
la masa de la Tierra y R es el radio de la tierra (4000 millas,
aproximadamente).

(a) Encuentre el valor de v, para el que se obtiene un limite
infinito para r cuando v tiende a cero. Este valor de vjes la
velocidad de escape para la Tierra.

(b) Un cohete lanzado desde la superficie de la Luna se des-
plaza con una velocidad v (millas por segundo) dada por

192
v = ,/2-‘:-\102—2.17.

Encuentre la velocidad de escape para la Luna.

(¢) Un cohete lanzado desde la superficie de un planeta se des-
plaza con una velocidad v (en millas por segundo) dada por

\/10,600 ,
y = f + Vg —

Encuentre la velocidad de escape de este planeta. ;La
masa de este planeta es mayor o menor que la de la Tierra?
(Suponga que la densidad media de este planeta es igual a
la de la Tierra.)

6.99.

Funcion pulso Para los nimeros positivos a < b, la fun-
cion pulso se define como

0, x<a
P,,(x) = H(x —a) — Hx — b) = {1, <x<b
0, > b

1, x=0

donde H(x) = {0 B ; 0 la funcién de Heaviside.

(a) Trace la grafica de la funcién pulso.
(b) Encuentre los siguientes limites:
(i lim P, »x) (i) lim P,,(x)
x—a x—a
(iii) Xlir?+ P,,(x) @iv) xlg?i P, ,(x)
(c) Analice la continuidad de la funcién pulso.
1
(d) ¢(Por qué U(x) = mPu’b(x) recibe el nombre de funcién
de pulso unitario?

Demostracion Sea a una constante diferente de cero. De-
muestre que si lim f(x) = L, entonces 1im f(ax) = L. Demues-
x—0 x—0

tre por medio de un ejemplo que a debe ser distinta de cero.
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2.1

ISAAC NEWTON
(1642-1727)

Ademas de sus trabajos relativos al
célculo, Newton aporté a la fisica
contribuciones tan revolucionarias
como la Ley de la Gravitacion
Universal y sus tres leyes del
movimiento.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.

Derivaciéon

Exploracion

Utilice una herramienta

de graficacion para
representar la funcion

flx) = 223 — 42 + 3x — 5.
En la misma pantalla, dibuje la
grificay =x — 5,y =2x — 5
yy = 3x — 5. ;Cudl de estas
rectas, si es que hay alguna,
parece ser tangente a la grafica
de f'en el punto (0, =5)?
Explique su razonamiento.

La derivada y el problema de la recta tangente

M Hallar la pendiente de la recta tangente de una curva en un punto.
M Usar la definicién de limite para calcular la derivada de una funcion.
H Entender la relacion entre derivabilidad y continuidad.

El problema de la recta tangente

El célculo se desarroll6 a la sombra de cuatro grandes problemas en los que estaban
trabajando los matematicos europeos en el siglo X VIIL.

1. El problema de la recta tangente (seccion 1.1 y en esta seccién)
2. El problema de velocidad y aceleracion (secciones 2.2 'y 2.3)
3. El problema de maximos y minimos (seccién 3.1)

4. El problema del 4rea (secciones 1.1y 4.2)

Cada uno de ellos involucra el concepto de un limite y podria servir como introduccién
al célculo.

En la seccién 1.1 se hizo una breve introduccién al problema de la recta tangente.
Aunque Pierre de Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1650), Christian Huy-
gens (1629-1695) e Isaac Barrow (1630-1677) habian propuesto soluciones parciales,
la primera solucién generada se suele atribuir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried
Leibniz (1646-1716). El trabajo de Newton res-
pecto a este problema procedia de su interés por )
la refraccién de la luz y la dptica.

(Qué quiere decir que una recta es tangente
a una curva en un punto? En una circunferen-
cia, la recta tangente en un punto P es la recta
perpendicular al radio que pasa por P, como se
muestra en la figura 2.1.

Sin embargo, en una curva general el
problema se complica. Por ejemplo, ;como
se podrian definir las rectas tangentes que se \
observan en la figura 2.2? Afirmando que una
recta tangente a una curva en un punto P si toca
ala curva en P sin atravesarla. Tal definicién
serfa correcta para la primera curva de la figura
2.2, pero no para la segunda. También se podria
decir que una recta es tangente a una curva si la
toca o hace interseccion en ella exactamente en
el punto P, definicién que serviria para una circunferencia, pero no para curvas mas
generales, como sugiere la tercera curva de la figura 2.2.

Recta tangente a una circunferencia.
Figura 2.1

y y

:

/ \- x x

Recta tangente a una curva en un punto.

Figura 2.2

Mary Evans Picture Library/Alamy



(c + Ax, f(c + Ax))

Recta secante que pasa por (c, f(c)) y
(¢ + Ax, f(c + Ax)).
Figura 2.3

EL PROBLEMA DE LA
RECTA TANGENTE

En 1637 el matematico René
Descartes afirmé lo siguiente
respecto al problema de la recta
tangente:

“Y no tengo inconveniente en
afirmar que éste no es sélo el
problema de geometria mas util y
general que conozco, sino incluso el
que siempre desearia conocer.”
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En esencia, el problema de encontrar la recta tangente en un punto P se reduce al de
calcular su pendiente en ese punto. Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente
usando la recta secante* que pasa por Py por otro punto cercano de la curva, como se
muestra en la figura 2.3. Si (c, f(c)) es el punto de tangencia y

(c + Ax, f(c + Ax))

es el segundo punto de la gréifica de f, la pendiente de la recta secante que pasa por am-
bos puntos se encuentra sustituyendo en la férmula de la pendiente

_ Y2 T )
m=22“71
Xy T X
_ fle + Ax) = f(e) Cambio en y
sec (c+ Ax) — ¢ Cambio en x
_ fle+ Ax) — flo) .
my,. = Ax . Pendiente de la recta secante

El miembro de la derecha en esta ecuacion es un cociente de diferencias. El denomina-
dor Ax es el cambio (o incremento) en x y el numerador

Ay = fle + Ax) = f(c)

es el cambio en y.

La belleza de este procedimiento radica en que se pueden obtener mas aproximacio-
nes y mas precisas de la pendiente de la recta tangente tomando puntos de la gréifica cada
vez mas proximos al punto P de tangencia, como se muestra en la figura 2.4.

@ f(c))/ Ay —
Ax (e flo) Ay
/ Ay (@ f(c)) J
,A, -d
e f(c))/ @ f©) ['Ay /

% / /Ax (¢ f(c)
(¢ f(©)
Ax—0
/{ecta tangente Recta tangente

Aproximaciones a la recta tangente.
Figura 2.4

Definicion de la recta tangente con pendiente m

Si f'estd definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademads existe el limite,
Ay fle+ Ax) — flo) _
Iim = lim =
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

entonces la recta que pasa por (c, f(c)) con pendiente m es la recta tangente a la
gréfica de fen el punto (c, f(c)).

La pendiente de la recta tangente a la grafica de f'en el punto (c, f(¢)) se llama tam-
bién pendiente de la grafica de fen x = c.

*El uso de la palabra secante procede del latin secare, que significa cortar, y no es una referencia
a la funcion trigonométrica del mismo nombre.
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La pendiente de fen (2, 1) es m = 2.
Figura 2.5

4 —
3 —_
Recta
tangente 2 Recta tangente
vertical .
en (-1,2) / vertical en (0, 1)
1 1 1 1 X
-2 -1 1 2

La pendiente de f en un punto
cualquiera (c, f(c)) esm = 2c.
Figura 2.6

y Recta
tangente
vertical

(e, fle)

c

La gréfica de f tiene una recta
tangente vertical en (c, f(c)).
Figura 2.7

EJEMPLO 1 Pendiente de la grafica de una funcion lineal

Encuentre la pendiente de la grafica de f(x) = 2x — 3 cuando ¢ = 2, se puede aplicar la
definicién de la pendiente de una recta tangente, como se muestra.

lfm f2 + Ax) — f(2) ~ lim [22 + Ax) — 3] — [2(2) — 3]

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

. 4 +2Ax—3—-4+3
= lim

Ax—0 Ax
i 2A%
a0 Ax

= lim 2
Ax—0

=2

La pendiente de fen (c, f(c)) = (2, 1) es m = 2, como se observa en la figura 2.5. Observe
que la definicién de limite de la pendiente f concuerda con la definicién de pendiente
analizada en la seccion P.2.

La gréfica de una funcion lineal tiene la misma pendiente en todos sus puntos. Esto
no sucede en las funciones no lineales, como se puede observar en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 Rectas tangentes a la grafica de una funcion

no lineal

Calcule las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de f(x) = x> + 1 en los pun-
tos (0, 1) y (=1, 2), que se ilustran en la figura 2.6.

Soluciéon Sea (c, f(c)) que representan un punto arbitrario en la grafica de f. Cuando
la pendiente de la recta tangente en (c, f (¢)) se puede encontrar como se muestra a con-
tinuacion. [Observe en el proceso de limite que ¢ se mantiene constante (cuando Ax se
aproxima a 0).]
— 2 — (2
lim fle + Ax) — fle) _ lfm [(c+Ax)2+1]—(c2+ 1)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
o2+ 2c(Ax) + (Ax)2+1 — 2 -1
lim
Ax—0 Ax
2
— lim 2¢(Ax) + (Ax)
Ax—0 Ax
= lim (2c + Ax)

Ax—0

= 2c

De tal manera, la pendiente en cualquier punto (c, f(c)) de la grafica de fes m = 2c. En el
punto (0, 1) la pendiente es m = 2(0) = 0y en (-1, 2) la pendiente es m = 2(-1) = — 2. |

La definicion de la recta tangente a una curva no incluye la posibilidad de una recta
tangente vertical. Para éstas, se usa la siguiente definicidn. Si f'es continua en c y
fle + A9 — flc) _ fle + A9 — ()

1im Iim = —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

la recta vertical, x = ¢, que pasa por (c, f(c)) es una recta tangente vertical a la grafica
de f. Por ejemplo, la funcién que se muestra en la figura 2.7 tiene tangente vertical en
(¢, f (c)). Si el dominio de fes el intervalo cerrado [a, b], se puede ampliar la definicién de
recta tangente vertical de manera que incluya los extremos, considerando la continuidad
y los limites por la derecha (para x = a) y por la izquierda (para x = b).
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eo o La nota-

cién f'(x) se lee como “f prima
de x”.

i PARA INFORMACION ADICIONAL
Para obtener mas informacion sobre

la acreditacion de los descubrimientos
matematicos a los primeros “descubri-
dores”, consulte el articulo “Mathemati-
cal Firsts—Who Done It?”, de Richard
H. Williams y Roy D. Mazzagatti, en
Mathematics Teacher. Para ver este
articulo, visite MathArticles.com.

Cuando
use la definicién para encontrar
la derivada de una funcion,
la clave consiste en volver a
expresar el cociente de dife-
rencias, de manera que Ax
no aparezca como factor del
denominador..

R N I =
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Derivada de una funcion

Se ha llegado a un punto crucial en el estudio del célculo. El limite utilizado para definir
la pendiente de una recta tangente también se utiliza para definir una de las dos opera-
ciones fundamentales del calculo: la derivacion.

Definicion de la derivada de una funcion

La derivada de fen x estd dada por

) = i Lt A )

Ax—0 Ax

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, /' es
una funcién de x.

Observe que la derivada de una funcién de x también es una funcién de x. Esta “nue-
va” funcién proporciona la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto
(x, f(x)), siempre que la grafica tenga una recta tangente en dicho punto. La derivada
también puede ser utilizada para determinar la razén de cambio instantanea (o simple-
mente la razén de cambio) de una variable con respecto a otra.

El proceso de calcular la derivada de una funcidn se 1lama derivacién. Una funcién
es derivable en x si su derivada en x existe, y es derivable sobre un intervalo abierto
(a, b) cuando es derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo.

Ademads de f'(x), se usan otras notaciones para la derivada de y = f(x). Las mds
comunes son:

d
f’(x), T y’, - [f(-x)]s Dx[y]. Notacién de las derivadas
dx dx

La notacién dy/dx se lee “derivada de y con respecto a x” o simplemente “dy, dx”. Usan-
do notaciones de limites, se puede escribir

Y gy Ay S A FE)
dx  A—0 Ax  Ax—0 Ax

=f'().

EJEMPLO 3 Calcular la derivada mediante el proceso de limite

+ « <« Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Calcule la derivada de f(x) = x> + 2x, utilice la definicién de la derivada como se
muestra.

o Ll A0 — ()

f,(x) = Am Ax Definicion de derivada
o (x+ Ax)P + 2(x + Ax) — (2 + 2x)
= lim
Ax—0 Ax
_ i X3+ 3x2Ax + 3x(Ax)?2 + (Ax)® + 2x + 2Ax — X — 2x
Ao Ax
_ i 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)? + 2Ax
ol Ax
. AX[3x% + 3xAx + (Ax)? + 2]
= lim
Ax—0 M

= Iim [3x2 + 3xAx + (Ax)2 + 2]
Ax—0

=3x2+2 [
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..................D EJEMPLO 4

Recuerde
que la derivada de una funcién f
es en si misma una funcién, que
se puede utilizar para encontrar

la pendiente de la recta tangen-
te en el punto (x, f(x)) en la
gréfica de f.

2T

1
0,0) | 2 3 4

La pendiente de fen (x, f(x)), x > 0, es
m = 1/(2x).
Figura 2.8

Derivaciéon

Usar la derivada para calcular la pendiente
en un punto

Encuentre f'(x) para f(x) = /x. A continuacién, calcule la pendiente de la grafica de f
en los puntos (1, 1) y (4, 2). Analice el comportamiento de f'en (0, 0).

Solucion Racionalice el numerador, como se explicé en la seccién 1.3.

flx + Ax) — f(x)

f’(x) = AI;’TO Ax Definicién de derivada
I+ Ax— Ux
= lim —————
Ax—0 Ax
— lim Jx+ Ax — Ux \[Vx + Ax + Ux
Ax—0 Ax Jx + Ax + Ux
) (x + Ax) — x
= lim
Ax—0 Ax(\/x + Ax + \/;c)
Ax

I

A;I—I}O M(\/x + Ax + \/;C)

= Iim SR S
Jx +F Ax + Ux

Ax—0
1
=—F, >0
2
En el punto (1, 1) la pendiente es f/(1) = % En el punto (4, 2) la pendiente f/(4) = i.
Vea la figura 2.8. En el punto (0, 0) la pendiente no estd definida. Ademas, la gréfica de f
tiene tangente vertical en (0, 0)

N EJEMPLO 5 Calcular la derivada de una funcion

En
muchas aplicaciones, resulta
conveniente usar una variable
independiente distinta de x,
como se manifiesta en el ejem-
plo 5.

1,2)

]

0 c ) 6
0 y==-2t+4
En el punto (1, 2), larecta
y = —2t + 4 es tangente a la grifica

de y =2/t
Figura 2.9

« « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre la derivada de la funcién y = 2/t respecto a t.

Soluciéon Considerando y = f(¢), obtiene

d B t+ Ar) — f(¢
4y = lim M Definicién de derivada
dt A0 At
2 2
. t+Ar ot 2 2
= _— + = ' = -
A],lino At fle+ an t+ Ar y1® t
2t — 2(t + Ar)
3 tt + Ar) i
= lim ————— Combine las fracciones del numerador.
At—0 At
Iim — 24 Cancele el f in de A
= — % ancele el factor comun de Az.
A0 XH(1)(t + Af)
51 —2 Simplifi
= um —— implifique.
a0 t(t + At) P
2 .
= —72. Evalte el limite cuando Ar— 0. .

Puede utilizar una herramienta de graficaciéon para comprobar el
resultado del ejemplo 5. Por ejemplo, usando la férmula dy/dr = —2/1?, usted sabe que
la pendiente de la graficade y = 2/t en el punto (1, 2) es m = —2. Esto implica que, usan-
do la forma punto-pendiente, una ecuacion de la recta tangente a la grafica en (1, 2) es

y—2=-2(t—1) o y=-2t+4
Como se muestra en la figura 2.9.
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Derivabilidad y continuidad

La forma alternativa del limite de la derivada es ttil al investigar la relacién que existe
entre derivabilidad y continuidad. La derivada de fen c es

..................D f/(c):h/mf(x)_f(c)

) —_— Alternativa de la derivada
x—c X —C

oo o En el
apéndice A se presenta una
demostracion de la equivalencia
de la forma alternativa de la
derivada.
Consulte LarsonCalculus.com
para ver el video de Bruce (¢, f(c)
Edwards de esta demostracion.

siempre que dicho limite exista (vea la figura 2.10)

(x, f(x))

| v

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

c

Cuando x tiende a c, la recta secante se
aproxima a la recta tangente.

Figura 2.10

Observe que la existencia del limite en esta forma alternativa requiere que los limites

unilaterales
o 10— £
x—c” X —C

y
o £ = ()
x—ct X —C

existan y sean iguales. Estos limites laterales se denominan derivada por la izquierda
y por la derecha, respectivamente. Se dice que f es derivable sobre un intervalo ce-
rrado [a, b] si es derivable en (a, b) y cuando existe tanto la derivada por la derecha en a
como la derivada por la izquierda en b.

Cuando una funcién no es continua en x = ¢, no puede ser derivable en x = ¢. Por
ejemplo, la funcién entera o mayor entero

&) =[x
y . . .
no es continua en x = 0, y en consecuencia no es derivable en x = 0 (vea la figura 2.11).
2+ —0 Usted puede verificar esto con s6lo observar que
1l e—0 . x) — f(0 o Ixl—0
! lim M = lim M = oo Derivada por la izquierda
x—0" X — 0 x—0" X
} t o t t x
-2 -1 1 2 3 y
L e 3
m , x) — f(0 o Ix] =0
lim M = lim L =0. Derivada por la derecha
—o0 -2+ -0+t x—0 x—=0t X
La funcidn parte entera no es Aunque es cierto que derivable implica continua (como se muestra en el teorema 2.1 de
derivable en x = 0 ya que no la pagina siguiente), el reciproco no es cierto. En otras palabras, puede ocurrir que una
es continua en ese punto. funcién sea continua en x = ¢ y no sea derivable en x = c¢. Los ejemplos 6 y 7 ilustran

Figura 2.11 tal posibilidad.
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f noes derivable en x = 2 porque
las derivadas laterales no son iguales.

Figura 2.12

fno es derivable en x = 0 porque
tiene tangente vertical en ese punto.
Figura 2.13

Algunas
herramientas de graficacion
utilizan los programas de
célculo Maple, Mathematica
y TI-nspire, para realizar una
derivacién simbdlica. Otras la
hacen numérica, calculando
valores de la derivada mediante
la férmula

flx + Ax) — f(x — Ax)

) = AL

donde Ax es un niimero pequefio
como 0.0001. ;Observa algtn
problema con esta definicién?
Por ejemplo, usandola, ;cual
serfa la derivada de f(x) = |x]|
cuando x = 07

...........................v

EJEMPLO 6 Una grafica con un punto angular

« « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

La funcién f(x) = |x — 2|, que se muestra en la figura 2.12 es continua en x = 2. Sin
embargo, los limites unilaterales

o f—f@) k=2 -0 . -
Xlgglﬁ Y~ —2 = Xlgglﬁ Y -2 = 1 Derivada por la izquierda
y
- f(2 -2/—-0
lim f) = f2) = lim |x | =1 Derivada por la derecha
x—2" x—2 x—2* x—2

no son iguales. Por consiguiente, fno es derivable en x = 2 y la gréfica de f no tiene una
recta tangente en el punto (2, 0).

EJEMPLO 7 Una grafica con una recta tangente vertical

La funcién f(x) = x'/3 es continua en x = 0, como se muestra en la figura 2.13. Sin
embargo, como el limite

W) —fO) x0T
lim = lim = Iim -~

i = oo
=0 x—0 x—=0 X x—0 X

es infinito, puede concluir que la recta tangente en x = 0 es vertical. Por tanto, f no es
derivable en x = 0.

En los ejemplos 6 y 7 puede observar que una funcion no es derivable en un punto
donde su grafica cuenta con un punto angular o una tangente vertical.

TEOREMA 2.1 Derivabilidad implica continuidad

Si fes derivable en x = ¢, entonces f'es continua en x = c.

Demostracion Para comprobar que f es continua en x = ¢ bastard con demostrar
que f(x) tiende a f(c) cuando x — c. Para tal fin, use la derivabilidad de fen x = ¢ con-
siderando el siguiente limite.

tim [£() — f(e)] = lim [(x - >(M>]

_ [hin (c— C)][,lf (_f(x) f(c)}
= (0)[f"c)]
=0

Puesto que la diferencia f(x) — f(c) tiende a cero cuando x — ¢, se puede concluir que
lim f(x) = f(c). De tal manera, f es continua en x = c.
xX—C

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i

Los siguientes enunciados expresan en forma resumida la relacién que existe entre
continuidad y derivabilidad:

1. Si una funcion es derivable en x = ¢, entonces es continua en x = c¢. Por tanto, deri-
vabilidad implica continuidad.

2. Es posible que una funcién sea continua en x = c sin ser derivable. En otras pala-
bras, continuidad no implica derivabilidad (vea el ejemplo 6).
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

2- 1 EierCiCiOS numeracion impar.

Obtener pendiente En los ejercicios 1 y 2, calcule la pen- 2 1 - _
diente de la curva en los puntos (x;, y,) y (x5, y,). - fG) = x—1 - ) = 2
y y 4
L 2 2. f(0) = Jat4a 2. f(x) = —=
i Va
(& ) | ldp »
| ) Encontrar la ecuacidon de una recta tangente En los ejer-
&2 ) icios 25 a 32, (a) trel i6n de lIa recta tangente a |
/ (ty ¥y Xp V) cicios 25 a 32, (a) encuentre la ecuacién de la recta tangente a la
I / x A grifica de f en el punto indicado, (b) utilice una herramienta de
| graficacion para dibujar la grifica, la funcién y su recta tangen-
te en dicho punto y (c¢) aplique la funcion derivada de una herra-
mienta de graficacion con el fin de comprobar sus resultados.

= x2 — =42 _
Pendientes de rectas secantes En los ejercicios 3 y 4, uti- 25 fW) =22 +3, (-L4) 26 f)=2+2-1 (12)

lice la grafica que se muestra en la figura. Para imprimir una 27. f(x) = x3, (2,8) 28. f(x) =x*+1, (—1,0)
copia ampliada de la grafica, visite MathGraphs.com. 29. f(x) = Vx, (1,1) 30. f) = Ja—1, (52
y

3. fx) = x + % (—4,-5) 32 f(x) = ©0.3)

6 x+2
SA
4
3A
za
IA

Encontrar la ecuacion de una recta tangente En los ejer-
cicios 33 a 38, encuentre la ecuacion de la recta tangente a la
grafica de f 'y paralela a la recta dada.

X Funcién Recta
33. f(x) = x? 2xx—y+1=0
3. Identifique o trace en la figura cada una de las cantidades si- _ -
guientes, 4. f(x) = 22 dx+y+3=0
3s. = x? 3x—y+1=0
@ £(1)y f4) (b) () — £(1) J0) = Y
74— £() f(l) 36. f(x) = x>+ 2 3x—y—4=0
() y= — (x =1+ f(1) 1
4 37. f(x) = 7 x+2y—6=0
4. Escriba un simbolo de desigualdad (< o >) entre las cantidades 1
dadas. : = + oy 4+ 7 =
38. f(x) Vi x+2y+7=0
f@ — Q) f4) —f3)
RS e DESARROLLO DE CONCEPTOS
o SO =AW
4 —1 Trazar una derivada En los ejercicios 39 a 44, construya

. la grifica de f' y explique como se obtuvo la respuesta.
Encontrar la pendiente de una recta tangente En los

ejercicios 5 a 10, encuentre la pendiente de la recta tangente a 40. t

la grafica de la funcién en el punto dado. R B
-4 2 L 2 4

5.f0=3—-5x (-1,8) 6. gl)=3x+1, (-2,-2) 2

7. glx) =x2 -9, (2,-5) 8 flx) =5—x% (3,—4) T f

9. f(t) =3t — 12 (0,0) 10. h(t) = 2 + 41, (1,5) 6*

Encontrar la derivada por el proceso de limite En los T

ejercicios 11 a 24, encuentre la derivada mediante el proceso 41 y

de limite.
11. f(x) =7 12. glx) = —
13. f(x) = —10x 4. f(x) = 7x = 3
15. h(s) =3 +5s 16. f() = 5 — %
17. fx) = x>+ x— 3 18. fx) = x> —5 )
19. f(x) = x* — 12x 20. f(x) = x° + 2 1l1234567
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DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuacion)
43. y 44. y

]

T

T X -3-2-1 | 1 2 3
_zj: -2+

45. Trazar una grafica Dibuje la grifica de una funcién
cuya derivada siempre sea negativa. Explique su razona-
miento.

46. Trazar una grafica Dibuje la gréfica de una funcién
cuya derivada siempre sea positiva. Explique su razona-
miento.

47. Usar una recta tangente Larecta tangente a la grafica de
y = g(x) en el punto (4, 5) pasa por el punto (7, 0). Encuentre
g4y g'@).

48. Usar una recta tangente Larecta tangente a la grdfica de
y = h(x) en el punto (-1, 4) pasa por el punto (3, 6). Encuentre
h(=1)y h'(-1).

Trabajando hacia atras En los ejercicios 49 a 52, el limite
representa a f’(c) para una funcién 'y un nimero c. Encuentre

fye

o [B=-31+Av]-2 o (—2+ Ax3+ 8
49 Al;glo Ax 50. Aliglo Ax
42 _
51, 1m %+ 30 52, lim 25— 6
x—6 X — 6 x—=9 X — 9

Escribir una funcion utilizando derivadas En los ejerci-
cios 53 y 54, identifique una funcion f que tenga las caracteris-
ticas senaladas. Represéntela graficamente.

53. £(0) = 2;f'(x) = —3 para —oo0 < x < 00

54. £(0) = 4;7(0) = 0;f(x) < Oparax < 0; /' (x) >0

parax > 0
Encontrar la ecuacion de una recta tangente En los ejer-
cicios 55 y 56, encuentre las ecuaciones de dos rectas tangentes
a la grafica de f que pasen por el punto que se indica.

55. f(x) = 4x — x2 56. f(x) = x?

y y

PP 57. Razonamiento grafico Utilice una herramienta de grafi-

cacién para representar una de las siguientes funciones y sus
rectas tangentes en x = —1, x = 0 y x = 1. Con base en los
resultados, determine si las pendientes de las rectas tangentes
a la gréfica de una funcién para distintos valores de x siempre
son distintas.

@ f) =x>  (b) glx) = x*

B 59. Analisis grafico  Considere la funcién f(x) = 3x

P
N\

58.) LC(’)MO LO VE? Enla figura se muestra la grafica
deg'.

(@) g0) = (b) g’3) =

(¢) ¢(Qué puede concluir de la grafica de g sabiendo que
g'(1)=—3?

(d) ¢(Qué puede concluir de la grifica de g sabiendo que
g =1

(e) g(6) — g(4) ies positiva o negativa? Explique su res-
puesta.

(f) (Es posible encontrar g(2) a partir de la grafica? Expli-
que su respuesta.

L2

(a) Utilice una herramienta de graficacion para representar la
funcién y estime los valores de £7(0), f/ %), (1) y f12).

(b) Utilice los resultados del inciso (a) para determinar los va-
lores de f’(—%),f’(— 1)y f(—2).

(c) Trace una posible grifica de f'.

(d) Utilice la definicion de derivada para determinar f”(x).

H’ 60. Analisis grafico Considere la funcién f(x) = 1x°.

(a) Utilice una herramienta de graficacion para representar la
funcién y estimar los valores de f7(0), f (%), ), 2y
f'3).

(b) Utilice los resultados del inciso (a) para determinar los va-
lores de f’(f%),f’(— 1), f(=2) y f(=3).

(c) Trace una posible grifica de f'.

(d) Utilice la definicion de derivada para determinar f'(x).

HU Razonamiento grafico En los ejercicios 61 y 62, represente

en una misma ventana de la herramienta de graficacion de las
grificas f'y g la relacion entre ellas.

_ S +0.01) — f(x)
0.01 ’

g(x)

Clasifique las graficas y describa la relacion entre ellas.

61. f(x) = 2x — x2 62. f(x) =3Vx

Aproximar una derivada En los ejercicios 63 y 64, evalie
f(2) y f(2.1), y utilice los resultados para estimar f’(2).

63. f(x) = x(4 — x) 64. f(x) = ix3

Usar forma alternativa de la derivada En los ejercicios 65

a 74 utilice la forma alternativa para calcular la derivada en
x = c (si existe).

65. flx) =x>—35, ¢c=3 66. g(x) =x>—x, c=1
67. fx) =x>+2x2+1, c= -2



68. flx) =x>+6x, c=2
69. gx) = Vx|, ¢=0 70. f(x) =3/x, c=4
71. f(x) = (x — 6)*3, ¢ =6

72. g(x) = (x + 3)13, c= -3

73. hx) =[x+ 7|, c=~-7 T4 flx) =|x—6

, c=6

Determinar la derivabilidad En los ejercicios 75 a 80, des-

criba los valores x para los que f es derivable.

75. f(x) = %

76. f(x) = |x2 — 9|

y

4Ak
o
———f—t—+— X
-6 -4 -2 4
_2Ak
79. flx) = Vx— 1
y
3Ak
2Ak
lak
—t—t—x
1 2 3 4
1 )\

HU Razonamiento grafico En los ejercicios 81 a 84, utilice una
herramienta de graficacion para trazar la funcion y encontrar

los valores en los cuales es derivable.

81. f(x) = |x — 5| 82. f(x) =

4x

x—3

83. f(x) = x*/°

84. f(x) = {; -

2x, x> 1

Determinar derivabilidad En los ejercicios 85 a 88, encuen-
tre las derivadas desde la izquierda y desde la derechaenx = 1

(si es que existen). ;La funcion es derivable en x = 1?

85. f(x) = |x — 1] 86. f(x) = V1 — x?
—1)3 < <
SRR R STERY P
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Determinar derivabilidad En los ejercicios 89 y 90, determi-
ne si la funcion es derivable en x = 2.

241, x=2 w1, x<2

89'f(x):{4x—3, x>2 9°‘f(x):{ﬁ, x=2

91. Razonamiento grafico Unarecta de pendiente m pasa por
el punto (0, 4) y tiene la ecuacién y = mx + 4.

(a) Escriba la distancia d que hay entre la recta y el punto (3, 1)
como funcién de m.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar
la funcién d del inciso (a). Basdndose en la grifica, ;es esa
funcién derivable para todo valor de m? Si no es asf especifi-
que en dénde no lo es.

92. Conjetura Considere las funciones f(x) = ¥’ y g(x) = x>
(a) Dibuje la grafica f'y f’ sobre el mismo conjunto de ejes.
(b) Dibuje la gréfica g y g’ sobre el mismo conjunto de ejes.

(c) Identifique un patrén entre 'y g y sus respectivas derivadas.
Utilicelo para hacer conjeturas respecto a i’ (x) si h(x) = x™
donde 7 es un nimero entero y n > 2.

(d) Encuentre f’(x) si f(x) = x*. Compare el resultado con
la conjetura del inciso (c¢). (Esto comprueba la conjetura?
Explique su respuesta.

¢;Verdadero o falso? Enlos ejercicios 93 a 96, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Para los que sean falsos, expli-
que por qué o proporcione un ejemplo que lo demuestre.

93. La pendiente de la recta tangente a una funcion derivable f en
el punto (2, f(2)) es

fQ2+Ax) - f(2)
Ax ’

94. Si una funcién es continua en un punto, entonces es derivable
en €l

95. Si una funcién tiene derivadas laterales por la derecha y por la
izquierda en un punto, entonces es derivable en €l

96. Si una funcién es derivable en un punto, entonces es continua
en él.

97. Derivabilidad y continuidad Sean

1
xsen— x #0
f(x)—{ x
0, x=0

y
5 1
x?sen—> x#0
gx) = x :
0, x=0

Demuestre que fes continua, pero no derivable, en x = 0. De-
muestre que g es derivable en 0 y calcule g'(0).

HU 98. Redaccion Utilice una herramienta de graficacién para re-

presentar las funciones f(x) = x>+ 1y g(x)= |x| + 1 en la
misma ventana. Utilice las funciones zoom y trace para anali-
zarlas cerca del punto (0, 1). ;Qué observa? ;Cudl funcién es
derivable en ese punto? Escriba un pequefio parrafo describien-
do el significado geométrico de la derivabilidad en un punto.
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2.2 Reglas basicas de derivacion y razones de cambio

La pendiente de
una recta horizontal
es 0.

La derivada de una
funcién constante
es 0.

Observe que la regla de la constante
equivale a decir que la pendiente de una
recta horizontal es 0. Esto demuestra la
relacion que existe entre derivada y
pendiente.

Figura 2.14

H Encontrar la derivada de una funcion por la regla de la constante.

¥ Encontrar la derivada de una funcién por la regla de la potencia.

H Encontrar la derivada de una funcién por la regla del miltiplo constante.
H Encontrar la derivada de las funciones seno y coseno.

M Usar derivadas para calcular razones de cambio.

La regla de la constante

En la seccidn 2.1 utilizé la definicion limite para encontrar derivadas. En esta y en las
siguientes dos secciones se presentardn varias “reglas de derivacién” que le permiten
encontrar derivadas sin el uso directo de la definicién de limite.

TEOREMA 2.2 La regla de la constante

La derivada de una funcion constante es . Es decir, si ¢ es un ndmero real, entonces

d
a[c] = 0. (Veala figura 2.14.)

Demostracion Sea f(x) = c¢. Entonces, por la definicién de limite de la derivada,
d
L =W

_o fe+ Ax) — fx)
N Aliglo Ax

. c—c
lim

A0 Ax

lim O
Ax—0

=0.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i

EJEMPLO 1 Aplicar la regla de la constante

Funcion Derivada

ay=7 dy/dx =0

b. f(x) =0 fx)=0

c. s(1)=-3 s(t) =0

d. y = kw2, k es constante y' =0 |
Exploracion

Escriba una conjetura Utilice la definicion de derivada de la seccién 2.1 para
encontrar la derivada de las siguientes funciones. ; Qué patrones observa? Utilice los
resultados para elaborar una conjetura acerca de la derivada de f(x) = x".

a. f(x) = x! b. f(x) = x2 e flx) =x3
d. f(x) =x* e. flx) = x172 f. flx) =x!




2.2 Reglas bésicas de derivacién y razones de cambio 107

La regla de la potencia

Antes de demostrar la proxima regla, es importante que revise el proceso de desarrollo
de un binomio.

(x + Ax)2 = x2 + 2xAx + (Ax)2

(x + Ax)® = x* + 3x%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)?

(x + Ax)* = x* + 4x3Ax + 6x%(Ax)? + 4x(Ax)? + (Ax)*

(x + Ax)®> = x5 + 5x*Ax + 10x3(Ax)? + 10x2(Ax)® + 5x(Ax)* + (Ax)®
El desarrollo general del binomio para un entero positivo n cualquiera es

(x + Ax)" = x" + nx" " '(Ax) + M(Ax)2 + -+ (Ax)n

. )

(Ax)? es un factor comtn en estos términos.

Este desarrollo del binomio se utilizard para demostrar un caso especial de la regla de
la potencia.

TEOREMA 5.4 Laregla de la potencia

Si n es un nimero racional, entonces la funcién f(x) = x" es derivable y

d

—[x"] = nxn— 1L

Jolx]
R [> Para que f sea derivable en x = 0, n debe ser un niimero tal que x*~! se encuentre
oo o Del definido en un intervalo que contenga al 0.

ejemplo 7 de la seccién 2.1,
se encontr6 que la funcién
f(x) = x'7 estd definida en

x = 0 pero no es derivable
enx = 0. Esto se debe a que d [x"]
x72/3 no esta definida sobre un dx
intervalo que contiene al cero.

Demostracion Si n es un entero positivo mayor que 1, entonces del desarrollo del
binomio resulta

o (x+ Ax)r = xn
= lim —————
Ax—0 Ax

— n—2
x" 4+ nx"~Y(Ax) + %(Ax)2 + -+ (Ax)r — x»
- Aligo Ax
n(n — 1)x" 2
2
=nx""'+0+---40

= px" !

= lim [nx”’l +
Ax—0

(Ax) + - - - + (Ax)”’l}

Esto demuestra el caso en el que n es un entero positivo mayor que 1. Se le deja al lector
la demostracién del caso n = 1. En el ejemplo 7 de la seccion 2.3 se demuestra el caso
para el que n es un entero negativo. En el ejercicio 71 de la seccién 2.5 se le pide demos-
y trar el caso en el cual n es racional (en la seccién 5.5 la regla de la potencia se extenderd

hasta abarcar los valores irracionales de n).
4 . .
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i
3 T g . .
Al utilizar la regla de la potencia, resulta conveniente separar el caso para el que
2+ n = 1 como otra regla distinta de derivacion, a saber
1+
d .
- [x] = 1. Regla de las potencias paran = 1
T dx
1 2 3 4

La pendiente de larectay = x es 1. Esta regla es congruente con el hecho de que la pendiente de la recta y = x es 1, como
Figura 2.15 se muestra en la figura 2.15.
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-1, 1) 1 (1, 1)

-1 0,0) 1

Observe que la pendiente es negativa
enel punto (—1,1), ceroen (0,0)y
positivaen (1, 1).

Figura 2.16

2.4 a4t

Larecta tangente y = —4x — 4

es tangente a la gréfica de f(x) = x*
en el punto (—2, 4).

Figura 2.17

EJEMPLO 2 Usar la regla de la potencia

Funciéon Derivada
a. f(x) =3 F(x) = 322
b. g(x) = ¥x o) = L=ty L
dx 3 3x2/3
—i @_i -2 = (— —3__3
¢ y_x2 dx_dx[x ]_( z)x - x3 -

Observe que en el ejemplo 2c¢, antes de derivar se ha reescrito 1/x* como x2. En
muchos problemas de derivacion, el primer paso consiste en reescribir la funcién.

Dada: Reescriba: Derive: Simplifique:
_1l = - B D T d 2
YT 2 J = dx =2 dx X3

EJEMPLO 3 Pendiente de una grafica

« « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Calcule la pendiente de la grafica de
) =x*

para cada valor de x.

a. x = —1 b.x=0 ¢ x=1

Soluciéon La pendiente de una gréfica en un punto es igual a la derivada en dicho
punto. La derivada de fes f'(x) = 4x°.

a. Parax = —1, lapendiente es f/(—1) = 4(—1)> = —4.
0, la pendiente es f(0) = 4(0)* = 0.

1, la pendiente es f(1) = 4(1)% = 4.

La pendiente es negativa.

b. Parax = La pendiente es 0.

c. Para x La pendiente es positiva.

Vea la figura 2.16

EJEMPLO 4 Encontrar la ecuacion de una recta tangente

« « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = x? cuando x = —2.

Solucion Para encontrar el punto sobre la grifica de f, evalde la funcién en x = 2.
(=2,/(=2)) = (=2,4)

Para calcular la pendiente de la grafica en x = —2 , evalde la derivada, f(x) = 2x, en
x = —2.

m=f(=2)= -4

Punto de la grafica

Pendiente de la graficaen (—2,4)

Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta, escriba

y—y =mx — xl) Forma punto-pendiente
y— 4= *4[)6 - (*2)] Sustituya para y,, my x,.
y=—4x — 4. Simplifique.

Vea la figura 2.17 |
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.
Antes
de diferenciar funciones que
implican radicales, reescriba
la funcién con exponentes
racionales.
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La regla del multiplo constante

TEOREMA 2.4 La regla del multiplo constante
Si fes una funcion derivable y ¢ un nimero real, entonces cf también es derivable

d /|
Y- W] = of ).

Demostracion
% [cf(x)] = AI)IZIEO of e + AAX))C — /W) Definicién de derivada
i o] £ 80 = 100
— ¢ |:A)1;I_I)10 fla+ AAx)z —f (x)] Aplique el teorema 1.2.
= ¢f'(x)

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

De manera informal, esta regla establece que las constantes se pueden sacar de la
derivada, incluso cuando aparecen en un denominador.

d AR

L ef (0] = e [0 = o )
o

418 S]]~ -

EJEMPLO 5 Aplicar la regla del multiplo constante

Funcién Derivada
a. y = 5x° % = dii[Sxﬂ = Sdii[)@] = 5(3)x2 = 15x2
b. y = % % = dix[Zx’l] = 2%[}(‘] =2(—1)x"2= —é
e f) = 4?,2 [ = %Etz} = %%[ﬂ] = %(Zt) = %:
dy=2/x % = dii[le/z] = 2(%x’1/2> =12 = %
N 2\31/? % - %szﬁ] - %(%) = _3x15/3

La regla del miiltiplo constante y la de la potencia se pueden combinar en una sola.
La regla resultante es

d n| — n—1
dx[cx | = @mez=".
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EJEMPLO 6 Usar el paréntesis al derivar
Funcion original Reescriba Derive Simplifique
ay=os y=267Y) oy =23 yi= o
2x3 2 2 2x*
__5 _ 53 P o 15
b'y_(zx)3 y_8(x ) y _8( 3x ) y 8)C4
_ 7 T 7 4
¢ V=35 y =3 v =32 v'=
7
LYy = = 2 "= 632 =12
d. y )2 y = 63(x?) y’ = 63(2x) y 6x |
Las reglas de suma y resta
TEOREMA 2.5 Las reglas de suma y resta
La derivada de la suma (o de la resta) de dos funciones derivables f'y g es derivable
en si misma. Ademads, la derivada de f + g (0 f— g ) es igual a la suma (o diferencia)
de las derivadas de f'y g.
d /| /|
a[f(x) + g(x)] = f (x) + g’(x) Regla de la suma
d /| /|
a[f(x) - g(x)] Zf(x) — g (x) Regla de la resta
Demostracion Una demostracién de la regla de la suma se deduce del teorema 1.2.
(La de la resta se demuestra de manera andloga).
d f+ Ax) + glx + Ax)] — [f(x) + g()]
—_ + =
[/ + g00] = Jim. ¥
=y LAY gl + AY) — ) — g
= lim
Ax—0 Ax
[ AY) ) gl + Ax) — g(x)]
= +
Aliglo [ Ax Ax
L JOHAY ) gl A — g(0)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
=fx) + g'x)
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. |
Lasreglas de suma y resta pueden ampliarse en cualquier nimero finito de funciones.
o o En el Por ejemplo, si F(x) = f(x) + g(x) — h(x), entonces F'(x) = f(x) + g’(x) — h'(x).
. ejemplo 7(c), observe que antes
. deladerivacion, AN AN Aplicar las reglas de suma y resta
° 2 _
: W oxtl Funcién Derivada
. * a f)=x3—4x+5 ) =3x2 — 4
. fue reescrita como 4
. : b. glx) = -5t 3x3 — 2x g'(x) = —2x3 +9x2 -2
: ol 32 — x4 1 1 13-
. x> — X X —
@0 0000000000000 000 . = = -1+ - ' = - 5, =
> ¢y . 3x . y'=3 2 2 =



i PARA INFORMACION ADICIONAL
El esbozo de una demostracién geomé-
trica de las derivadas de las funciones
seno y coseno puede consultarse en

el articulo “The Spider’s Spacewalk
Derivation of sin’ and cos™, de Tim
Hesterberg, en The College Mathe-
matics Journal. Para ver este articulo,
visite MathArticles.com.

y crece

y decrece

y crece

y' positiva
y

y' negativa y' positiva
I

B
:

La derivada de la funcién seno es la
funcién coseno.

Figura 2.18

1
1
1
1
1
1
1
|
T

:

y=2senx 2

4 [a senx] = acos x.
dx

Figura 2.19

>

2.2 Reglas basicas de derivacion y razones de cambio 1
Derivadas de las funciones seno y coseno
En la seccién 1.3 se vieron los limites siguientes:

i sen Ax
im =
Ax—0  Ax

1_
1y lim 1= cosax

Ax—0 Ax 0.

Estos dos limites pueden utilizarse para demostrar las reglas de derivacion de las fun-
ciones seno y coseno (las derivadas de las demds funciones trigonométricas se analizan
en la seccién 2.3).

TEOREMA 2.6 Derivadas de las funciones seno y coseno

i[senx] = cosx

i[cos x] = —senx
dx dx

Demostracion A continuacion se presenta una demostracién de la primera regla.
(La demostracién de la segunda regla se le deja al lector como un ejercicio [vea el ejer-
cicio 118].)

sen(x + Ax) — senx

Ax—0 Ax

I
—_
=

d
- [sen x] = Definicién de derivada
dx

senx cos Ax + cos x sen Ax — senx
Ax—0 Ax

I
=

cos x sen Ax — (senx)(1 — cos Ax)

I
—_
p—

Ax—0 AX
, sen Ax) 1 — cos Ax
= AI}IEO [(cos x)<7Ax ) (sen x)<7Ax ﬂ

cos x( lim sen Ax> — sen x( lim w)
Ax—0  Ax Ax—0 Ax

= (cos x)(1) — (senx)(0)

= cos x

Esta regla de derivacién se ilustra en la figura 2.18. Observe que para cada x, la pendien-
te de la curva seno es igual al valor del coseno.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. |

EJEMPLO 8 Derivadas que contienen senos y cosenos

 + <« Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Funcion Derivada
a. y = 2senx y' = 2cosx
senx 1 , COos X
b. y = ) =Esenx y=§cosx= )
c.y=x+cosx y' =1 —senx
d. cosx — 7gTsenx —senx — 7chosx L

Una herramienta de graficacién permite visualizar la interpreta-
cién de una derivada. Por ejemplo, en la figura 2.19 se muestran las gréficas de

y = asenx

Para a = %, 1,% y 2. Calcule la pendiente de cada gréfica en el punto (0, 0). Después
verifique los célculos de manera analitica mediante el célculo de la derivada de cada
funcién cuando x = 0.
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Razon de cambio

Ya ha visto que la derivada se utiliza para calcular pendientes. Pero también sirve para
determinar la razén del cambio de una variable respecto a otra, lo que le confiere utilidad
en una amplia variedad de situaciones. Algunos ejemplos son las razones de crecimiento
de poblaciones, las razones de produccidn, las razones de flujo de un liquido, la veloci-
dad y la aceleracion.

Un uso frecuente de la razén de cambio consiste en describir el movimiento de
un objeto que va en linea recta. En tales problemas, la recta del movimiento se suele
representar en p<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>