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Prefacio

Para el estudio de calculo diferencial e integral se han escrito multiples libros de texto, algunos con
formalidad absoluta y otros con base en la resolucion de ejemplos paso a paso. En el presente tex-
to pretendemos dar una base tedrica-conceptual y aplicarla en la solucion paso a paso de multiples
ejemplos comentados.

En el capitulo 1 se abordan los limites y su aplicacioén para comprender el comportamiento de
las funciones en la cercania de valores especiales como los que producen cero entre cero (%) y una
constante diferente de cero entre cero (%), asi como el tema de continuidad y el procedimiento a
seguir para que una funcién sea continua, siempre y cuando esto sea posible; el capitulo termina
con la definicion de derivada, la cual no se podria detallar sin antes abordar el concepto de limite.

En el capitulo 2 buscamos que el lector de esta obra aprenda a derivar, para lo cual propone-
mos multiples ejercicios resueltos paso a paso con ayuda al momento y, posteriormente, deseamos
arraigar el concepto de la derivada con aplicaciones, las cuales no se limitan al area de ingenieria
quimica sino que son de caracter mas general deseando con ello que este texto sea Util a personas
que se desempefian en diversas areas del conocimiento. Después desarrollamos un tema de gran
relevancia: el analisis de funcion. Aqui consideramos que esta obra presenta una gran diferencia
con otras relacionadas, ya que, si bien es cierto que un gran nimero de libros tratan este tema, lo
hacen a lo largo de casi todo el libro. En el mejor de los casos, el lector se da cuenta que debe estu-
diar libros muy extensos casi en su totalidad para aprender a analizar funciones; en cambio, en la
presente obra, el tema de analisis de funcion se condensa y se aborda en un solo apartado.

En el capitulo 3 abordamos el calculo integral y sus aplicaciones. Iniciamos enfatizando el
concepto de antiderivada y deseamos que se desarrolle cierta capacidad de abstraccion enfocada a
las integrales al hacer hincapié en el diferencial adecuado. En este punto presentamos no solo la
utilizacion de férmulas de integracidn sino la explicacion de estas, lo cual dificilmente encontra-
mos en la mayoria de los textos y las abordamos nuevamente a partir de multiples ejemplos desa-
rrollados; repetimos esta dinamica en las técnicas de integracion. Finalizamos el ultimo capitulo
con las aplicaciones mas comunes de la integral.
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rial de soporte, pongase en contacto con su representante local de McGraw-Hill.



Capitulo

Limites

Sumario

1.1. Definicion informal de limite
1.1.1. Idea intuitiva de limite usando diferentes representaciones del limite de una funcién

1.2. Limite de una funcion
1.2.1. Definicion formal de limite
1.2.2. Leyes de los limites
1.2.3. Determinacion algebraica del limite
1.2.4. Limites trigonométricos
1.2.5. Limites unilaterales
1.2.6. Limites infinitos y asintotas verticales
1.2.7. Limites en el infinito y asintotas horizontales
1.2.8. Limites infinitos en el infinito
1.2.9. Asintotas oblicuas

1.3. Continuidad
1.3.1. Idea intuitiva de continuidad
1.3.2. Continuidad en un punto

1.4. Derivada
1.4.1. El problema de la tangente y la velocidad
1.4.2. Definicion de la derivada

Introduccion

El comportamiento de f(x) alrededor de valores en los cuales no puede evaluarse sélo se podia
observar en la grafica de una funciéon o en una tabla de valores; en estas, dicho comportamiento
era diverso y Unicamente pudo determinarse de forma analitica, hasta la llegada del concepto de
limite que, aunque tiene otras aplicaciones o enfoques, se comenzara con la mencionada.

Suponga que desea dibujar la grafica de la funcién dada por:
3 —_—
flx)== 28, x#2

X -




2 ® CAPITULO1 Limites

Para todos los valores distintos de x = 2 es posible emplear las técnicas comunes en la repre-
sentacion de curvas; no obstante, en x = 2 no esta claro qué valor se logra. Para obtener una idea
del comportamiento de la grafica de fcerca de x = 2, es posible usar dos conjuntos de valores de x:
uno que se aproxime a 2 por la izquierda y otro que se aproxime a 2 por la derecha.

En la siguiente tabla se muestra el comportamiento tabular de los valores de x proximos a 2:

Tabla 1.1 ) X se aproxima 2 por la izquierda X se aproxima 2 por la derecha
Valores de f{(x)
cuando x esta en la
1.75 1.9 1.99 1.999 | 2| 2.001 2.01 2.1 2.35
e, | 19 | 199 [ 1999 |2 2001 | 201 | 21 |

10.562 | 11.410 | 11.940 | 11.994 | ? | 12.006 | 12.060 | 12.61 | 14.222

f(x) se aproxima a 12 f(x) se aproxima a 12

lim f'(x) =12
————— (2,12)

¥ Figura 1.1. Indeterminacion
(en la grafica se percibe a manera
de hueco).

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
4
2

—4 -3 -2 -1 0 1

Con ayuda de la tabulacion nos damos cuenta que si x se acerca a 2 por ambos lados, la varia-
ble dependiente se acerca a 12, por lo que el limite de la variable dependiente es igual a 12, cuando
la variable independiente tiende a 2.

lim f(x)=12
x—2

1.1. Definicion informal de limite

La funcidn f'tiende hacia / cuando la variable independiente x tiende a ¢, f(x) esta tan cerca de /
como se requiera, haciendo que x esté suficientemente cerca de ¢, pero aun siendo distinto de c.

1.1.1. Idea intuitiva de limite usando diferentes
representaciones del limite de una funcion

Primero veamos algunos ejemplos numéricos para tener una idea mas clara de la definicion formal
del limite:



1.1. Definicion informal de limite o 3

Ejemplo 1.1. Estimacién numérica de un limite

, .y X . .
Evalue la funcién f(x) = Jsi4_; ©nvarios puntos cercanos a x = 0y use el resultado para estimar
el limite:

X
' - lim—
lim /(0= T =

Solucion: En la siguiente tabla se registran los valores de f(x) para diversos valores de x cercanos
a0.

x se aproxima a 0 por la izquierda x se aproxima a 0 por la derecha ( Tabla 1.2
Valores de f(x),
~0.01 | =0.001 | ~0.0001 | 0 | 0.0001 | 0.001 | 0.01 cuando x osté en la
3.9974 | 3.9997 | 3.9999 |2 | 4.0000 | 4.0002 | 4.0024 cercania de 0.
f(x) se aproxima a 4 f(x) se aproxima a 4
S (x)
5.0

f no estd definidaenx =0 45

)= —
' Vx+4-2
¥ Figura 1.2. Indeterminacion
X (en la grafica se percibe a manera
-4 -2 0 2 4 de hueco).

Ejercicios 1.1. Estimacion numérica de un limite
En los ejercicios 1 a 6 verifique la tabla y utilice el resultado para estimar el limite (puede haber
variaciones por los decimales).

x—4 1

1. 1im27=—=0.2

x—4x°—-3x-4 5

X |3 | as | 39 | 399 [3999] 4 [4001| 401 | 41 | a5 | s
#‘;_4 0.25 | 0.2222 | 0.2041 | 0.2004 | 0.2 0.2 | 0.1996 | 0.19608 | 0.18182 | 0.16667

JX46-36 _ 1 _ (0

2 »lclil}) X _2\/6
X |1 | s | 01 | 001 [-0001 | 0 | 0001 | 001 | o1 | os | 1
Vx6-v6 | 5134 | 0.2086 | 0.205 | 0.2042 | 0.2041 0.2041 | 0.204 | 0.20328 | 0.20004 | 0.19626

X



CAPITULO 1  Limites

3.0 im M3 1 o166
x>-5  x+5 6
x| -6 | 55| 51 |-s01|-s001| -5 | -4999 | -499| 49 | 45| -4
7“41)65_3 ~0.162 | ~0.164 | ~0.166 | ~0.167 | ~0.167 0.1667 | -0.167 | ~0.1671 | ~0.169 | —0.1716
X
b1
4. limX*tL 4 - 00625
x—=3 X—
x| o4 | 3s | s | s [ 3000 | 3| 2099 | 200 | 29 | 25 | 2
b1
i1 4 | =005 -0.056|-0.061 | —0.062 | —0.062 ~0.0625 | ~0.063 | —0.0641 | ~0.0714 | ~0.0833
x-3
5 Gim 3 A
x—0 X
x| a1 | -5 | 01 |-001|-0001| 0 |o0001| o001 | 01 | 05 | 1
senxv3 | og7006645 | 1.5235 | 17234 | 1.732 | 1732 1732 | 1732 | 1.7234 | 152352 | 0.98703
X
6. limcos(x)—lz0
x—0 X
x| a1 | o5 [-oa|-001|-0001| o | 0001 [ 001 | o1 | 0s | 1
cos (x)—1
S8 1 0.459697694 | 0.2448 | 0.05 | 0.005 | 0.0005 0.0005 | —0.005 | —0.05 | ~0.2448 | ~0.4597

En los ejercicios 7 a 12, verifique la tabla de valores para la funcion y utilice el resultado para
estimar el limite. Esboce la grafica a mano o use alguna herramienta computacional para confirmar
el resultado.

x—1

7. lim—————— =025
xolx® —6x+5
X | 0.0000 | 0.5000 | 0.9000 | 0.9900 | 0.9990 | 1.0 | 1.001 | 1010 | 1100 | 1.5 | 2.00
-1
m ~0.2000 [-0.2222 [~0.2439 |—0.2494 | —0.2499 ~0.2501 | =0.2506 | ~0.2564 | ~0.2857 | 0.3333
2
. x“ =9
8. lim— =12
x=3x" —=x—-6
x| 2| 2s | 29 | 299 2999 3 3001 | 301 | 31 | 35 | 4
x> =9
222 | 1as | 12222 | 12041 | 12004 | 12 12 | 1.1996 | 1.196 | 1.182 | 1.167



1.2. Limite de una funcién

x+3 _
Y
x |4 | 35| 30 | 301 [s001 | 3 [ 2009 | 209 | 29 | 25| 2
#Jjﬂs 1 [0.6667] 0.5263 | 0.5025 | 0.5003 0.4998 | 0.4975 | 0.476 | 0.4 | 0333
10. 1 X' =21 _ o
x=3 x—3
x| o2 | 25 | 29 | 299 | 2999 | 3 | 3001 | 301 | 31 | 35 | 4
x3-27
— 19 | 2275 | 2611 | 2691 | 26.991 27.009 | 27.09 | 27.91 | 31.75 | 37
Il I PP
x—>2x6—64 6 .
x| s e | e [ e |2 | 2001 | 2o | 21 | 25 |3

4_
x —16 0.2381 | 0.2079 | 0.1751 | 0.1675 | 0.1668 0.1666 | 0.1658 | 0.158 | 0.128 | 0.098

. tan3x 3
1 ===1.5
12. x—0tan 2x 2

x| a1 | —os | -1 | —001 | -0001 | o [ o001 | 001 | o1 | 05 | 1

tan 3x
1.5 1.5003 | 1.526 | 9.054 | 0.065

0.0652 | 9.0544 | 1.526 | 1.5003 1.5
tan 2x

Nota: Aunque también puede suceder que el limite no exista (lo cual se tratara a detalle mas
adelante), a continuacion se mencionara solamente el comportamiento de f(x) para que el

limite no exista.

1. f(x) se aproxima a numeros diferentes por la derecha de ¢ que cuando lo hace por la izquierda.
2. f(x)aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a c.
3. f(x) oscila entre dos valores fijos a medida que x se aproxima a c.

1.2. Limite de una funcion

La funcion f'tiende hacia el limite L, a medida que x se aproxima a ¢, si para todo nimero €> 0 es
posible que | f'(x) — L | <&, lo cual permite que | x — ¢ | sea suficientemente pequefio y x # c.
A simple vista, la descripcion anterior parece ser muy técnica, sin embargo es informal porque

aun hay que conferir un significado mas preciso de la frase siguiente:



CAPITULO 1 Limites

“f'(x) se acerca arbitrariamente a L”.
Y mas aun:
“X se aproxima a ¢”.

Si —e (minuascula de la letra griega épsilon) es la representacién de un niimero positivo (muy
pequeio), entonces la frase “f(x) se acerca arbitrariamente a L” significa que f(x) pertenece al
intervalo (L — g, L + €). Al usar la nocidn de valor absoluto, es posible escribir esto de la forma
siguiente:

|f(x)—L|<e

De la misma manera, la frase “x se aproxima a ¢” significa que existe un niimero positivo 6 tal que
x pertenece al intervalo (¢ — 6, ¢), o bien al intervalo (¢, ¢ + 0); por tanto, puede expresarse con
precision mediante la doble desigualdad:

0<|x-c|<o

1.2.1. Definicion formal de limite

A partir de la descripcion informal de limite, podemos obtener la definicién formal, por lo cual se
dice que si f(x) se acerca de manera arbitraria a un nimero L a medida que x se aproxima a ¢ por
ambos lados, el limite de f(x) cuando x se aproxima a c es L, y se escribe:

lim /(x) =L

Nota: Agustin-Louis Cauchy fue el primero en asignar un significado matematico riguroso a {
ambas frases. Su definicion € — d de limite es la que se usa en la actualidad.

NAWA L
Sila funcion ftiende hacia el limite L en la cercania de c¢ significa que para todo € > 0 existe algiin
0> 0 tal que, para todo x, si0 <|x—c| < d, entonces | f(x)— L|<e&.

Algunos autores utilizan “en la cercania de a”; en el presente texto utilizaremos ambas
X—>cox—a.

Esta es una de las definiciones de mayor importancia y debe ser razonada y comprendida por
el alumno, ya que le sera de mucha utilidad, sobre todo si desea entender de manera mas facil la
demostracion de teoremas importantes en el calculo diferencial, ecuaciones diferenciales, etcétera.

A continuacion se practicara la definicion anterior con algunos ejemplos:

Ejemplo 1.2. Con épsilon, delta
Determine 6 para un € dado.

Dado el lim3 (2x —5) =1, encuentre 6 tal que |(2x — 5) — 1| < 0.01, siempre que 0 < |x — 3| < 8.
X—>

Solucién: En este problema se trabaja con un valor de £=0.01. Para encontrar un 6 apropiado, se
observa que:

|2x—5)—1]=2x - 6| =2 |x— 3|

Como la desigualdad |(2x — 5) — 1] < 0.01 es equivalente a 2|x — 3| < 0.01, es posible escoger
o= % (0.01) = 0.005 la cual funciona porque:

0<|x—3]<0.005
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Lo que implica que:

|2x = 5)— 1] =2Jx - 3| <2 (0.005) = 0.01

Ejemplo 1.3. Aplicacion de la definicion £ — § de limite

Utilice la definicion € — 6 de limite para demostrar que:

lim (6x-2) =10
x—2

Solucion: Es necesario mostrar que para todo € > 0 existe un § > 0, tal que [(6bx —2) — 10| < &,
siempre que 0 < |x — 2| < 8. Puesto que la eleccion de 6 depende de €, es necesario establecer una
relacion entre los valores absolutos |(6x —2) —10] y |x - 2|.

|(6x—2)— 10| = [6x — 12] = 6]x - 2|

De tal manera que para cada € > 0 dado, es posible tomar 6 = % . Esta opcion funciona por-
que:
€

0<|x-2|<6==
6

Lo cual implica que:

(6x~2)~10]=6}x~2|<6 (Z):e
Es momento de practicar los conceptos vistos hasta el momento.

Ejercicios 1.2. Determinacion de limites mediante £ — 6

En los ejercicios 1 a 6 encuentre el limite L, luego utilice la definicion € — § de limite para demostrar
que el limite es L.

1. lim(x+5)=9 4. limvVx-2=2
x—4 x—6

2. lim(lx + 10) el 5. lim (éx + 7) =4
x—1 3 x—>-4\ 4

3. lim(2x+8)=6 6. lim[x+5|=9
x—-1 x—4

1.2.2. Leyes de los limites

En seguida se presentan los teoremas que se utilizaran al resolver limites analiticamente:

NAWAS

Si by ¢ son numeros reales y # un nimero entero positivo:

1. limb=b 2. limx=c 3. limx"=¢"
X—C X—cC X—cC
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Ejemplo 1.4. Evaluacion de limites basicos utilizando los teoremas anteriores

Observe el limite solicitado y aplique el teorema correspondiente:

a) lim5=5 b) lim x=—4 ¢) limx*>=2>=4
x—2 x——4 x—2

En el cuadro siguiente se describen las propiedades de los limites, las cuales se utilizaran en
la resolucion de ejemplos mas elaborados que los anteriores.

Si b es un numero real, » un numero entero positivo, /'y g son funciones con los limites siguientes:

lim f(x)=L y limg(x)=K

1. Multiplo escalar: llgi [bf (x)]=b- 1131 [f(x)]=bL

2. Suma o diferencia: }1_>mc [f(x)tg(x)]= }1_>rri f(x)+ yin( g(x)=L+K

3. Producto: )lcgnl[f(x)g(x)] = )lcl_)mc Sf(x): 1131( gx)=L-K

4. Cociente: lim |:f(x):| = )lci._’nl’f(X) =—, siempre que K # 0
x—c | g(x) >1c1_>mc glx) K

5. Potencias: 112; [f(0)]" =L"

A continuacion aplicaremos uno o varios teoremas en los ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.5. Limite de un polinomio

Aplique el teorema correspondiente para calcular el limite; parta de la operacion mas externa a
la mas interna.

lim (5x% +1)

x—2
Solucion:
lim (5x% +1) = lim 5x° + lim 1 Propiedad 2
x—2 x—2 x—2
=5 ( lim x3) +lim 1 Propiedad 1
x—2 x—2
=5(2%)+1 Propiedad 5
=41

En el ejemplo anterior se observa que el limite (cuando x — 2) de la funcidén polinomial
p(x) =5x3 + 1 es simplemente el valor de p en x = 2.

igp(x):p(2)=5(23)+1=41
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Nota: Esta técnica de sustitucion directa es valida para todas las funciones polinomiales, ya {
que en estas no hay denominadores que puedan anularse en el punto a considerar.

Es posible encontrar funciones racionales que cuentan con un polinomio tanto en el numera-
dor como en el denominador, y que en esta primera instancia no generen una indeterminacion
(division entre cero), en este caso se utilizara el teorema siguiente:

Si p es una funcion polinomial y ¢ un nimero real, entonces:

ii_>rr;p(X)=p(a)

Si r es una funcion racional dada por r(x)= % y @ un numero real tal que ¢ (a) # 0, entonces:
q(x
lim r(x) = r(a) = 22
xX—a q (Cl)

Ahora se aplica el teorema anterior en los ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.6. Limite de una funcion racional

3
Calcule el limite lim LM
x—1 x+2

Solucion: Puesto que el denominador no es 0 cuando x = 1, es posible aplicar el teorema 1.3 para
obtener:
3 3
oxT+x+2 P+ 1+2 4
lim = =—
x=>l x+2 1+2 3

Las funciones polinomiales y racionales se consideran dos de los tres tipos basicos de funcio-
nes algebraicas; el tercero corresponde a las funciones con radicales, las cuales pueden abordarse
con el teorema siguiente (es necesario tener cuidado con sus condiciones):

NAWA S

El siguiente teorema es valido si z# es un entero positivo y para todo a si n es impar, o bien, para
todo @ > 0 si n es par:

lim ¥/x =%/a

X—a

El siguiente teorema muestra como tratar el limite de una funcién compuesta.

Si f'y g son funciones tales que lim g(x)=L y lirrzf(x) = f'(L) entonces:
x>

X—a

lim £ (g(x)) = /(lim g(x)) = £ (L)

X—a
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Practique los teoremas anteriores con los ejercicios siguientes:

Ejercicios 1.3. Limites de polinomios y radicales

Calcule los limites siguientes:

1. limx’=8 5. lim (x2—3x—5):13 9. limJx-2=+3
x—2 x—-3 x—5
2. lim x* =-8 6. 1im(2x3 +3x— 5) =17  10. lim¥x+6=2
x—-2 x—2 x—2
. 2 . 2 4x 4
3. lim (2x” +8x)=-8 7. lim(x=3)*=0 1. lim——=—
x—>-2 x—3 x>3x°+6 5
. 2x-5 1
. lim(2x-5)=-5 L lim(=x2=7)=-— 12. 1 =
4 x_)()( ) 8 il_)lri( X 7) 11 X1_>11§x2+10 T

Los siguientes ejercicios son relevantes porque son mas conceptuales y, por lo tanto, requieren
mayor grado de abstraccion:

13. Sean f(x) y g(x) dos funciones tales que 14. Sean f(x)y g(x) dos funciones
lim f(x)=5 y limg(x)=-3 tales que:
x—2 x—2 .
lim f(x)=3
x—-2
a) ;Podemos determinar 1'(2) y g(2)? lim2 g(x)=0

b) Determine los siguientes limites: Calcule el limite de:

lim( fg)(x)=~15 lim /&) _6_
2 Y52 (3g+4f2g+1) 1
lim 1 (x) =—§

2| 8 3

lim(f+g)(x)=2

x—2
De las funciones que se presentan en cada caso, determine los limites indicados:
15, f(0)=5-x, g(x)=x"~1

a) lin}f(x) =3 b) }Lr{lzg(x) =3

16. f(x)=x-3, g(x)=2x"

a) limf(x)=-2 b) lim f(g(x))=~1

17. f(x)=2-x%, g(x)=/x+3
a) limg(x)=+6 b) limg(g(x))=+/5
18. f(x)=2x"+4x-2, g(x)=3x+4

@) lim g(x)=32 b) lim g(/(x)=2
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En los ejercicios 19 y 20 utilice la informacion dada para evaluar los limites.

19. Si 20. Si
lim f(x)=-2y limg(x)=3 lim f(x)=7
xX—a X—a X—a
Verifique Verifique
a) lim[3g(x)]=9 a) lmk3f(x) =k(7)"
X—a X—a
b) ii_r)r{ll[f(x)—3g(x)]=—11 b 2 147

x—a 30 30 15

li =-0
9 xl_I)l’(ll[f(X)g(X)] c) limmzxﬁ

. 16/f(x)
1 =—4
¥ g}i g(X)J

1.2.3. Determinacion algebraica del limite

El teorema 1.3 tenia la condicion de que ¢g(a) # 0; ahora analizaremos cuando ¢(a) =0y p(a) = 0; es
decir, en el calculo de limites se presentan algunas situaciones especiales y una de ellas es % . Enlas
funciones algebraicas racionales es posible simplificar mediante la racionalizacion y/o la factoriza-
cion para llegar a una funcion equivalente a la original, salvo en un punto, pero en las funciones
equivalentes (a las que lleguemos) si podemos calcular el limite requerido.

El siguiente teorema es fundamental para calcular el limite en funciones algebraicas que pre-
sentan la indeterminacién 2.

0
Sea a un numero real y f(x) = g(x) para todo x # a en un intervalo abierto que contiene a a. Si
existe el limite de g(x) cuando x se aproxima a a, entonces también existe el limite de f(x) y

lim f(x)=lim g(x)
X—a X—a

El siguiente ejemplo muestra la técnica de cancelacion (simplificacion) de factores, tanto en
el numerador como en el denominador, en funciones racionales y alrededor de valores que oca-

sionan % }

Ejemplo 1.7. Limites racionales con indeterminacion

Determine el limite de la funcion siguiente cuando x tiende a 2: f(x)=—— =

Lo anterior quedaria planteado como

3 —
lim £(x) = lim 210 = jjm X =8
x—2 xazfz (x) x—=2 x—2

Si se sustituye segun el teorema 1.3, el primer ejemplo de este capitulo, presenta indeterminacion:
0

0
Solucién:

x3

3_ f—
Sif(x)= );_28 entonces 11_)m2 x—28 = li_}mzf(x).

11
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Si se factorizan y se simplifican términos, f puede reescribirse de la manera siguiente:
Funcién
equivalente

gx)=f(x)
Six#2

2 —_—
)= %2%4)_ Pt o d= g(x)

lim g(x) = limx* +2x+4 =12
x—2 x—2

limg(x) =12
x—2

Empleando el teorema 1.6:

lim2f(x) = lirrig(x) =12

Aqui es posible observar que para todos los valores de x distintos de x = 2, las funciones f'y g
coinciden (segin se muestra en las figuras 1.3 y 1.4). Puesto que el limite lim2 g(x) existe, es posible
X—>

aplicar el teorema 1.6 y concluir que f'y g tienen el mismo limite si x — 2.

o 3—g ) (x—2)(x2+2x+4) o
lim = lim Factorizacion.
x—2 x=2 x—2 (x—2)
. (x—2)(x2+2x+4) . . .
= lim Cancelacion de factores idénticos o factores comunes.
x—2 (x - 2)
= lim x> +2x+4 Aplicacién de teorema anterior.
x—2
=22+4+4 Sustitucion directa.
=12 Simplificacion.
g)
x3-8
= 12
S T |
10 '
I
g I
I
6 I
I
|
I
I

4
\/ g =X +2x+4
X

-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3

¥ Figura 1.3. Gréfica con una indeterminacion de hueco en x = 2. ¥ Figura 1.4. Gréfica sin huecoen x =2.

NAVA LS

1. Aprender a reconocer cuales son los limites que pueden evaluarse por medio de la sustitu-
cion directa.

2. Siellimite de f(x) cuando x se aproxima a a no puede evaluarse por sustitucion directa, tra-
tar de encontrar una funcion g que coincida con f'para todo x distinto de x = a (seleccionar
una g tal que el limite de g(x) pueda evaluarse por medio de la sustitucion directa).

3. Aplicar el teorema 1.6 para concluir de manera analitica:

lim £ (x) = lim g(x) = g(a)

X—a X—a

4. Utilizar un grafico o una tabla para respaldar la conclusion.




1.2. Limite de una funcién

Técnica de cancelacion y racionalizacion

En el siguiente par de ejemplos se presentan dos de las técnicas mas usuales para encontrar la fun-
cién equivalente g(x), la cual permite calcular limites.

Ejemplo 1.8. Técnica de cancelacion (simplificacion)

2
, . . +x-12
Encuentre el limite lim L.
x—3 x-3

Solucion: Aunque es una funcion racional, no es posible aplicar el teorema 1.3 (como en los prime-
ros ejemplos), debido a que el limite del denominador es 0.

1im(x2+x—12):0
/ x—3
X +x-12

lim La sustitucion directa falla en este caso.

x—3 X—3 \
lim (x-3)=0
x—3

Aqui, el limite del numerador y del denominador es 0 en ambos casos, lo cual significa que tanto
el numerador como el denominador tienen como factor comun (x — 3). Por tanto, para todo x # 3
se cancela este factor, por ello es posible obtener el limite de la manera siguiente:

CxPx—12 (x-3)(x+4)
J)= x-3  (x=3)

=x+4=g(x), x#3

Si se emplea el teorema 1.6 y luego el teorema 1.3, es posible calcular el limite de la forma
siguiente:

2 f—
lim X Y12 i (vay=7

x—=3  x-=3 x—3

Este resultado se observa con mayor claridad en la figura siguiente; observe que la funcion f coin-
cide con la de la funcion g(x) = x + 4, solo que la grafica de la funcion f'tiene un hueco en el punto
(3, 7), y la grafica de g(x) no presenta dicho hueco:

WAy

13

-6 —4 -2 ¥ Figura 1.5. Grafica con una
5 indeterminacién de hueco en

x=3.
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En el siguiente ejemplo se muestra la técnica de racionalizacion en limites algebraicos.

Ejemplo 1.9. Racionalizacion

Encuentre el limite de lim ﬁ

x—0 X

Solucion: Al utilizar la sustitucion directa observamos lo siguiente.

Jx+9-3 :

lim La sustitucion directa falla en este caso.

x¥—0 X \
limx=0

x—0

En este caso, es posible reescribir la fraccion racional de esta forma:

Vx+9-3 (Jx+9-3) [Vx+9+3
X - X Jx+9+3

xX+9-9

- x(\/x+9 +3)

X

x(\/x+9 +3)

1
_\/x+9+3

xz0

Empleando el teorema anterior (1.6), es posible calcular el limite de la manera siguiente:

.oJx+9-3 1 1 1
lim = lim = - _
x—0 X =0 x+9+3 343 6

Jx)

Vx+9 -3

X

¥ Figura 1.6. Grafica con

indeterminacion de hueco en — —t \
20, 10 s 0 5 10

X

Es momento de practicar las técnicas de cancelacion (simplificacion de factores) y racionaliza-
cion a través de los siguientes ejercicios:

Ejercicios 1.4. Limites con indeterminacion

Factorice y simplifique o bien racionalice, seglin se requiera, para verificar los siguientes limites.



1.2. Limite de una funcién

2 4, 2
1L om0 =6 12, fim— -2 _ 8
x—=-3 x+3 xo-lx T 4+4x"+x7 -6 23
2
. X"+x-6 5 x>+9-3 1
2. lim—s—=- i YA TS 2
=2 x*—4 4 13. )1{11)1’(1) x? 6
. x> -1 -2 Cox+l=J7T-x 1
3. lim————=— 14, [m>=—-— ¥ 7+ _ -
x—>-1x"+5x+4 3 x—3 x—3 2
. x*-16 8 o 4+ x—+J18—x
4. lim 3 =— 15. lim
-2 x°-8 3 =2 24x-2
2 2 2
. —-6x+5 =2 _ _ _
s, llmx2 X _=2 16. lim\/x +x+9 \/2x 10x 3:0
x=>Ix“+4x -5 3 x—-1 \/x2 +2_\/4x2_2
3 _ 2 _ 3 _ _
6. lim> —2X *dx=8_2 17, it g
x—2 x -8 3 x-1 x—1 3 xel%/;—l
-3 +2x 3 . AUx+64-4 1
7. lim—G—5———== 18. lim——— - —
olx" +x"—6x+4 7 x—0 X 48
3 2 3
. X —6x?+14x-15 5 Cx-1 4
8. lim == 19. lim ==
-3 x0 =27x7 243 -1 -1 3
Ay 92 2 3 3
0 lim(x 2) +3(;c 2 +x" -4 1 0. 1im*/17+45x J23+2x: 1
x—2 x =8 3 x—2 xT+2x-20 306
Xt oS —12x—4 P +sx—5-Yaxl+3x—6 4
10. lim z 7} 3 5 =3 21. lim =—
x==l X7 43x7 +x7 - 5x7 —6x -2 S 4 10x+5 Vx> +18x-3 3
6/<_ 3 _ 4y _
1 gmdE=lol 2, fmI2X 25 Y82 -x -1
=l x—1 6 x—l JI0—x =3 2

Con base en los ultimos ejercicios, calcule los siguientes limites e indique cual procedimiento
utilizé para llegar al resultado:

5 _ 7 _ 2_ _ 2 _
B ol g L g e 20 Vo266 _ 1
-l x—-1 5 -l x—-1 7 x—3 X" —4x+3 3
C2-Jx=3 1 N Ex+T 232 +10x-3 11
24, limT o 27. lim -—N
x>7 x°—49 56 x—l /x2+ —3x% -1 12
2 _
25, dim| ol Y1) 3 2. lim VX VI042x S
x>l x—1 x-1 2 x=3  J19+2x -5 8

1.2.4. Limites trigonométricos

Dentro de las funciones no algebraicas, las trigonométricas ocupan un lugar muy importante entre
la gran diversidad de aplicaciones que existen, por lo cual no pueden faltar y se presentan a conti-
nuacion:

Si ¢ es un numero real en el dominio de la funcién trigonométrica indicada, entonces se cumplen

las propiedades siguientes:

1. lim sen x=sena 2. lim cos x=cosa
xX—a x—a

15
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5. lim sec x =sec a

3. limtanx=tana 3
x—a xX—a

4. limctgx=ctga 6. lim csc x=csca
xX—a xX—a

Una herramienta de gran utilidad al calcular limites trigonométricos es conocer algunas pro-
piedades o caracteristicas importantes; dos de ellas se mencionan a continuacion:

NAWA A

Los siguientes dos limites trigonométricos se destacan debido a que muchos de los problemas se

reducen a éstos:

1. Lim>22* 2. 1im 5% ¥
x—=0 X x—0 X

En los ejemplos siguientes se practica con limites trigonométricos y se aplican los teoremas
mencionados:
Ejemplo 1.10. Limites trigonométricos

Calcule el limite siguiente:

lim
x—0 sen(x)
0

Solucion: Si se sustituye de forma directa caemos en la indeterminacion de la forma 5
Para evitar lo anterior:

X . ., -
Reciproco de la expresion de la que queremos calcular el limite.
x—0sen (x)
. 1 i i .

lim —— Calculamos el limite del numerador y el limite del denominador.
x—0 sen (x)

X

lim 1

% El limite del denominador es el limite visto en el cuadro anterior.
im ——=~
-0 X

=1

I
1
1

Ejemplo 1.11. Limites trigonométricos

Calcule el limite siguiente:
i S0 (4x)
x—0 X

Solucion: Si sustituimos de forma directa, obtenemos una indeterminacion de la forma % .

Primero hagamos que y = 4x, lo que implica que si x — 0 entonces y — 0.

sen (4x)

Ahora sustituimos en lim —————=.
x—0 X



1.2. Limite de una funcién
Quedando:
lim sen(4x) = lim 4(M)= 4[1im sen () ): 4

x—0 X x—0 4x y=0

Nota: El alumno debe prestar atencidn a las situaciones anteriores (ejemplos 1.10y 1.11), ya que
se presentaran con frecuencia en limites trigonométricos.

Practiquemos mas limites trigonométricos con cambio de variable para reducirlos a formas
conocidas.

Ejemplo 1.12. Limites trigonométricos

Calcule el limite:
. sen
x—=0 2x
Solucion: Si se sustituye de forma directa, se obtiene una indeterminacion de la forma 9.

Aligual que en el ejercicio 1.9, se cambia la variable y=5x, x > 0=y — 0.

Al realizar este cambio de variable en
lim sen (5x)

x—0 2x

se reduce a una forma conocida:

limésen(Sx) _5 lim sen(y) _S5inld
x=>02  S5x 2y-0 y 2 2

En forma general, el tipo de limites anteriores se muestra en seguida:

Ejemplo 1.13. Limites trigonométricos

Calcule el limite:

i €1 (mx)

x—0 nx

Solucion: Si se sustituye de forma directa, obtenemos una indeterminacion de la forma 2.

Al igual que en el ejercicio 1.9, se cambia la variable y=mx, x > 0=y —> 0.

Al realizar este cambio de variable en
. sen(mx
lim Sen.071%)
x—0 nx
se reduce a una forma conocida:

i 1 Se (mx) _m o sen ») _m ) _m

x—0 n mx n y—0 y n n

17
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Ejemplo 1.14. Limites trigonométricos

Calcule el limite:
sen (3x)
x—0sen (2x)

Solucion: Si se sustituye de forma directa, obtenemos una indeterminacion de la forma %.
Ahora es necesario realizar un doble cambio de variable, el cual se indica a continuacion:

y=3x; x>0, y—>0,z=2x; x—>0,z>0

[72)

. sen(3x : .
lim #f Tanto numerador como denominador se multiplican por x.
X

x—0sen(2x)

sen(3x)

lim —X Tanto numerador como denominador se acomodan en expresiones
x—0sen(2x) que ya se han estudiado.

X

3 sen(3x)

im—3X _ Como en el ejemplo 1.9.
x—0 ,sen(2x)

2
2x
lim 500)
§y—>0 y
2 i sen(z)
z—=0 zZ

Ahora se realiza la doble sustitucion que se propuso anteriormente.

2 1 = E Es el resultado solicitado.
2\1) 2

Ejemplo 1.15. Limites trigonométricos

Calcule el limite siguiente:
. sen(mx
lim #
x—0 sen (nx)
Solucion: Si se sustituye de forma directa, obtenemos una indeterminacién de la forma %.

Ahora, es necesario un doble cambio de variable, el cual se indica a continuacion:
y=mx;x —>0,y—>0,z=nx;x—>0,z—>0

Después se multiplican tanto numerador como denominador por x, a fin de arreglarlos en las
expresiones que ya se trabajaron, como en el ejemplo 1.9. Por tltimo, se analiza la doble sustitu-
cioén antes propuesta.

sen (mx) sen (mx) lim sen ()
.sen(mx) x .. o my—0 y m(1\ m
lim ——2Z =lim —— =1lim mx__ — _— =—|=|=—
x>0 sen(nx) x x—0 sen(nx) -0 nsen(nx) n i sen(z) nll) =n
X nx =0z

Ejemplo 1.16. Limites trigonométricos

Calcule el limite siguiente:

tan
tan(x)
x—0 X
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Solucion:

lim tan(x)
x—0 X

sen (x)

lim cos(x)
x—0 X

sen (x)

Utilizando la identidad trigonométrica tan (x) = .
cos (x)

i S0 (x)

Se multiplican medios por medios y extremos por extremos.
x—0 x + cos(x)

1 sen(x)
x>0cos(x) x

Se acomoda en un producto.

Limite que no Limite mane-
presenta jadoenel
indeterminacion presente tema
. 1 . sen(x
= lim . hmﬁ =1-1=1
x—0 cos(x) x—=0 X

. tan(x
Por lo tanto, lim A
x—0 X

=1

Ejemplo 1.17. Limites trigonométricos

Calcule el limite siguiente:

i tam(a2 - 1)

a—l a2 -1

Solucion: Si se sustituye de forma directa, obtenemos una indeterminacion de la forma %

El cambio de variable sugerido es:

W:az—l,a—>1,w—>0;

) tam(a2 - 1) ) ) ) )

111112—1 Se realiza el cambio de variable sugerido.

a— a” —

. tan(w) . .

hrn0 ———~ =1 Llegamos al limite del ejemplo 1.16, del cual ya se conoce su resultado.
w— w

~ tan (az - 1)

Por tanto: lim———==1

a—1 az —1

Practique los limites trigonométricos con los ejercicios siguientes:

19
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Ejercicios 1.5. Limites trigonométricos

Verifique el limite de las funciones trigonométricas:

1. lim senx=£z0.8660 6. limcosd4x=1
x—nl3 2 X
2. )lgr]lrtan x=0 7. lim cosx= l
x—51/3 2
. 1
3. llmcosfz— 8. lim senx=——3
XTI 2 x—51/3 2
4, lim sen = =1 9. limtan”—x=—1
X—>T x—3
5. limsecnx=1 10, limsee®X=— 2 ~_1.154
. nx = . —_— =],
x—0 x=7 6 \/§

De existir, verifique el limite de las funciones trigonométricas siguientes:

3
1. lim 16 lm—> =1
x>0 nx x—0tan’ (3x) 27
. senbx 3 . l-cos3x 9
L == L lim————— =2
12 xl—>mo 8x 4 17 x>0 sen”2x 8
2
13, fim 22Y _2 18, lim A 32
x—>0sen9x 9 x—=>01—cos5x 25
) 2 _
14. lim tan 2x =1 19. lim m =
x—0sen 2x x—08x —sen 4x
2 _
15. lim -0 20, lim Sx—sen2x _1
x—0sen 2x x—=>05x+sen7x 2

1.2.5. Limites unilaterales

En ocasiones interesa conocer el comportamiento numérico de la variable dependiente f(x) cuan-
do x se aproxima a un valor a, por uno de los lados (izquierdo o derecho) de ese valor (como si los
puntos de la recta de los numeros reales tuvieran dos lados: derecho e izquierdo).

Por la izquierda se encuentran los nimeros reales menores que a, mientras que por la derecha
estan los nimeros reales mayores que a.

Se dice que cuando x tiende a a por la derecha, el limite de la funcion f(x) es M, lo cual se
escribe:

lim £ (x)=M

xX—a
De manera rigurosa:

1im+ f(x)=M sidado &> 0 existe 6> 0 tal que

X—a

0<x—a<8:>|f(x)—M|<e
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Se dice que cuando x tiende a a por la izquierda el limite de la funcién f(x) es L, lo cual se
escribe:
lim f(x)=L

X—a

De manera rigurosa:

lim f(x)=L sidadoe>0 existe 6>0 tal que

xX—a
O<a-x<6=|f(x)-L|<e

Los valores de f(x) pueden acercarse a un mismo valor L cuando x tiende a ¢ por ambos lados

(izquierda y derecha), es decir, cuando los limites unilaterales lim f(x)=M y lim f(x)=L
x—a

X—a
sean iguales a lim f(x) = L (siL = M), le llamaremos limite bilateral o limite.
X—a

El limite bilateral lim f(x)= L existe si, y solo si, los limites unilaterales lim+ f(x)=L vy
X—a X
lim f(x)= L existeny son iguales. o
x—a

A continuacion se practicara la definicion de limites unilaterales con los ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.18. Limites unilaterales

2x  six<l1

Para la funcién f(x)=
/() {—x2+4 si x>1

Determine los limites unilaterales lim f(x)=M y lim f(x)=L vy, de existir, el limite bilateral
llm f(x) = L X%Lﬁ— x—a
X—a

Solucion: Primero se resuelve graficamente, es decir, se grafica la funcion:

S ()
5
4
3 _____
|
2 _____
|
|
1 [
|
} X
-2 -1 0 1 2 3
-1
-2
-3
4 ¥ Figura 1.7. En la grafica se
observa que el limite por la
izquierda es 2, mientras que por la

-5 derecha es 3.
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En la figura 1.7 se observa que el limite de la funcién es, por la izquierda, 2; mientras que por la
derecha, el limite es 3; al ser diferentes segtin la grafica, el limite bilateral no existe.
Ahora se hace de forma analitica y debe coincidir con lo que se observé en la figura:

Limite por la izquierda:

lim f(x)= lim f(x)= lim (x)=()=1

x—1" x—17, x<1 x—17, x<1
Limite por la derecha:

lim f(x)= lim f(x)= lm (-x*+4)==(1)"+4=3

x—1t x—>1+, x>1 x—>1+, x>1

Ya que los limites unilaterales son diferentes, el bilateral lim1 f(x), no existe.
X—

Ejemplo 1.19. Limites unilaterales

(x=1)* si x<3

Para la funcion f(x)=
uncion f(x) {7—x si x=3

Determine los limites unilaterales lim f(x)=M y lim f(x)=L, asi como el limite bilateral
. . . + —

lim f(x) =L siesqueexisten. ¥4 xoa

X—a

Solucion: Si primero se resuelve graficamente, es decir, se grafica la funcion, tenemos que:

S ()

¥ Figura 1.8a). Acercandose al 3
por la izquierda, el limite es 4. =5

¥ Figura 1.8b). Acercandose al 3
por la derecha, el limite es 4. -5
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-3
4 ¥ Figura 1.8¢c). Acercandose por
-5 ambos lados a 3, el limite es 4.

En la figura 1.8a) se observa que el limite por la izquierda es 4; el que va por la derecha es
también 4; por ser iguales, el limite bilateral existe, y es también 4.
Ahora se resuelve de forma analitica:

Determine los limites unilaterales lim+ f(x)=My lim f(x)=L y,siexiste, el limite bilate-

ral lim f(x)=L: x—a xoa
lim f(x)= lim f(x)= Ilim (7-x)=7-3=4
x—3t x—>3+.x>3 x—>3+, x>3
lim f(x)= lim f(x)= lim (x-1)>=3-1)>=4
x—3" x—37,x<3 x—37,x<3

Ya que los limites unilaterales son iguales, se concluye que el limite bilateral existe y que
lim f(x)=4.
x—3

Para comprender el tema de limites unilaterales y limite bilateral se recomienda resolver los
ejercicios siguientes:

Ejercicios 1.6. Limites unilaterales

Para las funciones siguientes verifique los limites unilaterales:

lim f(x)=L, 1im+ f(x)= My el limite bilateral lim f(x) =L, si existe.
— X—a

X—a X—a
. 2 .
1 f(x)= x+2 st x<2 -9 3. f(x)=1" +3x-4 si x<l1 en a1

3x-2 si x>2 21 i x>1

lim f(x)=4 llr?f(x)=0

x—2" x=

1i1’£1+ f(x)=4 All_ggr f(x)=0

X—>

lim f(x)=4 lim f(x)=0

x—2 p
2x* si x<0 :

2. f(x)= ' en a=0 4. f(x)= Sx+2 st x<-1 -

4x st x20 -3 si ox>-1

lim f(x)=0 lim f(x)=-3

x—0" x—-1"

lim f(x)=0 lim f(x)=-3

x—0t x—-1T

lim f(x)=0 lim f(x)=-3

x—0 x—-1
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4
x"—16
2 . _ si x#32
5. f()= X si x<-3 6. f(x)= X2 -4
- JX)=1;5 si x=-3 en a=-3 -8 si x=-2 ena=%2
~4x si x>-3 8 si x=2
lim f(x)=9 lim f(x)=38
x—-3 x—>-2"
li =12 i =
A0 LS098
}imzf(x) =8
XILnES f(x)=No existe ﬁr?_ f(x)=8
lim f(x)=8
x—2F
lim /(x)=8
x—2

1.2.6. Limites infinitos y asintotas verticales

Ya vimos la forma de indeterminacion 2. En este tema se presentard lo que sucede cuando el
denominador se vuelve cero, pero el numerador no, por lo que no es posible recurrir a la simplifi-
cacion, cancelacidon o racionalizacion, como se hizo antes.

A continuacion se considera la funcion f(x) = € y se investiga lo que sucede con sus valores

2
X
cuando la x se encuentra cerca de cero.

Tabla 1.3 ) | s | -1 | 001 ~0.001

-1 | 4 | 100 |10000 | 1000000

Valores cuando x se acerca por la
izquierda a cero.

Tab|a1,4> 1| oos | o1 | oo | 0.001

1| 4 100 | 10000 | 1000000
Valores cuando x se acerca por la

derecha a cero.
La figura siguiente ayuda a entender su comportamiento:

S®)
110
9
0
30
¥ Figura 1.9. Tanto el limite por 10
la izquierda de f{(x) como el que va
por la derecha crecen sin cota i) 15 -1 05 10 0 0.5 1 15 > x

alrededor de x=0.

En cuanto al comportamiento anterior, cabe sefialar que esta funcion tiende a infinito cuando
x tiende a cero. Lo anterior se escribe asi:

.1
lim —5 =0
x—0 x
En general, se dice que la funcion f(x) tiende a infinito cuando x tiende a a y se escribe como
lim f(x) = oo, el cual se dice que es un limite infinito.
X—a
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NAWA S

De manera rigurosa, esta idea queda escrita segiin se muestra a continuacién: la funcion f(x)
tiende a infinito cuando x tiende a a, lo cual se escribe como lim f(x) =<, si dado cualquier
M >0 existe un 6> 0 tal que 0<|x—a|< 6= |f(x)|> M. o

(En qué tipos de funciones es posible que se presenten limites infinitos? La situacion mas
comun esta dada por el siguiente planteamiento con el respectivo resultado, el cual es de caracter
general:

NAWA S

Sea f(x) una funcion tal que f(x) = L&) si
()
lim fi(x) =k # 0y lim f(x) = 0. Entonces lim L) _
x—a x—a x—a fo(x)

A continuacion se practica lo referido en el cuadro anterior con los ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.20. Limites infinitos

Calcule el limite siguiente:

Para f (x):l calcule lim f (x)zlirnl
X x—0

x—>0Xx
Solucién:
lim1 1
lim f(x)=lim—=220 = _ -
x—0 y—0x limx O
x—0

El numerador tiende a 1 cuando x tiende a 0 mientras que el denominador tiende a 0 cuando
x también tiende a 0.

El ejemplo anterior obliga a ser mas precisos con el simbolo de infinito. Se indica con +e el
resultado de un limite infinito cuando f(x) toma valores cada vez mayores (positivos) cuando x
tiende a a. Por otra parte, se sefiala con —eo el resultado de un limite infinito cuando f(x) toma
valores negativos cada vez mayores en un valor absoluto. A continuacion se observa en una tabla
el comportamiento del ejemplo anterior cuando x tiende a 0 por el lado de los nimeros negativos
ox— 0.

x 2 -1 -0.5 -0.1 -0.01 ~0.001 ( Tabla 1.5
NUOROT 1 1 1 1 1 1 1 Valores del numerador, denomina-
dory la funcion f(x) = | cuando
Denominador x -2 -1 0.5 0.1 —-0.01 —0.001 la variable independiente se
acerca a cero por la izquierda.
f(x)zl -0.5 -1 -2 -10 -100 -1000
X

En la tabla anterior se observa que si x tiende a cero por la izquierda, el numerador es 1; asi-
mismo, ¢l denominador tiende a cero pero toma valores negativos. Por lo anterior, el signo del
cociente es negativo y la funcidn tiende a —eo. Para el presente ejemplo diriamos que el limite uni-
lateral por la izquierda es —eo, lo cual queda escrito asi:

1

lim —=—c
x—=0" X
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Observemos en una tabla el comportamiento del ejemplo anterior cuando x tiende a 0 por el

lado de los nlimeros positivos o x — 0*.

Tabla 1.6 ) B 05 | 01 | o001 0.001
Valores del numerador, denomi- Numerador 1 1 1 1 1 1
nadory la funcién flx) = -, Denominador x 2 05 | 01 | o001 0.001
cuando la variable independiente
se acerca a cero por la derecha. fx)= 1 05 ) 10 100 1000
" .

En la tabla anterior se observa que si x tiende a cero por la derecha, el numerador es 1 y el
denominador tiende a cero tomando valores positivos. Por lo anterior, el signo del cociente es
positivo y la funcidn tiende a +e. Para este ejemplo puede decirse que el limite unilateral por la
derecha es +oo, lo cual queda escrito segiin se muestra a continuacion:

1

lim — =+
x—0t X

La grafica de f(x) 1 ayuda a entender el comportamiento numérico de la variable dependiente
X

cuando x tiende a 0.

()
100
80
60
40
20
, - X
¥ Figura 1.10. Sila x acercaa 0 -1 0.5 B 0.5 1
por la izquierda, los valores de la
funcion se alejan de cero, hacia 40
abajo. Y si x se acerca por la
derecha, los valores de la variable 60
dependiente se alejan de cero, ~80
hacia arriba.
—100%
A continuacion se practica con funciones mas elaboradas:
Ejemplo 1.21. Limites infinitos
x=3
Para f(x)=
x* =9
En caso de existir, determine el limite:
lim £ (x)
x—-3
Solucion:
. . x-3 JmG&-3 ¢
llm (_X) = llm 3 = - 3 = — =00
x—-3 x==3x" =9  lim (x - 9)

x—-3

porque el numerador x — 3 tiende a —6 cuando x tiende a —3, mientras que el denominador tiende
a cero cuando x tiende a —3. Pero, jsera +oo 0 —eo? Para responder esta pregunta es necesario ana-
lizar el simbolo de infinito, como se realizé en el ejemplo anterior.
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x -4 |35 -3.1 -3.01 -3.001 -3.0001 ( Tabla 1.7
Numerador x-3) -7 | 65 —6.1 —6.01 —6.001 —6.0001 Tabulacién de valores para la
Denominador (x*-9) 7 3.25 0.61 0.0601 0.006001 0.0006 funcion f(x) = %' x—-3".
fx) -1 | -2 -10 -100 -1000 -10000

27

En la tabla anterior se observa que si x tiende a —3 por la izquierda, ¢l numerador tiende a —6
pero toma valores negativos, mientras que el denominador tiende a cero pero toma valores positi-
vos, por lo cual el signo del cociente es negativo y la funcidn tiende a —eo. Para este ejemplo se dice
que el limite unilateral por la izquierda es —eo, lo cual queda escrito de la forma siguiente:

x-3

= —o0

lim
x—>-37 X —
Ahora, en una tabla se observa el comportamiento cuando x tiende a —3 por el lado de los
niimeros positivos (por la derecha), segun se muestra en la tabla siguiente:

x -2 |-25 -29 -2.99 -2.999 -2.9999 Tabla 1.8
Numerador x-3) -5 |-55 -5.9 -5.99 —-5.999 -5.9999  Tabulacién de valores para la
- x-3
Denominador (x2-9) -5 | 275 | -0.59| —0.0599 | 0005999 |  —0.0006 funcién fix) = 5= cuando
X se acerca a —3 por la derecha.
fx) 1 2 10 |100 1000 10000

En la tabla anterior se observa que si x tiende a —3 por la derecha, el numerador tiende a —4 y
toma valores negativos; a su vez, el denominador tiende a cero y toma valores negativos, lo cual es
signo de que el cociente es positivo y la funcion tiende a +eo. Para este ejemplo se dice que el limite
unilateral por la derecha es +eo, lo cual queda escrito asi:

x-3

lim = +oo

x—-3t X" =9

La grafica de f(x) = :;_i,

hay una indeterminacion de la forma % que graficamente se representa con un hueco en x =3y que

ayuda a entender este comportamiento. Cabe recordar que también

posteriormente (en el tema de continuidad) también llamaremos discontinuidad de hueco.

J)

[l NSRS T SO e e el

—7—6—5443—2—1 0 1 2 3 4

¥ Figura 1.11. SiXacercaa—3,
la variable dependiente se aleja del
cero, hacia abajo; cuando X se
acerca a —3 por la derecha, la
variable dependiente se aleja del
cero, hacia arriba.
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Es importante notar que si la variable independiente se acerca por la izquierda y la curva tien-
de a —o, no forzosamente significa que si la variable independiente se acerca por la derecha enton-
ces la curva debe tender ahora hacia +e, el comportamiento no tiene que ser alternado. Como
vimos en la funcién f(x) = % y se muestra en el siguiente ejemplo. Observe el exponente del deno-
minador. ”

Ejemplo 1.22. Limites infinitos

x-3

Para f(x) = m

Determine el limite:

lim f(x)
x—1
Solucion:
lim f'(x) = limx—_3=oo, pero [+ 0 —oo?
x—l1 x—)l(x—])z

A continuacion se analiza el simbolo de infinito, segun se ha hecho hasta ahora:

Tabla 1.9 x 0 0.5 0.9 0.99 0.999 0.9999

Valores del numerador, denomi-

Numerador x-3 3 -2.5 -2.1 -2.01 -2.001 —-2.0001

; _12 |

nador y la funcion £ (x) = (:»-13)2 ) Denominador x-1) 1 0.25 0.01 0.0001 0.000001 | 1E-08
. . - x-3

cuando la variable |'nder')end|ente flx)= s 3 | 10 210 50100 5001000 _JE+08

se acerca a 1 por la izquierda. (x-1)

De acuerdo con la tabla anterior, si x tiende a 1 por la izquierda, el numerador tiende a —2 pero
toma valores negativos, mientras que el denominador tiende a cero y toma valores positivos, por lo
cual el signo del cociente es negativo y la funcion tiende a —ee. Para este ejemplo puede decirse que
el limite unilateral por la izquierda es —eo, lo cual queda escrito como se muestra a continuacion:

. x-3
lim 5 =0
o1 (x=1)

Ahora, en la siguiente tabla se observa el comportamiento cuando x tiende a 1 por el lado de
los numeros positivos.

Tabla1.10) x 2 1.5 1.1 1.01 1.001 | 1.0001 | 1.00001
Valores del numerador, Numerador x-3 -1 | -15 -1.9 -1.99 -1.999 | -1.9999 | —1.99999
denominador y la funcién f (x)
= (:—_SZ , cuando la variable Denominador x-1)?% 1 0.25 0.01 0.0001 1E-06 1E-08 | 1E-10
independiente se acercaa 1 por x-3
la derecha. flx)= Gy | |10 (oS 1999000 | —2E+08 | —2E+10

Segun la tabla anterior, se observa que si x tiende a 1 por la derecha, el numerador tiende a —2
pero toma valores negativos, mientras que el denominador tiende a cero y toma valores positivos,
por lo cual el signo del cociente es negativo y la funcion tiende a —e. Para el presente ejemplo se
dice que el limite unilateral por la derecha también es —es, lo cual queda escrito como se muestra a
continuacion:
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lim L:sz S
o1t (x=1)

En este caso, puede concluirse que el limite bilateral es:

x-3
im——— =—
x—)l(x—])

Es importante sefialar que, en realidad, el limite bilateral no existe, pues aunque los limites
unilaterales por la izquierda y la derecha son iguales, no se cumple con la condicion de que deben
existir en el conjunto de los numeros reales, pero el resultado anterior permite entender el compor-
tamiento de los valores de la variable dependiente cuando la variable independiente toma valores
cercanos a 1.

S ()
Lo
I + + . + Il + X
s=4—=3-2 1 ("1 273 4 5 6 7 8 9
—1 |
-2 |
-3 |
Nl
-5
o !
a4 . _
¥ Figura 1.12. En ambos limites
-8 I unilaterales (por la izquierda y la
I derecha) los valores de la variable
-9 dependiente se alejan de cero,
~10 | hacia abajo.
Con los siguientes ejercicios se practicaran los limites infinitos.
Ejercicios 1.7. Limites infinitos
Verifique los limites infinitos siguientes:
2
. 1 . 3x"-2x
1 lim ——— =00 4. lim————=rc
x=3 (x-3) x>l x7 =1
. x> +7x-8 . x=2xM 432 - x5
2. llmzi = oo 5. Iim 3 5 = —o0
x=lx” =2x+1 x=2 3x  —11x"+8x+4

3 lim2)c3+3xz+8x+3_

x—0 x2

Asintotas verticales

Una asintota vertical es una recta x = a para la cual se cumple lim f'(x)=zc 0 lim [ (x)=xco,
— +
recordando que: x—a x—a
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NAWA S

Sea f(x) una funcion tal que f(x) = L&) , si
£
lim £, (x) =k #0 ylim f,(x)=0. Entonces lim A _
x—a x—a x—a f5(x)

Para determinar la asintota vertical, si existe, aplique ahora la idea anterior en los ejemplos

siguientes:
Ejemplo 1.23. Asintotas verticales

_5x2+6
x2-1

Determine las asintotas verticales, si las hay, de la funcion f(x)

Solucion: Se trata de una funcion racional que puede verse como:

5246 _ fi(x)
=1 f)

f(x)=

Donde f,(x)=5x>+6y fy(x)=x*—-1.

Encontramos los valores donde se anula el denominador, planteando la ecuacion respectiva:

f2(x)=0
x*-1=0
x=1
X, =—1

Para que los valores anteriores sean las asintotas deben cumplir con lo siguiente:
lim f{(x)=k # 0y f,(x) una funcién tal que lim £, (x)=0.
x—a x—a

fi(x)

Entonces lim——~ = oo

x—a fy(x)
Primero, x; =1

. T 2 _ . T 2 — . 1 —fl(x) =
lim /; (x) = lim (S +6) = 1120y lim /, (x) = lim (x* ~1)=0 . lim 3" "0 ==

Por lo que x; =1 es una asintota vertical.

Segundo, x,=-1

. . T 2 _ . . T 2 _ . . fl(x)_
)}erzlfl(x)—'xlgrzl(Sx +6)—11¢0 yxlgr_llfz(x)—xhﬁn_ll(x —1)—0 i xlgr—llm_oo

Por lo que x, =~1 es una asintota vertical.

o , 5x°+6
A continuacion se muestra la grafica de f(x) =~ |
x —
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S ()
100
80
60
40
20

¥ Figura 1.13. En la grafica se
observa que tanto en X = —1 como
en X =1 se cumple la condicion
para que existan asintotas
verticales.

No para todos los valores que anulen el denominador existe asintota vertical, como se muestra
en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1.24. Asintotas verticales

. ) . , - 2x% —12x+1
Determine las asintotas verticales, si las hay, de la funcion f(x) = %
X°=5x+

Solucion: Se trata de una funcién racional que puede verse como:

2P —12x+16 _ fi(x)
x> =5x+6 1> (x)

J(x)

donde f(x)=2x*-12x+16 y f,(x)=x>-5x+6

Se encuentran los valores donde se anula el denominador, y se plantea la ecuacion respectiva:

f(x)=0

X2 =5x+6=0
x =2

X, =3

Para que los valores anteriores sean asintotas verticales deben cumplir con lo siguiente:

fi(x)

lim f{(x) =k #0 y f5(x) una funcién tal que lim f;(x)= 0. Entonces lim -~ =oo
xX—a X—a

x—a fo (x)

Primero, x, =2
lim f;(x) = lim (2x* = 12x+16) =0 y lim f; (x) = lim (x* = 5x+6) =0
x—2 x—2 x—2 xXx—2

Por lo que x, = 2 no es una asintota vertical, de hecho es un caso ya visto, %, una indetermi-
nacion de hueco.

Segundo, x, =3

il_)rrgfl(x):)lcl_)rrg@xz—12x+16)=—2¢0 y »11_)rn3f2(x)=)lcl_>m}(x2—5x+6)=0 ig%:im
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Por lo que x, = 3 si es una asintota vertical.

2x% —12x+16

La graficade f(x)=
g /() x> =5x+6

es la siguiente:

S
8
7

¥ Figura 1.14. Es posible
observar que en x = 2 s6lo hay un -6
hueco, mientras que en 7 |
X = 3 se presenta una asintota
vertical. -8 I

Para los siguientes ejercicios se requiere aplicar lo visto en el tema previo, a fin de determinar
una o varias asintotas verticales, si es que existen.

Ejercicios 1.8. Asintotas verticales

Determine las asintotas verticales de las funciones siguientes; si no existen, indique por qué:

al 2 +3x+1
1. f(x)= Respuesta: x-2=0,x+2=0 4 _ X
24 S0 =5

No hay asintotas verticales

2. f(x)= ———— Respuesta: x—-4=0,x-2=0  porquenose cumple
x°—6x+8 .
ler},x _cte#0
. x lim(x>+2) 0
3. X) = X-a
1=
No hay asintotas verticales 3
porque no se cumple 5. fx)=— < Respuesta: x—2=0
X f—
lim x
xoa _ cte 20 4 5
lim (x2 +2) 0 6. f(x)= 2% 242 Respuesta: x +1=0

X-a 2X3+2
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1.2.7. Limites en el infinito y asintotas horizontales

Si se parte sabiendo que la funcién f(x) = —, tiende a +oo si x — 0 cabe interesarse ahora en el com-

portamiento de f(x) cuando x toma Valores muy grandes, ya sea en sentido positivo o negativo.
Observe la tabla siguiente:

a) 1 |10 |10 |10000 | 100000000 | 1.00E+16 (Tabla].ﬂ

a) y b). Valores de f(X) para
cuando la variable independiente
toma valores muy grandes,
positivos y negativos, respectiva-
b) -1 | -10 [ -100 [-1000 | -1000000 “1.00E+12  mente.

0.1 0.01 0.0001 1E-08 1.00E-16

-1 0.1 —0.01 —0.001 —0.000001 -1.00E-12

Se percibe que a medida que los valores de x aumentan, los de f(x) se acercan a cero.

. . .. . . ., 1 .
Es posible referir este hecho diciendo que si x tiende a oo, entonces la funcion f(x) = < tiende
a cero, lo que se expresa como:
.1
Iim —=0
X—00 X

En general, se dice que la funcion f(x) tiende al limite L cuando x tiende a infinito si, a medida
que el valor de x se hace mas grande, el valor de f(x) se encuentra mas proximo a L, lo cual se
expresa de la forma siguiente:

lim £(x)=

X—>00

Si dado cualquier € > 0 existe un M > 0 tal que:

x>M (ox<-M)=|f(x)-L<e
Sea n un nimero natural y sea k una constante.
Entonces la funcion f(x) = iﬂ tiende a cero cuando x tiende a infinito. Es decir:
X

lim -~ ~0
X X

Es posible entender con facilidad el teorema anterior si se parte de que en el cociente — el nume-
rador es una constante; mientras que el denominador es una cantidad que se Vuelve cada vez
mayor y el resultado de la division es cada vez mas cercano a cero.

Ejemplo 1.25. Limites en el infinito

2
Calcule el limite lim X HSx+T
x5 2x% +3x7 —11x +13

Solucion: Se divide tanto el numerador como el denominador entre la potencia mas grande de x

que, en este ejemplo, es x°>.

& 45x ] s,
3 2
lim X +5x+7 - lim . ;c = lim —X_X x°
xoeo 23 4 3x2 = 1lx+13  xoe  2x3 +3x2 —11x+13 x>0 2+§_£ 13
[ x x* x
1 1+ 5 + 7
m Tt Tt 3
X—>o0 X X2 X3
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Por el teorema anterior

. (1+5+7]
Im oA"Y ) 04040

lim
X—>o0

2474

31113
X x° X

Ejemplo 1.26. Limites en el infinito

2x8 +3x 4637 —3x+5

Calcule el limite lim =
Tx° —x"+19x+6

X—>o0

)_2+0+0+O

:9: 0
2

Solucion: Se divide tanto el numerador como el denominador entre la potencia mas grande de x

que, en este ejemplo, es x°.

2x8 +3x3 +6x% —3x+5 3 6 3 5
6, 2.3 2 4=+ G-+~
lim s = lim ¢ s = lim i 19 3
yoe  IX7 =X +19x+6 X—>eo Tx” —x>+19x+6 x—reo 72,
6 x O
X
3 6 3 5 3 6 3 5
lim (2+ AT st 6) lim (2+3+4—5+6)
X —3e0 X x x i 00 x Xt X x
= Por el teorema anterior:
lim (7_1,19 6 lim (7_1,19. 6
X—>o0 6 X—yo0 X xS xé

_2+40+0+0+0_2
7-0+0+0 7

En resumen, los resultados de los dos casos anteriores de limites al infinito para funciones racio-

nales f(x) =A™ son:
fH(x)
Si filx)=a,x"+a, X" ++ax+a,

) =b, X" +b, x" "+ tbx+h

0
n n—1

11m a X +an 1x +"‘+a1x+a0 — a

x—eb x™ +b, x"! .

Ejercicios 1.9. Limites en el infinito

Verifique los limites siguientes:

X +dx+1

1. Im————=- 5.

xeo x4 2 + 1

3x° —3x% +x+2

2. lim> 2T 6.
x—eo x4+ 5x+1
3 lm 2OExEI 7.

x2S +5x7 +3x +1

5 4 gu_
4 lim9x +63§ 9x 3=°°

X300 x' =1

+...+b1x+b0 - 8l n=m

si n<m

paraa#0, b#0

5x% +4x* - 3x 5
lim————
xoe 3x% +4x* 49 3

3 2
limeé+3x 9x+2=O

x> x0—7xT +3x3

V2+x% +5x

lim =0
Y_”"\/x +Xx— 7+\/x —4x-1
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Asintotas horizontales

Si se tiene una funcion racional y se quiere calcular el limite de la funcion es necesario considerar
algunos aspectos que pueden ser utiles al realizar el calculo de limites. Para el caso de las asintotas
horizontales se deben considerar dos casos especiales, sea f(x) una funcion racional:

a,x* +a, X"+ +ax+a,
"y rbx+b,

f(x)=

b, x" +b,,_x

Los casos son los siguientes:

1. Cuando el grado del polinomio en el numerador es menor que el del polinomio en el denomi-
nador, es decir n < m.

2. Cuando ambos polinomios tienen el mismo grado, es decir n = m.

Caso |

Una asintota horizontal es una recta y = L o f5(x), tal que paratodo L € R, para la cual se cumple:

lim f(x)=L o lin_l f(x)=L

X—>oo
Cabe retomar lo escrito antes:

a,x"+a, x" - tax+a,

lim =0 si<m .. L=0 .. la asintota horizontal seria la funcién

x=eob, x" +b, X

m—1

constante y =00 f3(x)=0.

Ejemplo 1.27. Muestra de asintota horizontal

4_ o2
De existir, determine la asintota horizontal para: f(x)= W
SxT+TxT =7
Solucién:
67 um(i—i—l
o _ 3xtoex -7 8 ool X1 X7 XY ) 04040 0
lim f'(x) = lim — —— = lim c I = = =—=
x—eo xoeSxT +TxT =T xoe S5x°+7x7 =7 lim 7 7 5+0+0 5
o x| It —7——3
Xt X

lim f(x)=0 .. L =0, la asintota horizontal es la funcion constante ¥ =0 0 /3(x) = 0, el eje de
X—>00

las abscisas es la asintota.

S ()

10

8

6

4

2

X
-2 15N -l 0.5 0 o5 1 15 2
-2
4 ¥ Figura 1.15. En primera
instancia, la grafica muestra que la
-6 curva se acerca por arriba al eje de
g las abscisas, lo cual se corrige con

a un acercamiento al drea de
~10 interés.
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S ()
0.02
¥ Figura 1.16. En este acerca- 0 M .
miento se percibe claramente que 1 5 3 4 5
la curva cruza el eje de las abscisas ~0.02
luego baja para aproximarse
y luego baja p p 004

nuevamente al eje horizontal,
pero esta vez por arriba. Es ~0.06
importante sefialar que una

asintota horizontal puede -0.08
atravesarse. 0.1

Caso Il

. ax"+a, X" '+tax+a a, . a .
lim ==l 17 "0 _Zngi p=m .. L=-" .. laasintota horizontal seria
x=eh X" +b, (X" +--+bx+b, b, -
. a a
la funcién constante y=—o0 f3(x) =2
b, by,

Veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 1.28. Asintota horizontal diferente al eje de las abscisas

2 —
De existir, determine la asintota horizontal para f(x) = w
x“=5x+6
Solucion:
2% —12x+16 1im(2—12+1§)
. _ 2xP—12x+16 2 xsel X X7 ) 2-0+0 2
lim f(x)= lim =— = 5 = = ===
X—>oo x—eo X7 =5x46  xoe  x°—5x46 fim (1 §+i 1-0+0 1
x2 X0 x X
lim f(x)=2..L =2, la asintota horizontal es la funcion constante y =2 o f3(x) = 2.
X—>o0
S )
10
8
6
4
e, W § — — — —
-4 -3 -2 -1 7 8 9 10
-2
4
-6
¥ Figura 1.17 Lagrafica -8
muestra la asintota horizontal
f(0=2. -10
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Ejemplo 1.29. Asintotas horizontales

2 f—
Si la hay, determine la asintota horizontal para f(x)= w
3x“+4x+5
Solucion:
5% —10x +1 11m(5—1(2)+13)
. _5xP—10x+1 . i xoel X X)) 5-040 5
lim f(x) = lim = = lim R = = =2
X—eo x>0 3x" +4x+5  xoe  3x° +4x+5 . 4 5 3-0+0 3
Rt lim|34+ 2 4 =
3 Yoo 23
. 5 5 , . ., 5 5
lim f(x)= 3 ~ L= 3 la asintota horizontal es la funcion constante y = 3 0 f3(x)= 3
X—>o0
S
5
2

¥ Figura 1.18. Lagrafica
X muestra que la asintota horizontal

_ _ _ _ 5 .
50 40 30 20 10 0 10 20 30 40 50 es f3(x) = 3y, como ya se vio, la
curva de la funcién la atraviesa.

Ejercicios 1.10. Asintotas horizontales

De existir, determine la asintota horizontal para las funciones siguientes:

Funcion Respuesta Funcion Respuesta
I f(x):% y-1=0 + f(x):3x36f36-;25j_:;j_1 yo2=0
2. f(x)= ;161 y=0 5. f(x)= 3x5x_2 ;;Z’i ;i -~ = 0
3. f(x):% —%ZO 6. f(x)zwéiﬁ y—gz()

1.2.8. Limites infinitos en el infinito

En apartados previos se observo lo que sucede cuando el grado del polinomio en la posicion del
numerador es menor que el grado del polinomio en la posicidon del denominador, y cuando el gra-
do de ambos es igual. Ahora se vera lo que sucede cuando el grado del polinomio en la posicion de
numerador es mayor que el grado del polinomio en la posicidon del denominador.
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Ejemplo 1.30. Limites infinitos en el infinito

Determine el limite de f(x) cuando x tiende a infinito:

_ 7x” +6x° +7x% —11x—4
2xt 453  +4x -3

()

Solucion: Se divide tanto el numerador como el denominador entre la potencia mas grande de x,

que en este ejemplo es x”.

7x7 +6x° +7x7 —11x—4 74 0,7 11 4
lim7x7+6x3+7x2—11x—4=lim x’ — lim R S S
xoe x5 4 4x-3 X0 2x 55 +4x-3 Yoo l_,_i.;,.i_i
7 oxt XN
6 7 11 4
i T+H—+———F+—
i i)
o (2.5 4 3
Por el teorema anterior
740+0-0+0 _7 _
0+0+0-0 O

El limite no es un nimero L al cual tiende f'(x), por tanto, lo llamamos limite infinito en el infinito.

Ejemplo 1.31. Limite infinito en el infinito
Determine el limite de /(x) cuando x tiende a infinito:

f(x)= 4x7 +3x3 +4x> —8x—1
3xt+6x°+5x -4

Solucion: Se divide tanto el numerador como el denominador entre la potencia mas grande de x,

que en este ejemplo es x”.

4x7 +3x7 +4x° -8x -1 34 8 1
lim 4x7+3x3+4x2—8x—1=. X _ lim R N
xoe x4 +5x-4 xoe 3xta6x45x—4 xoe 365 4
x! xoxt Xty
3 4 8 1
~ 4+ 4 -
_xlgll ( RN RN x7J

lim (3,06 ,5 4
ng:c [x3+x4+x6 X7

Por el teorema anterior 440+0-0+0 ~ 4

0+0+0-0 0

El limite no es un ntimero L al cual tiende f'(x).

(o)

Ahora, es posible plantear:

a,x"+a, X"+ tax+a,
+-+bx+b

lim

x=eh X" +b, X

=cosi n>m,paraa, #0yb, #0.

m—1
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Ejercicios 1.11. Limites infinitos en el infinito

Determine lgn f(x) para la siguientes funciones:
X3oo

3
x =2 2x-17
1. = = oo 4. f(x)= =oo
/) x+4
6 3 7 6 2
X’ =5x" —-8x x'—6x"—9x"+5
2. x =)= = = o0
f() x2_5 5. f(x) x3_5x
3
x"+1
3_ e
/) 9x*+2x-5

1.2.9. Asintotas oblicuas

Una situacion de especial importancia en las funciones racionales es cuando el grado del polino-
mio numerador es mayor que el del polinomio denominador, pero solo en una unidad. Esto puede
ejemplificarse con la siguiente funcion, la cual se analizara con mas detalle en el ejemplo siguiente:

x> +1

S =22

Observe que el polinomio numerador tiene grado dos y el polinomio denominador tiene grado
uno, lo cual cumple con las condiciones que se buscan analizar. Siempre que se tenga una situacion
de este tipo, se encuentra lo que se conoce como asintota oblicua.

Una asintota oblicua es la recta mx +b con m # 0 para la cual, conforme x se aleja del origen,
la diferencia entre f(x) y mx +b tiende a cero; esto se expresa asi:

Tim [ /()= (mx +5)] =0

Ejemplo 1.32. Asintotas oblicuas
x2+1
x—4

Solucion: Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador en una unidad,
si existe una asintota oblicua. Para determinarla se realiza lo siguiente:

De existir, determine la asintota oblicua para: f(x)=

Al dividir los polinomios queda:

2
x“+1 17

= =x+4+—
/) x-4 * x-4

Si x — o« entonces

174 — 0 — 0y, por tanto, f(x)— (x+4)
X—

Larecta f3(x)=x+4 satisface la condicion siguiente:

x—eo| X —

2
lim |:x +41—(mx+b):|=0
Se procede con la verificacion:

2 2 _ 2 2 2,1 .2
lim[x +1_(x+4)}=hm[x +1 (x+4)(x 4):|=1im|:x +1 x 16:|=1im{x +1-x +16:|

x| x—4 x| x—4 x—4 yoel x—4  x—4 X oo x—4

—im o
x—o x —4

39
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J(x)

¥ Figura 1.19 En la grafica se
observa que si x toma valores
cada vez mayores (tanto positivos -30
como negativos), la curva de la
funcion se acerca cada vez mas a
larecta fi(x)=x+4. ~50

Ejemplo 1.33. Asintotas oblicuas

3
Si la hay, determine la asintota oblicua para f(x) = %xr‘
x —

Solucion: Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador en la unidad, si
existe asintota oblicua. Para determinarla se procede como se muestra a continuacion:

Primero, se dividen los polinomios, y quedan:

3
X +x+4 Sx+4
X)= =X
f( ) 2 | 2 1

Si x — e entonces — 0y, por tanto, f(x)— x.

S5x+4
¥ -

Larecta f;(x)=x satisface la condicion

lim

X—>o0 2

x5 =

[M—(mx+b)]=0

Se procede con la verificacion:

. [ X +x+4 .| X+ x+4 x(x2—4) [P x+4 P -4x
lim [ —5———x|= lim - = lim -

xoe| X2 —4 xoe| X2 —4 x> -4 xoe| X2 —4 x2-4

RTINE
X—oo X7 —

= lim

X0

X+ x+4-xP+4x
x? -4
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& 41

S ()
117
9 ~
g
7
5 -
P
3 ~
P
1 ~
X
109 8 7 6 5 4 3 204 2 3 4 5 8 9 10
-3
-5
¥ Figura 1.20. Se percibe que,
-7 conforme Xx crece, la curva se
9 acerca a la recta f5(x) = x por
arriba de la recta, pero si la x toma
-11 valores que tiendan hacia la
izquierda (mas negativos), la curva
“13 .
se acerca mas a larecta f3(x) = x
~15 por abajo.
Ejemplo 1.34. Asintota oblicua
X —x+4
Si la hay, determine la asintota oblicua para f(x)= =
x —

Solucion: Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador en la unidad, si
existe asintota oblicua. Para determinarla se procede como se muestra a continuacion:

Primero, se dividen los polinomios, y quedan:

3

x’—-x+4 4
X)= =x+
/) X2 -1 x> -1
4
Si x — oo entonces 21 0y, por tanto, f(x)— x
Larecta f3(x)=x satisface la condicion
X -x+4
lim | ————(mx+b)|=0
vl x? -1

Se procede con la verificacion:

-x+4

lim

X—>o00

2

X -x+4
x“ -1

_X}

= lim

= lim

X' —x+4 x(xz—l)

x> -1

x> -1

5

xz—

—x+4—x3+x:|

4

= lim

3

- X

X—>oo

4

e |

x> -1

. |:x3—x+4 X
= lim -

=0

x? -1

|
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J(x)

¥ Figura 1.21. En esta grafica si
X =t osix = —oo f(x) >
J3(x) = x, pero en ambas
situaciones se acerca por arriba de
la asintota. 10

Ejemplo 1.35. Asintota oblicua

xt+x? 41

De existir, determine la asintota oblicua para f(x) =—— 5
x —

Solucion: Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador en mas de la
unidad, no existe asintota oblicua, como se muestra en la grafica de la siguiente figura.

S ()

200

150

100
¥ Figura 1.22. En la grafica de 0

X+l . K X R A - . R R .

S(x)= "3 seobservaquesi 0 x
X se aleja del cero, la curva se —20  -15 10 -5 50 5 10 15 20
acerca cada vez mas a una a
parabola. 100

Como se observa, ademas de las rectas verticales, horizontales y oblicuas, hay otros tipos de
asintotas, las cuales no se trataran en este curso.

Ejercicios 1.12. Asintota oblicua

De existir, determine la asintota oblicua para cada funcion de las que se presentan a continuacion:

Funcion Respuesta Funcion Respuesta
2 3
1 —2x7 - 2
1. f(x):x * y=x+1 4. f(x)=xz—3x+ y==-2x+2
x—1 x“+x-1
2 42
X" +x-3 x'=x"+1
2. f)=—"" y=x+2 5. f)=—F—— y=x
x—1 x'—1
4 —
3 f(x)=2x +3x—-4 p=2x

X +2x-3



1.3. Continuidad

1.3. Continuidad

Esta muy relacionada con el aspecto grafico, y es una caracteristica mas para conocer acerca del
comportamiento de las funciones. Este concepto se definira matematicamente mas adelante, mien-
tras tanto trabajaremos con la idea intuitiva de continuidad.

1.3.1. ldea intuitiva de continuidad

Tener al menos una idea intuitiva de continuidad es util, al menos para saber si la variable depen-
diente existe para algtin valor de la variable independiente o para un conjunto de valores de ésta.

NAVA S

Una funcion f(x) es continua si es posible realizar una grafica sin despegar el instrumento de
trazado de la superficie u observar espacios en medio de dos puntos de la grafica de la funcion.

1.3.2. Continuidad en un punto

Para que una funcidn sea continua en un punto no debe presentarse alguna de las tres situaciones
siguientes:

x> -9
x-3

1. Parala funcién f(x)=

La grafica no existe en x = 3 porque no hay un valor para la variable dependiente (al menos en
el conjunto de los numeros reales), por tanto no puede formarse una pareja coordenada para ser
ubicada en el plano cartesiano, por lo que no es posible hacer un trazado ininterrumpido y deci-
mos que la funcién no es continua en ese punto.

J(x)

7 enx=3.

x2=3 si x<2

2. Parala funcion f(x)= )
—-x si x>2

& 43

¥ Figura 1.23. Se observa una
interrupcion de hueco en el trazo
de la grafica, lo cual hace que la
funcion sea discontinua para

x = 3; aunque el limite por la
izquierda es igual al limite por

la derecha, la funcion no existe
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S )

-3

¥ Figura 1.24 Lagrafica

muestra un salto en su trazo, por
lo que la funcién es discontinua 4
en x = 2; el limite por la izquierda
es diferente al limite que va por la
derecha. 6

La grafica de la figura 1.24 presenta un salto en x = 2 porque no existe el limite bilateral, pues

lim f(x)=1, mientras que lim f(x)=-2.
x—271 x—2"

-1 si x<2
3. Parala funcién f(x)=41 si x=2

x2=1 si x>2

Se procede a realizar su grafica:

¥ Figura 1.25 Se observa que si
se acerca por la izquierda de x = 2, y
la variable dependiente toma el -2 71\,1. ! 2 3 4

mismo valor que si lo hace por la

derecha de x = 2, pero ese valor -2
es diferente a la funcion evaluada -3
enx=2.

4

La grafica de la figura 1.25 no presenta ninguna de las dos situaciones anteriores, ya que esta
existe en x = 2 y también el limite bilateral para f(x) cuando x — 2. Pero ambos son diferentes.
Una funcidn es continua en x = ¢ si se cumplen las tres condiciones siguientes:

[ (a) existe.

2. lim f(x) existe.
X—a

3. lim f(x)= f(a)



Ejemplo 1.36. Continuidad
2
x> +4

Ahora, analice la continuidad de f(x)=

1.3. Continuidad o 45

Solucion: El dominio de la funcidn es el conjunto de los nimeros reales, excepto aquellos valores
de x que anulen el denominador. Como x? + 1 = 0 no tiene raices reales, el dominio de f(x) en este
ejemplo es el conjunto de los nimeros reales; ademas, describe el mismo comportamiento matema-
tico para todos los valores de su dominio; es decir, no es una funcién definida en secciones. Se

concluye que esta funcion es continua en todo punto x=a € R.

S
0.6

9 8 7 6 5 4 3 2 -1
0.1

-0.2

Ejemplo 1.37. Continuidad
x-2

Analice la continuidad de f(x) = 5——
x°—2x-8

¥ Figura 1.26. En esta grafica
se observa una curva continua
en todos los valores de la variable
independiente.

Solucion: El denominador vale cero para x, =-2y x, =4, por lo que el dominio de esta funcion es
R # {-2, 4}. Se concluye que la funcién es continua para todos los puntos del dominio R # {-2, 4}.
Observe que la funcidn no tiene una pareja coordenada que pertenezca al conjunto de los nimeros
reales porque se presenta una division entre cero en x =2y x = 4, por lo que esta funcién no es

continuaen x =-2y x=4.

J(x)
3
2
1
[
9 -8 N LU T 4 5
-1
)
-3

Ejemplo 1.38. Continuidad

2x% +1 si x<0 . .
Dada f(x)= ) , determine si es continua en x = 0.
x+2 st x>0

¥ Figura 1.27. Los nimeros —2
y 4 estan fuera del dominio de la
funcion y la grafica muestra

discontinuidad en dichos valores.
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Solucion:
1. f(a)=1 Cumple con la primera condicion.
2. lim f(x)=1

x—0"
lim f (x)
x>0t
lim f(x)# lim f (x) No cumple con la segunda condicion, no es continua en x = 0.
x—0" x—o0t

S (x)
5
4
3
2 C
1
¥ Figura 1.28. Segun la grafica,
la curva presenta una discontinui- ) ) 0 | ) *
dad de salto en x = 0, ya que los B B
limites unilaterales son diferentes. 1
Ejemplo 1.39. Continuidad
Q si x#3
Para f(x)=1 x-3
A si x=3
Determine si existe un numero real 4 que haga a f(x) continua en x = 3.
Solucion:
1. f(a) existe
f(3)=Aexisteen R
S (x)
x
¥ Figura 1.29a). Gréfica de f(x) 6
sin un valor para 4.



Cumple con la primera condicion.

2. lim f(x)= lim f(x)

x—3" x—3t
2 2
fim 222 = Jim 2=
x—37 X— x—3" x=3
6=6
lim f(x)=6
x—3

1.3. Continuidad o 47

El limite bilateral existe, por lo que se cumple con la segunda condicion de continuidad.

3. lim /()= /(@)
lim /(x) = /(3)
6=4

Se cumple con la tercera condicién si 4 = 6.

Para que la funcion sea continua en x = 3, 4 debe ser igual a 6.

J(x)

Ejemplo 1.40. Continuidad

L sl x#2
Para f(x)=<x-
A si x=2

Determine si existe un numero real 4 que haga a f(x) en x =2.

Solucién:

1. f(a)=existe
f(2)= Aexisteen R

Si 4 es un niimero real, se cumple con la primera condicion de continuidad.

¥ Figura 1.29b).Si 4 =6
consigue el trazo de la funcion sin
que presente interrupciones.
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2. lim f(x)= lim f(x)

x—2" x—2
lim 2 = lim 2
xo2"X—2 ot x-=2
—o0 # +oo
lim f(x)# lim f(x)
x—2" x—2t

El limite bilateral no existe y no se cumple con la segunda condicion. Recuerde que los limites
unilaterales deben existir en el conjunto de los nimeros reales.
No es posible asignar un nimero R a A para que la funcidn sea continua x = 2.

S (x)
10

8
6 |
4 |
2

|

7 -6 -5 4 3 2 T
-2

¥ Figura 1.30. Se presenta una 6

discontinuidad insalvable, ya sea |
por algiin numero o alguna
funcion. ~10 |

-8

Ejemplo 1.41. Continuidad

X +5 si x<0
A-2x st x>0

Para f(x)= {

Determine si existe un numero real 4 que haga a f(x) en x =0.

Solucioén:

1.  f(a) existe
f(0)=5 existe en R

Se cumple la primera condicion de continuidad.
2. lim f(x)= lim f(x)
x—=0"

x—=0"

lim (x* +5) = lim (4-2x)

x—0" x—0"
5=A4-0
5=4

}in&f(x) =5

Si 4 =5, el limite bilateral existe, por tanto se cumple con la segunda condicion de conti-
nuidad.



3. limf(x)=f(a)
5=5

1.3. Continuidad o 49

Se cumple con la tercera condicion de continuidad.

Para que la funcion sea continua en x = 0, 4 debe ser igual a 5.

J(x)

¥ Figura 1.31. Grafica de

+ + + X 2 .
+5 six<0
B B 140 1 2 ="
7t) {A—Zx Si x>0
-3 conA=35.
-5
Ejemplo 1.42. Continuidad
-3x*+4 six<-l
Para f(x)={ Ax+B -1<x<1

X2 +x+5 six>1

Determine cuanto debe valer 4 y B que esta funcion sea continuaen x=—1y x=1.

Solucion:

Para continuidad en x = -1

1. f(a)existe

f(-1)=—A4+B
2, lim f(x)= lim f(x)
x—>-1" xo—1t
lim (—3x2 +4) lim (Ax+ B)
x—-1" PO
l=—A4+B

Se resuelve el sistema de ecuaciones:

A=3yB=4
lim f(x)= lim f (x)
x—-1" xo—1t
lim (-3x”+4)= lim (3x+4)
x—>-1" xo—1F
1=1

El limite bilateral lim f(x) existe si
A=3yB=4 !

Para continuidad en x =1

f(a) existe
f()=A4A+B
lim f(x)= lim f(x)
x—1" x>t
lim (Ax+B) = lim (x* +x+5)
x—1" x>t
A+B=17

lim f(x)= lim f( )

x—1 xo1t

lim (3x+4)= lim (x2 +x+5)

x—1" x—1

T="1

El limite bilateral lim f (x) existesi 4 =3
y B 4 x—1
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3. lim f(x)= f(-1) lim f(x) = 1(1)
x—-1 x—1

lim (-3x° +4)=-A4+B lim(3x+4)=4+B

x—-1 x—1
1=-3+4 7=3+4
1=1 T1=17

Se cumple con la tercera condicion si Se cumple con la tercera condicion si
A=3yB=4 A=3yB=4.

Hay continuidad para f(x)enx=—-1yx=1si4=3y B=4.

S (x)
20
18
16

¥ Figura 1.32. En la grafica se
observa cdmo unir dos funciones ~15
de segundo grado mediante una
funcion lineal para que la curva
sea continua para todo el dominio 19
de la funcion.

Mediante las condiciones de continuidad se resolveran los ejercicios siguientes:
Ejercicios 1.13. Continuidad

Determine si f(x) es continua en el punto indicado.

-2 i 2 -1 si <-1
1. f(x)=)F SXS2 hx=2 2. f(x)=1" * enx=-1
x> =2x si x>2 X2 +3x st ox>-1

Respuesta: No es continua, no existe. Respuesta: Continua.



X
3. f(¥)=12

Respuesta: Continua.

1 <
4. f(x)= 3x si x<0

5 ) en x=0
x“ =1 si

x>0

Respuesta: No hay continuidad en x = 0.

x4 si x#2
5. /(%)= x-2 en x=2
3 si x=2

Respuesta: No hay continuidad en x = 2.

>\/3—2

Determine el valor de 4 y/o B para que la funcion sea continua en los puntos indicados:

N=x =2
= —4
7 )= +4 s en x=-1
2x+A4 si x=2-4
Respuesta: No hay continuidad.
8. f(x)= ! St x<0en x=0
2x* -4 si x>0
Respuesta: 4 =-1
9, f(X)= 2x—1 si x<0 en x=0
3x+4 si x20
Respuesta: 4 =—-1
10. f(x)= 3x-A4 st x<0 en x =0
xP—x+1 si x20
Respuesta: 4 =-1
1 : xt—x?-2x? +x-2 G xz2
. f(x)_ X—2
264 si x=2

Respuesta: 4 =1/2

1.4. Derivada

Antes del calculo diferencial se tenian dos grandes problemas sin resolver: la recta tangente a la
curva de una funcion y la velocidad instantanea. Ambos problemas, de naturaleza distinta, conver-
gen en lo mismo al analizar de forma grafica el movimiento de un cuerpo con respecto del tiempo

como se muestra en las siguientes figuras.

1.4. Derivada o

51

- i -4
6. f(x)= x+4 xS en x=-1
[2x+4 st x2>2-4
Respuesta: No hay continuidad en x = 1.
2x-1 st x<-1
12. /(x)= Ax+B si -l<x<2enx=-lyenx=2
4x-2 si x>2
Respuesta: 4 =3,B=0
3x+4 si x<-1
13. f(x)=1,2 si —1<x<3en x=-13
2x+B si x>3
Respuesta: A =4, B=3
2 st x<-2
14. f(x)={*
TO=V4xsB s —2<x<l en x=2.1
2% si x>1
Respuesta: A =1, B=1
A+x si x<-1
p— 6_
15. f(x)= x4 ! si —l<x<l en x=x=I
x' =1
B+3x si x2>1
Respuesta: 4 =3/2, B=-3/2
X+x+2 si x<-l
en x=2 16. f(x)= Ax+ B si —1<x<1 en x=+#1
3x-5 si x>1

Respuesta: A =-2, B=0
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W Figura 1.33a). Curva de f(X) = x2.
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Sx) d (1)

15 15

13 13

11 11

9 9

7 7

5 5

3 3

1 1

X t

4 3 2 1 1+0 2 3 4 5 2 1 40 2 3 4 5

W Figura 1.33b). Curva de d (f) = > movimiento de un
cuerpo, con la distancia en metros y el tiempo en segundos.

-5

W Figura 1.34a). Curva de f(X) = X2, con recta tangente en x = 2.

4

-3

-2

|

|
" + l + +
-1 1+ 0 g 2 3 4 5

o+ - =
W
~
w
L

v 7

W Figura 1.34b). Curva de d (f) = t*> movimiento de un
cuerpo, con la distancia en metros y el tiempo en segundos,
con una recta tangente a los 2 segundos.

En ambos casos, el problema era encontrar el valor de la pendiente en un solo punto. En el

caso geométrico la formula de la pendiente es m =22=21 y al tratarse de un solo punto el valor de

. XX _ _
X,=Xx,yy,=Y, sellega a una division de cero entre cero m = L=h _ATH
Xy — X X —X
. , d, —d. . 2 2, 1 1 .
velocidad la formula es v = %, pero al desear la velocidad en un instante y no en un intervalo
274
de tiempo (al considerar un intervalo se calcula la velocidad promedio) 7, = ¢, y nuevamente se

presenta una operacion que no tiene solucion en el conjunto de los numeros reales.

= % En el caso de la

1.4.1. El problema de la tangente y la velocidad

Como ya establecimos previamente, el problema era calcular el valor de la pendiente, situacion que
se resolvio aplicando el concepto de limite; primero lo aplicaremos en el problema de la recta tan-
gente. Si tenemos una funcién continua en el intervalo I de valores de su dominioy ae I y be I,
como se muestra en la siguiente figura:



S )

15

Recta
secante

En este momento podemos calcular la pendiente de la recta secante, mediante:

X
0 4 2 b 4 5
—»
Ax

_ S B~ f (@)

recta
secante

b-a

1.4. Derivada o

¥ Figura 1.35.
Funcién con una recta secante

(@ f(a)) (b, f (D).

Con el calculo de la expresion anterior no hay problema matematico; ahora, si b se acerca a a,

como se muestra en la siguiente figura:

J ()

Recta
secante

conforme b — a, entonces Ax — 0 para evitar el error matematico de dividir entre cero (puesto que

x #0). Se plantea el limite de la pendiente de la recta secante cuando b — a 0 Ax — 0

si

b) - f(a)
secante —da
. A ESEC)
lim (m, =lim—————=m,
e e st

53

¥ Figura 1.36. Funcion con una

recta secante (q, f'(a)) (b, f (D))
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S )
15

5 Recta
tangente
3 enx=a

® Figura 1.37. Curvadela X
funcién f(x) con recta tangente

enx=d. Ax—» 0

La determinacion del limite anterior se realizara mas adelante, pero este es buen momento
para analizar sus componentes:

f(b)—f(a) Variacién o cambio de la variable dependiente.
b—a Variacion o cambio de la variable independiente.
fb) - f(a)

Razon del cambio de la variable dependiente respecto al cambio de la variable

b-a independiente.

lim SB) = f(a)

5 Limite de la razon de cambio de la variable dependiente respecto a la variable
b—a —-a

independiente, cuando el cambio de la variable independiente tiende a cero.

Ahora realizaremos lo mismo para el problema de velocidad instantanea (velocidad en un
instante del tiempo).

Si un moévil se desplaza de d(a) a d(b) y lo realiza en At = b — a puede representarse graficamen-
te como se muestra a continuacion:

d (1)
15

B L ) —d@
11 T b-ua
Velocidad
promedio

¥ Figura 1.38. La pendiente de 1
la recta secante es la velocidad

promedio del movil. < >

La velocidad promedio en que realizé el movimiento es:

_db)-d(a)

Vimedia = b—a



1.4. Derivada o 55

Observamos que la expresion matematica es igual a la del calculo de la pendiente de la recta
secante.
Si el tiempo b se acerca al tiempo a, el Az disminuye.

d(1)
141
1l L) —da)
b—a
107
Velocidad
87 promedio
6 L
4 === .
: ¥ Figura 1.39. Aunqueel
21 | intervalo de tiempo sea menor,
- . ; sigue siendo un intervalo y, por
5 0 gl o4 a b 3 4 5 tanto, la velocidad sigue siendo

¢ > velocidad promedio.

Ahora, si hacemos que b — a entonces At — 0. Asi evitamos el error de dividir entre cero,
puesto que Az # 0 si determinamos el limite de la velocidad media cuando b — a0 At — 0

, _db)-d(a)
media b—a
. i db)—d(a) _
1rn(vmedia) = lim — Vinstantanea
b—a bsa b—a
d()
15
13
11
La pendiente de la
9 recta tangente es
7 igual a la velocidad
instantanea en a
5
3 ¥ Figura 1.40. Siala velocidad
& = promedio se le determina el limite
t cuando b — a se obtiene la
-2 -1 170 «a 2 3 4 5 velocidad instantanea en un
Ax—»0 momento a del tiempo.

Llegando a la misma solucion para ambos problemas.

Ejemplo 1.43. De recta tangente
Calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x)=x>+2enx=1.

Solucion:

1. Damos una variacion a x, la cual simbolizamos con Ax y repercute en una variacion en f(x):
f(x+Ax) = (x+Ax)2+2
Desarrollamos

F(x+Ax) = (x+Ax)*+2
F(x+Ax)=x2+2xAx + Ax? +2
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2. Determinamos la variacion, restando la funcion inicial a la Gltima expresion.
F(x+Ax) = x2 +2xAx + Ax? +2
- f==x*+2)

FOHAY) = £ = XF +2XAX+ A — X T
F(x+Ax)— f(x) =2xAx + Ax?

3. Dividimos ambos lados entre Ax para establecer la razon de las variaciones.

S +A) - () _ 2xAx+ AX?
Ax Ax

Simplificamos

fx+Ax) - f(x) _2)@&(%+AxZ
Ax B AL

S+ Ax) - f(x)
Ax

=2x+Ax

4. Determinamos el limite a ambos lados de la igualdad cuando Ax — 0.

lim JOHA) - &) lim 2x +Ax) =2X = Mooy
Ax—0 AX Ax—0 tangente

Si x=1 My, =2MD=2.

tangente

Solo nos falta un punto; nuevamente, si x = 1 la funcion evaluada en ese valor, nos dara la ordena-
da del punto requerido: f(1) = (1)2+2 = 3, el punto es (1, 3). Por tanto,

y=m(x-x;)+n

y=2(x-D+3
y=2x-2+3
y=2x+1

es la ecuacion de la recta tangente de la curva de la funcion f(x) = x2+2en x = 1.

J(x)

¥ Figura 1.41. Grafica de una
funcién f(x) = x> + 2 y una recta 3
tangente en cierto punto de la

curva. -5




1.4. Derivada

1.4.2. Definicion de la derivada

La derivada o la funcion derivada (porque al derivar una funcidon obtenemos una nueva funcion)
es el limite que establecimos en la seccidon anterior.

lim S&+A) - f &) _df
Ax—0 Ax dx
Es decir, la derivada es el limite de la razon del cambio de la variable dependiente respecto al

cambio de la variable independiente cuando este ultimo tiende a cero.
Las notaciones que mas comunmente se utilizan para denotar a la derivada de una funcion son:

af
o0 f’(x)
™ of'(x
O, en su defecto, si
y=f(x)
,_dy
=—=f"(x)
Y= S

siempre y cuando la funcion sea continua y la grafica de dicha funcion sea una curva suave.
Para comprender mejor este concepto matematico realicemos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.44. Derivada por definicion

Determine la derivada de f(x) = x>+ 5x - 3.
Solucion: Como se mencion6 antes, el procedimiento consta de cuatro pasos:

1. Damos una variaciéon a x, la cual simbolizamos con Ax y repercute en una variacion en la
variable dependiente f(x):

F(x+Ax) = (x+Ax)* +5(x + Ax) -3
Desarrollamos
F(x+Ax) = (x+Ax)* +5(x + Ax) -3
F(x+Ax) = x> +2xAx + Ax? +5x +5Ax -3

2. Determinamos la variacion de f(x), restando la funcion inicial a la ultima expresion.
F(x+Ax) = x> +2xAx +Ax? +5x +5Ax -3
— () ==(x*+5x-3)
Fx+AX) - f(x) =x? +2xAx+Ax2%+5Ax%—/%%

F(x+Ax)— f(x) =2xAx + Ax> +5Ax
3. Dividimos ambos lados entre Ax para establecer la razon de las variaciones.

Fr+AY) — f(x)  2xAx +Ax® +5Ax
Ax Ax

Simplificamos

Sx+Ax) - f(x) 2x AF + A +5 A€
Ax B AL
Sx+Ax) - f(x)
Ax

=2x+Ax+5

57
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4. Determinamos el limite a ambos lados de la igualdad cuando Ax — 0.

lim M: lim (2x+Ax+5)=2x+5=£=f’(x)

Ax—0 AX Ax—0 dx

Ejemplo 1.45. Derivada por definicion
Determine la derivada de f(x) = LZ )
x—

Solucion:

1. Damos una variaciéon a x, la cual simbolizamos con Ax y repercute en una variacion en la
variable f(x):

1

(x+Ax)=——
Jlx+ax X+Ax—-2

2. Determinamos la variacion de f(x), restando la funcion inicial a la Gltima expresion.
1
X+Ax-2
1
- f(X)=——

—
1 1 C(x=2)-(x+Ax-2) XA K -AxHL

X+Ax-2 x-2 (x+Ax-2)(x-2) (x+Ax-2)(x-2)
—Ax

(x+Ax-2)(x-2)

fx+Ax)=

fx+Ax) - f(x)=

fx+Ax) - f(x)=

3. Dividimos ambos lados entre Ax para establecer la razon de las variaciones.

Sx+Ax) - f(x) —Ax
Ax T Ax(x+Ax—2)(x-2)
Simplificamos
Sx+Ax) - f(x) - S
Ax A+ Ax=2)(x—2)
Sx+Ax) - f(x) -1
Ax C(x+Ax-2(x-2)

4. Determinamos el limite a ambos lados de la igualdad cuando Ax — 0.

lim SG+A) - [ _ . -1
Ax—0 Ax Ax—0(x +Ax —2)(x-2)
. fx+A) - (X)) -1 -1 dar .,
1 = = =< =
ooy Ax (x-2D(x-2) (x=2) dx /)

Ejemplo 1.46. Derivada por definicion
Calcule la derivada de f(x) =+/x+2

Solucion:

1. Damos una variacién a x, la cual simbolizamos con Ax, llegando a una posicion final (x + Ax)
y repercutiendo en que la variable dependiente f(x) también llegue a una posicion final
f(x + Ax):

S(x+Ax) =+x+Ax+2
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2. Determinamos la variacion de f(x), restando la funcidn inicial a la Gltima expresion.

S(x+Ax)=~+x+Ax+2
—f)=—Jx+2
Sx+A) - () =Vx+Ax+2 —x+2

Multiplicamos por el conjugado para racionalizar (simplificar).

X +Ax+2 ++/x+2
Jx+Ax+2 +/x+2

F(x+AX) = f(x) =/x+Ax+2 —Jx+2x

(x+Ax+2)—(x+2)

Fx+Ax)— f(x) =

Vx+Ax+2 +/x+2
i KA A A
Sl b= 100 = Ix+Ax+2 +J/x+2
Ax
S+ A= f () = Jx+Ax+2 +/x+2

3. Dividimos ambos lados entre Ax para establecer la razon de las variaciones.

S +Ax) - f(x) Ax
Ax _Ax(\/x+Ax+2+\/x+2)
Simplificamos
Sx+Ax)— () AS
Ax A (Wx+Ax+2+0x+2)
S +A) - f(x) 1
Ax S Jx+Ax+2+/x+2

4. Determinamos el limite a ambos lados de la igualdad cuando Ax — 0.

i Sx+A) - ) 1
m>——————""=lim

Ax—0 Ax Ax—0 X+ Ax +2 +/x +2
lim f(x+Ax)—f(x): 1

Ax—0 Ax Jx+2+Jx+2

Ax—0 Ax 2Jx+2  dx

Ejercicios 1.14. Derivada por definicion

Determine la derivada de las funciones siguientes mediante la definicion de la derivada:

L f(x)=3x*+2x-7 3. f(z)=+5-3z
Respuesta: ["(x)=6x+2 Respuesta: f'(z) = %
2 fn=222 4 f)=(x-2)

x-3

-13

oo Respuesta: f'(x)=3(x—-2)

Respuesta: f7(x) =

59
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3x
2x+3

5. f(x)=

Respuesta: f(x) = o

2t+1
-3

6. ()=

Respuesta: f7(¢) = Ztl—_;

(2x+3)?

7. f(z)=+5-3z

Respuesta: f'(z) =

8. f(x)= 2+3x

X

Respuesta: f(x)=

3

25+ 3z

~2(x +3)
X4
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Capitulo 2

La derivada y sus
aplicaciones
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2.1.2. Derivadas de polinomios
2.1.3. Derivadas de funciones trigonométricas
2.1.4. Derivadas de funciones trascendentales
2.1.5. Derivadas de funciones trigonométricas inversas

2.2. Regla delacadena
2.2.1. Derivadas implicitas
2.2.2. Derivadas de orden superior
2.2.3. Teorema del valor medio

2.3. Aplicaciones de la derivada
2.3.1. Problemas de razon de cambio
2.3.2. Problemas de optimizacion
2.3.3. Regla de L'Hopital
2.3.4. Analisis de una funcion
2.3.5. Método de Newton-Raphson

2.4. Definicion de antiderivada o primitiva

Introduccion

En el capitulo anterior definimos la derivada de una funcion a través de la regla de los cuatro pa-
sos. En este capitulo estudiaremos el calculo (note el uso del articulo “el”; de cualquier manera,
puede emplearse el término cdlculo). Es innecesario enfatizar que esta disciplina es parte central de
las ciencias fisicas y un recurso tan importante que ningln estudiante puede permitirse el lujo
de no ser eficiente en ésta. El objetivo de este capitulo y el siguiente es encontrar un punto intermedio
entre un tratamiento completamente formal y el solo saber hacer por imitacion. Para proporcionar
este grado de comprension es necesario que el lenguaje sea mas preciso que el utilizado en el capi-
tulo anterior, lo cual significa, principalmente, que usted se familiarizara otra vez con el uso de
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teoremas y el concepto de /imite, ya que este es la base del calculo diferencial. En el apartado
siguiente presentamos algunos de los teoremas mas importantes para el calculo de derivadas.

2.1. Teoremas de derivacion

Los siguientes teoremas se utilizan para derivar funciones algebraicas, y son el resultado de la

aplicacion de la definicion de la derivada o derivacion por los cuatro pasos a funciones elementales
frecuentes.

Para cualquier nimero n # 0

dc:

™ 0 Derivada de una constante
b
dx . S .
d_ =1 Derivada de la funcion identidad
x
dx" n—1 . e .
7 =nx Derivada de la funcion potencia
x

En otras ocasiones, las funciones a derivar no son tan basicas porque se constituyen de mas
elementos matematicos, pero la estructura que los agrupa (potencia, suma, producto y/o cociente)

es recurrente en funciones matematicas. A continuacién mostramos las derivadas de funciones con
la estructura mencionada:

\W S
Si f(x) y g(x) son derivables en x, y si ¢ es cualquier constante, entonces:

1. %[f(x) +g(x)] = dfd—ix) + di,—ix) Suma

2 () g = L) £

e ™ Diferencia

d _df(x) Producto de una constante ¢ por
5 dx[cf ()] =e dx una funcion f
4. i[ f(x)-g(x)]=f(x) dg(x) +g(x) Zile) Producto de funciones

dx dx dx

df (x) dg(x)
) _ A

5. i[f(x):| _ gx) dx fz( " dx_Si gx)#0 Cociente de funciones

dx| g(x) [2(x)]

Es comun que en la resolucion de derivadas se emplee mas de un teorema de derivacion basica.

2.1.1. Derivadas de funciones algebraicas

En esta seccion emplearemos los teoremas 2.1 y 2.2 para derivar funciones algebraicas cuya com-
plejidad aumenta gradualmente sin llegar a ser extrema. Mas adelante abordaremos la regla de la

cadena o derivacion de funciones compuestas, la cual ayuda a resolver la derivada de funciones
mas elaboradas.
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Ejemplo 2.1. Derivadas de funciones algebraicas

Derive:

Solucion: Usando la derivada de la funcion potencia

f(x)=x"

df(X) = di“ = 4x3
dx dx

Utilizando los teoremas de derivacion de suma, resta, multiplicacion y division, asi como del produc-
to de una constante por una funcion y las formulas de derivacion de funciones algebraicas, derive:

Ejemplo 2.2. Derivadas de funciones algebraicas

Derive las siguientes funciones algebraicas aplicando los teoremas 2.1 o 2.2, segun corresponda:

1.

2.

S

S (x)=4x"
f(x)=x"+x* -1

_x-l
/0= x+2
f(x)==

X
f(x)=xx
olucion:

1. En este caso observamos que f(x) es, en realidad, una funcién compuesta formada por una

constante 4 y una funcién potencia x°.

Para derivarla aplicamos la regla del producto de una constante por una funcion:

3 3
B _ 4 1y
dx dx

2. Se trata de la suma de tres funciones; entonces, si usamos el teorema de la derivada de una suma:

x> dx* d(-1)
dx  dx dx

=4x* +2x+0

3. Aplicamos la formula para la derivada de un cociente, para lo cual calculamos por separado
las derivadas del numerador y del denominador.

Sustituyendo:

d[x—l]:(x+2)—x+1: 3

dx|x+2 [x+2] [x+2]

4. Podemos usar la formula de la funcion potencia:
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Derivando:

dx_l 2
dx

5. En lugar de utilizar la formula del producto es mejor realizar la multiplicacion antes de la
derivacion f(x)= x*Vx =x*? . Entonces, usando la formula de la derivada de la potencia:

fl (x) =§x3/2 =f2(x)=§x3/2

Ejemplo 2.3. Derivadas por teoremas o formulas

Derive las funciones siguientes utilizando los teoremas 2.1 y 2.2, segun corresponda:

1. f(x)=3x"+4x 2. 6(x)=+x+1 3. po=4xJx+1 4 w00=V§:T

Solucién:

L. f(x)=3x" +4x

Propiedad 1
70 =La2)+ L) P
dx dx

@)=3L0)+a L)
dx

dx Propiedad 3
f(x)=6x+4

2. O(x)=+x+1
Replanteamos la funcion dada como:

0(x)=(x+D"*

a0 = i(x +D"?  Derivamos ambos lados de la igualdad respecto de x.
dx dx
fl—e = %(x +D"*™" Derivamos la funcién potencia del lado derecho.
x
de 1 -1/2 . .
ol E(X +1) La derivada ya esta hecha, solo falta acomodar.
x
e _ 1
e
do 1

dx 2dx+l



3. p(x)=4xx+1
Replanteamos la funcién original como:

p(0) = 4x(x + D2

d d 1/2
- =—4x(x+1
0 p(x) ™ x(x

di () = 4xdi(x D2 4 (e D2
X X
d 1 1/2-1 12
d—p(x)=4x5(x+l) +(x+D"" @)
X
d 1 -1/2 12
d—p(x)z/(x?(xﬂ) +(x+D" @
X
d 2x
— =——+4Jx+1
P L
4x
4 =
V) Vx+1
Replanteamos la expresion original como
4x
X)=
w(x) ( +1)1/2
4 (x):i ax
dxw dx (x+ 1)1/2
Lyy= L
dxw dx(x+1)1/2
d d
)" S (4x0) = @) (x+1)"
il//(x):(er ) dx( X X dx(x+ )
2
dx [(x+1)”2]
)= (x+ 1)@ - (40" (x + D!
dx’ D
4o 4x+1 - (40" e+
dxw B (x+1
4\/X+1—L1/2
il//(x): Z(x+1)
dx (x+D
2x
4x+1 -
il,,(x):— Vx+l1
dx (x+D

2.1. Teoremas de derivacion o 65

Derivamos ambos lados de la igualdad.
di(4x) Laderivada de lafuncionresultaserdeltipo f(x) - g(x).
X
Las derivadas restantes yahan sido estudiadas.

Simplificando y acomodando.

Derivamos ambos lados de la igualdad.

f )
g(x)’

La derivada de la funcion es un cociente de funciones

Las derivadas que faltan ya han sido estudiadas.

La derivada principal ya ha sidoconcluida.

Seguimos acomodando.

Simplificando.

Con base en los ejemplos anteriores es facil deducir que la derivada de un polinomio se obtie-

ne derivando cada uno de sus términos.
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2.1.2. Derivadas de polinomios

Una forma de visualizar un polinomio es mediante una suma de términos (funciones mas elemen-
tales), mientras que la derivada del polinomio es la derivacion de cada término del polinomio, en
la cual se siguen sumando o restando cada una de esas derivadas, segtn sea el caso; o de manera
mas formal, la derivada de un polinomio es la suma de las derivadas de cada término, lo cual for-
mulamos en el teorema 2.3.

Sea P (x) un polinomio definido por:

n
D, (X)=ay + @ x + 4 x> +azx’ +o=ay + Zlal-x
=

Entonces:
dP,(x d d d
2() =—a, +a1—x+a2—x2 +a3—x3 +-
dx dx dx dx x
dP, (x n 9
2 () =a +2a,x + 343X 4= ay + Y iax'"!
x i=2

Ejemplo 2.4. Derivada de un polinomio de grado tres
Derive Py(x)=1-x+x’

Solucion: Derivamos término a término:

dP3(x) =i1_ix+ix3 =—1+3x7
dx dx dx  dx

Ejemplo 2.5. Derivada de un polinomio de grado n

=

i
Derive p,(x)=1+ X
=1 2

Solucion:

dE,() _dy dgl; 1, 81,
dx dx  dxi=12 2 =22

A continuacion introduciremos el tema de derivadas de funciones compuestas; si no lo abor-
damos en este momento, los ejemplos resultarian demasiado sencillos cuando, en realidad, busca-
mos desarrollar ejemplos que enriquezcan el aprendizaje. Profundizaremos en la derivacion de
funciones compuestas en el tema “regla de la cadena”.

La funcidn f(x) = x (funcién identidad) es un caso muy sencillo que ya hemos ejemplificado en
la derivacion de funciones con mas elementos, o sea, funciones compuestas; por ejemplo, f(x) =2x
se compone del producto de la funcion constante f,(x) = 2 o u(x) = 2 y de la funcién identidad
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f5(x) = x 0 v(x) = x ya que las funciones pueden componerse de mas operaciones ¢ incluso de fun-
ciones trascendentales, como exponenciales, logaritmicas y trigonométricas, pero comenzaremos
mencionando el teorema 2.4 y posteriormente explicaremos varios ejemplos.

AWK

Sea y = f(u) una funcion derivable de u y u = g(x) una funcion derivable de x.
Entonces la derivada de f'con respecto a x viene dada por:

dy _ df(g(x)) dg(x)

dx  dg(x) dx

Por ejemplo, sea y = #" con u como una funcion de x, entonces la derivada de y con respecto
de x usando la regla de derivacién de una funcidén potencia y la derivada de una funcidon com-

puesta es:

dy _du" _du" du
dx dx  dudx
Ejemplo 2.6. Derivadas de funciones compuestas
Derive la siguiente funcion:
y=(x*-2x)*

Solucion: Con u=x%—-2x

y =(x2 —2x)4 =u*
dy _ du’ du du

dx  dx  du dx
b =4’ du

dx dx

Pero u = x%— 2x, entonces

2

& =4(x* - 2x)3—d(x —2%)
dx dx

dy _ 4(x* —2x) [dx _d2x
dx dx

b _ 4(x* -2x)*[2x -2l
dx

_1du
nun 1 4t

dx

Ahoraderivamos la resta de funciones.

:| Yaestudiamos las dos derivadas restantes.

Al principio, este tipo de derivacion parece muy laboriosa, pero cuando se comprende, es evi-
dente que no es indispensable hacer la sustitucion escrita de u. Analicemos el ejemplo anterior: la
funcion potencia se compone de un exponente y una base, mientras que la base es una funcion, en
este caso de la variable x; entonces, al derivar a la funcion potencia, debemos multiplicarla por la

derivada de la funcion base. Veamos otro ejemplo:
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Ejemplo 2.7. Derivadas de funciones compuestas
Derive la siguiente funcion:

y=3x2+5

Solucion: Replanteamos la funcion como

p=(x2+5)"

Con u = x? - 2x como la funcién base, entonces

y=(x2+5)"

dy d > /3 :

p = d—(x +5) Derivamos ambos lados, respecto a x.
x dx

dy 1 > can-nd o> - . .

—=—(x"+5) —(x~ +5) Derivamos la funcion potencia y.

dx 3 dx

dy 1 5, _-23 i . ., ,

o = g(x +5) (2x) Multiplicamos por la derivadade la funcidén que actiacomo base.
x

La forma de plantear la funcidon compuesta puede variar, como observamos en el siguiente
ejemplo, pero el fundamento es el mismo.

Ejemplo 2.8. Derivadas de funciones compuestas

Derive la siguiente funcion:

O(x)=4x x> +1
Solucion:
6(x) = (6,(x) = 4x)- (Oz(x) 211 )

0(x)=6,(x) - di(\/ )+92(x) —(4x) Propiedad 4

0'(x)=06,(x)" ( )+ 6,(x) - 4—(x) Propiedad 3
0'(x) = (4x)- \/f_+ VX +1 - (4)
, 4x? 2
0'(x)= +44x" +1
x2+1

Ejercicios 2.1. Derivadas de funciones algebraicas

Derive las funciones siguientes aplicando los teoremas 2.1, 2.2, 2.3 0 2.4:

Funcion Respuesta
1. f(x)=5x"=3x*+7x-2 (%) =25x412x3+ 7
2. f(x)=g(x)’ +4g(x) S (%) =3g(x)*g"(x) + 4g"(x)
X roon_ 9
B IW=T5 TGSy
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Funcion Respuesta

37 v 12x
4. f(X)—m f(X)— (X2+3)2
5. f(x)= ;C; () =0

—X
1 oo 7-3x7

6 S = G203 SO = ey

(1 2 3 L, 12(x7 =357 +3)
7 f(x)_x(l—x)(2—x)(3—x) S = o1y

[ 3 , 3
8. f(x)= E f(x)zw

9. f(x)= fx =3 B

[~(x=5)x]"
10 /(x)=(7-Vx=2) f’(x):l—%

2.1.3. Derivadas de funciones trigonomeétricas

En un gran numero de problemas a resolver en el campo de la ingenieria hay funciones trigonomé-
tricas, de ahi la necesidad de entender sus variaciones. Una primera etapa de este proceso es apren-
der a derivar dichas funciones.

El caso mas sencillo al respecto es cuando el argumento de dicha funcion es una constante,
como:

f(x)=sen(2)

El cual, en realidad, es una funcion constante.
El siguiente caso en sencillo es cuando el argumento de la funcidn es tan solo la variable inde-
pendiente, como:

f(x)=cos (x)

Sin embargo, el argumento no tiene que limitarse a las situaciones anteriores y, en general,
puede ser una funciéon mas elaborada que la funcién constante o la funcion identidad, por esto, es
mejor si denotamos con u a la funcidon que interviene como el argumento sobre el cual, a su vez,
acttia el concepto de la funcidn trigonométrica que esté operando.

En el siguiente teorema, mostramos expresiones del tipo sen(u), las cuales son funciones com-
puestas, y u también puede ser una funcion compuesta:

—d S;z () =cos (u)% —d CZ;(M) =—sen (u)%
—d te;t)lc(u) =sec’ (u)% —d C;;(u) =—csc? (u)%
d sec (u) du d csc (u)

=sec (u) tan (u) — =—csc (u) cot (u) %

dx dx dx
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Asi como el argumento de las funciones trigonométricas puede constituirse por combinacio-
nes algebraicas de funciones elementales, también las primeras pueden participar como elementos
en operaciones (potencia, suma, producto y/o cocientes) junto a otras funciones.

Es complicado decir hasta qué punto es mas o menos elaborado un problema. En esta seccion
trabajaremos primero con funciones que consideramos sencillas, pero aumentaremos gradualmente
su complejidad y retomaremos el tema en las derivadas por la regla de la cadena o derivadas de fun-
ciones compuestas para las funciones trigonométricas, cuya estructura consideramos muy compleja.

Ejemplo 2.9. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcion f(x) = sen (x)

Solucion:

f(x)=sen (x)

a _d sen (x) Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx
df
poin cos (x) Por el teorema 2.5 con u = x.
X

Ejemplo 2.10. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcién f(x) = cos (x)

Solucién:

f(x)=cos (x)

@ _4d cos (x) Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx
df
= sen (x)  Por el teorema 2.5 con u = x.
X

Ejemplo 2.11. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcion f(x) = tan (x)

Solucion:

f(x)=tan (x)

ﬁ = i tan (x) Derivando ambos lados de laigualdad.
dx dx
Z_f =sec?(x) Por el teorema 2.5 conu = x.

X

Ejemplo 2.12. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcidn f(x) = cot (x)

Solucion:

f(x) =cot (x)

g_4 cot (x) Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx
a

=—csc’(x) Porel teorema2.5conu = x.
X
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Ejemplo 2.13. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcién f(x) = sec(x)

Solucion:

f(x)=sec (x)

a = A sec (x) Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx
af

o =sec (x)tan(x)  Por el teorema 2.5 con u = x.
x

Ejemplo 2.14. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcion f(x) = csc (x)

Solucion:

S () =csc (x)

i = icsc (x) Derivando ambos lados de laigualdad.
dx dx
ar

" =—csc (x) cot (x) Por el teorema 2.5 con u = x.
X

Ejemplo 2.15. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcién f(x) = sen (3x)

Solucion:

f(x)=sen (3x)

4 =—sen 3x) Derivando ambos lados de laigualdad.
dx dx
g =cos (3x)i3x Por el teorema 2.5 con u = 3x.
X dx
d—f =cos (3x)(3)
dx

a _ 3 cos (3x)
dx

Ejemplo 2.16. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcion f(x) = cos (mx?)

Solucion:

£ (x) =cos (7x>)

L/ icos (mx?) Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx
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g =—sen (7rx3 )inxz'
dx dx
g _ cos (3x) (37x?)

X
g 3mx?cos (3x)
dx

Ejemplo 2.17. Derivadas de funciones trigonométricas

Derive la funcion f(x) = tan’ (g)

Solucién:

(X
f(x)=tan (2J
X

2
X

% = i tan’
dx dx

3
df _d d . , . . .
a =" tan’ > ) —[tan(% )] Si la vemos asi, nos damos cuenta de que en primera instancia

dx dx dx es una funcion potencia.
£=3 tan> X itan X

dx 2 Jdx 2

iz 3 tan’ d sec? d i ad Por el teorema 2.5 con u = f.
dx 2 2 Jdx\2 2
ﬂ =3 tan’ X sec’ X l

dx 2 2 ) 2

Ejemplo 2.18. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcién f(x) = sec (2x3 + 4x)
Solucion:

7(x) =sec (2x° +4x)

g_4d sec (2x° +4x)
dx dx

daf

df _ 3 3 2

o sec (2x” +4x) tan (2x” +4x)(6x~ +4)
X

Zl =(6x7 +4) sec (2x +4x) tan (2x° +4x)
X

Por el teorema 2.5 conu=mx

) Derivando ambos lados de la igualdad.

3

Derivando ambos lados de la igualdad.

p =sec (2x° +4x) tan (2x? +4x)di(2x3 +4x) Por el teorema 2.5 donde u=2x>+ 4x.
x x
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Ejemplo 2.19. Derivadas de funciones trigonométricas

Derive la funcion f(x)=4sen (x_—l)
x+1

Solucion:
x—1
f(x)=4 sen (—)
x+1
di = i 4 sen x_—l Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx x+1
g =4 A sen x-1 Derivada de una constante por una funcion.
dx dx x+1
a =4 cos x-lyd(x-1 Por el teorema2.5con u = x_—l
dx x+1 )dx\ x+1 x+1
g =4 cos| X —1) G+ D~ ()g —DW Derivada de un cociente.
dx x+1 (x+1)
ar _ 4 cos| = 1 x+1- x2+ ! Simplificando.
X x+1) (x+D
£=4cos xohy_ 2 5
X x+1)(x+1)
g__8 5 COS Xl Multiplicando (4) % y acomodando.
dx  (x+) x+1 (x+D
Ejemplo 2.20. Derivadas de funciones trigonométricas
Derive la funcién f(x) = sen (x3) cos (4x)
Solucion:
f(x)=sen (x3)cos (4x)
df d 3 . .
" d_(sen (x”) cos (4x)) Derivando ambos lados de la igualdad.
x dx
df 3. d d 3 . )
——=sgen (x”)—cos(4x)+cos (4x) — sen(x”) Derivada de un producto de funciones.
dx dx dx
af _ 3y(_ d 3nd (3
—— =sen (x”)(—sen (4x) —(4x) +cos (4x) (cos (x”))—(x”) Por el teorema2.5.
dx dx dx
Z—f =sen (x” )(~sen (4x) (4)+cos (4x)(cos (x*))(3x?) Derivadas algebraicas.
x
g _ —4 sen(x?) sen (4x) +3x% cos (4x) cos (x?) Acomodando.
dx
j—f =3x%cos (4x) cos (x*)—4 sen (x°) sen (4x) Acomodando.
x

Ejemplo 2.21. Derivadas de funciones trigonométricas

Derive la funcion f(x)=x*sec®(2x)+5xcsc*(x*)—6 cot? (f)
T
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Solucion:

F(x)=x*sec? @)+ Sxese (x1) =6 cot? (i)
T

Derivando ambos lados de la igualdad.

—f(x)— [x sec’ (2x) + 5x esc (x )—6c0t2(£):|
T

Derivada de una suma de funciones.

da _ a3 4 2 X
o dx [x sec (2x)]+dx[5x esct (x ):| dx[6 cot (EJ:I

Derivando los productos tanto el caso de f{x) * g(x), como ¢ * f(x).

d_f: 4d = sec (2x) +sec’ (2x) x5 d csc4(x3)+csc4(x3)in—|:6icot2 X ycot?[ X i6]
d. d. d. d. b4 T

dx X X x X dx dx

Derivando las potencias

L/ =x*(3) sec? (2x) — sec (2x) + sec’ (2x)4x +5x (4) csc? 4 — csc (x3)+csc4(x3)(5)—[6(2) cot (x ) A cot( )+ O]
dx dx dx 7 ) dx /2

Derivando las funciones trigonométricas por el teorema 2.5 donde u, son diferentes funciones como 2x; x°..., etc.

df—x (3) sec” (2x) sec(2x)tan(2x)—2x+sec 2x)4x> +5x @ esc® (x*) (— ese (%)) cot(x3)dix3+csc4(x3)(5) -
x

(i 26

Derivando las funciones algebraicas restantes.

j—f = x*(3)sec? (2x) sec (2x) tan (2x)(2) +sec’ 2x)4x> +5x @) cse®(x3)(—ese () cot () (3x?) +esc* () (5) -
x

o))

Simplificando.
a

X

2 ei)=()

Zl =6x*sec® (2x) tan (2x) +4x7sec® (2x) —60x> csc (x?) cot (x*) +5 csc* (%) + 12 cot (EJCSCZ (i)
X T T T

=6x*sec? (2x) sec (2x) tan (2x) +4x3sec® (2x) — 60> cse® () ese (x?) cot (x3) +5 esc* () -

Ejercicios 2.2. Derivadas de funciones trigonométricas

Derive las siguientes funciones aplicando el teorema que corresponda a cada expresion algebrai-
ca o trigonométrica:

Funcion Respuesta
1. f(x)=sen(3x+2) S (x)=3cos(3x+2)
x-7
2. f(x)=cos (1—1) f,(x)qu(x)
X X2
00 200 sec” 200
3. f(x)= tan( - ) P00 = 2 x

X



Funcion

5. f(x)=sec (ﬂx3 +\/§)
6. f(x)=csc (—8x)

7. f(x)=csc (\/571— 3x)

8. f(x)=cot(7x-7)

9. f(x)=sen’(4x)
10. f(x)=cos*(x—1)
11. f(x)=tan®(6x)

12. f(x)=sec’(x—2) tan(x —2)

2.1. Teoremas de derivacion

Respuesta

2
(3x —4)sec’ (m)

(x—2)22

S(x)=
f(x) = 37x? tan (x> +4/3) sec (x> +4/3)

f7(x) =8 ctg (8x) csc (8x)

_ 3ctgy/5m—3xcse/Sm—3x
2\/5m-3x

1)
F(x)==7csc?(7-Tx)

£7(x) = 12 sen (4x) cos (4x)
f(x)==2cos (x—1)sen (x - 1)
£7(x) = 36 tan (6x) sec? (6x)

f7(x) =~ (cos (4 —2x)-2) sec* (2 —x)

2.1.4. Derivadas de funciones trascendentales

Las funciones logaritmo natural y exponencial estan estrechamente relacionadas. Veamos una
grafica para tener una idea mas clara de su relacion:

e
S ™
10
. 5
Sl =
| /_\ |
I T T T T T Ll Ll Ll L) L) L) L) L) LI
10 s 0 5 10
P f()=1n()
logaritmo y la funcion
-10 exponencial.

Funcion logaritmo natural

¥ Figura 2.1. Gréficadela

relacion entre la funcion

Aunque en el siguiente capitulo estudiaremos las integrales, a continuacion definimos un logarit-
mo natural a manera de mencién al calculo integral:

75



76 ‘ CAPITULO 2 Laderivada y sus aplicaciones

Definicion de la funcion logaritmo natural

La funcién logaritmo natural se define como:
1
Inx = J. —dt, x>0
1t

El dominio de la funcion logaritmo natural es el conjunto de todos los numeros reales positivos.

A partir de la definicion podemos deducir que In x es positiva para x > 1, y negativa para
0 <x <1 (figura 2.1). Ademas, In (1) =0, ya que los limites inferior y superior de integracion son
iguales cuando x = 1.

Teorema 2.6 Propiedades de la funcion logaritmo natural

La funcion logaritmo natural tiene las propiedades siguientes:

1. El dominio es (0, =) y el recorrido (rango, contradominio o codominio) es (—oo, ).
2. La funcion es continua, creciente e inyectiva.
3. La grafica es concava hacia abajo.

Teorema 2.7 Propiedades de los logaritmos

Si a y b son niimeros positivos y n es racional, se satisfacen las propiedades siguientes:

1. In(1)=0

2. In(a+b)=lna+Inb
3. In(d")=nlna

4

) 1n(ﬁ]=1n a—Inb
b

Teorema 2.8 Derivada de la funcién logaritmo natural

Si a y b son niimeros positivos y n es racional, se satisfacen las propiedades siguientes:

dinfx]) 1, d(nfu) _vdu_w o dlog,[ul) _ 1 1du
dx X dx udx u dx In (@) u dx

Veamos como usar estas propiedades con los ejemplos siguientes:

Ejemplo 2.22. Derivadas de funciones logaritmicas

Derive las funciones logaritmicas siguientes:

1 —[111£1)C:|=—=i—l u=ax
X u ax x
d 4 W 12x° 4x3

2 In(3x" =-3)[=—= = =3x*-3
E[ (3+-3) W 3 -3 X' -1 !



8.

%[h In 5x]=3x (% [In 5x])+ In SX(% [3x])

—3x(1 )+ln5x (3)=3+3In5x=3+In(5x)

=3+1n(125x)

[In x]

%[(lnx)S] (1nx)“ix
)

d
— log, (ex) =
m og, (cx

u’ c 1
uln(@) exln@ xInQ)

uo 12x° : 453

ilog3 (3x*-6)=
dx

d d d
EBX log,5x] = 3){5 [log, 5x] )+ [log, (5x)] (E [3x])

1
= 3x{x o J+ [log, (5x)](3)

—+3log,(5x) =———+log, (5x)°

3
“In (2) n(2)

™ (2)+10g2(125x )

i|:(log7 x)s] =5(log; x)* % [log; x]

dx
=5(lnx)4( 1 ]z 5(Inx)*

xIn(7) | xIn ()

uln@ Gx*-6)lnB) G*-2) Q)

2.1. Teoremas de derivacion

Regla del producto

Regla de la cadena o funciéon
compuesta

u=cx
u=3x*-6
Regla del producto

Regla de la cadena o funciéon
compuesta

Nota: Recuerde que In x" # (In x)" = In" (x)

Ejercicios 2.3. Derivadas de funciones logaritmicas

Derive las siguientes funciones aplicando los teoremas 2.6, 2.7 y 2.8, segiin convenga:

Funcion

1. f(x)=In (3—x)

2.

f(x)=In(x=3)}

J(x)=
X

S (x)=
e

Respuesta

b
-3

3

[o%) ‘
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Funcion Respuesta
, 3 , 3
3. f(x)=ln(\/x+5) f(x)=2(x+5)
— ’ _ 1
4. f(x)=log,(7x) Jx)=— B
5. f(x)=xIn(2—x) f(x)=——+In(2-x)
x-2
6. f(x)=xIn(x+7)—x f(x)=In (x+7)—L
x+7
7. f(x)=x"[In (x)] f/(x)=xIn?(x) 21n (x) + 3)
2
8. f(x)=31n(\/x2—9+x)+£ x> -9 f’(x)=M
2 24x* -9

9(\/7—9x2 —4)x2 —2047-9x +35

x(9x2 +47-9x2 —7)

9. f(x)=5In {%2‘4} J7-9x )=

2(x? + 11)

10. f(x)=§ 2 +16-2 ln(\/x2+l6—x) f'(x)=ﬁ
In (\/x2+l—x) w (o) WP

R T e
11. f(x): 6 + 3 — 6 f(x):g(6x2 xz_l_x2x+1+2(x2_)3/2_2 x2+1)
12 /()= S
Ty () 1+ ) (1= x)?
1+— 1+—— 1+x
1-x 1-x
13. f(0)=x+ Sh(x"-1)’ £ =1+ X2b, (X = 1)+ Dy
i=n i=1
2 n a2 4] 2 Jx .o 22X 3 L2 2 Jx
14. f(x)—s[x Jx 1] 5-[ S f(x)_—5m+5\/ﬂ Lt - L

Funcion exponencial natural

Las funciones trascendentales, logaritmicas y exponenciales estan estrechamente relacionadas; en
el siguiente cuadro exponemos esta relacion perfectamente definida en matematicas.

La funcion inversa de la funcion logaritmo natural f(x) = In x se llama funcion exponencial na-
tural y se denota por:

fx)=e
Esto es:
y=e‘siysolosix=Iny




2.1. Teoremas de derivacion

Podemos expresar asi la relacion entre la funcion logaritmo natural y la exponencial natural:

In (e¥)=x y ey =y (Relacién inversa)

Sean a, b € R.
1. e eb — ea+b

2. & _ pabd
o

A continuacion revisaremos las propiedades de la funcion exponencial.

1. El dominio de f'(x) = e es (—o, o) y el rango es (0, o).
2. La funcién f(x) = e* es continua, creciente e inyectiva en todo su dominio.
3. La grafica de f'(x) = ¢* es concava hacia arriba en todo su dominio.

4. lime*=0 y lime* =
X—>—00 X—>oo

Derivadas de las funciones exponenciales

Una caracteristica muy particular de la funcidon exponencial natural es que su derivada es ella
misma; en otras palabras, es la soluciéon de la ecuacion diferencial y” = y, lo cual resumimos en el
teorema siguiente:

NN A
Si u es una funcién derivable de x, entonces:
1. M x 2 d(eu) _u du 3 d(au) du

=e . ——=e'— . =a"In (a)—

dx dx dx dx dx

Ejemplo 2.23. Derivadas de funciones exponenciales
Derive la funcién f(x) = ™

Solucion:

fx)=e™

4 = i(e_x) Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx

g e i(—x) Aplicando el teorema 2.10 para u=—x.
dx dx

Zl =e V(=1 Derivando la parte algebraica.
X

i =—e " Acomodando.
dx
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Ejemplo 2.24. Derivadas de funciones exponenciales

Derive la funcién f'(x) = e*+!
Solucion:
f(x) — e4x+l
4 = i(64’”1) Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx
L/ et i(4x +1)  Aplicandoelteorema2.10parau=4x+1.
dx dx
j—f = (4) Derivando la parte algebraica.
X
g _ 4ot Acomodando.
dx

Ejemplo 2.25. Derivadas de funciones exponenciales

Derive la funciéon f(x)=e %~
Solucion:
f(x)=e" Hx
g = ie’ 4l Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx
g =e adf 4 Aplicando el teorema?2.10parau =— i
dx dx\ x X
ar _ e“x“(—(— iz)) Derivando la parte algebraica.
dx X
4x+1
4 _de 5 Acomodando.
dx X

Las funciones exponenciales también pueden presentarse en combinacidén con otras funcio-
nes, como las algebraicas, trigonométricas, etcétera.

Ejemplo 2.26. Derivadas de funciones exponenciales

Derive la funcién f'(x) = x3 €3*

Solucion:

f(x) - x3e3x

LA = ix3e3" Derivando ambos lados de la igualdad.

dx dx

L/ x? i63 R ix3 Derivando el producto.

dx dx dx

L/ x3e3xi3x +e3%3y? Aplicando el teorema 2.10 para u = 3x y derivando
dx X la parte algebraica.

9 - e (3) + ¥V 3x?

dx

Zi =3x3e +3x2e = 3x2e3 ¥ (x +1) Acomodando.
X



2.1. Teoremas de derivacion o 81

Ejemplo 2.27. Derivadas de funciones exponenciales

2

X
Derive la funciéon f(x) = ¢
sen (2x)
Solucion:
2

() =—%

Slx sen (2x)
2

Zl = di € o Derivando ambos lados de la igualdad.

x  dxsen(Qx

2 2

df sen (2x)iex —e¥ isen 2x)
o = dx( - ))2 dx Derivando el cociente.

x sen (2x

Aplicando el teorema 2.10 para u = ¥’

2 2 ara la funcion exponencial.
sen (2x)e™ ix2 —e cos (2x)i2x P P
dar _ dx dx

dx (sen (2x))2

Derivando la parte trigonométrica.

Aplicando el teorema 2.10 para u =2x para
la funcion trigonométrica.

daf _sen 2x)e™ ? Q)x-e” ? cos 2x)(2)

Derivando la parte algebraica.

dx sen”(2x)
2 2 2
df 2xsen Qx)e™ —2¢* cos Qx) 2e™ [xsen (2x) —cos 2x)]
= 5 = 5 Acomodando.
dx sen” (2x) sen” (2x)

Ejercicios 2.4. Derivadas de funciones exponenciales

Derive las siguientes funciones utilizando los teoremas para funciones exponenciales o algebraicas.

Funcion Respuesta
L f(x)=e f(x)=-2e2
2. f(x)=e Fi(x)=-2xe2=x
3. f(x)= %J‘e—xz dx F(x) = %e“
4 f)=— f) =¢85 (1= 16%)
5. f(x)=3% £(x)=3"2x1n (3)
6. f(x)=10"" f7(x) =—-105*1n (10)
T f()=p"0 £ =B D) ()
8. f(x)=7" F(x)=7"In (7)
9. f(x)=(e—2x7"" £ =(e—axr (4 _2Infe=21]

(e—2x) X
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2.1.5. Derivadas de funciones trigonométricas inversas

En la funcion trigonométrica f(x) = sen (x) el angulo es la variable independiente, el seno de x es
la variable dependiente y el conjunto de todos estos valores es el contradominio de la funcién seno.
En las funciones trigonométricas inversas se intercambian los papeles; o sea, el angulo se convierte
en la variable dependiente y la variable independiente toma valores del contradominio de la fun-
cion seno, cuya escritura es:

Si f(x) = sen (x), entonces /! (x) = arcsen (x) o f~!(x)=angsen (x).

Si el argumento de la funcion trigonométrica inversa es una funcion compuesta que represen-
tamos con u como f~!(u) = arcsen (u), los valores de u deben pertenecer al contradominio de la
funcién seno.

Lo anterior aplica para las seis funciones trigonométricas, como lo demostramos en el teore-
ma 2.11.

Practiquemos la aplicacion del teorema 2.11 con varios ejemplos, en los cuales supondremos
que se cumplen las condiciones del dominio.

Si by a son nimeros reales, y » un nimero entero positivo, /'y g son funciones con los limites siguientes:

d(arcsen(u]) 1 du

d(arccot [u])  —1 du

7 T
——<arcsen (u) < > ,0<arccot (u)<m

dx -2 dx 2 dx 144 dx
_ d(arcsec 1 d
d(arccos [u]) o du, 0< arccos (1)< 7 ( [u]) _ u
dx J1—u? dx dx |u|\/u2 _1dx
d(arctan [u]) 1 du =w < arctan () < T d(arcesc[u]) -1 du
= 5 —_—— u —_— —_
dx 1+l dx’ 2 2 dx > —1 dx

Ejemplo 2.28. Derivadas de funciones trigonométricas inversas

Derive la funcion f(x) = arcsen (— x).

Solucion:

f(x)=arcsen (—x)

% = ix arcsen (—x) Derivando ambos lados de la igualdad.
% = ﬁ%(—x) Aplicando el teorema 2.11 conu =—x.
g _ ;(—1) Derivando la parte algebraica.

PR

a _ -1

Acomodando.

dx  1-x?



2.1. Teoremas de derivacion

Ejemplo 2.29. Derivadas de funciones trigonométricas inversas

Derive la funcidén f(x) = arccos (—2x).

Solucion:

f(x) = arccos (-2x)

af
dx
df
dx
af
dx

a _

dx

= A arccos (—2x)
X

-1 d
= (-2x)
1-(=x)? dx
S )

- J1-(=x)?

2

1-x?

Derivando ambos lados de la igualdad.

Aplicando el teorema 2.11 con u =-2x.

Derivando la parte algebraica.

Acomodando.

Ejemplo 2.30. Derivadas de funciones trigonométricas inversas

Derive la funciéon f{x) = arctan (x%)

Solucion:

f(x)
df
dx
df _
-
L/
o=
df _
o

= arctan (XS)

4 retan ()
X

1+(x3)2 dx
! 3 (3x%)
1+ (x3)
3x?

1+x°

Derivando ambos lados de la igualdad.

Aplicando el teorema 2.11 con u = x°.

Derivando la parte algebraica.

Acomodando.

Ejemplo 2.31. Derivadas de funciones trigonométricas inversas

Derive la funcién f{x) = arccot* (x3)

Solucién:

£ () =arccot*(x?)

i = i arccot*(x?)
dx x
df
X X
ﬂ =4 arccot3(x3) - 3
dx 1+(x%)

X

Z—f =4 arccot® (x?)

-1

1+(x*

ﬂ_ —12x7 arccot3(x3)

dx

1+ x°

Derivando ambos lados de la igualdad.

p =4 arccot’ (963)i arccot (x*)  Derivando la potencia.

di(x3 ) Aplicando el teorema 2.11 con u = x°.
X

(3x?)  Derivando laparte algebraica.

Acomodando.
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Ejemplo 2.32. Derivadas de funciones trigonométricas inversas
Derive la funcién f(x) = arcsec (7x)

Solucién:

f(x) =arcsec (7x)

g = i.arcsec (7rx) Derivando ambos lados de la igualdad.
dx dx

LA = 4 7x)  Aplicando el teorema 2.11 con u = 7x.
Ax ) (rx)* —1 9%

df 1 . .
= (n) Derivandola parte algebraica.

dx gy (mx)? -1

dar _ T

Acomodando.

dx | (x)? 1

Ejemplo 2.33. Derivadas de funciones trigonométricas inversas
Derive la funcion f(x) = arcesc (r2x3)

Solucion:

£ (x) =arcese (P x?)

a _d arcese (12x?) Derivando ambos lados de la igualdad.

dx dx

Z_f = -1 - j (x?) Aplicando el teorema2.11 con u = r’x’.
X |72x3|\/(r2x3) -1

Z—f = ! > [ 3)x] Derivando la parte algebraica, conr® como constante.
* |r2x3|\/(r2x3) -1

df -3r7x?

O e — Acomodando.

dx |r2x3|\/ -1

Ejercicios 2.5. Derivadas de funciones trigonométricas inversas

Derive las funciones trigonométricas inversas siguientes:

Funcion Respuesta
1. f(x)=arcsen (L) f(x)= !
. I-x (x_l)z\/x(x—Zz)
(x—1)
2 " 2x -1
2. f(x)=arccos(x—x ) f(x)zW
\, —(X—= X
3.  f(x)=arctan (x2 \/9x—9) f(x)= 3x(5x —4)
' 23 —1(9%° —9x* +1)
8w 8
4. f(x)=arccot[3—+1] f(x)=
~ 3[(8”+ 1?3+ 1](8”+ 125
X X



Funcién

5. f(x)=arccsc (ax2 —2bx+ 3c)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

f(x)=arcsec (100x-0.01)

_arctan (x+1)

SN =060
f(x)=sen (ax)

£(x)=cos (g)

f(x)=tan (x+a)

7(x) = tan* (ax)

2.1. Teoremas de derivacion

Respuesta
1x) = (2ax—2b)
(ax” = 2bx +3¢)(ax® — 2bx +3c)
100 = — :
\/1 —W(O.Ol —-100)
In(x—1) arctan (x+1)
f.,(x):(x+1)2+l x—1

In®(x-1)

f'(x)=acos (ax)

f(x)=sec’(x+a)
£/(x)=4a tan® (ax) sec? (ax)
a CSCZ(Z)
f(x)= 5
X
f(x)= b cot (b—x)csc (b_x)
a a a

7(x)=3(x+1)* tan (x + 1) sec (x +1)°

f'(x)=—e""(sen (x)+cos (x))

_X In(x) cos(x)—sen (x)
x In?(x)

J'(x)

f(x)= %e—X(e“ +1)x

2 e e
e

L2
S =
oy 2x
Sx)= xt+1
f) =2

1-(r—x%)*
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Funcion Respuesta
(b , b
22.  f(x)=cot 1(;) f(x)= e
23 —osc [ ) = 2
- f(x)=csc (5) f(x)—m
24, f(x):sec_l([ax+b]2) S(x)= 2«
(ax+b)\/(ax+b)2 -1
25. f(x)=x-cos(x)-Jx—IJx+1 f(x)= It +arc cos (x)
2J +1 C2Jx-1
In(- (1-x) 1 1(x+1)
PR Ll ol =2 Lm0 -]
2 2Lx+1

Ejercicios 2.6. Derivadas de funciones exponenciales, trigonométricas y sus combinaciones

Derive las siguientes expresiones empleando las fébrmulas anteriormente analizadas:

Funcion Respuesta
1. f(x)=e"sen(x) f'(x)=e*(sen (x)+cos (x))
2. f(x)=e""cos (3x) f(x)==3e"* [sen (3x)+cos (3x)]
2 , " [5x¥2 =x cos (v=x)+sen (v—x)
3. f(x)=€"" cos (vV-x) f(x)= [ = ]
—x
—_pVx ()=
4. f(x)=-e f(x) \/;
5. f(x)=x"%sen (\/x+1) f’(x)_ ;(\)/SQ-HC) 3\/;sen (Vx+1)
6. f(x)=(V3x-9x7) J(x) =4 (3 =36x77)(3 =922
7. f(x)=(Vx - 5x3)5 (3x* - \/;)4 fi(x)= 7’2(3 2 13A-5x)(=170x%"% - 63x3% +690x* +9)
. V(1Y . 4(In () (=155 +72x +2x(10x — 37) In (x)+15
8. flx)= 5x+1J (x 5) So= x(x=5)° (5x+1)"
0. /()= In (V) 4sen7 ) )= ¢ In3 (x)sen ®(x)[4(1-5x In (x) sen (x)+7x In (x) cos (x)]
° - eSx f X)= 16x
3 10x 7/2
xVx ) 0k yoy_ €220 +9) In (x) - 6]
10. /(%)= In (x)J ¢ 7 2[1n(x)]4



2.2. Regla de la cadena

2.2. Regla dela cadena

Aplicamos este procedimiento para derivar funciones compuestas por expresiones matematicas
mas elaboradas que la funcion constante y la funcion identidad. De hecho, ya lo hemos empleado
antes en varios ejemplos —al menos de forma intuitiva— pero ahora lo abordaremos con forma-
lidad, por lo cual presentamos el teorema que lo sustenta.

Sea g: I ¢ R — R una funcion derivable en x € I, o sea % existe.
Sea f: J < R — R, una funcioén definida en el conjunto J que contiene al rango de g.
Entonces la funcion compuesta (f o g) (x) = f(g(x)) es derivable en x € I, y su derivada

respecto a x es (fo g) (x)=f" (g) - g'(x).
También es comun utilizar u o v en lugar de fo g.

La notacién de Leibniz nos presenta la misma idea con gran sencillez: si f(g(x)), entonces %
es igual al producto de la derivada de la funcién f(g), que escribimos como ? , por la derivada de

la funcién g(x), que se denota como j—i . Con lo anterior, la regla de la cadena o derivada de una
funcion compuesta, se escribe asi:

a _df .dg
dx dg dx

Las féormulas anteriores se conocen como regla de la cadena para la derivacion; asi, lo que en
esta se establece como la derivada de una composicion de funciones, es el producto de las derivadas
de cada una de las funciones que estan componiéndose.

Sugerimos desarrollar los ejemplos siguientes empleando también la notacioén de Leibniz, ya
que en cursos posteriores se recurrira a ella.

Ejemplo 2.34. Derivadas de funciones compuestas por la regla de la cadena

Determine la derivada de

p(x) =[x+ 8x—3

Solucion: Sea f(x) =~/x con g(x)=x"+8x-3

es decir, y(x)=(fog)(x)

Las derivadas de cada funcion son: f’(x)= i y &(x)=2x+8
2x

Entonces,

1

'—o,x='x'x=;x =———  (2x
V() =(fog) (x)= f"(g(x)) g'(x) 2\/@(2 +8) zm@ +8)
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Ejemplo 2.35. Derivadas de funciones compuestas por la regla de la cadena

y(x)=cos( 2 ]

x“+3

Determine la derivada de

Sea

2 f()=—sen(x) y £'(x)= 2 )=
f(x)=cos (x) y g(x)=x2+3 )=y g0 (>€2+3)2 - (>€2+3)2

V() =(f08) (¥) = £ (g(x)g(x) = —sen () ~———— =(_Sen(x22+3)) ( B

(x2 + 3)2 x>+ 3)2

Ejemplo 2.36. Derivadas de funciones compuestas por la regla de la cadena

Determine la derivada de y(x)=31n (ex +4x— 2)

Solucién: Sea f(x)=3In(x)y g(x)=e"+4x-2

C W=y g =eted
X

e¥ +4x-2

e’ +4
J/(X)=(f°g)'(x)=f’(dﬂ)é(ﬂ{ﬁ)(eX+4)=[ [+ )J

La regla de la cadena puede utilizarse para componer mas de dos funciones:

y(x)=(fie fae fyo f)x) = A(L(H(HG))

Suderivadaes:

V() =(hofrofre fa) ()= KAL) - £ (ALE): L (f00)

Y asi sucesivamente, para componer mas funciones.
Ejemplo 2.37. Derivadas de funciones compuestas por la regla de la cadena
Determine la derivada de
f(x)=sen (cos (3x2 - Zx))
Solucion: Planteamos:
fi(x)=sen (x), fo(x)=cos(x)y f;(x)=3x*-2x
f(x)=cos (x), £y (x)=-sen(x) y f5'(x)=6x-2
S =(hefre fs) @)= K (AHAE) L (BE) L)
f'(x)=cos (cos (3x2 - 2x))(—sen (3x2 - 2))(6x -2)
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Ejemplo 2.38. Derivadas de funciones compuestas por la regla de la cadena

Determine la derivada de

£(x) =sen’ (Jcos(x) + 5)

Solucion: Planteamos:

Si(x)=(x)’, fo(x) =sen(x), f3(x) =~xy fy(x) =cos (x)+5

F(x)=3(x), £ (x)=cos (x), fy(x) =l(x)_% y fi (x) =—sen (x)

L' )=(fiefoefye fi) )= (AL <5 () (L) £ ()
F(x) = 3{sen (yfeos (¥)+5)) (cos (yos ( +5))[2 cos (x)+5) ](—sen ()

3 sen’ (,/cos (x) +5) . cos( cos (x) +5) - sen (x)

)= ) - \/(cos (x)+5)

Ejercicios 2.7. Derivadas mediante la regla de la cadena o derivadas de funciones compuestas

Derive las siguientes funciones compuestas, mediante la regla de la cadena:

Funcion Respuesta

Lo f(x)=vx’-1 )=
( Vx? -1
2. f(x)=y1-1-2x = !
a2 1= 1= V2dx 1= 2 x Vx

3. f(x)=cos (sen (—cos(7x))) f'(x)="7sen (7x)cos (cos (7x)) sen (sen (cos (7x)))

4. f(x)=sen (Cos2 (x)) +sen’ (COS3 (x)) f’(x)=-3sen (x) cos (x)[cos (x)sen (2cos3(x)]+2 cosl:cos2 (x):|

sen’ cos 2(x)))

5. f(x)=sen (sen4 (sen5 (x6))) /(%) =360xsen* (x%) sen®(sen’ (x%))) cos(x®) cos(sen® (x°))
cos (se:n4 (sen’ (x6 )

6. f(x)=x"In(~In(=5x)) f(x)= x[2 In (—In (=5x)+ ” (—15x):|

1) =Tn i (in (%) ) 2 10 (6] In() +In(6)In(In(6x)

x In(6x)

B S =439 o 30

3¢ _cot (x) ese (x)

3xe csc(x)_l

9. f(x)=In (3x - e“sc(*x)) 10 =

89
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Funcion

2
10. £ (x)=cos’ (xs +e¥n ) 4 pmeos (X)) f/(x) =-3cos [ emeostxl y psenlx +x5] {5x4 +

CAPITULO 2 Laderivaday sus aplicaciones

Respuesta

sen[x] —cos [x]

cos [x]+e sen[x]
2\/e—cos[x]+€sen[x]

11.

12.

13.

14.

) =(r-2(x-2)°)"
e

sen[ efcos[x]_’_esen[x] +x5]

£ =10(x-2(x-2)°) (1-12(x-2)’)

' 1-3%10%x
J/(x)=12) —=
103 +1] ] ) [[104x+1]4J (104x+1)
F(x) =T+ 1+1+/x ! !
\/l+\/1+ 1+ \/1+\/1+\/_\/1+\/—\/_
[m—6x2ﬂ(x2+;x”2}u
xz+«/;+1 r
f0) =X SRS L2 AP
_3—3x ) 33(x4—3x3)2
()= :

2
[3 x*t =353 —6x2]

2.2.1. Derivadas implicitas

Las funciones en las cuales aparece despejada la variable dependiente se llaman funciones explici-
tas. Algunos ejemplos de éstas son:

f(x)=x+1si y= f(x) entonces y=x+1
'(x)=x—+15iy=f(X) entonces y:x—+1
x—1 x—1

f(x)=sen (xz) si y = f(x) entonces y=sen (xz)

Hay funciones en las que la variable y no esta despejada, por lo que son funciones implicitas.
Algunos ejemplos de dichas funciones son los siguientes:

xXy+2=x+5
¥yt =y rx=x+y+1

sen (y)+cos (x)=¢’ +4

En ocasiones no es posible (o es demasiado complicado) despejar la variable dependiente y,
por lo que es conveniente derivar la expresion de forma implicita. Logramos esto al derivar la fun-
cion término a término, considerando la variable dependiente y como funcidén de x. Asimismo
debemos despejar % 0y’ segun la notacion empleada de la expresion resultante. Cabe mencionar

que podemos utilizar otras literales como variables dependiente e independiente, respectivamente,
pero debemos especificar de cual literal se deriva y y respecto de cual otra.

Salvo que especifiquemos lo contrario, en este tema consideramos que y es la variable depen-
diente y x es la independiente.
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En la derivacion implicita debemos aplicar la regla de la cadena o la derivacion de funcion
compuesta.
Ejemplo 2.39. Derivadas implicitas

dy ., L .
Encuentre dfi para la funcion ax® + 4x3y — y°x = 5. Cualquier literal diferente tanto de y como de
x sera considerada una constante.

Solucion: Derivamos ambos lados respecto de x:

di 6,43, 9\ _d
d—(ax +4x’y—y x)—E(S)

X
d d d
;(‘”‘6) + ;(4x3y) - ;(ygx) =

En la expresion anterior planteamos varias derivadas de productos de funciones; hay que
derivarlas con el teorema respectivo [(uv) = uv’ + vu’] y considerar el signo que afecta a todo el
resultado de la derivacion del producto.

6ax’ +4x3ﬂ + 12x2y - y9 —9xy8ﬂ =0
dx dx
Dejamos de un lado de la igualdad los términos que contengan . y movemos al otro lado de

b
dx

la igualdad los términos que no incluyan el factor % .

4x3j—i—9xy8% =—6ax’ — 12x2y + y9

Entonces factorizamos % (por factor comun) y lo dejamos solo de un lado de la igualdad; a

lo cual queriamos llegar.

Zl—y(4x3 - 9xy8) =—6ax’ — 12x2y + y9
x
dy _ —6ax’ —12xzy+y9

dx 4x° —9xy®

Observe que el lado derecho de la igualdad queda en términos de las dos variables en la deri-
vacion implicita.

Ejemplo 2.40. Derivadas implicitas con aplicacion geométrica
Encuentre la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcidn 5(x2 + y?)> = 20xy en el punto
3, 1).

., d .,
Solucién: Halle d—i en la funcién

d 2, 2] d N
E[S(x +y ) ]—dx(ZO V)

dy dy
10(x? + y?)| 2x +2y=2 |=20] x =2+
(407 2xs 20 (e

Resolvemos las multiplicaciones

20)6()62 + yz) + 2()y(x2 + yz);l—y = 20xZ—y +20y
x x
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Dejamos los términos que contienen % del lado izquierdo; y los que no lo contienen, del lado
derecho de la igualdad, asi:

20)/()(2 + yz)% - ZOX% =20y— 20x(x2 + yz)
Factorizamos y despejamos %
|:20y(x2 + yz) - ZOX]% =20y— 2())6()62 + yz)
dy 20y — ZOX(XZ + yz)

dx 20y(x2 +y2)—20x

Simplificamos
dy _ y—x(x2 +y2)
dx y(x2 +y2)—x

Para obtener la pendiente de la recta tangente a la funcion en el punto (3, 1) sustituimos los
valores tanto de x como de y en la derivada que obtuvimos, asi:

ay (-GG +07) 29

dx (B +07)-0) 7

Ejemplo 2.41. Derivadas implicitas en funciones trascendentales

dy ., x/y
Encuentre d—; en la funcion sen (x + y) =™

Solucion: Derivamos ambos lados respecto de x asi
d d vy
= sen (x+y)=—e"?
dx x

Aplicando la regla de la cadena, tenemos

d x/y d(x

+y)  —(x+y) = — =

cos (x+y) dx(x y)=e dx[y)

y()—x—=

cos (x+y) -(1+ﬂ):ex/y —zdx
dx y

Resolvemos las multiplicaciones del lado izquierdo, asi

y(H)—x—
cos (x+ y)+cos (x+y)Z—y:ex/y —zdx
X

y

Multiplicamos todo por y? y obtenemos

y2cos (x+ y)+ y*cos (x+y)ﬂ=ex/y y—xQ
dx dx
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Resolvemos las multiplicaciones del lado derecho de la igualdad

J’z cos (x+y)+ y2 cos (x +y)ﬂ = yex/y _ xex/yﬂ
dx dx

Juntamos los términos con el factor % de un lado y lo despejamos

y*cos (x +y) y+xev/};l = yeY — ycos (x+ )
dx

[yz cos (x+y)+ xex/y]d— =y’ — )2 cos (x +)
dx

dy _ yex/y —y?cos (x+)

dx  y*cos (x+y)+xe™”

Ejemplo 2.42. Derivadas implicitas en funciones trascendentales

Encuentre % d en la funcion tany —x In y =arcsen (\[ J
y

Solucion:

tan y —xlny= arcsen[

A[tany —xlny —arcsen[\/gJ
y

d

1
— tan ——xln =
& . F (
d 1 d x
secz(y )d—y xdxlny—lny(l)z =" .dxy
1_ - J—
\/ yoo
dy
y(H)=x=-
sl farff - J | i

Multiplicamos ambos lados por y?

d 1
y*sec? (yz)[Zyd—J;:l—xy—f Iny=——

93



94 ) CAPITULO 2 Laderivaday sus aplicaciones
Resolvemos las multiplicaciones del lado derecho

d 1 1 1 1
y2secz(yz)[Zyd—i]—xy—y2 Iny= . - cy- . = -xa
- * 2\/7 1— I~ 2\/7
y Y y Y

o . dy
Juntamos del lado derecho los términos que contienen el factor d—i

yzsec( )[Zydy] ; ! y+xy+y Iny
d. 1\/; { / X
y
Multiplicamos por /1—\/E . 2\/E
Y y
X X 2. 2(2 dy dy X X X X
- [—+2 ="y sec (y)2y—+x—:y+ - =2 |=xy+ 1= [—2|=-y'Iny
y dx] —dx y Ny y

. . . dy
Por factor comun, factorizamos y despejamos - -

y sec’ Zydy:|+xﬂ y+ [1- Yoo E°xy+ 1-
dx dx y ¥y y
dy X X X X
- y? sec? 2y+x =y+ [1- |[= 2= xp+ []1- [= 2 /= -y'Iny
dx y y y y

Acomodamos y obtenemos

y+2 1= 5 2

x
dy _ y \y y \y

dx
4y\]1—\/; '\/;-y2 sec’ (y2)+x
Yy Ny

Dentro de la derivacion implicita se encuentra el caso de derivacion con ayuda de logaritmos.

. . . x-1 . .
Por ejemplo, derivar la funcion f(x) =| 5 puede ser una tarea laboriosa, aun aplicando la regla de
la cadena, pero si la funcion fuera f(x) =In |, la derivacion no seria un trabajo tan laborioso, ya

que antes de derivar podriamos aplicar las leyes de los logaritmos, como mostramos a continua-

cién:
x—1 1
f(x)=1In 1 Con ayuda de In¥4=—1In A4
+ n
x—1 A
fx )——ln— Con ayuda de In==In A—In B
x+1 B

fo= 5[111 (x=D-In(x+D]
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La derivacion de la ultima expresion serd mas sencilla, porque los argumentos de los logarit-
mos no quedaron tan elaborados, segiin observamos a continuacion:

f<x)=1[1n(x—1)—1n (x+ 1]
—f( )———[ln(x D-In (x+1)]

df 2 [1 (x=D-In(x+D)]

dx

ﬂzl[iln(x_n——ln(xﬂ)]

dx 2ldx dx
ﬂzl[Li(x_n_Li(Hl)]
dx 2lx-1dx x+1 dx

&_1 [L(l) L (1)]

dx 2|lx-1 x+1

2y Lol 2]
dx 2|lx-1 x+1 2 lx -1 x" -1

Derivamos ambos lados de la igualdad.
Derivamos una constante por una funcion.
Derivamos una resta de funciones.
Derivamos las funciones logaritmo natural.
Derivamos las funciones algebraicas.

Simplificamos.

El proceso anterior fue relativamente sencillo porque la expresion f(x) =In x_l tiene un loga-

ritmo natural, en comparacién con el planteamiento original f(x) = el cual no tiene ese tipo

de logaritmo, pero podemos introducirlo y facilitar el proceso, como mostramos a continuacion:

S = ,/
Inf(x)=In >—
x+1

1, x-1
Inf()=on X"
nf=2n"r

Inf ()= %[m (x—=D—In (x+D)]

%lnf(x)=%% [In (x=D—In (x+1D)]

f(l )jf(x)zéj [In (x—D ~In (r+ D]
%Ef =5_ix In (x— 1)—d— 1n(x+1)]
WE 4 rix =%:ﬁa%(x—l)—ﬁ%(x+l)
WE 4 ()= %Zﬁ(n - ﬁ(l)]
maf Z%_xzz—l]

f( ) dx = 21—1

Ef(>€)=f()€)xz_1

Obtenemos el logaritmo natural en ambos lados de la igualdad.
Simplificamos el lado derecho de la igualdad.

Mediante propiedades de los logaritmos.

Derivamos ambos lados de la igualdad.

La derivada del lado izquierdo es una derivacion implicita y la
derivada del lado derecho ya la trabajamos.

Despejamos A S(x).
dx
x-1

Sustituyendo f(x) = N

Tenemos la derivada deseada.
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Solucion:

S () =[3+sen (x)]

CAPITULO 2 Laderivaday sus aplicaciones

Ejemplo 2.43. Derivadas introduciendo logaritmos

Derive la funcion

f)=[3+ sen(x)]*

2tan(x)

Inf(x) =In[3+sen (x)]ZIa“(X)

Inf(x)=2 tan(x) -

d

1 d

———f(x)=2tan (x)i In [3+sen (x)]+1n [3+sen (x)] i2 tan (x)
dx dx

S (x) dx
1 d

——— f(x)=2tan (x)

S0 dx
1 d

L4 ry=2tn (x)%

f(x) dx

1 d

% )= f(x){

if(x) _ [3 +sen (x)]Z tan (x){
dx

_ 2tan (x) cos (x)

~ 3+sen (x)

2 tan (x) cos (x)
3+sen (x)

In[3+sen(x)]

L f0=2 tan ) - In[3+sen )]
dx dx

1
3+sen (x) dx

+sen (x)

+2sec” (%) In[3+sen (x)]

+2 sec’(¥)In[3+sen (x)]}

2 tan (x)cos (x)
3+sen (x)

Ejercicios 2.8. Derivadas implicitas

De las siguientes funciones, determine

Funcion

1. X*-7x%° +6)° =¢°
2. xX*+afxy-y=—d

3. ax’-3’xy+ey’ =1

4. Jx+Jy=+a

. \P+J2:6
X Ny

wn

+2sec’(x) In [3+sen (x)]}

dy

dx

Obtenemos el logaritmo natural de

ambos lados.

Simplificamos mediante las propieda-

des de los logaritmos.
Derivamos ambos lados como

Sx) - g(x).

La derivada del lado izquierdo es
implicita, la del lado derecho es un

A [3+sen (x)]+In [3+sen (x)] [2 sec? (x)] producto.

[0+cos (x)]+In[3+sen (x)][z sec’ (x)]

d
Despejamos I f(x).

Sustituimos f{x) = [3 + sen (x)]> @n &),

Respuesta

dy _ 3x% —14xy’
dx  3(7x*-6)y*

dy _ -3x% +3b%y
dx =3b°x+3)’c

dy _ _y

dx Jx
dy_y
dx x
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De las siguientes funciones, determine Zl y evaluelas en el punto dado:
X

Funcién Respuesta
6. X’y —y=xen (0,0) ﬂ:_l
dx
dy 1
7. Jxy=x-2y en (4 1) d_)yc:Z
dy 15
8. x’-2x?y+3xy? =38 en (2,3 L A
x?=2x"y+3xy en (2,3) - 28
dy
9. V2x+3y=5¢en (2,3) -1
x
dy 2
10. X’ —axy+3ay® =3d’ ——=-=
x’ —axy+3ay” =3a’ en (a, a) =S
De las siguientes funciones, determine %
x
1. & =10 y_2
dx 3

b 2 3\ 2_ .3
12. sen (x”+ ) +cos (x* = )?) =1 dy _ [XCOS(X +)°)—xsen(x” —y )]

dx 3y2[sen(x2 — %) +cos(x? +y3)J
13. sen3[£)+y In’ (\/3x3y5 ) =x+y
y
J |Iy(3y2 In (v3y/x*y° )= xp+3x senz[;)cos[i]]
_y =

d.
) [x(yz —In (+/3yx*»° ) -5y’ In (\/gdx3y5 )+3x senz(x) cos [XJ+y2]
y y

14. %) _gec? (£)= ln(xy - x2y3)
y

X 21 X
3 2tan[)sec ()
-2Xx - Y Y
J _yz 5+ _y2 5= e’ Peos (xp)+
ay _ xXy—xy Xy—-XxXy Y
d
* ) 2x tan (xjsec2[x]
X2 . " 3.X'yz . n y2 y +xesen(xy)cos(xy)
Xy=—x)y  Xy—Xxy y
- - 2.4
15. & y+sen(y x)—exy =x3ln(y3—xy+x)—cos(«/xy)
y—X X=y
R s (y—x) cos [y—x] cos(y_xJ
_ xX— xX—
YY) 5+ X 3+2xy4e‘x2y4+3x2 In (=xy+x+y° — L y2+ysen(\/5)+ > ’ + ’
dy | —xp+x+y’ —xptxty y=x (y-x) 2/xy (x-) x-y
dx
y—Xx y—X
(y—x)cos|——| cos|——
x* B 3x3y2 —4x2y3ex2y4— 1 _x=y _xsen(\/E_Fy [x—y)+ (x—y]
—xy+x+y3 —xy+x+y3 y—x (y—x)2 2\/5 (x—y)2 xX—y
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2.2.2. Derivadas de orden superior

Cada derivada antes obtenida se conoce como primera derivada. Si esta existe, es posible derivar, a
su vez, el resultado, en cuyo caso se obtiene la segunda derivada y, si dicha solucién aun es una
funcion derivable, este proceso puede seguir de manera indefinida. Por ejemplo:

Sea:
f(x)=x°
La primera derivada es, entonces:
Do p) =3
dx
Mientras que la segunda derivada es:
d*y _d (dy ”
—_— — |= = 6
dx*  dx (dx ST =6x

Y la tercera derivada es:

d3y d dzy 1
TZE(E /e

La ultima derivada que podemos obtener es la cuarta:

ﬂy d (QJ: f(iv) (x)=0

dx* 25 dx*

En caso de que la funcion tenga n derivadas, la k-ésima derivada es:

ﬁ_i[dklyJ: £0 ()

dx*  dx | dx*!

Algunos ejemplos de funciones con n derivadas son:

Ejemplo 2.44. Derivadas de orden superior

Encuentre la k-ésima derivada de la funcion f(x)=

= |-

Derivando sucesivamente:
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De donde, en general:

Halle la k-ésima derivada de la funcion f(x) =In (2x +1)
Derivando sucesivamente, obtenemos:

, 2
2x+1
. =242
(2x+1)?
w16 2%
QCx+1)*  @2x+1)°
7 = 96 _ 2%
Cx+D*  Q2x+D*
o _ 768 2°4!

Qx+1°  Qx+1)
En general:

25 (k =1)!

(k) _ (_1\k+1
S = (2x+1)*

Obtenga la k-ésima derivada de:

ax+b T AR Formula de la k-ésima
S(x)= +d f(k) = (—l)k+1 (a-d-b cZil (k)! derivada para un par de
“ (¢ x+d) funciones.
f(x)=sen (x) £O = sen (x+k.§)

Sea P,(x) un polinomio de Legendre de grado k, donde este se define como:

1 d*(x2 -1k

A= e g

, k=0,1,2...,

Halle los polinomios de Legendre desde grado 1 hasta grado 5.

Solucion: k=0, Py(x)=1

2.2.3. Teorema del valor medio

El teorema del valor medio puede utilizarse en la derivaciéon numérica, ya que no siempre contamos
con la funcidn de la cual deseamos obtener la derivada, como en los laboratorios, donde al realizar
un experimento obtenemos una serie de datos discretos y, al no tener una funcion, debemos calcular
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la razén de cambio a partir de estos datos (lo que en realidad seria una ampliacion del teorema del
valor medio). Es posible abundar sobre dicho teorema en cursos de métodos numéricos.

Si f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b], y es derivable en el intervalo abierto

f®)-1@

n
b-a

(a, b), entonces existe un numero ¢ contenido en el intervalo anterior, tal que f(¢) =

f(a)#f(b).

En otras palabras, el teorema del valor medio dice que la pendiente de la secante que corta la
funcion en (a, f(a))y (b, (b)) es igual a la recta tangente de la funcion en el punto (c, f(c)). Gra-
ficamente podemos visualizar esto como:

Pendiente de la linea tangente m = f"(c) T

(e.f@) --="""

T b, S

1
¥ Figura 2.2. Recta secante que - I
1

pasa por los puntos (@, f(a))y

(b, f(b).

o - e
\

b

Usando el teorema del valor medio es posible encontrar el valor ¢ a través del algebra.

Ejemplo 2.45. Aplicaciones del teorema del valor medio

Calcule el nimero ¢ para la funcion f(x) = — x> + 2 en el intervalo cerrado [0, 1].

Solucion: La pendiente de la secante es:

f=-1*+2=1
1(0)=-0*+2=2
My, = % =-1
Por otro lado,
d
Ef(x) =-2x

Si la derivada de la funcion se iguala con la pendiente de la secante, obtenemos:
2x=-1 .. x:l
2

Entonces, c=—
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Ejemplo 2.46. Aplicaciones del teorema del valor medio

Calcule el nimero ¢ para la funcién f(x) = x> —1 en el intervalo cerrado [-1, 2].

La pendiente de la secante es:
f(2)=2°-1=7

fED=() —1==2
J@Q)=/M) _T-(2) _9 _4
2—(-1) 2+1 3
_7+2=

Mgee = T 3

Y la derivada de la funcion es:

d
— f(x)=3x"
dx
Si la derivada de la funcion se iguala con la pendiente de la secante, obtenemos:
3x% =3 oy =11
Como —1 es uno de los extremos del intervalo que descartamos, concluimos que:

c=1

Ejercicios 2.9. Aplicaciones del teorema del valor medio

Halle el numero ¢ para las siguientes funciones en los intervalos indicados.

Funcion Intervalo Respuesta
f(x)=x3-8 [-2, 0] %
f(x)=x"+x+1 [-1, 1] {—% %}
fx)=xr1 1,0] -

) =x" 0.2] =
f(x)=e"-1 -1, 1] ¢ =In[senh (1)]

2.3. Aplicaciones de la derivada

La derivada es una razon de cambio que, desde el punto de vista geométrico, es la pendiente de una
recta tangente a la grafica de una funcién en un punto cualquiera, siempre y cuando exista. Si
utilizamos este concepto podemos encontrar diferentes aplicaciones de la derivada, por ejemplo:

a)

b)

9]
d)

Resolver problemas de razén de cambio y optimizacion (problemas de maximos y minimos),
los cuales son muy ttiles para analizar los valores de la variable dependiente para variaciones
infinitesimales de la variable independiente o, tan solo, pequefias variaciones, como en los
diferenciales, todas estas de gran utilidad desde el punto de vista ingenieril, cientifico y de
diversas areas del conocimiento.

Determinar limites cuya complejidad impide que sean resueltos por medios algebraicos.
Podemos solucionar los limites mediante la regla de L’Hopital.

En combinacion con conceptos como limites en el infinito, limites finitos, dominio, contradominio
(rango), intersecciones con los ejes 'y simetria, es posible trazar (graficar) y analizar funciones.
Al usar su concepto geométrico es posible determinar las raices de funciones (ceros de funcio-
nes) que sean dificiles de determinar mediante algebra o que son funciones no algebraicas. El
método que utiliza la interpretacion geométrica es el de Newton-Raphson.

101
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Diferenciales

Sea y = f(x) una funcion derivable en su dominio, entonces:
y . Ay
x)= lim —
YAC) Ax—0AXx

Con:

Ay = f(x+Ax) - f(x)
De la ecuacion anterior podemos concluir que cuando Ax se aproxima a cero, % se aproxima
a f’(x) o, si se designa por ¢ la diferencia entre % y f”(x), es decir: Y
y
A fxy+e, Ax=0
Ax
Entonces € — 0 cuando Ax — 0. Multiplicando ambos miembros de la igualdad por Ax obte-
nemos:

Ay = f(x)Ax+eAx, Ax=0

Por lo que, si Ax se aproxima a cero, € — 0, y € Ax se aproxima a cero; es decir, Ay = f/(x) Ax

NAVA A

Si y = f(x) es una funcién derivable en su dominio, entonces:

a) dx se llama diferencial de x, y se define por la relacion dx = Ax.
b) dy se llama diferencial de y, y se define por la relacion dy = f'(x) - Ax o dfxo(h) =f"(xp)h.

Nota: De dx = Ax 'y dy = f’(x) - Ax, al dividir las ecuaciones entre si, obtenemos:
dy=f'(x)dxsidx¢0:>%=f’(x) {
x

La igualdad en la nota anterior expresa la derivada como cociente de dos diferenciales. La
, ., I . .
mayoria de las veces se usa la notacion % para designar la derivada de y respecto de x; no debe-

mos confundir este simbolismo con el que acabamos de definir. Sin embargo, a veces nos conviene
considerar la derivada como cociente de dos diferenciales.

Ejemplo 2.47. Diferenciales
Sea y=x2-3x+1, halle Ay y dy.
a) Para cualquier x

b) Para x=2,Ax=0.1

¢) Para x=2,Ax=0.01

d) Para x=2, Ax=0.001
Solucion:

Dado que y = x> — 3x + 1, entonces tenemos:
Ay+y =(x+Ax)? =3(x+Ax)+1
= (X2 =3x+D)+Ay = x> +2xAx +(Ax)> =3x = 3Ax +1

= Ay =(2x - 3)Ax +(Ax)?
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También:

dy = f'(x)dx
=(2x-3)dx
=(2x-3)Ax

En resumen, tenemos los resultados de los incisos b), ¢) y d), segiin mostramos a continuacion:

Ay =(2x =3)Ax +(Ax)?, dy=(2x-3)Axy eAx = Ay —dy

2 0.1 0.11 0.1

Comportamiento de las

0.01 . .
aproximaciones para
2 0.01 0.0101 0.01 0.0001 diferentes valores de Ax.
2 0.001 0.001001 0.001 0.000001

En la tabla podemos observar que, a medida que x se acerca a cero, disminuye la diferencia
Ay —dy. Por tanto, dy es una aproximacion de Ay cuando Ax es menor.

Ejemplo 2.48. Diferenciales

Halle el volumen aproximado de un recipiente esférico cuyo radio exterior es de 4 cm y su espesor,
de ! cm.
4

Solucion: Primero tenemos que r =4 cm, V es el volumen dado de una esfera en centimetros cubi-
cos 'y AV es la cantidad de centimetros ctbicos en el volumen del recipiente esférico. Asi:

V= % 7% porlo tanto dV = 4r’dr

Al sustituirr=4y dr= —% en la ecuacion anterior, obtenemos:
dV =4n(4)? (—i): 167

Entonces concluimos que el volumen de recipiente esférico es de aproximadamente 167 cm?.

Ejemplo 2.49. Diferenciales

Si cometemos un error de 0.01 cm al medir el radio de una esfera de 12 cm, ;qué error se produce
al calcular el volumen de la esfera? Obtenga una respuesta exacta y una aproximacion empleando
diferenciales.

Solucién:

1. Exacta. Volumen calculado: v+Av = §7r(r+Ar)3 = §7r(12.01)3 =7256.34cm’.

Asi, vy r representan el volumen y el radio verdadero, respectivamente, mientras que Av 'y Ar
son los errores de volumen y radio.

El volumen verdadero es v= % m+ 123=7238.229 cm? y el error en el volumen, Ay =18.111 cm?.
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4

2. Aproximada. dv es una aproximacion de Avy de v= 3 3, de donde obtenemos:

dv = 4mr’ dr
=47’ Ar
=47(12)*(0.01)
=18.096 cm®

La diferencia entre el valor exacto y el valor aproximado calculados mediante diferenciales es
de 0.015 cm?.

Ejemplo 2.50. Diferenciales

¢Para qué valores de x podemos usar /x en vez de V/x +1, si el error permitido debe ser menor que

0.001?
Solucion: Tenemos que, y = X! ydx=1dy= %x_mdx = %x_“/s.
Asi:

1x—4/5 <107
5

x <5107
x <5108
x*<10-5 107"

106
31250

10*

g 431250

x4>

=752.1

Ejemplo 2.51. Diferenciales

Halle el volumen de ciertas bolas de acero —suponiendo que son esferas perfectas— si ha de ser
medido su didametro en una produccion en serie.

Solucion: La maquina que empleamos para medir el diametro no da el valor exacto de d, sino
un valor aproximado d + h. El error relativo en esta medida es //d y el volumen de la esfera es

V(d) =%= d? Por tanto, dV(d, h) =§af2 h. Asi, el error relativo en el volumen es:

AV(d,h) dv(d, h) _3h
vy  V(d) T d

Este resultado nos dice que el error relativo en la medida del volumen es tres veces el error
relativo en la medida original del diametro.

Ejemplo 2.52. Diferenciales

Encuentre el incremento Ay y la diferencial dy de la funcion y = x? para x = 20, Ax = 0.1 (figura 2.3).
(Cual es el porcentaje de error de la aproximacién de Ay = dy?
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Solucion:

Ay = (x + Ax)? — x? = 2xAx + (Ax)?

dy = (x*)’Ax = 2xAx. Entonces tenemos:
Ay=2-20-(0.01)+(0.1)>=4.01
dy=2-20-(0.01)=4.00, como x =20y Ax
=0.01.

El porcentaje de error en la aproximacion
Ay = dy es:

X+ Ax Ax

Ay —dy) 100%=‘M‘ - 100% = 0.25% © XAy
Ay 401

& 105

Reemplazar Ay por dy equivale a sustituir ¥ Figura 2.3. Areade
el area rayada por el area de los rectangulos los porcentajes de error.

xAx, y despreciar la del cuadrado pequeio
(Ax)2.

Ejercicios 2.10. Diferenciales
Obtenga lo siguiente:

1. Si A esel area de un cuadrado de lado x, halle d4. Construya una figura que muestre el cua-
drado dA y AA.

Respuesta: dA =2xdx

2. Halle un valor aproximado del error en el que se puede incurrir al calcular el volumen y el area
de un cubo con una arista de 6 cm si se comete un error de 0.02 cm al medir dicha arista.

Respuesta: Volumen + 2.16 cm? 4rea + 1.44 cm?

3. Usando diferenciales, encuentre un valor aproximado de cada una de las expresiones siguientes:

Respuesta:
1
a) /66 ~8.124 ) 3120 = 4.932 e) 9% " 0.0104 g) Y35=2.036

L
b) 98 = 4.610 d) 31010 =10.03 ) ﬁzo.14o b) 415 =1.967

4. Encuentre el valor aproximado de sen 31°.
Respuesta: sen 31°=0.51504

5. Se desea construir una caja en forma de cubo con 1 dm? de capacidad, ;con que precision se
debe construir la arista interior para que el error en el volumen no sea mayor o menor a 3 cm?>?

Respuesta: Error £0.01 cm

2.3.1. Problemas de razon de cambio

En esta seccion analizaremos el comportamiento de los valores de la posicion de una particula que
se mueve en el eje horizontal (una dimension espacial) respecto a un punto inicial, si conocemos x(z)
(distancia sobre el eje horizontal en funcion del tiempo). Tomaremos en cuenta que para la expresion
matematica x(7) puede darse que el dominio sean todos los numeros reales; sin embargo, para funcio-
nes donde la variable independiente es el tiempo, este solo puede tomar valores mayores o igual que
cero, es decir, solo resolveremos problemas para ¢ > 0. Si £ = 0 entonces x(0) es la posicion inicial.
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Recordemos que la primera derivada del espacio recorrido respecto al tiempo % =x'(f)esla
velocidad instantanea para un valor de 7. Si x, es mayor que x,, el cambio de posicion Ax = x, — x,
sera positivo y x’(¢) > 0, o sea la velocidad, también lo sera, lo cual significa que la particula se
mueve en sentido positivo (hacia la derecha) y en la grafica de la funcién x(¢) significa que esta es
creciente. Por el contrario, si x, es menor que x,, el cambio Ax = x, — x, serd negativo y x’(¢) <0, o
sea la velocidad, también lo sera, lo que significa que la particula se mueve en sentido negativo
(hacia la izquierda) y en la grafica de la funcion x(¢) significa que esta es decreciente. Ademas, si
t =0 entonces x’(0) es la velocidad inicial, que también se denota comunmente con el simbolo v,,.

Ejemplo 2.53. Razén de cambio

La funcion del movimiento de una particula es x = x(¢) = > — 8¢, en la cual, x est4 en metros y z, en
segundos. Determine:

La posicion inicial.

La velocidad inicial.

La posicion y la velocidad a los 3 segundos de iniciar el movimiento.

La posicion y la velocidad a los 6 segundos de iniciar el movimiento.

El tiempo durante el cual se mueve a la derecha.

El tiempo durante el cual se mueve a la izquierda.

SNk W=

Solucion: La posicidn esta dada por x = x(¢) = > — 8t y la velocidad instantanea, por vy =x'(t) =

2t - 8.

1. La posicion inicial de la particula es x,= x(0) = (0)2—8(0) = 0. Es decir, su movimiento comien-
za en el origen.

L) L) L) L) L) ‘ L) L) L) L) L) L) L) ] L) L) t
-5 4 -3 -2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10]s]
5L
Sit=0
x(0)=0 -10
-15L4
¥ Figura 2.4a). Grafica de x(f). -20L
Posicion inicial de la particula X
[ [m]
I L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) )
-15 -14 -13-12 -11-10 -9 8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15

¥ Figura 2.4b) Representacion de la posicion de la particula sobre el eje horizontal en £ = 0.

2. La velocidad inicial es v, = x'(0) = 2(0) — 8 = -8, dado que v, < 0. Desde el punto de origen,
la particula comienza a moverse a la izquierda.
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x(1) x'(1)
Sit=0 m[m_] [Sﬂ]
x(0)=0 4 -
X0)=—-8+%-
24+

t

T 7 T T t

Ll Ll L) L)
— — — — 1 1 ] ! T Ll Ll
54 -32-10\1 2 3 45 6 78 9 10l T T 03

5L
24
104 Sir=0
xX(0)=0
-15¢ X(0)=-8 5~
-0l

¥ Figura 2.5a) Grafica de x(f) con segmento de recta tangente
cuando y =0.

W Figura 2.5b) Griéfica de x'(7).

Velocidad inicial de la particula x'(0) = -8 Sﬂ (hacia la izquierda)
) ) [

I I I I I I I ) I I I I I I I I I
-15 -14 -13-12-11-10 -9 8 -7 6 -5 4 3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il 12 13 14 15

¥ Figura 2.5¢) Representacion de la velocidad inicial de la particula cuando 7 = 0.

3. Alos 3 segundos, la posicion es x(3) = (3)> — 8(3) =—15m y la velocidad es de v = x’(3) = 2(3)
—8=-2". El cuerpo continia moviéndose a la izquierda.

x(1) x(1)
m
Sir=3 (] 4[7]
x(3)=-15m
X'3)=- ZSﬂ 5t 2+

t
T T T T T T

Ll Ll L B |
-5 4 3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10|s]

-5 4 -3 -2 -10

5+ 24+
10l 41 Sitr=3
x(3)=-15m
15+ 61 X¥(3)=-24-
—20L -8
'V Figura 2.6a). Grafica de x(f) con segmento de recta tangente % W Figura 2.6b). Gréficade x(f) en ¢ = 3.

ent=3.

Velocidad inicial de la particula x’(3) =-2 Sﬂ (hacia la izquierda)
|
d |

-19 -18 -17 -16-15-14 -13 -12-11-10 -9 8§ -7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

¥ Figura 2.6¢). Representacion de la posicion y la velocidad de la particula cuando ¢ = 3.
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4. Alos 6 segundos, la posicion es de x(6) =—12 m y la velocidad es de v = x'(6) = 2(6) — 8 = —4 ™.
La particula ahora se mueve a la derecha.

x(f) X'(1)
[m] m
10 + [T]
6+
5 <+
41
t
L) L) L) ) L) ) ) ) ) L) L) ) 1, ) )
-5 4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 [s] 24
54
T L} L} L} L] T ) ) L) L) I I L) L) t
ol Sit—6 75473727120 1 2 3/4 5 6 7 8 9 10
12 X(6)=-12m ] Sit=6
-5t X(6) =42 4 x(6)=-12m
3y =aM
o0l X'(3)=43
—64
¥ Figura 2.7a). Grafica de x(f) con segmento de recta tangente W Figura 2.7b). Gréaficade x(f)en 1=6.
ent=06.
Velocidad de la particula x’(6) =4 Sﬂ (hacia la derecha) .
_—
® ! [m]
I L) L) L) ) ) L) L) L) ) ) ) L) L) L) ) ) ) L) ) L) ) ) ) L) L) L) Ll Ll 1
-19 -18 -17-16-15 -14 -13 -12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
W Figura 2.7¢). Representacion de la posicion y la velocidad de la particula cuando 7 = 6.
5. Siv=x">0,el cuerpo se movera a la derecha. Es decir, si 2t — 8 > 0, para ¢ > 4. Solo después
de 4 segundos, el movimiento de la particula es hacia la derecha.
x(1) xX'(1)
[m]
10+ [
6 -
sl Sit>4
xX()>=-16m 4 |
O » , m
{ I B e | | e B L BN S A p— x> OS_
-5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1010 2+
54
t
T L} L} L) L) I I L) L)
10l 5 4 3 56 7 8 9 101
-154¢
-16 O
-20L

¥ Figura 2.8a). Graficade x(f) parat > 4, donde la funcién es

creciente. 'V Figura 2.8b). Griéfica de x(f) > 0 (positiva) para ¢ > 4.

Velocidad positiva de la particula x'(z) > 0 Sﬂ (se mueve hacia la derecha) >

-19 -18 -17 -16-15-14 -13 -12-11-10 -9 8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

¥ Figura 2.8c). Representacion del movimiento de la particula para ¢ > 4.
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6. Siv=x"<0,el cuerpo se movera a la izquierda. Es decir, si 21 — 8 <0, para 0 < ¢ < 4. Solo antes
de 4 segundos, el movimiento de la particula es hacia la izquierda.

x(t) xX'(1)
[m] m
4 [+
4=
oL
&——O 34
L) L) L) L) v L) L) L) L) ) ) ) ) T l
7547377173 1 23 45 6 7 8 9 10} 27
4t — 5
76 | L) L) L) L) v O L) ) ) ) ) ) T t
S5 -4-3-2-1, 1 5.6 7 8 9 101l
sl )
-10L T
1ol -3t Sios<t< 4
14+ —4 ~16< x(1)<0
16 -
L -8< X()<0
-184+¢ -6
204+ 7
0L -8 /
91l
¥ Figura 2.9a). Gréfica de x(¢) para 0 < ¢ < 4, donde la funcién es ¥ Figura 2.9b). Grafica de velocidad —8 < x’(1) < 0
decreciente. (negativa) para0 < ¢ < 4.
«+—— Velocidad de la particula —8 < x(0) < 0 para < ¢ <4 (movimiento hacia la izquierda) X

o | i)

Ll Ll
-19 -18-17 -16 -15 -14 -13 -12-11-10 -9 -8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S5 6 7 8 9 10

W Figura 2.9¢). Representacion del movimiento y la velocidad de la particula para 0 <7< 4.

Ejemplo 2.54. Razon de cambio

Una particula se mueve sobre el eje x y su posicion esta dada por la funcion x = x(¢) = 3 — 12,
donde x se mide en metros y 7, en segundos.

1. Determine los intervalos de tiempo en los cuales la particula se mueve a la derecha o a la
izquierda.

2. Precise la posicion en la cual sucede el cambio en la direccion del movimiento.

3. Defina para cuales valores de ¢, la particula se mueve con aceleracion positiva o negativa,
seglin corresponda.

Solucién: La velocidad del cuerpo es v = x'(7) = 3¢> — 12. Este se movera hacia la derecha cuando
v=Xx'(t)= 31— 12> 0, lo cual se presenta si ¢ < -2 (el tiempo negativo no tiene interpretacion fisi-
ca) y si > 2. Entonces, el cuerpo se mueve a la derecha una vez que transcurren 2 segundos. Para
0 << 2, el desplazamiento de la particula es hacia la izquierda.

En el instante ¢ = 2, la particula cambia la direccion de su movimiento y su posicion es x = x(2)
=(2)* - 12(2) =- 16 m a la izquierda del origen.

La aceleracion es a = x”(¢) = 6¢, la cual es positiva para ¢ > 0 y negativa para t <0 (los tiempos
negativos carecen de sentido fisico). O sea, la velocidad del cuerpo siempre aumenta, es decir, es
creciente.
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Ejercicios 2.11. Razén de cambio
A continuacion se presentan las funciones que describen el movimiento de unas particulas. Con

x(t) en [m], x’(¢) en [?} y x”(f) en [Sﬂ] calcule:

a) Lavelocidad y posicidn iniciales.

b) Elintervalo de tiempo en que la particula se mueve a la derecha.
¢) Elintervalo de tiempo en que la particula se mueve a la izquierda.
d) Para cual intervalo de tiempo aumenta la velocidad.

e) Para cual intervalo de tiempo disminuye la velocidad.

Para cada una de ellas:

Funcion Respuesta

1. x=x(1)=3 a) Xg=3myvy = 0% d) La velocidad no aumenta.

La velocidad no dismi :
b) No se mueve a la derecha. ¢) Lavelocidad no disminuye

¢) No se mueve a la izquierda.

2. x=x(t)=(t-3)(t-2) a) XxXo=6myv,= —5% c) (()5 %)
b) (i oo) d) (0.%)
2 e) Lavelocidad no disminuye.
3. x=x()=£*+2 a) Xxo=2myvy= 0% d) La velocidad siempre
by (0, ) aumenta. o
&) No se mueve a la izquierda. e) La velocidad no disminuye.
4. x=x(O)=@O(-3)(t-2) a) xy=3myvy,= —4% d) Lavelocidad siempre
b) (2, ) aumenta. o
J (0.2) e) Lavelocidad no disminuye.
5 x=x(@)=r+6t a) xyo=0myvy,= 6% d) La velocidad siempre
. aumenta.
b) Siempre se mueve a la e) La velocidad no disminuye.
derecha.
¢) Nunca se mueve a la
izquierda.
6. x=x(t)=In(2+3) a) xy=1.09myvy,= 0% ¢) No se mueve a la derecha
b) Siempre se mueve a la d) (0, 3\/5)
derecha. e)  (+/3,)
7. x=x(t)=e'-2 a) xo=—lmyv,= O% d) La velocidad siempre
b) (0, ) aumenta.

¢) No se mueve a la izquierda, e) La velocidad no disminuye.

8. x=x(t)=v2+7 a) xo=l4lmyv,= 0% ¢) No se mueve a la izquierda.
d) La velocidad siempre
aumenta.

La velocidad no disminuye.

b) Siempre se mueve a la
derecha. 0)
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Funcion Respuesta
9. x=x(t)=sen (2¢) m T
a) xy=0myvy,=2= c fdad
Siosr<? ) Xo=0my vy =27 ) 232
b) (0 1) d) La velocidad no aumenta.
b 4 n
e) |0,=
)
10. x=x(t) = 2™
® @) xg=0myv, =0 0 (3, oo)
s 3
b (0.2 d) (2.)
3 ) (0.2)

Razones de cambio relacionadas

En el tema anterior, abordamos el movimiento en una dimension espacial. En funcion del tiempo,
ahora presentamos dos variables dependientes que pueden representar diversas entidades: movi-
miento en el eje horizontal o vertical, superficie, angulos, resistencia, etcétera, y cada una de ellas
es una funcion del tiempo. Una de esas funciones respecto del tiempo serd desconocida y, como
veremos en los siguientes ejemplos, no es indispensable contar con dicha funcion para determinar
la variacion instantanea de la variable analizada, pero debemos tener informacion que permita
relacionar las dos variables dependientes y asi reducir el problema a una sola variable dependiente.

Ejemplo 2.55. Razones de cambio relacionadas

Se deja caer una piedra en un estanque con agua en reposo, lo cual provoca una serie de ondas
circulares concéntricas. El radio de la primera onda aumenta a razon de 2% (Con qué rapidez
esta cambiando el area del circulo delimitado por esta onda, cuando el radio del circulo es r = 3 m?

Solucion: El radio es funcion del tiempo r = r(f) mientras que el area es funcion del tiempo A = A(¥).
A su vez, estas dos variables estan relacionadas entre si mediante 4 = m2. Esta es la expresion
importante.

Si derivamos ambos lados de forma implicita, respecto del tiempo tendremos % =274
La velocidad a la que varia el radio del circulo es la derivada del radio del circulo respecto del

tiempo 4 —pom
di

Sustituimos en la expresmn Ay dr o

Junto con el dato del radio r = 3 m = 300 cm. Aqui debemos tener cuidado de homogeneizar
las unidades.

U e 27300 em)f 22 1zoonﬂ
dr dt §

Cuando el radio es de 3 m, el 4rea del circulo cambia a una rapidez de 1200 & cm? cada segundo.

Ejemplo 2.56. Razones de cambio relacionadas

Una escalera de 7 m de longitud esta recargada sobre una pared, y en su extremo superior se
encuentra una persona. En un momento dado, la parte inferior de la escalera comienza a resbalar
y se aleja de la base de la pared a una velocidad constante de 6 GCon qué velocidad cae la per-
sona cuando esta a 2 m del suelo?

Las variables que estan cambiando respecto del tiempo son: la distancia respecto a la pared,
x = x(1), y la distancia medida respecto del suelo, y = y().

111
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W Figura 2.10. Escalera cayendo I | I . I
sobre una pared.

Observe que x = x(7) aumenta conforme incrementa el tiempo de manera constante 6 - oin Y
que y = y(t) disminuye conforme el tiempo aumenta. Ambas variables, que a su vez son funciones
del tiempo, estan relacionadas entre si mediante el teorema de Pitagoras, en el que x = x(¢) y
y = y(t) son catetos y la longitud de la escalera es la hipotenusa; entonces, podemos plantear:

4y’ =7 = X+t =49
Al derivar la expresion respecto del tiempo y simplificar:
ZX@ +2 yﬂ =
dt dt
dy
dt
Debemos tener claro que la pregunta es a qué velocidad esta cayendo la persona situada en el
extremo superior de la escalera, es decir % en relacion con el suelo, por lo que despejamos:

Entonces dividimos ambos lados entre 2 y nos queda xE +y—=0.

De la expresion anterior tenemos la velocidad con que se aleja la base de la escalera de la base

de la pared % = 6E y lo que queremos es ¥ cuando y =2 m, por lo que calculamos x para ese
dt

instante mediante el teorema de Pitagoras:
X417 =7 = x=J7"-) = x=V7"-2 x=/45m

Sustituimos los datos anteriores en ot

J4
dy_ xdx _ody  NBm o om o _dy g™ g5 M 55 ™
dt ydt dt 2m min dt min min min

Observe que el signo menos indica que la funcion y = y(¢) es decreciente.

Ejemplo 2.57. Razones de cambio relacionadas

Un punto se mueve sobre la curva y = x? de tal forma que su abscisa aumenta a una razén cons-
tante de 322 . Calcule la variacion de y con respecto del tiempo cuando el punto en movimiento

pasa por (25, 4).

Solucion: Ambas coordenadas del punto que se mueve sobre la curva y = x? son funciones del
tiempo. El enunciado indica que 7 =32 Y que cuando pasa por (2, 4), el valor es x =2 y la pre-
gunta es dj
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Al derivar respecto del tiempo, la funcién: y = x> = % = Zx% ............... a

Entonces sustituimos la informacion que se requiere en la ecuacion o

D5 _p)3™ )2
dt dt s s

Ejemplo 2.58. Razones de cambio relacionadas

En un recipiente en forma de cono invertido con radio R =30 cm y altura H = 50 cm se vierte sal-
muera a razon de 4 litros en 1 minuto (figura 2.11). Si el recipiente comienza a llenarse en 7 = 0,
calcule la velocidad a la que aumenta la altura del agua a los 3 minutos de haber iniciado el llenado
del recipiente.

R=30cm 1] R=30i1n

H =50 cm H'= 50 om ¥ Figura 2.11. Perspectiva de

un cono llenandose; pueden
observarse los triangulos que lo
I — — conforman.

Solucion: Llamemos / a la altura de la salmuera en centimetros respecto a la punta del cono, como
podemos observar en la figura. Para el valor /2 > 0 hay un cono de salmuera en el interior del reci-
piente, el cual tiene altura / y base r; ambas estan en funcion del tiempo, que escribimos como
h=h(t)y r=r(t). El volumen V de este cono también esta en funcion del tiempo:

Observemos que en la expresion anterior hay dos variables: # y r; pongamos al volumen en
términos de una sola variable. En la tercera figura hay un triangulo dentro de otro y las bases son
paralelas, por lo que debe cumplirse:

H & 50 h
—_——_— ) — ==
R r 30 r
Con esta expresion podemos plantear el volumen en términos de la altura, por lo que queda:

2
=L 30 h=
375 25

=>r=§h
5

Luego, derivamos respecto del tiempo:

av_s ;ﬂﬁ
dt 25 dt

De donde queremos
dh . dh 25 dV

di " dr omh’ di
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. av . .
Ya obtuvimos el dato ;- pero falta obtener la altura / cuando el tiempo es de 3 minutos, para
lo cual partimos de que se vierten 4 L cada minuto, por tanto, a los 3 min tenemos 12 L, es decir,

L . /25V
12 000 cm?. Recordemos que, en términos de altura, el volumen V' = 3 743 se convierteen h=3"",
25

3n
de aqui calculamos / cuando han pasado 3 minutos, que es cuando hay 12 L o 12 000 cm?.

25(12 000 cm?®
pe32Y _s ( )=31.6920m
3r 3r

Ahora ya tenemos todos los datos para hacer la sustitucion en la ecuacion f3:

dh _ 25 dV _ 25 ( 3]~35212

min

a2 L7 5 40002
dt 9mh® di 9x(31.692cm)’|  min

Concluimos que la altura de la salmuera sube con una rapidez de 3.521°™ a los 3 min de
haber iniciado el llenado. e

Ejemplo 2.59. Razones de cambio relacionadas

Un faro esta situado en una isla pequena a 2 mi de la costa. Su baliza gira a una razén constante

de 12 Sﬁ;i‘:o (figura 2.12). ;Qué tan rapido se mueve el haz del faro a lo largo de la costa en un

punto localizado a 3 mi del punto sobre la costa que se encuentra mas cercano al faro?

Haz de luz en movimiento

Costa

3mi
Haz de luz

¥ Figura2.12. Hazdeluzen
movimiento.

Solucion: Primero convertiremos los grados a radianes:

.., m _ mrad
180° 15 s

. .. . . de .
Lo cual corresponde a la rapidez con que esta girando la baliza, es decir -, en radianes.
3

Calculamos el angulo en el instante en que x = 3 mi con tan 8 = ’2i:> tan 6= 7

después, sustituimos el resultado anterior en la identidad sec>6=1+tan’6 = 1+% = ? . Este resul-

:>tan29=%;

tado lo ocuparemos en la funcidén que derivemos respecto del tiempo y que mas adelante llamare-

mos o.
Debemos encontrar ‘;—’: . Al observar la figura y recordar la definicion de la tangente, podemos
plantear:

E=tan 0
2
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Despejando obtenemos x =2 tan 0y al derivar respecto del tiempo,

d_x:2 sec29°ﬁ=2—” sec
dt dr 15

o , 13
Entonces sustituimos el resultado que habiamos calculado parasec?6 = e

X _ 5 et 9020 13 _D3r ) qmi
dt di 15 4 30 s

Ejercicios 2.12. Razones de cambio relacionadas

Resuelva los problemas siguientes:

1.

La diagonal de un cuadrado estd aumentando a una razon de 2™ . Calcule la razon a la que
. , . . s
incrementa el area del cuadrado cuando la diagonal mide 10 cm.

Respuesta: 20 cm?/s

Un triangulo rectangulo tiene un cateto de 10 cm y su hipotenusa esta aumentando a razén de
8 % . Calcule la rapidez en la que esta aumentando el area del triangulo, cuando la hipotenusa

mide 30 cm.
1200

Respuesta: W =42.42

Un cono circular recto tiene una altura de H = 30 cm mientras el radio de su base esta aumen-
I cm . ,

tando a razén de 2. Calcule la rapidez en la que estd aumentando el volumen del cono

cuando el radio de su base mide 6 cm.

Respuesta: 249 m cm¥/s

Se tiene un deposito conico cuya altura es de 10 m y cuyo radio de la base es de 3 m el cual esta

lleno de agua. En r = 0 comienza a bombearse agua hacia afuera del deposito a una razon de
m3 . , , . . . , . o

27, Determine la razén a la que esta disminuyendo el nivel del liquido en el deposito, luego

de una hora de haber comenzado a llenarse.

Respuesta: 8.05 m/s

Una persona que mide 1.70 m se aleja de un farol que se encuentra a una altura de 3.5 m del
. . km . .

piso, con una rapidez de 3 = -. Determine la rapidez a la que crece la sombra del hombre que

se proyecta sobre el piso.

Respuesta: 2.83 km/h

Alinstante 7 =0 se cruzan perpendicularmente las rutas de dos aviones, uno de los cuales vue-

la en una linea a 200 m por encima de la linea de vuelo del otro. Las velocidades de los aviones
km km . . . . .

son de 550 - y 750 ==, respectivamente. Determine la velocidad a la que los aviones se alejan

el uno del otro después de 2 minutos de .
Respuesta: 34.25 km/h

Una camara de rastreo ubicada a 1 000 pies del punto de lanzamiento de un globo, lo enfoca-
ra en su ascenso, por lo que girara alrededor de un eje y se elevara verticalmente por el aire
caliente que contiene. En el instante en que el angulo de elevacion 6 de la camara es %, el
angulo crece a razén de 0.2 % . (A qué razom se eleva el globo en ese instante?

Respuesta: 266.8 pies/min
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8. Un punto se mueve sobre la hipérbola y = % de tal modo que su abscisa x aumenta a una
velocidad constante de 3 ? . Calcule la velocidad a la que varia la ordenada de ese punto
cuando pasa por (1, 1).

Respuesta: —3 cm/s

2.3.2. Problemas de optimizacion

En areas del conocimiento tan disimiles entre si como la economia, la biologia y la ingenieria se
requiere calcular los valores maximos y/o minimos de la variable dependiente y, por supuesto, el
valor de la variable independiente que desemboca en esos valores, como el valor maximo de una
produccion, la poblacion maxima de ciertos individuos o el volumen maximo de un recipiente. Es
por ello que este tema es imprescindible en un curso de calculo diferencial, ya que aplicaremos la
derivada para responder estos problemas. Cabe mencionar que los valores minimos no siempre
son indeseables porque podemos calcular el costo minimo de una produccion o el minimo de mate-
rial para algun recipiente. En esta seccion resolveremos algunas de las situaciones mencionadas.

Ejemplo 2.60. Optimizacién (maximos y minimos)

Se desea construir un cono cuya altura sesgada sea de L unidades (figura 2.13). ;Cuales son las
dimensiones (radio y altura) que maximizan el volumen de dicho cuerpo?

L
h L
h
r
¥ Figura 2.13. Gréficade un r
cono en perstectiva front'al para ye in'rz i =g
observar el triangulo rectangulo. 3
De la figura 2.13 deducimos que:
1 >
V==nrh (1)
3
L —h*=r? )

Sustituyendo la ecuacion (2) en la (1) tenemos
1 (2 3
V==n\L"h-h 3
ol ) (3)
Tomando la primera y segunda derivadas:

AV 1 (2 a0
E—gn(L ~31%) &)
dv

W =-2rh (5)
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Para cualquier valor real y positivo de 4, la segunda derivada sera negativa, por lo que se pro-
duce un maximo. Resolviendo la ecuacion (4) para encontrar los puntos criticos tenemos:

1 2 2 1 2 L2 2 1 2 2 1 2 /1 3
0=—r(l> =30); h=L |~ r=\|? == cr=L |2 yy  =-af = 2 Vo= _/_ I
3”( ) 3 r 3 r 3yVmax 3” 3L 3: 9\ 3 T

Ejemplo 2.61. Optimizacién (maximos y minimos)

Se pretende disefiar una caja sin tapa con base cuadrada y con un area superficial de A4 (figura
2.14). ;Cuales deben ser sus dimensiones para que su volumen sea maximo?

Solucion: El area superficial es:
As=x2+4*xy €))

De donde, al despejar la altura obtenemos:

A, —x?
S — 2
I (¢))
Por otro lado, el volumen de la caja esta dado por
V=x%y ()]
Sustituyendo la ecuacion (2) en la (3), 1 X
5 y
V= x? A =X =1(Asx—x3) “) J
4x 4 - >
X
Derivando la ecuacion (4): W Figura 2.14. Cajasin tapa.
dv_1d 31 5
E = ZE(AAX - X ) = Z(AS —3x ) (5)
Y la segunda derivada es:
v _1d 2 1 3
— =——(4, -3x" ) =—[-06x]=—= 6
dx* 4dx( = =% ) 4[ o 2x ©)

Resolviendo (5) para encontrar los puntos criticos:

av _ 0 =1(AS —3x2) SoX =i\/£
dx 4 3
Sustituyendo el punto critico con significado fisico:
fA [A
dZV s dZV s
3 3[4 3
—=—= == ———=< 0
dx 2V 3 dx

por tanto, el volumen es maximo y la dimension altura es:
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El volumen maximo esta dado por:

2 3
V: i AS =i i’ Vméx = AS
3 4 6\3 \ 108

N3

Ejemplo 2.62. Optimizacién (maximos y minimos)

Se desea elaborar un recipiente cilindrico que tenga un volumen V. Encuentre las dimensiones
que este debe tener para que la cantidad de metal sea minima, considerando:

1. Recipiente abierto.
2. Recipiente cerrado.
Solucion:
1. Elvolumen del cilindro es V = mr?h 1
Mientras que obtenemos el area superficial con:
Ay = 27rh + 2
Para el cilindro con una sola tapa.
De la ecuacion (2) despejamos /:
v
"

y sustituimos en la ecuacion del area total (2)

Ay = 2m(L2)+ mr?, Ay = o w 3)
nr r
Derivando la ecuacion (3) tenemos:
dﬁ:i[z—V+7rr2], dﬁ:_z_IZ/+2nr (4)
dr drl r dr r
Derivando de nuevo:
2
dAr _V oy ®)

dr’ r

Igualando a cero la primera derivada para hallar los puntos criticos:

% 2/3
27rr=2—V r3=K, r=3/—, por tanto h= 4 L h=3K
T \ 7 b

9 = 9
2 7 2 s
7| 3—
T

2
dﬁ:6—V+27[:87[

dar? (Wf

con lo cual verificamos que con los valores de r y / encontrados obtenemos el area minima.
Por tanto, el area minima es:

2
Ay =2n[3 K] [3 KJ+7:[3 K] A =3

T T T

Sustituyendo r en la ecuacion (5):
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2. Considere que el recipiente es cerrado:

Ap = 2m{L2)+ 27mr” (6)
r

[V

dﬁ:_z_V+4ﬂr; r:3—

dr r? 2

e 14 =(271')2/3V; h:3/4_V
)2 el T

ESK
2

d*A; _ 6V
dr’ P

y la segunda derivada es

+4r

sustituyendo

2
L A rar=1g

@ i)

lo cual garantiza el minimo.

2 2 2
Ar =27 3| 34—V + 7] 3| =27 32L2 + 7] 3
2w T 2 T 2
[ 2
Amin = 53 E(V/Z)

Ejemplo 2.63. Optimizacién (maximos y minimos)

Se desea elaborar un recipiente cilindrico abierto que tenga un volumen V. El costo del material para
la base cuesta n veces mas que aquel del cuerpo del cilindro. Suponiendo que no hay desperdicio de
material, calcule las dimensiones que permitan que el costo del recipiente sea minimo. El costo es P.

Solucion:
V =mr’h (0]
V
De donde h= p) 2
Por otro lado, el area es: Ap =2nrh+ 7o A3)

Sustituyendo la altura en funcién del radio y el volumen:

Ap = ELA— @)
r

El costo total esta dado por:

Costo total = (area de la base)(costo base) + (area del cuerpo)(costo del cuerpo):

2V

Cr ==—P+nPrr 5)
r
Derivando respecto a r:
ACr _ 2V p onpar ©)

dr r

119
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Igualamos la primera derivada a cero para obtener el radio dptimo:

V 2
Z—I;P:ZnPn'r, r=,3/%,h= LA

r

Calculamos la segunda derivada:

IC o

P+2nPr.......
dr? r
2

d CZVT =6—V3P+21’IP7T
dr 78
32
nrw
d*C,

= (6nm)P +(2nm)P = (8nm)P

dr?

por lo que el costo es minimo.

2
Cromin =2—I;P+nPn[3/%J Cr =2(n7r)1/3V2/3P+(nn)meP; Crmin

30
niw

Ejemplo 2.64. Optimizacién (maximos y minimos)

(3W )P

)

Se desea construir una caja a partir de un rectangulo de cierto material con las siguientes dimen-
siones: L de largo y a de ancho; ademas, se recorta un cuadrado de lado x en cada esquina y, para
tal efecto, se doblan ambos lados. Calcule las dimensiones del volumen maximo que se produce

recortando el cuadrado optimo.
V=(L-2x)(a—2x)*x

Si derivamos el polinomio en lugar de un producto tenemos:

V =alx-2(a+L)x* +4x°

Derivando respecto de x:

dv

= —12x" —4(a+L)x+alL

dx

Igualando a cero:

< »
<

X

¥ Figura 2.15. Cajasin tapa.

[ ~ 0=12x" —4(a+ L)x+aL
Y

0

()]

3
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Resolviendo:
CAa+ L)t (a+ L)} —4(12)al  4(a+ L)+ 4 (a+ L) —4(12)aL
B 2(12) B 2(12)
4(a+L)t4 [a2 —aL+L2] (a+L)+ [a2 —aL+L2]
*o 4(6) B 6
(a+L)+ [a2 —aL+L2:|
e 6
La segunda derivada es:
&V
—=24x-4(a+ L
1 (a+L)

Sustituyendo

(a+ L)+ [az—aL+L2:|

X =
6

ba% (a+L)+ [az—aL+L2]
7 =24 ~4(a+L)
dx| 6

X—Xop
dz—Iz/ =4(a+L)+4 [az—aL+L2]—4(a+L):4 [az—aL+L2:|
dx=| _.

x=xop

lo cual produce un minimo.

Sustituyendo la otra raiz:

A(a+L)— [az—aL+L2]

=24 —4(a+L)=—-4a* —aL+1*

6

Ve
dx?

X=Xop
la cual produce un maximo, y, por tanto, la raiz elegida es:

(a+L)-[a’ —aL+1*]
Xop = 3

El volumen maximo es:

V =alLx-2(a+L)x* +4x°

- N ]
oL—2(a+1) (a+L) [a aL+L]
(a+L)- [az—aL+L2] 6
Vinax = >
6 4 (a+L)- [c;z—aL+L2:|

Desarrollando y factorizando términos:

—Na?=a ?
. _(a+L) \/|:54.TL][4(1L—612—L2+(“+L) [az—aL+L2:|:|

max —
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Ejemplo 2.65. Optimizacién (maximos y minimos)

Halle el volumen maximo de un cono que puede inscribirse dentro de una esfera de radio R.

h=R+a ; h=R+a
Y s
h=R+a
Ve=— nr*h
. . . 3 =R -d
¥ Figura 2.16. Cono inscrito en
una esfera. ¢ = centro de la esfera
Solucion: El volumen del cono es:
1
Ve= EE(RZ - az)(R +a) m
Desarrollando el polinomio:
1
Ve= 5”(R3 +aR*—a’R- a3) 2)

Derivando la funcion:

ch = i[lir(R3 +aR*>-a’R - a3):|, e igualando a cero ch = lJT(R2 —2aR - 3a2) =0
da dal 3 da 3

2+\J4R? —4(-3)R* o 1E2R

>

—3a*> —2aR+ R> =0, resolviendo: a =

-6 -3
3R R R , _R
al :_—:—R’ aZ :_—:E, az - 3
Derivando para verificar el maximo:
d? dll N
WVc = %[EE(R —2aR-3a )} = gn(—ziz —6a) 3)

d’ 1 R 4 , ,
d—ch =—n| -2R-6 3 = _gn-R y asi se garantiza el resultado esperado.
a

Sustituyendo el valor de a para encontrar las otras dimensiones:

2
r= R (R :R\/g;r:&R;h:R+§:iR,h:iR
3 9 3 33 3
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2 3
El volumen maximo esta dado por: Ve = %E[R3 +(§)R2 - (5) R- (5) ]

realizando las operaciones pertinentes:

Ejemplo 2.66. Optimizacion (maximos y minimos)
Suponiendo que el radio de la esfera es de 3 pulgadas, halle las dimensiones y el volumen que lo
hacen maximo.

232 32 32
r==3-03)=2v2[ul; =—(3) Al Vi =5 770) =]’

Ejemplo 2.67. Optimizacién (maximos y minimos)

Halle el volumen maximo de un cilindro recto que puede inscribirse dentro de una esfera de radio R.

123

h
R 2
¥ Figura 2.17. Cilindro inscrito
en una esfera y una vista en plano
Ve=mrh P=R_ (i)z que muestra el triangulo
2 rectangulo.
Solucion: A partir tanto de las ecuaciones del volumen como del teorema de Pitagoras:
2 3
Vc=7tR2—h—h:7r R’h- " (1
4 4
Derivando la ecuacion (1):
3
Dyeendl 2y I o2 3p2 )
dh dh 4 4
Igualando a cero y resolviendo:
dy _o-p>- h2 dpoopp s 2R g o 2BR
dh 3 f 3
Calculo de la segunda derivada:
2
d Ve = —gh 3)
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Utilizando el valor de / hallado anteriormente:

d? 3(24/3R
Ly 2R 3R
an 2[ 3 J V3

que produce un maximo.

Utilizando el valor de /i calculamos la dimension r:

/ 2R Y 1 2 P2
= Rz_(ﬁ]’ r=R 1—§= ER, r= ER
Ve e 2BR)_1(2V3RY)

Cmix = 3 43

_4\/§ R3

max —
9

y el volumen es:

Simplificando:

Ve

Ejemplo 2.68. Optimizacion (maximos y minimos)

a) Suponiendo que el radio de la esfera es de 3 pulgadas, encuentre las dimensiones y el volu-
men que hacen maximo al cilindro.

= 2O= 8l 1=220) =2, Ve = 2200y 212300

Ejemplo 2.69. Optimizacion (maximos y minimos)

Halle las dimensiones del rectangulo de area maxima que puede inscribirse en el sector de parabo-
2

la formado por la curva x = 2" y la recta x = x,,.
P

Solucion: Si la base se denota como « y la altura del rectangulo como b, se tiene que los puntos

deben pertenecer a la parabola, por tanto, satisfacen su ecuacion y se tendra que
cumplir que:

r . . A. . éz
i 2 B
P

XO—QZ ;a—xO—_

Como el area del rectangulo es A4 = ab, expresandola so6lo en funcion de b y
sustituyendo el valor anterior, se tiene:

2 3
¥ Figura 2.18. Rectangulo A=ab=|x, —b— b A=xyb——
inscrito en el sector de la parabola. 4P 4p
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Derivando esta ultima ecuacidn:

dA b* d*A_ 3b

b 0 Tgp

> 2P

>

Igualando a cero la primera derivada:

2
0=x0—3f:—P s b=12 /%

Sustituyendo la raiz positiva en la segunda derivada:

d’A _ 32/Px0:_3 [Px,
> 2P\ 3 P\ 3

Que resulta en un nimero negativo, por lo cual el area es maxima:

(4Px0)
3
a=x0——=x0—ﬁ, a=%x0; b=+2Pa

4P 3
A=2x0 2 ﬁ =ﬂ ﬁ Xo5 Apax = 2P4}
3 3 3 3

2.3.3. Regla de L'Hopital

Recordemos que las formas % y = son llamadas indeterminadas porque no garantizan la existencia

del limite ni, en caso de existir, nos indican cual es. Cuando nos encontremos con este tipo de inde-
terminaciones podriamos intentar reescribir la expresion usando algunas técnicas algebraicas.
Ocasionalmente podremos desarrollar estas técnicas para encontrar el limite, sobre todo de las
funciones trascendentes. Por ejemplo, calcule el limite:

. e¥ -1
lim
x—0 ¥ —1

En este caso se produce una forma indeterminada de la forma % . Ahora, factorizando y divi-
diendo, tenemos que:

lim =L~ fim [+ l)x° G lim(e* + 1) =2

x—=0e' — 1 x—0 e’ —1 x—=0

A pesar de ello, no todas las formas indeterminadas pueden evaluarse de esta manera o utili-
zando alguna técnica algebraica cuando las funciones algebraicas y trascendentes estain mezcladas.
Un ejemplo de esto lo podemos ver en la funcion siguiente:
2x 1
lim
x—0 X

Aqui se produce la forma indeterminada %. Reescribiendo, obtenemos:

. (ezx 1 ]
lim -
x—0| Xx X
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126 ¢ CAPITULO 2 Laderivada y sus aplicaciones

Esto produce la forma indeterminada =, lo que obviamente no podemos evaluar de manera
directa para obtener el limite de la funcion.

NAWA S

Supdngase que f(x) y g(x) son diferenciables y g’(x) # 0 en las cercanias de ¢, excepto tal vez en
¢. Ademas, si suponemos que:

lim f(x)=0 y limg(x)=0

xX—c xX—c
O bien:
lim f(x)=co y limg(x)=-co
X—>C X—>C
Entonces:

fim L) _ iy L)

xoeg(x)  xoeg'(x)

La aplicacion de este teorema no se limita a la primera derivada, sino que puede extenderse a
la segunda, tercera o k-ésima derivada, siempre y cuando la funcion continte siendo diferenciable.

Ejemplo 2.70. Regla de L’Hépital

Calcule el limite siguiente:

., e ., . . 0 -
Solucion: La evaluacion directa de la funcion conduce a una forma indeterminada 0 Utilizando
los métodos antes vistos, concluimos que el limite existe y que es igual a 4. En efecto:

2

lim > =%~ fim (x+2) = 4
x—2 X — x—2

Usando la regla de L’Hopital obtenemos un resultado equivalente:

. x?-4 . 2x
lim =lim—=
x=2 x—2 x-21

4

Nota: Es ttil senalar que tanto el numerador como el denominador deben derivarse como
funciones separadas, y no aplicar la regla del cociente, es decir:

M:Ef(x)yno £ d (1)
g'(x) dig(x) g(x)  dx| g(x)

Ejemplo 2.71. Regla de L’Hdpital

Halle el limite
fim VX =3

h—0 h



2.3. Aplicaciones de la derivada

Solucion: La evaluacién directa de la funcion conduce a la forma indeterminada %,

usamos la regla de L’Hopital llegamos a:

1
Nx+h

d
f(h):\/x+h—\/)_c=>Ef(h): :

gh)=h=g'(h)=1

_ Nx+h—x 1 1
lim = lim =——
h—0 h h—02x+h 2\/;

Ejemplo 2.72. Regla de L’Hépital

Calcule el limite

i S0 (x)

x—0 X

Solucion: Si derivamos el numerador y el denominador por separado:

lim ) _
x—=0 1
Ejemplo 2.73. Regla de L’Hépital
Calcule el limite
y=(1+x)"

Solucion:

limy = lim(1+x)"; lim In (y) = lim(l)ln (1+x)=9? lim In (y) = limL=1 R
-0 x—0| x 0

x—0 x—0 7 x x—0 x—01+x

Ejemplo 2.74. Regla de L’Hépital con indeterminacion de la forma =

(o]

Calcule el limite

1
m

Solucion: La evaluacién directa conduce a un absurdo.

Si reacomodamos la expresion anterior:

1
X __Z_9
=0T In (X) oo
Usando la regla de L’Hopital:
1 1
. 2
lim —% = fim —X = lim L=
x0T In (X) x—0" l x—0T X

X

por lo cual, si

1

Llimy=e =e
x—0
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Observe que podriamos derivar % , de la misma forma que en los casos anteriores, y el valor
del cociente seria cero. Sin embargo, la expresion 1im+—é no produce una forma indeterminada
x—0

0% =, por lo cual no es correcto continuar con la derivacion indiscriminada.

Ejemplo 2.75. Regla de L’Hopital

Resuelva:

fim G’

x—1 In (x)
Solucion:

(=1 0,

li ?
xlinl In(x) 0

2
im =Y 26D o (e 1) =0
x>l In (x) x>l 1 x>l
X

Ejemplo 2.76. Regla de L’Hépital

Halle el limite

. ex —X
lim
x—0 X
Solucion:
X _ —X 0
lim =—=7
x—0 X 0
eX —-X
lim = lim (ex +e_x) =2
x—0 X x—0

Uso iterado de la regla de L'Hépital

A continuacién abordaremos ejercicios en los que es preciso utilizar derivadas de orden superior
para encontrar el limite de una funcion.

Ejemplo 2.77. Regla de L’Hdpital
Encuentre el limite

cos (ax)—cos (bx) _

li ?
50 =
Solucion:
s (ax) —2 cos (bx) _0 2 lim cos (ax) —2 cos (bx) _ Jipy G Sen (ax)+b sen (bx) _0_ 9
x—0 X 0 x—0 X x—0 2x 0

B 2 2 2 2
i 4. Sen (ax)+b sen (bx) _ i % c0s (ax)+b”cos (bx) _b'-a

x—0 2x x—0 2 2




2.3. Aplicaciones de la derivada

Ejemplo 2.78. Regla de L’Hépital

Encuentre el limite

m tan (3x)—3x

x—0 X
Solucion:
lim tan (3);) —3x _ 9
x—0 X 0
Derivando:

— 2 —
lim tan (3x3) 3x _ lim 3sec”(2x)-3 _ 9?

x>0 X x—0 3x2 0

3sec’(2x) -3 12 sec (2x) sec (2x) tan (2x)

i 12 sec? (2x) tan (2x) _0_

lim 5 = lim =1i ?
x—0 3x x—0 6x x—0 6x 0
2 12{2 sec* (2x) +4 tan* (2x) sec? (2x)
.12 sec”(2x)tan 2x) . X X X)| 24
llm = llm =—= 4
x—0 6x x—0 6 6
Ejemplo 2.79. Regla de L’Hépital
Encuentre el limite
. sen (ax)—ax
lim —————
x—0 X
Solucion:
i S0 (ax3) —ax _0 '
x—0 X 0
_ )
i S0 (ayg) ax _ . acos (azx) a_ 9? lim a cos (azx) d_ o mdsen (ax) _0_ 2,
x—0 X x—0 3x 0 * x—0 3x x—0 6x 0

2 3

—a”sen (ax) _ i =9 c08 (ax)

lim

x—0 6x x—0 6 6

Ejemplo 2.80. Regla de L’Hépital
Encuentre el limite

y=[sen (x)]"
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Solucion:

lim y = lim [sen (x)]" =0° =2

In[sen(x)] —oo

lim In (y):iiir%)x In [sen(x)]ziiir%) T =——=9
X
cos (x)
lim 1 i dii In [sen (x)] . (x) . X2 0_,
SO T T T a0
dx\ x X2
d >
: : dx : : 2
lim In(y)=-1lim = —lim =—lim2x-sec“(x)=0
x—0 (y) xeoditan (x) x—0 sec2 (x) x—0 ( )
X

Ejercicios 2.13. Regla de L’Hopital

Usando la regla de I’Hopital, halle los siguientes limites:

3
Lolim 8y
xo2x + 2
2 fmYeEYE 1
a—0 a 2\/;

3. lim(l + lj .
X—>o00 X

3 ®cot (@)-1
m-—--

4. I = oo
d-0D

5 i tan (@) _
" D

I/N
6. SiNri:ﬁ(ﬂ) -1
K|\ 'c

Demuestre que lim N7; =In (%)

X—>o0

, demuestre que lim 7= l(CO — C)
R—oo k C

7. Sea 7= (R+1) ln(CO+R i C)

k (R+1)C



2.3. Aplicaciones de la derivada

2.3.4. Analisis de una funcion
El procedimiento para analizar las funciones es el siguiente:

1. Dominio de la funcion. Es el conjunto de nimeros de donde la variable independiente toma
sus valores, y para los cuales existe la variable dependiente en el conjunto de los numeros rea-
les. En las funciones algebraicas solo puede haber indeterminacion en dos situaciones y sus
combinaciones: en una funcién racional cuando el denominador se hace cero y en una funciéon
radical cuando el subradical es negativo.

2. Rango de la funcion.* Es el conjunto de nimeros de donde la variable dependiente toma sus
valores y para los cuales esta existe en el conjunto de niimeros reales. Despejamos la variable
independiente para determinar el rango; si después del despeje queda una funcién racional,
debemos evitar que el denominador se convierta en cero, y si después del despeje queda una
funcion radical, debemos impedir que el subradical sea negativo. En muchos casos, el calculo del
rango se complica por la estructura de las funciones; en la gran mayoria, obtendremos el rango
a partir de la grafica.

3. Paridad. Es de gran ayuda saber si la variable independiente toma el mismo valor, tanto para
X, como para —x,; si cumple con lo anterior, serd una funcion par o simétrica respecto al eje
vertical o de las ordenadas. Si no cumple con lo mencionado, simplemente no es par. Matema-
ticamente es:

Si f(xg) = f(—x,), entonces f(x) es par.
Si f(xg) # f(—xp), entonces f(x) no es par.

Puede presentarse otra situacion cuando la variable independiente toma un valor x,,, obtenien-
do la variable dependiente el valor f(x,) y para un valor —x,, obtenemos —f(x,); entonces la
funcion es impar o simétrica respecto del origen. Matematicamente es:

Si f(-xy)=—f(xy) entonces f(x) es impar.
Si f(—x)#—f(x) entonces f(x) no es impar.
Si la funcion no es par ni impar, entonces es asimétrica; es decir, no tiene simetria.

4. Intersecciones con los ejes. Para que la curva de la funcion intersecte el eje vertical, la variable
independiente debe ser igual a cero y obtendremos el punto de interseccion al evaluar f(x) en

x, =0, es decir, f(0) siempre y cuando f(x,) en R.
Para que la curva de la funcidn intersecte el eje horizontal, o eje de las abscisas, la variable
dependiente debe ser igual a cero y el punto o los puntos de interseccion deben ser los valores
de la varible independiente (x,, x|, ... x,) que provoquen que f(x) se anule o tome el valor de

cero f(x,) = 0. El punto estara formado por las coordenadas (x,, 0).

a) Interseccion con el eje de las ordenadas: igualar a cero la variable independiente.
b) Interseccion con el eje de las abscisas: raices o ceros de la funcion (interseccion con el eje de
las abscisas, igualar a cero la variable dependiente).

5. Puntos criticos 0 maximos o minimos. Debemos derivar la funcion, igualarla a cero y determi-
nar las raices, asi como obtener los pares ordenados de las raices, evaluando la funcién con
estas abscisas.

6. Intervalos de monotonia (intervalos de crecimiento/decrecimiento). Hay que dividir el domi-
nio en tantos intervalos mas uno del nimero de puntos criticos. Excluir de los intervalos los

* Algunas veces podemos obtener el rango al final del analisis. Si se trata de polinomios enteros, sabemos que todos los impares del
rango son reales; si se trata de pares podemos determinar su maximo o minimo absoluto al comparar las ordenadas de los puntos
criticos entre si. A partir del coeficiente del término dominante (el que tenga la variable elevada al mayor exponente) inferimos que
la funcion crece o decrece sin limite a medida que la variable independiente toma valores negativos grandes. Entonces, determina-
mos el rango con esta informacion y el maximo o minimo absoluto.
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puntos singulares o los puntos donde la primera derivada es igual a cero. Si no hay puntos
criticos, debemos tomar un solo valor de prueba en la primera derivada y, con ello, determinar
si la funcidn es creciente o decreciente. El recorrido se efectua de izquierda a derecha.

Nota: Es posible investigar la naturaleza de los puntos criticos (maximo o minimo) con la
primera derivada, evaluando antes y después del punto critico; si decrece y luego crece, se trata
de un minimo local, en caso contrario, de un maximo local.

Sif '(xp) > 0, la funcion crece; en caso contrario, la funcidén decrece.

Puntos de inflexion. Son los puntos de la grafica de una funcién en donde ocurre un cambio
en el sentido de la concavidad y podemos calcularlos a través de la segunda derivada de la
funcion, la cual igualamos a cero y las raices son los valores de la variable independiente de las
coordenadas de los puntos que pueden ser puntos de inflexion. Para hallar el par ordenado de
dichos puntos es necesario sustituirlos en la regla de correspondencia de la funcion.
Intervalos de concavidad. Debemos dividir el dominio en tantos intervalos de concavidad,
como puntos de inflexion mas uno. Si no existen puntos de inflexion, hay que utilizar los inter-
valos en los cuales la funcion es continua y ahi tomar los valores de prueba.

Si j”(xp) > 0, donde x, es el valor de x para el cual la segunda derivada es igual a cero, la
funcion es concava hacia arriba; en caso contrario, es concava hacia abajo.

Si f”(x,) > 0, donde x, es la abscisa de un punto critico, entonces el punto critico es un
minimo; en caso contrario, €s un maximo.
Asintotas. Aunque fueron tratadas ampliamente en el capitulo 1, seria bueno repasar ese tema,
para que el tema actual se facilite ya que, ademas de ser un referente para el trazo de la fun-
cion, es mas importante para comprender el comportamiento numérico de la curva cuando
una o ambas variables toman valores extremos (positivos o negativos).

a) Horizontales: y = a es una asintota horizontal si lim f(x)=a-
X—>+oo
b) Verticales: x = a es una asintota vertical si lim |f(x)|=+e> 0 lim |f(x)|=+ee o siocurren
ey eqe + _
ambas posibilidades. x—a x—oa
¢) Oblicuas: Larecta y=ax+besunaasintotaoblicuasi lim % =ay lim[f(x)-a-x]=b.
X—>+o0

X—>oo
Ademas, podemos obtener la recta y = ax + b al efectuar la divisiéon algebraica

f(x)= gif; =C(x)+ SE;; con C(x) como la regla de correspondencia de la asintota.

10. Bosquejo de la funcién. Trazar una grafica empleando el analisis anterior.

Ejemplo 2.81. Analisis de una funcién

Analice lo siguiente a partir de f(x)= x*—6x% +9x

1.
2.
3.

Dominio de la funciéon D r =R, por ser un polinomio.
Rango de la funcién Rango =R, porserun polinomio de grado impar.
Paridad:

S(=0) = (=) = 6(=x)* +9(=x) = =x" =637 =9x, f(=x)# f(x) y [(=x)#~[(x)

No es par ni impar, sino asimétrica.



4.

6.

2.3. Aplicaciones de la derivada o

Intersecciones con los ejes:
a) Interseccion con el eje de las ordenadas: x=0, f(0)= 0’ - 6(0)2 +9(0)=0; P._((0, 0)
b) Interseccion con el eje de las abscisas:

y=0; 0= x* —6x% +9x, factorizando.
O=x(x2 —6x+9) =x(x—3)(x—3) resolviendo x-3=0,x=0.. x=3yx=0
Pyi0(0,0); P _(3,0)
Puntos criticos:

Y _ d

—(x3 -6x7 + 9x) =3y =12 x+9 igualando a cero la derivada.
dx  dx

0= 3(x2 —4xx+ 3) ; 0=(x-3)(x—1); x=3; x=1 sustituyendo este valor en la funcion.

FW =01 -6(1)°+9()=4 f(3)=(3) -6(3)* +9(3)=0;  P4(L4) P»(3,0)

Derivando de nuevo:

df'(x) _ d(3x ~12#x+9)=6x-12
dx  dx

Sustituyendo en la segunda derivada los puntos criticos hallados en el paso 5:

() =6(1)-12==6; /”(3)=6(3)—12=6; P,,(1,4)=max; P,,(3,0)=min

Intervalos de monotonia (intervalos de crecimiento/decrecimiento):
T ————
xée (=, 1) F1(=2)=3(=2)" =12 % (<2)+9=45; f(=2)>0 Crece.
xe (1, 3) 2 F(2)=302)* =12%(2)+9=-3; f(2)<0 Decrece.

xe (3,+00) 4 F(#)=3(4% —12% (4)+9=9; f'(4)>0 Crece.

Puntos de inflexion. Igualando a cero la segunda derivada y resolviendo la ecuacion resultante:

f7(x)=6x—-12=0; x =2, por tanto, existe solo un punto de inflexion, y su par ordenado es:

£2)=(2)-6(2+9(2)=2, P,(2,2)

Concavidad de la funcién:
Intervalo x x, Comentario
x€ (—0,2) 0 £7(0)=6(0)-12=—-12; f7(0)<0 Coéncava hacia abajo.
xe (2,+0) ‘ 3 ‘ f7(3)=6(3)-12=6; f”(3)>0 ‘ Concava hacia arriba.
Asintotas:

a) Horizontales: lim f(x)= lim (x3 —6x7 +9x) =

X —> oo X—>teo

(Tabla 2.3

Resumen de la
monotonia del
ejemplo 2.81.

(Tabla 2.4

Resumen de
concavidad del
ejemplo 2.81.
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Por tanto, no existen asintotas horizontales.

b) Verticales: no existen asintotas verticales.
¢) Oblicuas: no existen asintotas oblicuas.

10. Bosquejo de la funcion.

S(%) Maximo (1, 4
A mo (1. 4) 1
Concava
3 hacia arriba
5] . Minimo (3, 0)
Punto de

X 1) inflexion (2, 2)

r T ) T T
1 11 2 3\ 4
1 )
Concava
=x,=3

5 hacia abajo X =X
_3
¥ Figura 2.19. Comportamiento
de la funcion f(x) = x3 — 6x% + 9x. 4

Ejemplo 2.82. Analisis de una funcion

Analice lo siguiente a partir de y = —x*+ 8x2— 16.
1. Dominio de la funcion: D, =R.
2. Rango de la funcién: —y=x*-8x* +16=—y= (x2 —4)2; x? =4+ -y . y<0; R, =(—c0, 0]
3. Paridad: f(-x)=y=—(-x)" +8(-x)* =16 =—x* +8x> =16 .. f(=x)= f(x), la funcion es par.
4. Intersecciones con los gjes:
a) Interseccion con el eje de las ordenadas:
Six=0, £(0)=-(0)*+8(0)* =16 = £(0) =—16; P,_,(0, —16)

b) Interseccion con el eje de las abscisas:

Siy=0, X2 =4+ —y=>x=tJ4x -y
x; =v4+/0 =2, x, =—4+/0 =-2, lo cual se confirma porque es una funcion par.

Ordenando las raices tenemos, x; =-2;x, =2

P,1_0(0,~2); P,y_o(0,+2)

5. Puntos criticos:

y’=—4x3+16x:>x(—4x2+16) cox = —VA =00 = V4



Evaluando la funcién para obtener los pares ordenados tenemos: f(—2) = —(-2)* + 8(-2)> - 16
=0, f(0)=16yf(2) =0, por ser par. Entonces, los pares ordenados de los puntos criticos son:

Pe (=2, 0), Pey(0,—16) y Pey(2, 0).

La clasificacion de los puntos criticos es:

Y (0)=-12(0)+16=16 P., minimo.

2.3. Aplicaciones de la derivada o

¥'(-2)=y"(2)=-12(2) +16=-32 P_ y P_, maximos.

6. Intervalos de monotonia (intervalos de crecimiento/decrecimiento):

(—o0,—2) -3 60 Crece.
(-2,0) -1 -12 Decrece.
(0,2) 1 12 Crece.
(2,+) 3 —-60 Decrece.

7. Puntos de inflexion: y”

—12x2 +16 = x =+/4/3 con los pares ordenados:

F(VAT3) = f(—&T3) =~(JAT3)" +8(AT3) ~16=-64/9

Los pares ordenados de los puntos de inflexién son, portanto, 1’11(—\/4/ 3,-64/ 9), P, (\/4/ 3,

~6419).

8. Concavidad de la funcién:

(—oo, -4/ 3) -2 -32 Coéncavo hacia abajo.
(—\/4/ 3,44/ 3) 0 16 Concavo hacia arriba.
( 413, +oo) 2 -32 Coéncavo hacia abajo.

9. Asintotas:

a) Horizontales: no tiene.

b) Verticales: no tiene.
¢) Oblicuas: no tiene.

(Tabla 2.5

Resumen de la
monotonia del
ejemplo 2.82.

(Tabla 2.6

Resumen de la
concavidad del
ejemplo 2.82.
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10. Bosquejo de la funcion:

f(x)=x4+8x2-16
6 -

~
o
1
=
o
1
N
~
Q
I

—16}+—— P, =min

~18.
-20.

¥ Figura 2.20. Comportamiento
de la funcion y = — x* + 8x2 — 16.

Ejemplo 2.83. Analisis de una funcion

Analice lo siguiente a partir de:

2
X
f(x)=
1-x2

1. Dominio de la funcion:

1-x"=0,x=%1, D, =R—-{-1,1}

2. Rango de la funcion:

2 2
f(x)=1i67,despejando X, f(x)=1_x2 =y=x° =y(1—x2), x? = y—yx%;
x2+yx2=y; x2(1+y)=y,x= (li}y)
- +
Y >0, 320, 1+y>0, y>—1 = S =[0,+c0
_ +(1+y)—>y—’ y ay 1 [7 )

y<0, 1+4y<0, y<—=1.. 8, =(—00, - 1)
La solucidon completa es, entonces:
Ry=(-oo, 1) U[0, +<)

Ry=R-[-1,0)



2.3. Aplicaciones de la derivada

Paridad:

(-x)* x? .
f=x)= AN =f(x), f(=x)=f(x)

La funcién es par, es decir, es simétrica respecto al eje de las ordenadas.
Intersecciones con los ejes:
a) Interseccion con el eje de las ordenadas:

=0, £(0) =25 =0 Py (0,0)

b) Interseccion con el eje de las abscisas:

f(x): X 3 =O,X2=0,X=0
1-x
P,_4(0,0)
Puntos criticos:
2
P df(x) d[l i 2}
X X -Xx
f(x)_l—xz’ dx  dx
d d
(-2) 2 () L 1)
£(x)= dx — dx
(1-+7)
2x(1—x2)+2x3 B 2x—2x3 +2x° . 2x
TR
, 2x
=2
1-x )
, 2x
f(x)=0= 55 2x=0,x=0
1-x?
Sustituyendo en la funcién:
02
f(O): 1_02 :O’Pcl(oa 0)

Derivando de nuevo:

N 2
2] pep e
() = (1—x) _ dx dx

dx [(l_xz)z]z

2 d 1—x2
-2 —4X(1—x2)[d] 2(1-x2) +8x2(1-x?)
f (x)z 4 X = 4

(l—x ) (l—x )
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Tabla 2.7 )

Resumen de la
monotonia del
ejemplo 2.83.

Tabla 2.8 )

Resumen de la
concavidad del
ejemplo 2.83.
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Lo 21=X)48 g 02 ig? 246t L, . 24617
T e
(1—x ) (l—x ) (l—x ) (]_x )
Sustituyendo P_en la segunda derivada:
2
f"(0)=ﬂ=—=2 minimo, y P.;(0,0)=min

(1-©?) !

Intervalos de monotonia (intervalos de crecimiento/decrecimiento):

.

(o0, 0)—{-1} -2 /(2= ﬁ=_§ Decrece.
, 2(2) 4
(0, +o0)—{1} 2 /)= (1_[_2]2)2 ) Crece.

7. Puntos de inflexion:

Igualando a cero la segunda derivada y resolviendo tenemos:

2+6x?

77(x)= =0:2+6x>=0; x=1+ /_l , por tanto, no existen puntos de inflexion.
(-] :

8. Concavidad de la funcién:

” 2+6(-2 . .
P e | -2 f(=2)= # - 27 —=< Concava hacia abajo.
(1-(2° )
” 2+6(0 2 . .
xe(-L1) 0 f7(0)= 246007 i =5 >0 Coéncava hacia arriba.
(-0r) -
oy 24627 26 o
xe (I, +e) 2 17(2)= L& =< Céncava hacia abajo.
(1 _ (2)2) =27




9. Asintotas:

2.3. Aplicaciones de la derivada

2
x? 2
a) Horizontales: lim f(x)= lim 5 = lim X 5= lim =-1
X—>o0 x—eo ] —x x> | x x—eo | ~1
— - 2
X2 X7 X
lim f(x)=-1.. y=-1
X—>o0
2
b) Verticales: f(x)= . 1-x* =0, x==1
- X
x=-Lx,=1
Comportamiento de la curva cerca de las asintotas verticales:
lim f(x)
x—>iai
. x? . x?
lim 5 =—o0 lim 5 =+oo
x—-1"1—-X x—=1"1—=X
. x? . x?
lim 5 =too lim 5 =—o
x—>—l+1_x x—>1+1—x
Por tanto, ambos ceros del denominador son asintotas:
¢) Oblicuas: no tiene.
10. Bosquejo de la funcion:
S (x)
v lim f(x) =+ ¢ lim f(x) =+
Ex -1 E x— 1
: 4 1 :
Concava
. hacia 2 A .
; arriba ' :
I Minimo
x, =1 E / E x, = +1
: : 1
T T \:u 7 0 T i/ T 1 X
2 1.5 -1 0.5 0 0.5 I 1.5 2
5 y=1 5
Concava Coéncava
hacia ; ; hacia
abajo . =7 . abajo
L lim f(x)=— e :
:xﬁmfllff(X) v Iim f(x)=-e
: Coxe
: 6 - :

2
¥ Figura 2.21. Comportamiento de la funcién f(x) = 1*72 con asintotas horizontal y vertical.
- X
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Ejemplo 2.84. Analisis de una funcién

Analice lo siguiente a partir de:

x" -4
1. Dominio de la funcién: x> —4=0, x =12, D,=R-{-2,2}

2. Rango de la funcion: f(x) =

x* -4
2
despejando x, f(x)=— i y=xt= y(x2 —4), x2=yx? —4y;

xz—yx2:—4y;
2 4y
X (I-y)=—4y,x= F
-t Ay
- =)

y20,y=1>0,p>1 .. S =(1, +e)

y<0,y-1<0,y<1 .8, =(—0,0]

La solucién completa es, entonces, Ry =(—co, 0] U (1, + ), o bien, Ry=R-(0,1]
3. Paridad:

(=x)? 2

(x4 24 f(x), f(=x)= f(x), la funcion es par

f(=x)=

4. Intersecciones con los ejes:

a) Interseccion con el eje de las ordenadas:

. 0
=0,f(0)=——=0; P._,(0,0
x=0.7(0) = 5= =0: Py (0.0)
b) Interseccion con el eje de las abscisas:

f(x)=x2x_4=(),x2 =0,x=0
P,_,(0,0)
5. Puntos criticos:
x? d d
. Ees d{xz _4] - (2 _4)5()62)_)625(362 ~4)
fx)_x2—4’ dx  dx A (x2—4)2
2x(x2 _4)—22x3 _ 2x° —8)(—22163 _ —8x W)= —8x ;
(x2 —4) (x2 —4) (xz —4) (x2 —4)
f(x)= =sz; —8x=0, x=0

-
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Sustituyendo en la funcién:

0>
SO)= =0 £4(0,0)
Derivando de nuevo:
| — 2 d[-8x] d[(x2 _4)2]
(XZ _4)2 (x2 —4) +8x
f"(x) — — dx dx

g S e _s( (4020 _sfor)

(-4 | (2 -a] (x*-a)

Sustituyendo en la segunda derivada el punto critico:

2x4{4+0’} 1
=————=—=-—-, maximo
(-4

17(0)

P, (0, 0) = maximo

6. Intervalos de monotonia (intervalos de crecimiento/decrecimiento):

Resumen de la
monotonia del
o jemplo 2.84.
(—e, 0)={-2} -1 [ :%zgx) Crece. ejemplo
1) -4
=8(1
(0, +22) {2} 1 /)= ((1)2 : 21)2 = _g <0 Decrece.

7. Puntos de inflexion:

Igualando a cero la segunda derivada y resolviendo:

8{4 + x2}

f (X)Zmz

0:4+x>=0; x=1/-4, por tanto, no existen puntos de inflexion.
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8. Concavidad de la funcién:

Resumen de la concavi-

dad del ejemplo 2.84. 8{4+(—3)2} 104
x€ (—e0,—2) -3 f(B)=——F=——> Concava hacia arriba.
’ 2_y4)p 125
(54
o 8{a+0h
xe(-2,2) 0 S7(0)= T =5 0 Céncava hacia abajo.
e

B 8{4+ 32} 104

xe (2, +o 3 ”(2 Céncava hacia arriba.
( ) f ( ) (32_4)3 125
9. Asintotas:
a) Horizontales:
2
x? 2
lim f(x) = lim —— = lim —*— = lim =1
X—o0 X—oo X — X—oo X 4 Xy 4
-3 2
x> x? X

lim f(x)=1..py=1

X—o0
b) Verticales:
f(x)=—4, x?—4=0, x=1+4

x1=—2, x2:2

Comportamiento de la curva cerca de las asintotas verticales:

lim f(x)
x%iai
. x2 . X2
lim — = oo lim — =—o0
ros2~x -4 yo2m X —4
2 2
lim = —o0 Iim = 400
yo2txT -4 yo2txT -4

Por tanto, ambos ceros del denominador son asintotas:

¢) Oblicuas: no tiene.
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10. Bosquejo de la funcion:

X
];(Y_ x4
lim f(x)=+c ' o
L SO : L lim () = e
. 4 4 E x—2*
Concava Cdncavs
hacia arriba ; oncava
' hacia arriba
2 4 X = +2 —»E
—X = 2 y :I -1 i
0 ;
T T T T T t T 1 X
4 3 -2 - 0 1 2 3 4
) ,
Maximo (0, 0) Concava
hacia abajo
44
‘limif(x) == ¥ Figura 2.22. Comportamiento
lim_f(x)=—c o : de la funcién f(x) = . con
x—-2 XZ _4
_6 - : asintotas vertical y horizontal.
Ejemplo 2.85. Analisis de una funcion
x2
Analice lo siguiente a partir de f(x)= 51
x—
1. Dominio de la funcién D = R—{%}

2. Rangodelafuncion2xy—y=x>=—y=(x2=2xp+1?) =% y(y=1)=(x-p)* - x=y+y(y-1)
y(r=-120,8={0,1; y(y-1)>0:y>0p>1 . S, =(L+), y<0y<l.. S5=(-,0)

Por tanto, el rango es R = (—oe, 0)U(1, +o0) U {0,1} = R=R—(0,1)

3. Paridad:
2 2
f(=x)= (=) =X = f(-x)# S ) ; por tanto, no es par ni impar.
2(-x)-1 1-2x —f(x)
4. Intersecciones con los ejes:
a) Interseccion con el eje de las ordenadas:
02
f(0) =0

T200)-1



144 ¢ CAPITULO 2 Laderivada y sus aplicaciones

b) Interseccion con el eje de las abscisas:
x=0£,0(0-1)=0
Px:O (05 0): Py:O(Oa 0)

5. Puntos criticos:

-] =x22x-1" 2(x—1)

Fx)= (2x-17 T

(2)6—1)2[)62 —x]’—( g —x)[2x—1]2’ 2

Qx-1)* 2x-1)}

f(x)=2

Igualando la primera derivada a cero y resolviendo tenemos: x; =0, x, =1

Sustituyendo estos valores en la funcion para encontrar su par ordenado:

F0)=0; fF()=1

Entonces evaluamos la segunda derivada con estos puntos criticos para conocer su naturaleza:
77(0)==2; ”(1)=1, por lo cual = Pc(0, 0) = maximo, Pc, (1, 1) = minimo

6. Intervalos de monotonia (intervalos de crecimiento/decrecimiento):

Resumen de la monoto- 4
nia del ejemplo 2.85. (==, 0) -1 9 Crece.
1 1 =3
(09 1){5} 4 ) Decrece.
4
(1, +e0) 2 9 Crece.

7. Puntos de inflexion (igualando la segunda derivada a cero):

2
2x-1)

2
BT G OV
220
Como la ecuacion no tiene solucion, concluimos que no existen puntos de inflexion.

8. Concavidad de la funcién:

Tomando el dominio para analizar las concavidades de la funcion:
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Resumen de la concavi-

(—oo 5) -2 Céncava hacia abajo. dad del ejemplo 2.85.

(%, + °°) ‘ 1 ‘ 2 ‘ Concava hacia arriba.

9. Asintotas:

a) Horizontales:

lim f(x)=oo; lim f(x)=—oo, por tanto, la funciéon no tiene asintotas horizontales.
X—>o0 X—>—oc0

b) Verticales:

x=l; lim f(x)=—cc; lim f(x)=eo
2 1~ 1t
X—=> X—>—
2 2
¢) Oblicuas:
x/2+1/4 2 1 1/4 ’ '
2x—1| x? ; entonces ==4+—- , la asintota oblicua es
2x—-1 2 4 2x-1
x> +x/2
x2—x/2+1/4
1/4

Z=1(2x+l); six=0, z=i; siz=0, x=—%, o también:

li x X
o 2x-1 2 ¥t
. X 1. .. X 1 . 2| 1
= lim =—; lim -——x |=lm| —= [=—
X x—2x—1 2 xoe|2x-1 2 x—eo 2x -1 4
10. Bosquejo de la funcién:
S1x)
12 :
0.8 : Min
. 0.4 :
g0 =5 +7 o
2N /Max L x=0.5
:/ T T X
1 1
E ¥ Figura 2.23. Bosquejo de la
' funcién f(x) =2X721 con
! asintota oblicua.
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Ejercicios 2.14. Analisis de una funcion

Analice las funciones siguientes:

Funcién Respuesta

5 y=x*-5x2+4

1. y=x*-5x"+4 Puntos criticosen x =0, — é, = 10
2°\2

Minimo en _\/E,_g’ \/E,_g 8
2 4 2 4

Maximo en (0, 4)

4
Creciente en | — 2,() A é’oc
2 2 A

Decrece en [—oo’ - 2} {0’ é)
2 2 4 73\/ 0 \/2
No tiene asintotas I

2. y= X Puntos criticos en x =0,—+/3,/3

~

2
Minimo en (\/g, ﬁ} 14
2

N B 0
Maximo en [_\/3’ _ ﬂ] ¥ o Yy ‘\
2

S

2

f=e”

3. f(x)= e Punto criticoen x =0
Maximo en (0, 1)
Creciente en (—oe, 0]
Decreciente en [0, «)




Funcion

—x"+4x-2

6. f(x)=

2

x2

X

+9

2.3. Aplicaciones de la derivada o 147
Respuesta y
Punto critico en x =2
Maximo en (2, €?) 7
Creciente en (—oo, 2) Jz e
Decreciente en (2, «) 6
5
4
3
2
1
|
-1 0 1 2 4 6
Punto criticoen x =0 1)
Minimo en (0, —1)
. 1.5
Creciente en (—eo, 0)
Decreciente en (0, o)
—_— — — — — M= — = = = = -
0.5
-4 -2 2 4
_ox-1
o=~
-1.5
S )
Puntos criticos en x =-3, 3 __x
) J09= 55 0.15
Maximoen | 3, —
6 0.10
. -1
Minimo en | -3, ? 0.05
Creciente en (-3, 3) 0 10 20 30 *

Decreciente en (—oo, —3), (3, )
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2.3.5. Método de Newton-Raphson

El método de Newton permite resolver ecuaciones no lineales mediante aproximaciones sucesivas
o iteraciones.

NAWAL

Sif(c) =0, donde f'es derivable en un intervalo abierto que contiene ¢, entonces, para aproximar
¢ podemos seguir la metodologia descrita a continuacion:

a) Se propone un valor inicial de la raiz, la cual puede obtenerse a partir de un bosquejo o de
las consideraciones fisicas del problema (x,)).
b) Se calcula una nueva aproximacion con la formula siguiente:

S ()
()

Donde x, es el valor inicial o supuesto, y x, _, es el valor calculado; dichos valores se ac-
tualizan con cada iteracion. Este método permite estimar las raices de ecuaciones con suficiente
exactitud. En los problemas no lineales donde no es posible encontrar de manera exacta el valor
de la raiz es necesario un criterio para detener el algoritmo de Newton. Dicho criterio es:

Xp—1 = Xk —

b 1| < &

Donde € es un valor suficientemente pequenio y se elige con base en el tipo de problema a
resolver. El valor de inicio (x,) debe elegirse juiciosamente, de lo contrario, la solucién no podria
obtenerse.

Ejemplo 2.86. Calculo de raices o sus aproximaciones mediante el método de Newton-Raphson

Sea la ecuacion:
X2=x-2=0
Verifique que las raices reales son:
x={-1,2}

Solucion: Al aplicar el método de Newton fijando como valor inicial x, = 1 y un criterio de paro
£<0.0001, derivamos la funcién:

J(x)=2x
La actualizacion de valores la obtenemos con la formula siguiente:

Xk ex -2
Xl =X T
2x; -1

Entonces, comenzamos el algoritmo asi:

(P-1-2)

= ymo

Calculamos la diferencia absoluta entre el valor inicial y el calculado:

[1-3] =2
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Puesto que:
2>¢

Continuamos, entonces, con las aproximaciones, tomando ahora el valor inicial como x = 3:

R e
2 )3)-1 5

De nueva cuenta, calculamos la diferencia entre el valor nuevo y el propuesto:
B-22/=08

Podemos observar estas iteraciones en la figura siguiente:

Sx)
8 -
6 -
4 -
2 -
8 : 7 ‘ - X
1 2 3
¥ Figura 2.24. llustracion del
27 método de Newton para
determinar la raiz de un
4 4 polinomio.

Como esta diferencia atin es mayor que la tolerancia (), actualizamos el valor inicial y calcu-
lamos uno nuevo:

2_ —
v =22-22 22272 50118
2)22)-1

El proceso contintia hasta alcanzar la convergencia deseada, y resumimos los resultados en la
tabla siguiente:

1.0000 ~2.0000 1.0000 3.0000 2.0000 Resumen de valores del
ejemplo 2.86.

3.0000 4.0000 5.0000 2.2000 0.8000

2.2000 0.6400 3.4000 20118 0.1882

2.0118 0.0354 3.0235 2.0000 0.0117

2.0000 0.0001 3.0001 2.0000 0.0000

Por lo cual, concluimos que la solucion, con una tolerancia de 0.0001, es: x = 2.0000.
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Tabla 2.14 )

Resumen de valores

del ejemplo 2.87.

Tabla 2.15 )

Resumen de valores

del ejemplo 2.88.

Tabla 2.16 )

Resumen de valores

del ejemplo 2.89.

CAPITULO 2 Laderivada y sus aplicaciones

Ejemplo 2.87. Calculo de raices o sus aproximaciones mediante el método de Newton-Raphson

Sea la ecuacion: x32—2=0

Calcule sus raices, si sabemos que x, = 1 es cercano a una raiz.

Solucion: Al aplicar el método de Newton, comenzando con un valor inicial x,,= 1y un criterio de

paro €< 0.0001 para encontrar una raiz.

Usando el método obtenemos la tabla de iteraciones siguiente:

1.0000 —1.0000 3.2000 1.3125 -0.3125
1.3125 0.3874 5.8206 1.2460 0.0665
1.2460 0.0212 5.1910 1.2419 0.0041
1.2419 0.0001 5.1537 1.2419 0.0000

Lo cual coincide con la solucidn analitica x = 2%'!6 hasta la tercera cifra decimal.

Ejemplo 2.88. Calculo de raices o sus aproximaciones mediante el método de Newton-Raphson

Resuelva la ecuacion 0 = e*— 1, para € < 0.0001, comenzando con x, = 1.

Solucion:
f(x)=e"-1 X X, — x|
1.0000 1.7183 2.7183 0.3679 0.6321
0.3679 0.4447 1.4447 0.0601 0.3078
0.0601 0.0619 1.0619 0.0018 0.0583
0.0018 0.0018 1.0018 0.0000 0.0018
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000

La solucidn es comparable con el resultado analitico x = 0.

Ejemplo 2.89. Calculo de raices o sus aproximaciones mediante el método de Newton-Raphson

Resuelva la ecuacion 0 =sen(x)— % con £€<0.0001y x, =1.

Solucién: Podemos observar las iteraciones en la tabla siguiente:

£(x) = sen (x) —; £(x) = cos (x) X

[ g =X
1.0000 0.3415 0.5403 0.3680 0.6320
0.3680 —-0.1402 0.9330 0.5183 0.1503
0.5183 —-0.0046 0.8687 0.5236 0.0053
0.5236 0.0000 0.8660 0.5236 0.0000
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La solucién analitica es:

sen (x)=%=>x={%+27tk,%t+2ﬂk:ke Z}

En la cual una raizes x =— = 0.523599.

ol

Ejercicios 2.15. Calculo de raices o sus aproximaciones mediante el método de Newton-Raphson

Usando el método de Newton-Raphson, halle una raiz de las ecuaciones utilizando como valor
inicial el sugerido y el criterio de convergencia sefialado.

. S Criterio
Ecuaciones inicio
(x ) ka_l _xkl Va]or ﬁnal
0
5
6
3
5
3

1. | ¥*-4=0 1 0.0001 2.0000
2. | x¥*+0.13x-0.066=0 1 0.0001 0.2000

3. e 20 1 0.0001 0.4804

4. | log, (x+1)-8=0 100 0.0001 255.0000

5. | tan(x)—~3=0 1 0.0001 1.0472

2.4. Definicion de antiderivada o primitiva

El proceso de la determinacion de una funcion a partir de su derivada es opuesto a la derivacion, por
ello se llama antiderivacion. Si podemos determinar una funcion y(x) cuya derivada sea f(x), entonces:

V() =/()

Por lo que decimos que y(x) es una primitiva (o antiderivada) de f(x).

Es decir, para una funcion dada, si le hacemos una antiderivacion (camino del centro hacia la
izquierda en la figura siguiente), obtenemos una funciéon primitiva. En cambio, si la derivamos,
obtenemos su derivada.

Definicion de antiderivada o primitiva

Una antiderivada o primitiva de la funcién f'es una funciéon F tal que F’(x) = f(x).
Siempre y cuando f(x) esté definida.

Primitiva ., Funcion ., Derivada
<—— Antiderivacion <—— —>  Derivacion —>

F(x) f(x) S

¥ Figura2.A

151
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En la figura anterior ilustramos las operaciones de derivacion y antiderivacion, comenzando
con la misma funcién f(x) y siguiendo en direcciones opuestas.

F(x)
Antiderivacion Derivacion
f(x)

¥ Figura2.B

En la figura anterior mostramos que la derivacion “anula” el resultado de la antiderivacion y
que la derivada de la primitiva de f(x) es la funcion original f(x).
A continuacion damos algunos ejemplos de funciones, cada una con sus primitivas:

Tabla 2.17 ) Funcién f(x) Primitiva F(x)

Tabla de algunas ! *
funciones y sus primiti- 2x x?
vas.
1 4
3 -
COS X sen x
1
sen 2x —E cos 2x

Si F es una antiderivada en un intervalo /7, entonces la antiderivada mas general de f'en 7 es
f(x)+ ¢, donde ¢ es una constante arbitraria.

. . . 3
Tenemos la funcién f(x) = x? en la cual observamos que la antiderivada general de f'es % +C

Al asignar valores especificos a la constante C, obtenemos una familia de funciones cuyas graficas
son traslaciones verticales de una a otra.
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x? x?
= =+ = =4
y=3t3 y=3t2
5- 41
41 3
2
14
Ll Ll ll T
' ' ' -6 -4 2 0 2 6
6 4 2
X =X
y= 3+1 Y 3
3 2.
24 14
/ %6 4 2 /0 2 4 6
T Ll L T T T 71.
6 4 2f 0 2 4 6
14 o)
X 1
y= 3_ y= _.;372
2
1 Ll Ll Il T -X
1 6 4 2 0 2 4
T T T _1-
6 4 2 4

¥ Figura 2.25.
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A continuacién presentamos algunas formulas de antiderivacion:

Tabla 2.18 ) Antiderivada Antiderivada
. Funcién particular Funcién particular
Tabla con funciones

y sus antiderivadas cf (x) cF(x) sen x —COoS X
de uso frecuente.

f(x)+g(x) F(x) + G(x) sec? x tan x
xn+l

xX"(n#-1) sec x tan x sec x
n+l1

In |x| > sen”! x

==
=

|
=

e e~ 3 tan”! x

COos x sen x

Para obtener la antiderivada general (en un intervalo) a partir de las particulares de la tabla
anterior, tenemos que sumar una constante.

Ejemplo 2.90. Antiderivadas

Encuentre la antiderivada de cada una de las funciones siguientes:

a) f(x)=6x>—8x+3
b) f(x)=1-x3+5x7-3x7
c) f(x)=4senx—3x5+6(‘/x_3

d) f(x)=e*+20(1 +x?)— 1

Soluciones:
xn+1
a) Aplicando
n+
2+1 1+1
Tenemos: gx)= 67" _ gX 3
2+1 1+1
5 2
(=28 5
3 2

g(x)=2x3—4x*+3x+¢
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X
b) Aplicand
) Aplicando il

3 5+1 7+1
Tenemos: g(x)=x—x—+5x B S

341 5+1 7+1

n+l

¢) Aplicando: o 1 y f(x)=senx, g(x)=-cos x
n+
35 g YA
x)=4(—cos x)— + +c
g =4 ST
4
X6 24 7/4
gx)=—4cos x——+=—x""+¢
3 7
. n+l
d) Aplicando: Yy fx)=eb, g(x)=e"
n+1
g(x)=e*+ 202+c
I+x

Ejercicios 2.16. Antiderivadas

Determine la antiderivada de las funciones siguientes:

Funcion Respuesta
1. f(x)=6+9x>-12x° 6x+3x> —3x*
oxll 2!
2. f(x)=x"-6x""-10 —10x———+"—
J(x) TR
3. f(x)=2- %& 7 25— 2527
3
4. f(x)=9x* +6Jx° 25_7x(x2)1/3 N 712’65\/)“_
3 5 1 3
S5 ¥ 22
6. f(x)=5¢"—sec O tan 0 5e¥ — sec (x)
3
7. f(x)=—-x-5 -5x
X
8. f(x)=7cos (x)—10sen (x) 10 cos(x)+7sen(x)
8 X
9. f(X)=—F—r= 4 arc sen(—)
8 4x2 V2
2532 552

10. f(x)=5x—+/3x -5 +=
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Introduccion

En el capitulo 2 se analiz6 la razon de cambio cuando la modificacion de la variable independien-
te tendia a cero; si lo traducimos en operaciones muy elementales para simplificarlo, se trata de
variables en un cociente y para interpretarlas nos ayudamos de unidades, las cuales quedan como
?, Sﬂ, % o) g, ..., etc. Otra operacion fundamental es el producto; si recordamos los cursos ele-
mentales de fisica, las unidades de un resultado también se pueden presentar por una multiplica-

cion; por ejemplo, el Newton resulta de multiplicar la masa en kg por la aceleracion en :—Z, lo que
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forma el producto Kg * ;'77 El trabajo es el producto de la fuerza en N por la distancia en m, y asi
sucesivamente. Esta y otras situaciones de productos son de gran relevancia; la rama de las mate-
maticas que las describe es el cdalculo integral, del cual primero debemos estudiar sus fundamentos.

3.1. Teorema fundamental del calculo

En el estudio de las integrales de funciones hay ciertas condiciones que, si se consideran, ayudan
a llegar a algunas conclusiones. Lo anterior se describe en el teorema siguiente:

Si fes una funcidn continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b], y la funcién F (x) = Jb f(x)dx,
a

entonces F(x) es derivable en [a, b]. Ademas, para todo x de [a, b], se tiene F'(x) = f(x).

El teorema 3.1 se describe en la definicion siguiente:

Sea una funcion real definida de un intervalo cualquiera [a, b](a, b). Se dice que la funcion real

F definida y derivable respecto de [a, b] es una antiderivada de f'si para todo x tal que a < x < b
se tiene que F'(x) = f(x).

Por ejemplo, F(x) = [‘74] es una antiderivada de la funcion en f(x) = 2x* porque al derivar

F sobre (—oo, o) se verifica que (%AJ =2x3.

Nota: La definicion implica que una antiderivada F es una funcidén continua sobre [a, b], o sea, {
que es derivable en cada uno de sus puntos.

3.1.1. Reglas basicas de integracion

Es importante comprender que 1) integramos diferenciales; 2) que los diferenciales son producto
de la derivada de una funcién (la cual sigue siendo una funcion) por el diferencial de la variable
independiente, por lo cual, nunca debemos ubicar el diferencial en el denominador, y 3) que
mediante la integracién determinamos la funcion de la cual teniamos, al inicio, su diferencial o
derivada. Por lo anterior, mediante la integracion se determina la antiderivada.

A continuacion estudiaremos algunas antiderivadas (integrales indefinidas) sencillas con el fin de
abordar el tema de integrales definidas; posteriormente integraremos diferenciales mas elaboradas.

También en el capitulo anterior estudiamos la definicién de antiderivada, como:

Se dice que una funcion F es una antiderivada de una funcion f respecto de algin intervalo 7, si
F’(x) =f(x) para toda x en 1.
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Ejemplo 3.1. Antiderivada

Encuentre las antiderivadas de f(x) = 2x.

Solucién: Una antiderivada de f(x) = 2x es F(x) = x2, puesto que F’(x) = 2x. Cabe mencionar que
una funcion siempre tiene mas de una antiderivada. Asi, en el ejemplo anterior, F|(x) = x> -1y
F,(x) = x* + 10000 también son antiderivadas de /(xx) = 2x, puesto que F’,(x) = F’, (x) = 2x.

Ahora veamos que cualquier antiderivada de f'debe ser de la forma G(x) = F(x) + C; es decir,
dos antiderivadas de la misma funcion pueden diferir, a lo mds, en una constante. Por tanto, F(x) + C
es la antiderivada mas general de f(x). Asimismo, graficamente es una familia de curvas, como se
muestra a continuacion:

f(x.)
25
20

15

10

g

l4 = X  J Figuré 31 Alg.uno.s miembros
de la familia de antiderivadas de

' J(x)=2x.

Ejemplo 3.2. Antiderivadas generales

a) Encuentre la antiderivada de f(x)=2x+5.

Solucién: Una antiderivada de f(x)=2x+5 es F(x)=x>+5x, puesto que F'(x)=2x+5.

La antiderivada mas general de f(x)=2x+5 es F(x)=x"+5x+C.

-10 9 8 -7 -6

¥ Figura 3.2. Algunos miembros
de la familia de antiderivadas de
f(x)=2x +5.
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b) Encuentre la antiderivada de f(x)=—sen (x).

Solucién: Una antiderivada de f(x)=—sen (x) es F(x)=cos (x), puesto que F’(x)=-sen (x).

La antiderivada mas general de f(x)=-sen (x) es F(x)=cos (x)+C.

)
25 1

-154
¥ Figura 3.3. Algunos miembros 24
de la familia de antiderivadas de
J(x) ==sen (x). 254

3.1.2. Notacion de la integral indefinida

La notacion mas general de la antiderivada, la cual aqui llamamos G(x), se muestra en el teorema
siguiente:

Si F’(x) = f(x) para toda x en algtn intervalo [a, b], entonces
G(x)=F(x)+ C.

Asi, se trata de la antiderivada mas general para toda x en el intervalo.

Demostracion
Supongamos que se define g(x)=G(x)— F(x). Entonces, puesto que G'(x) = F’'(x), se concluye
que g'(x)=G(x)-F'(x)=0,Vxe [a,b].

Six, y x, son dos numeros cualesquiera que satisfacen a < x; < x, <b; por el teorema del valor
medio se concluye que en el intervalo abierto (x;, x,) existe un nimero k para el cual

o 8(0)—g(x)
g'(k)= Ty

o g(xy)—g(x)=g(k)(x,—x)

Pero g'(x) =0Vx € [a, b]; enparticular, g’(k) = 0. Portanto, g(x,)—g(x;)=0 o g(x) = g(x)).
Luego, por hipotesis, x, y x, son dos nimeros arbitrarios, pero diferentes, en el intervalo. Puesto
que los valores funcionales g(x,) y g(x,) son iguales, debe concluirse que la funcion g(x) es una
constante C respecto a x. Por tanto, g(x)=C=G(x)- F(x)=C o G(x)= F(x)+C.

En la tabla siguiente se presentan varias formulas en las cuales se sefiala la funcion antideri-
vada mas general para ciertas integrales indefinidas de uso frecuente.
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Integrales basicas algebraicas, Integrales basicas ( Tabla 3.1
exponenciales y logaritmicas trigonomeétricas

Reglas basicas de
l. Jodx=c 12. Jcos udu=sen u+C integracion.
2. fdx=x+c 13. Itanudu=—1n|cosu|+C
3. de=f(x)+c ) J.du=u+c 14. Jcotudu:ln|senu|+C
4, Jkdx=kx+C 15. Jsecudu=1n|sec u+tanu|+C
5. Jkf () = k[ f(x)dx 16. | csc udu=1n |csc u—cot u|+C
z4n+1
6. Ju"du = +C, n#-1 17. Itanzudu:—u+tan u+C
n+1
7. (o) £ g0)]dx = [ £ (x)dx + [ g(x)dx 18. [cot’ udu=—u—cot u+C
8. Jldu=1n|u|+C 19. Iseczuduztanu+C
u
9. Je“du=e”+C 20. J.%duzlarctanz+C
u +a a a
10. Ilnudu=u+ulnu+C 21. J ! du=—J ! du=ilnu Y4c
w—a® a* =’ 2a  |lu+a
11. Isen udu =—cos u+C

A continuacién utilizaremos algunas de las féormulas del cuadro anterior para resolver las
integrales siguientes:

Ejemplo 3.3. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:
jdx
Solucion: Mediante la integracion obtenemos la funcidn de la cual tenemos el diferencial que, en

este caso, corresponde al de la variable independiente dx. Al integrar llegamos a la variable inde-
pendiente o funcion identidad mas una constante, como se muestra a continuacion:

Idx=J1dx=x+c

Ejemplo 3.4. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:
J3x2 dx
Solucion: En realidad, en esta integral hay dos diferenciales: uno que es evidente dx (el diferencial

de la variable independiente) y otro que puede ser menos evidente; si desarrollamos la facultad de
identificar diferenciales elaborados dentro de las integrales, el calculo integral sera exitoso.
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Resulta que 3x? dx, es el diferencial de la funcién f( x) = x3; podemos verificar esto rapidamen-
te al diferenciar ambos lados de la igualdad:

f(x)=x"
df =d(x")
df =3x>dx

Entonces, podemos ver la integral j3x2dx como J-df, la cual es la tercera formula de la tabla
3.1y, ademas, es muy parecida al ejemplo 3.2.

Jdr =R f=F+e ypara f(x)=x

rencial, es un recurso practico,! el cual indica que el primer concepto matematico (la integral)

Nota: La diagonal invertida que cruza el simbolo de la integral y, posteriormente, el del dife- {
deja sin efecto al siguiente concepto matematico (el diferencial).

I3x2dx =x’+c¢

También es muy comun visualizarla como Jdu =u+c

Nota: Por lo anterior, el tema de calculo integral debe estudiarse después de adquirir habilidad
en derivacion y diferenciacion.

Ejemplo 3.5. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

J3dx

Solucion: Siel integrando se compone del producto de una constante por el diferencial de la variable
independiente, la constante puede salir de la integral y multiplicar el resultado de la integral que se
replantea; tal como indica la férmula jkdx =kx + C,ylaaplicamos como se muestra a continuacion:

J3dx = Sde = 30de= 3{)\%@): 3(x+c)=3x+3

El ultimo término 3¢ sigue siendo una constante, la cual finalmente puede escribirse tan solo
como k, o con algun otro simbolo para una constante (como C,, C, etc.), de modo que:

J3dx = 3fdx = 3de)= 3(&&;«): 3(x+¢)=3x+3c=3x+c,

! Utilizado por el profesor Silverio Mera Luna.
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Ejemplo 3.6. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:
Jox?dx

Solucion: El niumero 6 puede replantearse como (2)(3), y nuestra integral, como jZ - 3x%dx.

Ahora analicemos la quinta férmula de la tabla 3.1: Jkdf = k_[df =k + f +c. Esta férmula sefiala una
constante que multiplica al diferencial de una funcién (de forma mas general (df') que el diferencial
de la variable independiente (c/x)), sale de la integral y multiplica a la integral del diferencial de una
funcion. Veamos el siguiente ejemplo:

J-2 . 3x2dx=2j3x2dx

sif(x)= x?
df =3x%dx

2j3x2dx=2de=2(f+c)=2f+2c=2(x3)+cl =2x +¢

Ejemplo 3.7. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:
J' 5x*
—dx
3

Solucion: Podemos reescribir el cociente como el producto J‘% 5xtdx

Entonces, la fraccion % puede salir de la integral para multiplicar a la nueva integral
1
—J.5x4dx
3

Asi 5x*dx es el diferencial de x°, por lo que el resultado es:

4 5 5
J.sidx = Il * Sxtdx = l-“5x4a’x = l(x5 + c) =X 4 lc =24 e
3 3 3 3 33 3
Manipular el denominador de la fraccion en el ejemplo anterior serda fundamental para com-
pletar el diferencial. Mas adelate estudiaremos dicha técnica.
La quinta féormula de la tabla 3.1 ka (x)dx = kJ f(x)dx solo generaliza que una costante que

multiplica al integrando original puede salir de la integral y multiplicara al resultado de la integral
que se replantea. Lo anterior se establece porque no siempre que sacamos una constante, lo que
queda dentro de la integral es un diferencial evidente, como se muestra a continuacién. Cabe men-
cionar que la siguiente integral no se resolvera en este momento, sino mas adelate, mediante
técnicas para identificar diferenciales mas complicados; por ejemplo, J‘2x3 dx = 2J‘x3 dx. Aqui,
x3dx ya no es un diferencial muy directo.

Ejemplo 3.8. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

J.x3dx

+

n+l
Solucion: Es fundamental que comprendamos la formula _[u” du="* = +C, n#—1, ya que ésta
n

sera una de las mas utilizadas (tal vez la que mas empleemos). Dicha férmula indica que la integral
del producto de una funcién potencia (la cual se compone de una funcion que actua como base u,
y un exponente constante 7) multiplicada por el diferencial de la funcion base du. El resultado que
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proporciona esta formula es la funcidén base con exponente aumentado en la unidad, dividido entre
el exponente original mas la unidad y mas una constante. Recordemos que el exponente debe ser

diferente a —1. Asi, si aplicamos lo anterior a la integral _[x3dx, la funcién potencia es x3; el expo-
nente es 3 (diferente de —1), la funcidn base es x y el diferencial de la funcion base es dx.

Nota: Lo que no forma parte de la funcion potencia (en este caso dx) debe ser el diferencial de la
funcion base, lo cual se cumple en este ejemplo. ‘

Por lo anterior, este diferencial esta completo, y resulta en que a la funcion potencia le aumenta-
mos el exponente en la unidad, la dividimos entre el exponente original, mas la unidad y le agrega-
mos una constante. De este modo:

JERS o
J.x3dx= +c="—+c
3+1 4

Ejemplo 3.9. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:
J(x +2)dx

Solucién: La funcién potencia es (x + 2)3, el exponente es 3 (diferente de —1). La funcién base es
x + 2 y lo que no forma parte de la funciéon potencia (en este caso dx) debe ser el diferencial de la
funcion base, lo cual, aqui se cumple. Por lo cual, la integral es directa, mediante la formula

un+1
Ju”duz 1 +C,n#-1
n

3+1 4
J(x+2)3dx=(x+2) +c=(x+2) +c
3+1 4
Ejemplo 3.10. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

J\/ﬁ dx

Y.

Solucién: Primero la reescribimos como J.(x -3)
La funcién potencia es (x — 3)1/ 2 el exponente es % (diferente de —1). La funcién base es x — 3 y lo
que no forma parte de la funcidén potencia (en este caso dx) debe ser el diferencial de la funcion
base, lo cual, aqui se cumple. Por lo que la integral es directa mediante la formula

un+1
u" du= +e,n#—1
n+1

L2+l 32 232
jdx—3dx=_[(x—3)l/2dx=(x 13) +c=(x 33) +c=2(x 33) +c
—+1 -
2 2
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Ejemplo 3.11. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:
J%/ X +4dx

.y . - 1
Solucion: Primero la reescribimos como J(x +4) 3 dx

. . 1, .. .y
La funcion potencia es (x + 4)”3 , el exponente es 7 (diferente de —1). La funcion base es x +4 y lo
que no forma parte de la funcidon potencia (en este caso dx) debe ser el diferencial de la funcion
base, lo cual, aqui se cumple. Por lo que la integral es directa mediante la formula

un+1
J.u” du= +C,n#-1
n+1

Jymdx =I(x+4)1/3dx

1/3+1
— & + C
—+1
3
_3)43
S L
3
413
_ 3(x —43) e
Ejemplo 3.12. Integrales inmediatas
Resuelva la integral siguiente:
J. 2 S dx
(x-5)

Solucién: Primero la reescribimos como J.Z(x —5)dx = ZJ‘(x —5) dx.

La funcién potencia es (x — 5)73, el exponente es —3 (diferente de —1). La funcién base es x — 5y lo
que no forma parte de la funcidon potencia (en este caso dx) debe ser el diferencial de la funcion
base, lo cual, aqui se cumple. Por lo que la integral es directa, mediante la formula

n+1
Ju"duzu +C,nz-1
n+l
341 -2
J.Z(x—S)_de:2J‘(x—5)_3dx:2(x ) +c:Z(x 5) te=—(x=5) " +c=— ! 5+
3+1 -z (x-5)

Ejemplo 3.13. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:
5
——dx
j Jx-=3

Solucién: Primero la reescribimos como jS(x -3y ax = SJ‘(x =3)V2 dx

165
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La funcién potencia es (x — 3)_1/ 2 el exponente es —% (diferente de —1). Su base es la funcion

x — 3y lo que no forma parte de la funcion potencia (en este caso dx) debe ser el diferencial de la
funcion base, lo cual, aqui se cumple. Por lo que la integral es directa, mediante la formula

un+1
J.u"du= 1+C,n;at—1

n+
-1 _3) Y2l _3)¥? 12
JS(x—3)_l/2dx=5J-(x—3) / dx=5%+c=5%+c=10(x—3)/ +e
_7.;,.1 _
2 2

Ejemplo 3.14. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:
2 3\4
J—6x (3-2x) dx

Solucién: Si observamos la base (3 — 2x%) y la diferenciamos, vemos que los elementos requeridos
estan presentes y sélo hay que acomodarlos, como se muestra:

J.—6x2 (3-2x) dx = J(s ~2:0)} (<627 )

La funcién potencia es (3 — 2x%)%, el exponente es 4 (diferente de —1). La funcién base es
3 —2x3, el diferencial de la funcion base es —6x2dx y lo que no forma parte de la funcion potencial
debe ser el diferencial de la funcidn base, y es precisamente lo que tenemos: —6x2dx, por lo cual la
integral es inmediata. De este modo

. . (-2 (3-2¢)
J—6x2(3—2x3) dx=J.(3—2x3) (—6x2)dx= | +c= 5 +c

Ejemplo 3.15. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

J.(3 —2x)%dx

Solucién: La funcién potencia es (3 — 2x)3, el exponente es 3 (diferente de —1), la funcion base es 3
— 2x, el diferencial de la funcidon base es —2dx y lo que no forma parte de la funcion potencia (en
este caso dx) debe ser el diferencial de la funcion base, lo cual no se cumple, por lo que esta integral
no es inmediata y sera resuelta cuando estudiemos la forma de completar el diferencial.

Ejemplo 3.16. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

5 3 2
J(X -—VX4*1+E;:“—§Z;)dX
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Solucion: La formula J[ f(x)+g(x))dx = J f(x)dx £ j g(x)dx indica que si tenemos que integrar
una suma o resta de funciones que se multiplican por el diferencial de la variable independiente,
entonces podemos separar, en términos de suma o resta, las integrales de cada funcion que al prin-
cipio se estaban sumando o restando, y cada una se multiplica por el diferencial de la variable in-
dependiente para formar los diferenciales correspondientes. De este modo, apliquemos la formula

5 3 2 J' 5 J' J' 3 J' 2
X —Jx+4+—--=|dx=|xdx— |Vx+4ddx+ | —5dx— | s=dx
J- ( 2x? Ux 2x? Ix
Ahora integraremos cada funcion, como lo realizamos en los ejemplos previos

N (x+4)1/2+] 3

stdx— J\/x+4 dx+ J.zizdx— Jidx =——1—+§Jx_2dx—2jx_l/3dx
X

Ix 6 —+1
2
IR M P St e
6 3202+ +1
2 3
3
xé 2(X+4) 3 x—l x2/3
== 22— +ec
6 3 2(-) 2
3
o2+ 3 3P
= +c
6 3 2x 7

5 — 3 2 X0 244 3 o4
Jx dx—J- X+4dx+J‘ﬁdX—J-$dX —?—T—Z—3X/ +c

Ejemplo 3.17. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

J.ldx 0 @

X X

Solucion: La octava féormula de la tabla 3.1 ‘H du =1n (1) + ¢ indica que cuando el integrando esta

. . 1 . .y
formado por un cociente del tipo 7, (en el denominador hay una funcién con exponente 1) y el
resto del integrando es el diferencial de esa funcion, entonces su integral es el logaritmo natural de
dicha funcién mas una constante.

Si aplicamos lo anterior al presente ejemplo vemos que la funcion que esta en el denominador con
exponente 1 es x y su diferencial es dx. Lo que en el presente ejemplo es el resto del integrando y,
por tanto, la integral esta completa y podemos aplicar la formula mencionada. De este modo:

J‘ldx=ln(x)+c
X

Ejemplo 3.18. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

x—4
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Solucion: La podemos reescribir como:

idx =3 de

x-4 X—

La funcién que esté en el denominador con exponente 1 es x — 4 y su diferencial es dx. Lo que en
el presente ejemplo es el resto del integrando, por lo que la integral esta completa y podemos apli-
car la formula siguiente:

J‘lduzln(u)ﬂ:
u

De la cual obtenemos
3 de=3ln (x=4)+c

X —

Ejemplo 3.19. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

-2x
j 5 dx
5—x
Solucion: La podemos reescribir como:

J‘zx dx=J L (2x)dx

5-x7 5-x7

La funcién que est4 en el denominador con exponente 1 es 5 — x2 y su diferencial es —2xdx. Lo que
en este ejemplo es el resto del integrando, por lo que la integral esta completa y podemos aplicar
la formula

Jlduzln(u)+c
u

De la cual resulta

-2x 1 2
J‘S—xz dx:J.S_x2 (—2x)dx:1n(5—x )+c

Ejemplo 3.20. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

J‘ 12x2 +3
—=——dx
4x7 +3x

Solucién: La funcidon que esta en el denominador con exponente 1 es 4x> + 3x y su diferencial es
(12x? + 3) dx. Si reescribimos la integral como:

J. 125 +3 dx :J- ! (12)62 +3)dx

4x3 +3x 4x3 +3x
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Lo que no es el cociente 4*(3714—% es el diferencial de la funcion que esta en el denominador, por
tanto, la integral esta completa y podemos aplicar la formula

Jldu =In (u)+c
u

De la cual obtenemos

2
J‘lz);—ﬁdx = J. 3;(12)62 + 3)dx =In (4)63 + 3x) +c
4x” +3x 4x” +3x

Ejemplo 3.21. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

2_
J'6x 1de

x> —5x

Solucién: La funcién que esta en el denominador con exponente 1 es x> — 5x y su diferencial es
(3x2 = 5)dx. Si reescribimos la integral como:

6x2 ~10 2(3x* -5 3x2 =5 1
Jx)g—Sx dx=J (3 )dx=2jf—5dx=2jﬁ[(3x2—5)dx:|

X~ —=5x x~ —=5x —5x

Lo que no es el cociente es el diferencial de la funcion que esta en el denominador, por lo que

xP=5x
la integral esta completa y podemos aplicar la formula

J.ldu =In (u)+c
u

De la cual resulta

2_
J~6x2_10dx:J‘2(3X S)dx:2j.3x2_5dx:2‘[ 1 (3x2—5)dx:21n(x3—SX)+C

X3 =5x X3 —5x X3 —5x X3 —5x

Ejemplo 3.22. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

J‘exdx

Solucién: Dada la formula '[e”du =e¢" +C, si el integrando es el producto de ¢*, donde u es una
funcion por el diferencial del exponente de e, entonces la integral esta completa y es inmediata.
Entonces su integral es la misma funcion exponencial mas una constante. Si aplicamos lo anterior
al presente ejemplo veremos que la funcidén exponencial es e*, el exponente es x, el diferencial de la
funcién que funge como exponente es dx y lo que no es la funcion exponencial debe ser el diferen-
cial de la funcidén que funge como exponente. Esto se cumple en el presente ejemplo si aplicamos
la formula:

Je”duze”+ C
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Tenemos que

J.exdx:ex+c

Ejemplo 3.23. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

J.eh 3dx

Solucién: La funcidn exponencial es €3, el exponente es 3x el diferencial de la funcién que funge
como exponente es 3dx y lo que no es la funcidon exponencial debe ser el diferencial de la funcion
que funge como exponente. Esto se cumple en el presente ejemplo si aplicamos la féormula:

Je”duze“+ C

Tenemos que

J.el‘ 3dx=e* +¢

Ejemplo 3.24. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

j —e Ydx

Solucion: La funcion exponencial es e, el exponente es —x, el diferencial de la funcion que funge
como exponente es —dx y, si reescribimos la integral, tenemos:

o€

Nota: Lo que no es la funciéon exponencial (es decir, lo que aparece en un circulo), debe ser el ‘
diferencial de la funcion que funge como exponente.

Esto se cumple en el presente ejemplo si aplicamos la formula:

J-e” du=e"+C
Tenemos que

J- e (—dx)=e"" +c

Ejemplo 3.25. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

x/m
I ¢ dx
T
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Solucién: La funcion exponencial es e¥/® el exponente es =, el diferencial de la funcién que funge
V4

d . . .
como exponente es % y, si reescribimos la integral, tenemos:

@

Como ya se indico, lo que no es la funcidén exponencial (es decir, 1o que aparece en un circulo) debe
ser el diferencial de la funcion que funge como exponente. Esto se cumple en este ejemplo si apli-
camos la férmula:

je”duze”+ C

Tenemos que

Jex/ﬂd_;=€x/ﬂ+c

Ejemplo 3.26. Integrales inmediatas

Resuelva la integral siguiente:

J‘2xex2 dx

. .y . 2 . . .,
Solucién: La funcidon exponencial es e*”, el exponente es x2, el diferencial de la funcién que funge
como exponente es 2xdx y, si reescribimos la integral, tenemos:

Vale la pena reiterar que lo que no es la funcion exponencial (es decir, lo que aparece en un circulo)
debe ser el diferencial de la funcion que funge como exponente. Esto se cumple en el presente ejem-
plo si aplicamos la formula:

Je“du =e"'+C

2 2
J.ex 2xdx=e" +c¢

Ejemplo 3.27. Integrales inmediatas trigonométricas

Resuelva la integral siguiente:

J. sen (x)dx
Solucion: Dada la féormula
'[sen (u) du=—cos (u) + ¢

Si en la integral se presenta el producto del seno de una funcidn, (), por el diferencial de esa fun-
cion, la integral es directa y el resultado es menos el coseno de la misma funciéon mas una constan-
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te. Si se aplica la formula anterior al presente ejemplo la funcion trigonométrica es sen (x) la
funcién a la cual se le aplica el seno es x, el diferencial de la funcion a la que se le aplica el seno es
dx, y lo que no sea la funcion seno debe ser el diferencial de la funcion a la que se le aplica el seno.
Esto se cumple en este ejemplo si aplicamos la férmula:

Jsen (u) du = —cos (u)+¢
Tenemos que

J sen (x) dx = —cos (x) +¢

Ejemplo 3.28. Integrales inmediatas trigonométricas

Resuelva la integral siguiente:

J. 3 sen (3x) dx

Solucion: La funcion trigonométrica es sen (3x), la funcion a la cual se le aplica el seno es 3x, el
diferencial de la funcién a la que se le aplica el seno es 3dx v, si reescribimos la integral, llegamos a:

J 3sen (3x) dx = J sen (3x)

Donde tenemos que lo que no sea la funcion seno (es decir, lo que aparece en un circulo) debe ser
el diferencial de la funcion a la que se le aplica el seno. Esto se cumple en este ejemplo; por tanto,
aplicamos la férmula:

J.sen (u) du=—cos (u) +c¢
Tenemos que

J. sen (3x)3 dx = —cos (3x) + ¢

Ejemplo 3.29. Integrales inmediatas trigonométricas

Resuelva la integral siguiente:
J3x2 cos(x3) dx

Solucion: La idea es semejante a la integral de la funcion seno, sélo que ahora se recurre a la
formula

Jcos (¢) du =sen (u) +c

La funcidon trigonométrica es cos (x3), la funcion a la cual se le aplica coseno es x?, el diferencial de
la funcién a la que se le aplica el coseno es 3x2dx v, si reescribimos la integral, tenemos:

J. 3x%cos (x3) dx = J. cos (3x)(3x? dx)

Lo que no sea la funcion coseno debe ser el diferencial de la funcidn a la que se le aplica el coseno.
Esto se cumple en el presente ejemplo, por tanto, si aplicamos la féormula:
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J-cos (u) du=sen(u)+c

Tenemos que

J. 3x2cos (x3)dx = J‘ cos (3x)(3x2 dx)=sen (3x)+c

Ejemplo 3.30. Integrales inmediatas trigonométricas

Resuelva la integral siguiente:

.r .y . y. e X .y . X
Solucion: La funcién trigonométrica es cos (;) la funcién a la cual se le aplica coseno es -y el

diferencial de la funcion a la que se le aplica el coseno es @x. Si reescribimos la integral tenemos:
T

ﬁd’c = Jeos (i )

Lo que no sea la funcion coseno (es decir, lo aparece en un circulo) debe ser el diferencial de la
funcion a la que se le aplica el coseno. Esto se cumple en el presente ejemplo, por tanto, si aplica-
mos la formula:

J-cos () du=sen(u)+c

Tenemos que

X
COS | —

oo eete

En general, el resto de las formulas para integracion funcionan de la misma manera: lo imperante
es conseguir el diferencial adecuado. Algunos procedimientos para realizar integrales sirven para
encontrar el diferencial correcto. Se recomienda practicar esto en los proximos ejercicios.

Ejercicios 3.1. Integrales inmediatas

Verifique si las integrales siguientes son inmediatas y, de ser asi, obtenga la integral de cada una:

Funcion Respuesta

6x>
sza_sdx In (=5+2x%)+c¢

2
2. J(6x+5)v3x2 +5xdx E(X(5+3x))3/2 +c
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Funcion Respuesta
" —16.xdx 5
3. 552 In(=5+8x")+c¢
(52 _
4 [30x-2x)dx In (3-5x)+2In (x)+c
J5xP—3x?
[ 6x% +2x+7 6x24+2x+7
5. (12x + 2)e dx e +c
6. [ x
- | ——=dx e +c
J2Jx
i : 3
7. (2.92A —3x%e" )dx e _e® te
8. |4x*sen (x4) dx —cos (x4) +c
[—7 7 7
cos dx L |+
9. ] . ) sen (x) ¢
10. 'tan(\/;) sec’ (\/; ) dx tan’v/x +¢
J x
11. | 6x sec (3x2) tan (3x2) dx sec (3x2) +c
12. | cos (x)sec (sen (x)) tan (sen (x)) dx sec (sen (x))+c

3.1.3. Definicion de la integral definida
Se puede interpretar geométricamente el producto de la funcién f(x) y de Ax, para el cual f(x) es
continua, como se muestra en la figura siguiente:

)
f(x)xAx
es el area r
del rectangulo
p
A
I |
A/
B
Ao
c ™
o
¥ Figura 3.4 Interpretacion X
geomeétrica del producto a ¢ Ax b
f(x) * Ax es el area del rectangulo. X

Diferencial del area bajo la curva

Sea la funcion continua f(x) y sea fla ecuacion de la curva. Si f (a) = oes una ordenada fija; f(c) =7y
una ordenada variable; y o la medida del area a0, 0y, Y¢, ac. Cuando x toma una variacion
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pequefia Ax, toma un incremento Ao = area ¢, /)Z), bB, ¢b formando los rectangulos ¢y, 1B,
173, cb y c_ﬂ,,Tp, b_p, 5, entonces vemos que:

Area del rectangulo 5/, %, b_ﬁ, ch < Area c_y, ?/3, ZTB, “cb < Area del rectangulo c_l,Tp, b_p, cb

Es decir, f(c) - Ax <Ao< f(b) - Ax y, si dividimos entre Ax,

fl) - Ax <%< 1) - Ax
AXx Ax AXx

f(c)<%<f(b)

Abhora, si Ax — 0, entonces f(b) tiene como limite f(c), y puesto que f(x) es una funcidén continua
de x, tenemos:
do . .
o f(x) en forma diferencial do= f(x)dx
X
El diferencial del area es igual al producto de la funcidén que describe la curva por el diferencial
de la variable independiente.

Si integramos y resolvemos:

Nota: Recuerde que a la antiderivada se agrega una constante que, por lo regular, se representa
con ¢, pero en el resultado anterior esta constante se simboliza con k.

Lo anterior se condensa en el teorema siguiente:

Si f'es una funcién continua sobre el intervalo cerrado y acotado [a, b], y

F'(x)=f(x), (@a<x<b)
Entonces,

b
J. f(x)dx=F(b)—- F(a)

Analice la aplicacion del teorema 3.3 en los ejemplos siguientes:
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Ejemplos 3.31. Calculo de una integral indefinida

Calcule las integrales siguientes:

. -2

2
1. (2x2+1)dx=[3x3+x (160 (2 41)2 Y
Ji 3 I 3 3

2 4 3/2
2. 3Jxdx = 3J x2dx =3 XT =242 -201)% =14
J1 1 -
L 2 1
¥4
3. senxdx=—cosx|§=—cosn+cos0=—(—1)+1:2

J0

NAWA S
Como emplear el teorema fundamental del calculo:

1. Suponiendo que se conozca una antiderivada o primitiva f, se dispone de una forma para
calcular una integral definida sin tener que utilizar el limite de la suma.

2. Cuando aplicamos el teorema fundamental del calculo, la siguiente notacion resulta conve-
niente:

b
j f()dx=F(0)) = F(b)- F(a)

a

3. No es necesario incluir una constante de integracion C en la antiderivada o primitiva, ya que

"= [F(b)+C]~[F(a)+C]

[* fodx = F(x) +C

Ejemplo 3.32. Integrales definidas

5

Resuelva J. x2dx
2

Solucion:

S, [BT 125 8 117
j Cay=|X | 212 8 T4
, 373 3 2

Ejemplo 3.33. Integrales definidas

T

Reuelva J. sen (x)dx
0

Solucion:

J.” sen (x)dx =[-cos (x)]g =[-(-D]-[-1]=2

0

Ejemplo 3.34. Integrales definidas

¢ dx
Resuelva 3

0od +)C2
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Solucion:

0 0 a a

Ejemplo 3.35. Integrales definidas
O dx

Resuel
esuelva J-_l 2_9

J'O 2dx J'O dx 1[
5 =-2 5>=——|In
14x -9 -19—-4x 6

Solucion:

0
3+ 21 ~0.26823952
3-2x |

a a
J' 23a’x = |:§ arctan (f ):l = 3 arctan (1) — 1 arctan (0) = 3
a” +Xx a a 4a

Nota: Cuando el resultado es negativo, el area esta por debajo del eje x.

Ejercicios 3.2. Integrales definidas

Resuelva las siguientes integrales definidas:

Funcion Respuesta Funcion
T 4 T 2
1. (nzx—xg’)dx T 7. (\/;—\/;) dx
J0 4 JO
2. 092@ 2 8. '4x2dx
Ji x Jo x+4
. ol
Sdx dx
3. 5(-1++/3) 9.
Jo+/3-2x Joe**
3 52dz 5In(2) /2
4. 10. cos (¢)do
J2 1+22 2 JO
r2.3 e
5. [ 20 _1n(256) 1. 3+3cos () dot
Jo x+2 3 Jo
6. [ 2 450 12 [‘sectode
' -Oxlaz—xz 2’ ' J0

Compruebe que los resultados propuestos son correctos

13. J(r 2)dt_——

14. J (u—iz)du— 2
) u

-2,
Nk 3

s [
6. [ -

Respuesta

”2

6

—8+1n(65536)

1 1
2 267

2.6

w|

(( 3)1/3 +31/3)
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T

ol
17. Rlt-2)dr=-4 + %(1+(—1)”3) 21. (I+senx)dx = 9+cosl—cos8
J -1 J0
8 /4 2
18. \Em:s-zﬁ 2. Irsend jg_p 7
J1 VX Jo cos“ 6 4
5 25 e/3
19. | px—8dx == 23. 2sec 6 tan6 d6 =0
Jo 2 Jorn
4 13 eT/2
20. A3 —|x—3|)dx = > 24, (2t + cos t)dt =
J1 J-r/2

3.2. Integrales impropias

El tema anterior indica que una integral definida puede considerarse como el area bajo una curva
si ésta es una region cerrada. Ahora veremos que no necesariamente se debe tener una region
cerrada para determinar el area bajo la curva; no obstante, es preciso estudiar algunos conceptos
que nos permitan calcular areas bajo la curva en las cuales no esta cerrada la region. Comencemos
con los conceptos necesarios.

3.2.1. Limites infinitos

Hasta aqui se ha supuesto que los limites de la integral son finitos (en algunos casos no se tiene esa
restriccion), pero debemos considerar integrales con limites infinitos, para lo cual emplearemos las
definiciones siguientes:

oo
e Cuando el limite superior es infinito: j dx = lim J fx

a b—>+oo
b

e Cuando el limite inferior es infinito: J. f(x)dx = lim f (x)dx
oo a—>—oo a

Ejemplo 3.36. Limites infinitos
Resuelva J.+m dx
2 X
Solucion:
Planteamos el limite de la integral cuando b — oo
= dx bdx
2 = lim 2
2 X b%+°° 2 X

Resolvemos la integral y evaluamos en los limites superior einferior

Obtenemos el limite, si es que existe



)

Ejemplo 3.37. Limites infinitos

Resuelva
J' = 8cddx
0 x2 +4¢?

Planteamos el limite de la integral cuando b —

Solucion:

oo 8¢ dx . b 8c3dx

_[ 2 7 = lim ,[ 2 2

0 x~+4c b—tes Y0 X +4¢
Resolvemos la integral y evaluemos

b

. X

= lim |4c?arctan —
b—>+eo ¢y

Obtenemos el limite, si es que existe

= lim [4(:2 arctan ;]

b—+oo c
. . b T
En el presente ejemplo si b — + «, entonces arctan | — |— =
2¢ 2
T
=42 =
2
=2r¢?
J(x)
7 -
6 =
5
4 |-
3 |-
2 -
1 |-
50 45 40 35 30 25 20 15 10 501 5 10 15 20 25 30 35 40 45 30

3.2. Integrales impropias 9

¥ Figura 3.5. Grafica
con limite superior +°°.

¥ Figura 3.6. Grafica con
limite superior +eo.

Nota: La grafica se realiz6é con ¢ =3.

{
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Ejemplo 3.38. Limites infinitos

Resuelva
[
2 X

Planteamos el limite de la integral cuando b — o
J' dx . b dx
— = lim —

X b—teody X

Solucion:

Resolvemos la integral y evaluamos
b

= lim [In (x)],

b—>+eo

Obtenemos el limite, si es que esxiste

= lim [In (5)~In(2)

En este caso el limite no existe
= lim [In (b)) —In (2)] = No hay solucion
b—>+oo

S )
2 -

¥ Figura 3.7. Gréfica con limite

-10

9 8§ 7 6 54

3 2 1

0

superior t+o°.

-2 L

3.2.2. Integrales impropias

Con los limites estudiados podemos abordar el tema de integrales impropias; asi, cuando y = f(x)
es discontinua procedemos como en la seccion 3.1.2. Consideremos ahora los casos en que la fun-
cién a integrar es discontinua para valores aislados de la variable dentro de los limites de integracion.
Primero cuando la funcion a integrar es continua para todos los valores de x entre los limites a y
b, excepto en x = a.

Sia < by €es positivo, empleamos la definicion siguiente:

b b
J f(x)dx = limj f(x)dx
a 6-0J 415
Ahora, cuando f(x) es continua, excepto en x = b, utilizaremos:

b b-8
J. f(x)dx =51imO f(x)dx
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Lo anterior es posible siempre y cuando los limites existan.

Ejemplo 3.39. Integrales impropias

a  dx . .
Calcule j 0 ﬁ la cual se vuelve infinito cuando x = a.
a —Xx
Solucion:
¢ 2dx a=6 gy
=1lim(2)

. . x|a-9
= lim(2) - lim |arcsen —
6—0 6—0 alo

=21lim l:arcsen (1 - EJ]
-0 a

=2arcsen(l)=Z£

=7
2
Ejemplo 3.40. Integrales impropias

13d . .
Calcule '[O—Y, la cual se vuelve infinito cuando x = 0.

2
X

Solucion:

Planteamos el limite de la integral cuando € — 0

1 1
M _me [
0 X" 20 JoseX

Resolvemos la integral y evaluamos

= lim(3) - lim Hl

-0 e—>0LXx

Obtenemos el limite, si es que existe

=3lim L (—l)]
e-0 1 &
En este caso el limite no existe
=31lim l - 1:|
=01 €

Si ¢ es un valor que esta entre a y b, y g (x) es continua excepto en x = ¢, y siendo € y €’ niumeros
positivos, la integral entre a y b se define por:

b c—€ b
J g(x)dx = lim g(x)dx + lim g(x)dx
a e-0]J, £'=0J hg”

Siempre y cuando existan ambos limites.

Ejemplo 3.41. Integrales impropias

3a
2x ., . .
Calcule J. ——— dx donde la funciéon es discontinua para x = a, el cual es un valor en el

0 (7"

intervalo [0, 3a] por lo que emplearemos la definicion anterior.
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Solucion:
Planteamos el limite y separamos en dos. Esto es debido a la indeterminacién en x = a.
3a a—-¢g 3a
2x . 2x . 2x
J ———5dx=lim ————5pdx+ lim —————3dx
0 (x2_a2) e-0J (x2_a2) £-0 a+£'(x2_a2)

Resolvemos la integral

. 5 o\ IB3EE 5 3P
= lim 3(x —a ) + lim 3(x —a)
£-0 0 £-0 ute
Evaluamos los limites superior e inferior
= 1im[3«3/(a —e) —d* + 3a2/3:| + lim [3\3/8612 —3Y(a+€) -d° ]
£—0 £—0
Obtenemos el limite, si es que existe

=321 16423 = 94213

Ejemplo 3.42. Integrales impropias

dx

(x=a)

2
Calcule _[0 ‘ la cual se vuelve infinito para x = @ que es un valor en el intervalo [0, 24a]

Solucion:

Plantemos el limite y separemos en dos. Esto es debido a la indeterminacion en x = a.

3 gx R [ dx
—2= lim —2+ 1,11'1'1 3
0 (x—a) £—0 0 (x—a) e’'—>0 u+s'(x—a)

Resolvemos la integral

1 a—& 3a
= lim |:— ] + lim [— j|
e=>0l x—aly e'=0 Xx—al,e

(11 . I 1
=lim|—+— |+ lim|—+—
e->0lE  a e’'-»0\ 2a &

Los limites anteriores no existen, por lo que la integral anterior no tiene significado.

Practique las integrales impropias en los ejercicios siguientes:

Ejercicios 3.3. Integrales impropias

Verifique las siguientes integrales impropias. Recuerde que las literales diferentes a las variables
del diferencial se consideran constantes.

’ " 2dx . 4 " bdx _ T

: J0 x2+1 : J0 a2 +b2x2 2ab
" 2dx  m [ dx 1

2. —— = 5. ———=-3
J1 x\/2x2—1 4 J1 3x2 4—x2 4
S @ +oco

3xdx 44 2 1

3. —_— = 6. dxe™ dx=—

Ji4Jd5-x 3 Jo 2
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@ +oo o teo 2dX
7. ae"%dx =1 10. ——— =21
Jo o XTH2x+2
ct 3 dx J‘+°° 2xdx 1
8. PN 11 .22 2
J, (1+x)3/2 | (1+x2)2 2
ea 2 2a 2 2 2
0 4x“dx —Wra>0 12. j %:cﬂ 3—a—ln(—a2)+a_ ln(2a+a\/§)
Jo Va* —x? “ X a 4 2

3.2.3. Integracion por sustitucion y cambio de variable

El método de integracion por sustitucion o cambio de variable se basa en la derivada de la funcion
compuesta. Podemos observar que el diferencial que se esta integrando corresponde precisamente
al de una funcion de funcion o funcion compuesta.

Jf’(u)- wdx=F(u)+C

Para cambiar de variable, identificamos una parte de lo que se integrara con una nueva variable ¢,
de modo que se obtenga una integral mas sencilla.

Pasos para integrar por cambio de variable

Para llegar a la féormula j f’(u)+ u'dx, la cual es el objetivo del cambio de variable, debemos
seguir los pasos que se detallan a continuacion:

1. Hacemos el cambio de variable y diferenciamos en ambos términos:

t=u
dt =u'dx

Después, despejamos u y dx, y sustituimos en la integral:
Jf"(t) S = J S @yt
2. Silaintegral resultante es mas sencilla, integramos:
J.f’(t)dt =f()+C

3. Volvemos a la variable inicial:

JO+C=fw)+C

Ejemplo 3.43. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

J(3x +2) dx
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Solucion: La funcidn potencia es (3x + 2)3; el exponente, 3 (diferente de —1); la funcion base, 3x +2;
y el diferencial de la funcion base, 3dx. Si replanteamos la integral con un cambio de variable don-
de u = 3x + 2, el diferencial es du = 3dx. Observe la similitud que hay con los ejemplos realizados
en integrales inmediatas pero aqui el diferencial no esta completo. Cabe recordar que aquello que
no es la funcion potencia debe ser el diferencial de la funcidon base. Al reescribir la integral con el
cambio de variable es mas evidente que du no esta completo.

J@x+2fdxzju%u

Si multiplicamos y dividimos por tres el diferencial de la variable independiente (%)

La expresion se convierte en:
J(3x +2)%dx = Ju3 %dx

Entonces podemos sacar de la integral el 3 que divide, como un tercio que multiplica al resultado
de la integral replanteada, como se muestra:

forran- o ot

Si observamos la tltima parte, 3dx es el diferencial du:

J(3x +2) dx = Ju3 %dx = Ju3% %dx = %JLP 3dx = %J‘Lﬁdu

Con lo cual, la tltima integral esta completa y es inmediata:

3+1
J(3x +2) dx = Ju3 §dx = J.u3l §dx = lju3 3dx = ljtfdu _Lw +c
3 31 3 3 33+1

341 4
J(3x+2)3dx=J.ug’gdx=Ju3lgdleju33dx=lj.u3du=l 2 te=2 ¢
3 31 3 3 3 3+1 3(4)

341 4 4
J(3x+2)3dx=ju3§dx=.[u3l édx=1J‘us3a’x=1J.u3du=l L ve =u—+02=u—+cz
3 31 3 3 3(3+1 3(4) 12

Ahora solo falta regresarlo a la variable original. Recuerde que u = 3x + 2.

4 Bx+2)*
="+

u
J-(3x+2)3dx=ﬁ+c2 T ¢

Nota: En el ejemplo que acabamos de resolver, recurrimos al cambio de variable para que fuera
evidente que el diferencial estaba incompleto y que era necesario completarlo, pero también

se puede utilizar el cambio de variable cuando el diferencial esta completo. No es obligatorio
emplear el simbolo u para denotar la nueva variable o funcién. Aunque es comun utilizar cons-
tantes para completar el diferencial, también es posible usar x o cualquiera que sea la variable
independiente, o funciones, si con esto se consigue completar el diferencial.

Ejemplo 3.44. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

Jvffiﬁu



3.2. Integrales impropias

Solucion: Reescribimos la integral como

J\/3 —5xdx = J.(3 —50"% dx

La funcién potencia es (3 — 5x)2 el exponente, L (diferente de —1); la funcion base, 3 — 5x; y el
diferencial de la funcion base, —5dx. Si replanteamos la integral con un cambio de variable donde
u=3-5x, el diferencial es du =—5dx. Observe la similitud con los ejemplos realizados en integrales
inmediatas pero aqui el diferencial no esta completo. Cabe recordar que aquello que no es la fun-
cioén potencia debe ser el diferencial de la funcidon base. Al reescribir la integral con el cambio de
variable es mas evidente que du no esta completo.

I\/3 —Sxdx = J(3 502 dx = J.umdx

’5‘5""'), la expresion

Si multiplicamos y dividimos por -5 el diferencial de la variable independiente (
se convierte en

I\/3 —Sxdx = J(3 —50"2dx = Ju”z _—zdx

Aqui podemos sacar de la integral el -5 que divide, como un quinto que multiplica al resultado de
la integral replanteada, como se muestra:

J(3 —50"2dx = Jullzidx = J'umi _—de = i".um (=5)dx
=5 =51 -5
Si observamos la tltima parte, (—5)dx es el diferencial du:

12 _ _
j(3 -5x) dx= Ju”z —de = J‘umL —de = Lju“z (=5)dx = iJ‘ul/za’u
5 -5 1 -5 5

Con lo cual, la ultima integral esta completa y es inmediata

112 _ _ 1/2+1
J-(3—5x) dx =J‘u”2—5a?x=J.umi —de=ij.ul/z(—S)abc:LJ‘umdu:—l “ +c
5 -5 1 -5 5 5 1.,

Entonces realizamos las operaciones aritméticas con las fracciones

1/2+1 3/2
(3—5x)1/2d.x:i ul/Z(_S)dx:i ul/Zdu:_l u +C:—l u +C2
. - s Ly 53
2 2
Simplificamos
1/2+1 3/2 30
(3_5x)1/2dx:i ul/Z(_S)dx:i ul/Zdu:_l u +C:—l u +C2:_l 2u o,
B - 5 14 5 3 5 3
2 2
32 3/2
J-(3—5x)”2dx:—l 2u +c2=—2u e
5 3 15
Ahora so6lo falta regresarlo a la variable original. Recuerde que u =3 — 5x:
— 3/2 _ 3/2 /—_ 3
.[ 3_5xdx:_2”1‘5 +62=_(3 15? rto=- (3155X)—+62
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186 ¢ CAPITULO 3  Laintegral y sus aplicaciones

Ejemplo 3.45. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:
4
J.x(x2 - 5) dx

Solucién: La funcion potencia es (x2 — 5)* en la cual el exponente es 4 (diferente de —1); la funcion
base, x2 — 5; y el diferencial de la funcién base, 2xdx. Si replanteamos con un cambio de variable
donde u = x2 — 5, el diferencial es du = 2xdx.

Observe el parecido de este ejemplo con los que realizamos en el tema de integrales inmediatas.
La diferencia entre ambos es que el diferencial no esta completo. Cabe recordar que aquello que
no es la funcion potencia debe ser el diferencial de la funcion base. Al reescribir la integral con el
cambio de variable es mas evidente que du no esta completo.

Jx(xz - 5)4 dx = Jx utdx = Ju4xdx
2xdx

Si multiplicamos y dividimos por dos, la tltima parte de la integral es Ede = 5

La expresion se convierte en:
4
J-(x2 - 5) xdx = J.u4 %xdx
2

Entonces podemos sacar de la integral el 2 que divide, como un medio que multiplica el resultado
de la integral replanteada, como se muestra a continuacion:

J.(xz - 5)4 xdx = Ju“ gxdx = Ju4l %xdx = lJ‘u42xdx
2 21 2

Si observamos la ultima parte, 2xdx es el diferencial du:

J\x(x2 - 5)4 dx = Ju“ zxdx = ju“l gxdx = lJu“Zxdx = lJ‘u“du
2 21 2 2
Con lo cual, la ultima integral esta completa y es inmediata
4+1
Jx(xz - 5)4 dx = Ju4%dx = J.u4l %xdx = lJ‘u42xa’x = lJ‘u4du = 1fu +c
2 21 2 2 2\ 4+1

4+1 5
Jx(xz - 5)4 dx = Ju“%dx = J‘u‘% %xdx = %J‘u42xdx = %Ju“du _Lu N +o = % u? +¢,

4+1
J.x(x2 - 5)4dx=J‘u4za’x=J‘u4l 2xdleJ.u“bcdx=1J‘u4du=l L te _1L u—+cz =u—+c2
2 21 2 2 20 4+1 25 10

Ahora solo falta regresarlo a la variable original, recuerde que u = x2— 5:

Ejemplo 3.46. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

sz (2x3 - 7)5 dx



3.2. Integrales impropias

Solucién: En esta integral, la funcidon potencia es (2x3 — 7)°, el exponente es 5 (diferente de —1), la
funcion base es 2x>— 7 y el diferencial de la funcion base es 6x%dx. Si replanteamos la integral con
un cambio de variable donde u = 2x3— 7, el diferencial es du = 6x2dx. Observe la similitud de este
ejemplo con aquellos realizados en el tema de integrales inmediatas. La diferencia que hay entre
ellos es que el diferencial no esta completo. Nuevamente es preciso recordar que aquello que no es
la funcion potencia debe ser el diferencial de la funcidon base. Al reescribir la integral con el cambio
de variable es mas evidente que du no esta completo.

J.x2 (2x3 - 7)5 dx = J.xz wdx = J.usxzdx

2
Si multiplicamos y dividimos por 6, la ultima parte de la integral es gxzdx = 6x6dx.

La expresion se convierte en:
5
J‘(2x3 - 7) x2dx = Jus gxzdx

Entonces podemos sacar de la integral el 6 que divide, como un sexto que multiplica al resultado
de la integral replanteada, como se muestra a continuacion:

J(2x3 - 7)5 x2dx = J.us gxzdx = J.usé %xzdx = éjus 6x>dx

Si observamos la ultima parte, 6x2dx es el diferencial du:

J.xz (2)63 - 7)5 dx = J.u5 gxzdx = J.usé ?xzdx = %J.us 6x2dx = %J‘usdu

Con lo cual la ultima integral esta completa y es inmediata:

2(~ .3 5 56 o 516 1 5,2 1 s 1!
x(2x —7) dx=|uw'—=x"dx=u'——x“dx=—|uwobx"dx=—|udu=— +c
6 61 6 6 6\ 5+1
5+1 6
jx2(2x3—7)5dx=Ju5§x2dx=jusl gxza’x=lJ‘u56xzdx=l-"t45¢l'tt=l Y _ye =lu_+cz
6 61 6 6 65 +1 6 6

S5+1 6
J.xz (2x3 - 7)5 dx = J.us gxzdx = J.usé ?xzdx = éJ‘us 6x%dx = %J.usdu = l{u + c]z L ¢

6( 5+1 36

Ahora sélo falta regresarlo a la variable original. Recuerde que u = 2x3—17:

o (-7)

sz (2x3 - 7)5 dx="+ = 36 +cy

Ejemplo 3.47. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

J(xz + x)(2x3 + 3x2)7 dx
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Solucién: Aqui la funcidn potencia es (2x* + 3x?)7; el exponente, 7 (diferente de —1); la funcion
base, 2x3+ 3x? y el diferencial de la funcién base, (6x% + 6x)dx. Si replanteamos con un cambio de
variable donde u = 2x3+ 3x2, el diferencial es du = (6x? + 6x)dx. Observe la similitud con los ejem-
plos realizados en integrales inmediatas. La diferencia que hay entre ellos es que el diferencial no
esta completo. Recuerde que aquello que no es la funcién potencia debe ser el diferencial de la
funcion base. Al reescribir con el cambio de variable es mas evidente que du no esta completo.

J(xz + x)(2x3 + 3x2)7 dx = J(xz + x2)u7dx = Ju7 (x2 + x)dx
Si multiplicamos y dividimos entre 6 la Gltima parte de la integral:

6(x? +x)dx _ (6x% +6x)dx
6 6

g(xz +x)dx =
6

La expresion se convierte en:

2
Jlo s 32y (2 shas [ b = [ur 22 oy

Entonces podemos sacar de la integral el 6 que divide, como un sexto que multiplica al resultado
de la integral replanteada:

2
j(2x3 + 3)(2)7 (x2 + x)dx = Ju7 g(x2 + x)dx = Ju7 (6XT+6x)dx = é J.u7 (6)62 + 6x)dx

Si observamos la tltima parte, (6x> + 6x)dx es el diferencial du:

2
J(2x3 + 3x2)7 (x2 + x)dx = J.u7 g(x2 + x)dx = J.u7 (6XT+6x)dx = %Jiﬂ (6x2 + 6x)dx = %J.zﬂdu

Con lo cual, la tltima integral esta completa y es inmediata:

7+1
J(2x3 + 3x2)7 (x2 + x)dx = J-u7 g(xz + x)dx = lju7 (6x2 + 6x)dx = lJ‘u7du = l(u ’ + c)
6 6 6 6\ 7+1

8
j(2x3 + 3x2)7 (xz + x)dx = Ju7 9()c2 + x)dx = ljtﬂ (6X2 + 6x)dx = ljtﬂdu = l(u_ + cJ= LA +c,
6 6 6 o\ 8 6 8
8 8
J.(2x3 + 3x2)7 (x2 + x)dx = ju7 g(xz + x)dx = ljbﬂ (6)62 + 6x)dx = ljtﬂdu = l(u_ + c)= L ¢y
6 6 6 6l 8 48

Ahora solo falta regresarlo a la variable original. Recuerde que u = 2x3 + 3x.

5 3 N ub (2x° +3x2)8
J.(x +x)(2x +3x ) dx:4—8+02:4—8+c2

Ejemplo 3.48. Integracion mediante cambio de variable

4x+2
2.X'+ gdx
(X +x)

Resuelva la integral siguiente:



3.2. Integrales impropias

Solucion: Reescribimos la integral comoj(4x + 2)(x2 + x)dx entonces, la funcién potencia es
(x% + x)™; el exponente, -9 (diferente de —1); la funcién base, x> + x y el diferencial de la funcién
base, (2x + 1)dx. Si replanteamos la integral con un cambio de variable donde u = x? + x, el dife-
rencial es du = (2x + 1)dx. Observe la similitud de este ejemplo con aquellos que realizamos en el
tema de integrales inmediatas. La diferencia entre ambos es que el diferencial no esta completo.
Recuerde que aquello que no es la funcion potencia debe ser el diferencial de la funcion base. Al
reescribir con el cambio de variable es mas evidente que du no esta completo.

2

jﬁdx - J(4x +2)(x2 %) = jﬁ (4x +2)dx

Factorizamos 2 en la tltima parte de la integral:

x2 +x)

j(4x_+29dx . J (4x+2)(x? +x) = jﬁz(zx + D)

Lo sacamos de la tltima integral:

-9
I4X—Jr29dx = J(4x + 2)()(2 + x) dx = Ju_92(2x +1)dx = ZJ‘u_9 (2x + 1)dx
2
(x* +x)
La ultima parte de la integral (2x + 1)dx es el diferencial du, con el cual esta completa:

J’ dxt2 sax = J(4x +2)(x? +x) dy= ju_92(2x +1)dx = 2Ju-9 (2x +1)dx = ZJu_gdu
(x* +x)

u—9+1
=2 +c
-9 +1

Realizamos la suma en el exponente y en el denominador:

x2 +x)

u—9+1 u—8
=2 +c|=2| —+c
EEIsER

Multiplicamos por 2:

J (4x—+29dx - j(4x +2)(x* +x) dy= Ju-92(2x +1)dx = 2J.u_9 (2x + l)dx = 2fu-9du

X2+ x

-9 +1 -8 -8
=¥ teo|=2l%+c =2u—+c2
9+1 -8 -8

Simplificamos 2 con —8:

J(‘bc—+29dx = J(4x + 2)(x2 + x)_g dx = Ju_92(2x +Ddx = 2“'u_9 Q2x+Ddx = ZJ.u_gdu

X+ x

-9 +1 -8 -8 -8
u u u u

=2 tc|=2|—+c|=—+c=——+0,
-9+1 -8 -4 4

J.(4x—+29dx = J.(4x + 2)(x2 + x)_g dx = Ju_92(2x +1)dx = 2".14_9 (2x +1)dx = 2J.u_9du
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Ahora solo falta regresarlo a la variable original. Recuerde que u = x>+ x.

xX+2 2 -9 u® (x2 x)—s 1

- - 2= 2= 2

-’.4—9dx (4X+2)(X + X) dx=— —+c¢ S U AR _—8+c
(x2 + x) 4 4 4(x2 + x)

Ejemplo 3.49. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

JxZ\IXS + 6 dx

Solucioén: RCCSCI‘IblmOS la integral como _[xz(x + 6)1/2dx Entonces, la funcién potencia es (x> + 6)12 el

exponente, 5 (dlferente de —1); la funcién base, x3 + 6 y el diferencial de la funcidn base, 3xdx. Si
replanteamos con un cambio de variable donde u = x> + 6, el diferencial es du = 3x?dx. Observe la
similitud de este ejemplo con los que realizamos en el tema de integrales inmediatas. La diferencia
entre ambos es que el diferencial no esta completo. Cabe recordar que aquello que no es la funcion
potencia debe ser el diferencial de la funcion base. Al reescribir con el cambio de variable es mas
evidente que du no esta completo.

jx \/x + 6dx = I X3+ 6) dx=J(x3+ 6)1/2x2dx=Jul/2x2dx

Si multiplicamos y dividimos por 3 la tltima parte de la integral

3x%dx
3

E)czdx =
3

La expresion se convierte en
3 112, 1123 2
J ,/x + 6dx = J X +6) dxzj(x +6) xdxzju gx dx

Entonces podemos sacar de la integral el 3 que divide, como un tercio que multiplica el resultado
de la integral replanteada:

jx «/x + 6dx = j X3+ 6) dx = j(x3 + 6)1/2x2dx = Ju”z%xzdx = Ju”zé %xzdx = %Ju1/23x2dx

Si observamos la ultima parte, vemos que 3x2dx es el diferencial du:

J. ,/x + 6 dx= J.x + 6) x2dx = J. 1/23 dxzjum%%xzdx=§J.ul/23x2dx=%"-u”2du

Con lo cual, la Gltima integral esta completa y es inmediata:

‘[ X +6dx = Jx +6 2dx J'1/23 dx=%-[u1/23x2dx=%J'u“2du=% ul te

Realizamos la suma de nimeros racionales del exponente como del denominador:

3/2

J X3+ 6dx = Jx +6 2dx J ”23 2dx=lJ‘uI/ZC’vczcl)c:lJ‘ullzdu=l LA
3 3 31 3
2



3/2
. « e ey u . .
Realizamos la divisién —3- como medios por medios y extremos por extremos:
2

jx wlx + 6dx= Jx + 6 2dx J 1/23 dx=%ju1/23x2dx=%ju”2du=

1
Multiplicamos por 5 :

jx «/x + 6dx = jx + 6 2dx j 1/23 dx=%ju1/23x2dx=%1u1/2du=

Ahora sélo falta regresarlo a la variable original, recuerde que u = x> + 6:
3 302
[efevea-ed

Ejemplo 3.50. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

Solucion: Reescribimos la integral como

1 I
JQ/;Txdx dex J(x+ )(x ) dx

3.2. Integrales impropias

1 2u3/2
g( 3 +C)

3/2

Entonces la funcién potencia es (x + x) 3 ; el exponente, -~ (dlferente de —1); la funcion base,
X’ +xyel d1ferenc1a1 de la funcion base, (2x + 1)dx. Si replanteamos la integral con un cambio de
variable donde 1 = x> + x, el diferencial es du = (2x + 1)dx. Observe la similitud de este ejemplo con
los que realizamos en el tema de integrales inmediatas. La diferencia entre ambos es que el diferencial
no esta completo. Cabe recordar que aquello que no es la funcion potencia debe ser el diferencial de
la funcion base. Al reescribir la integral con el cambio de variable es mas evidente que du no esta

completo.

1 1
X+ — X+ —
J.—2dx:J.—2dx :J(X+l)(x2+ x)—1/3 dx:J.(x2 4oyl (X+l)dx=J.u1/3 (x+l) dx
It + x (x +x)”3 2 2 2

Si multiplicamos y dividimos por 2 la ultima parte de la integral:

1
2(x+)
3(x+l)dx= 2)_Q@x+Ddx
20 2 2 2

La expresion se convierte en:

J#% J( 1)(x2+x)”3dxJ(x2+x)”3%(x+%)dxJuwz(xTJrzl)dx

_ J.u_1/3 (2x2+ D dx
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192 ¢ CAPITULO 3  Laintegral y sus aplicaciones

Entonces podemos sacar de la integral el 2 que divide, como un tercio que multiplica al resultado
de la integral replanteada:

1 1

X+— 2[x+)

-1 _

j 2_dx= J(x+l) (x*+x) 13dx= J(x2+x) 1/32(x+l)dx= ju_m —2dx
2+ 2 2 2 2

= % J u B Qx+1dx

Si observamos la tltima parte, vemos que (2x + 1)dx es el diferencial du:

1 |
X+ — B 2(x+)
J} - 2 dy= J.[x+%J (x2+x) lBa’x: J.ul/3—2dx:lful/32[x+%) dx:%jul/3(2x+l)dx

X%+ x 2 2
=1J.u_”3du
2

Con lo cual, la tltima integral esta completa y es inmediata:

1 1
x+5 L 2, U3 1/32(x+2) 131 1 113
fdx= (X‘i‘z) (X +x) dx = u de: u E (2X+D dx=5 u du
Ix"+ x
113+
2 —1+1
3

+c

Realizamos la suma de numeros racionales tanto del exponente como del denominador:

X+1 | 113 2(X+;) | 1
2 dx= J.(x+—J (x2+x) dx= J.um—dx: J.u”3—(2x+l)dx:—J.ul/3du
32 2 2 2 2

u
Realizamos la division 2~ como medios por medios y extremos por extremos:

X+1 1 e 2(x+;) 1 1
j 2_dx= J(x+—) (x*+x) Tdx= Ju_1/3—dx= Ju_1/3—(2x+l)dx=—J.u_mdu
3 2 2 2 2 2

o8}

N | —

1 1
X+ — B 2(x+)
J 2_x= J(x+l)(x2+x) 1/3dx= Ju_1/3—2dx= Ju_1/31(2x+1)dx=lJ.u_mdu
32 2 2 2 2

W23 1(3»:2/3 )3u2/3
= +c |=

+0y
4



3.2. Integrales impropias

Ahora sélo falta regresarlo a la variable original. Recuerde que u = x? + x:

J‘( IJ (x2+x)2/3+c

\/x + X 4 ?

Ejemplo 3.51. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

i

3+4x

Solucién: Podemos reescribir la integral como _[ dx = j(3 +x) dx_[ 3+4x) f donde la
funcion potencia es (3+\/— ) el exponente 1 (dlferente de -1); la func1on base, 3++/x y el dife-

rencial de la funcién base, Si replanteamos la integral con un cambio de variable

2\/§ 2\f

donde u=3++/x, el diferencial es du=—— dx = ﬂ.

z\/; 2x
Observe el parecido de este ejemplo con otros realizados en el tema integrales inmediatas. La dife-
rencia entre ambos es que el diferencial no esta completo. Cabe recordar que aquello que no es la
funcion potencia debe ser el diferencial de la funcion base. Al reescribir la integral con el cambio
de variable es mas evidente que du no esta completo.

3+\/_ (3+\/—)_ dx = dx

Jx Jx N
Si multiplicamos y dividimos por 2 la tltima parte de la integral:
2dx 2 dx

2B 120x

La expresion se convierte en:

3+\/— 2 dx
Ix mf_dx Jlﬁ

Entonces podemos sacar de la integral el 2 que multiplica, como uno que multiplica el resultado
de la integral:

3+J§ 2 dx dx
J.\/; (3+\/_)\/— 12\/—2um

dx

N es el diferencial du:

Si observamos la tGltima parte, vemos que

34ix _ [« 2 dx dx
3+/x ) =2|lu——==2|u
Jx Nl N i) Ko
Con lo cual la ultima integral esta completa y es inmediata:

3+\/; 2 dx o (u!
J e (3+f)f N =2 2&_2 udu—Z[m—kc)

Realizamos la suma tanto en el exponente como en el denominador:

3+44x 1 [ 2 dx dx _ ﬁ
J‘ N dx—J-(3+\/;)ﬁdX— 12\/_ =2 2\/;—2 udu—Z(z +c]

du
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Realizamos la multiplicacion 2

J‘3+\/_ (34_\/— J. % dx _ j d_x=2]udu=2(§+c)=%+cz

—+c

/q\

Jx 2Jx Jx
Simplificamos:
3+\/; _ [« 2 dx 2u° 5
3+\/—) =2 udu=——+c=u"+c
j Jx N RN 2J_ 2 ’

Ahora solo falta regresarlo a la variable original. Recuerde que u=3++/x:

J’3+\/§

N dx=u’ +c, =(3+\/;)2+c2

Ejemplo 3.52. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

J'4 J2x+3 dx
Jox+3)7

Solucion: Podemos reescribir la integral como

4-32x+3 J‘
dx=14-32x+3
-[ Jx+3)° \/(Zx +3)? JQx + 3)2

donde la funcion potencia es (4—\3/2x +3)1; el exponente, 1 (diferente de —1); la funcidén base,
4-32x+3 yel diferencial de la funcion base,

dx J4 Pox+3)——

- % 2x+3)"3 1 Q)dx = - é(Zx DB Dl Dy 2 - 2dx

32x+3)7" Wex+3* 3Wex+3)?

Si replanteamos la integral con un cambio de variable donde u =4-</2x+3, el diferencial es
2dx

du== 330 13y

Observe la similitud de este ejemplo con los que realizamos en el tema de integrales inmediatas. La
diferencia entre ambos es que el diferencial no esta completo. Cabe recordar que aquello que no es
la funcion potencia debe ser el diferencial de la funcidn base. Al reescribir con el cambio de varia-
ble es mas evidente que du no esta completo.

3
j 4-3x+3 j o)
Q/(zx+3)2

Si multiplicamos y dividimos

dx
dx = J
\/(2x+3)2 \3/(2x+3)2

la ultima parte de la integral

(_g)(_g d 3 —2dx
20U 3 ox+3? 23Y0x 132



3.2. Integrales impropias

La expresion se convierte en
J4_ 2X43 4y —I4 Px+3)—m— dxzju(—g)(—z
Jx+3) \3/(2x +3)° 2)U 3 R@x+3)

_ J' u(_ _)i
2 33 2x +3)*

Entonces podemos sacar de la integral el —2 que multiplica, como un 2 que multiplica el resultado
de la integral, replanteada como:

T (N ) oy
J2x+3)° Jx +3)? 20 3 ox+3)?
:H__)i:_éjui

ex+3?  2d 3Y0x+3)?

Si observamos la ultima parte, vemos que — 2% __ es el diferencial du:
3JQx+3)7

2x + J 2 1 3 2 dx
e o)) M
J3(2x+3)2 3)3@x+3) 2)0 3)ex+37
J'( 3) —2dx 3J‘ —2dx 3J’
=u = |—/—m—=-t————x=—=|udu
2)3jex+3 24 3ex+3? 2
Con lo cual la ultima integral esta completa y es inmediata:

e I o e i K () F e

J‘( 3) 2dx 3J‘ —2dx 3-[ 3(u1+1 )
=ul-- | —F—===- | U—F———==Z|udu=—-| —+c¢
2)Rox+3? 2d Rox+3? 2 2\1+1

Realizamos la suma tanto en el exponente como en el denominador:
4-32x+3 J' 2 1 3 2 dx
dx=|(4-¥2x+3 )( J( )—dxzj'u(_ _J(__)_
I J2x+3)7 2 J2x+3) 2)\ 3)3@x+3)7?

J 3 —2dx 3J‘ —2dx 3J‘ 3(u't! 3(u?
=lu-- | —/—m—= | U——m—== |udu=—=| —+c |=—=| —+¢
2 20 33032 2 2 1+1 20 2

33(2x +3)?

2
Realizamos la multiplicacion — 5(7 +c ):

e (O o) o e ) G e

J‘ ( 3) Ddx 3J' — 2dx 3J‘ 3! ( J
=y - | ——=— | U—=—|udu=—=| —+c |=—=| —+c¢ ——+02
2)Rex+3?  2d Rox+3? 2 2| 1+1

—32x+3:

Ahora soélo falta regresarlo a la variable original. Recuerde que u=4

_[ -Vxe3,  w o 3- Yax+3) .
- 2

T 2

Jox+ 3)2 4

- 4
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Ejemplo 3.53. Integrales por cambio de variable
Resuelva la integral:

[,

X

Solucion: Si practicamos lo suficiente podemos resolverla de forma mas directa, como se muestra
a continuacion.

Con la sustitucion u = In x y du = dx/x, podemos obtener lo siguiente:

2
J‘de seria lo mismo que juzdu
X

Por tanto

J‘(ln x)* i (In x)*

X 3

Ejercicios 3.4 Integrales mediante cambio de variable.

Realice las siguientes integrales utilizando el cambio de variable que convenga:

Funcion Respuesta
* 10 1 "
1. |(Bx+2) dx —(2+3x) +c¢
J 33
2. | Gx+8)dx L(5x +8)° +¢
o 40
[ 2,00 2x° 128x°
3. | (x+2)(2x> +8x) dx e P 72 i ety
r 6 5 4 3 2
4 (L2113 2. X X S5x 3T 2x
J (2 3 6) (x X7 +x 4)dx 0 61 6 2 3
" bdx 1
5. —In[d+3bx|+
Jd+3bx 3 Inld 3t e
" xdx 1 L
6. | ey Zln[a+2x :|+c
[ 4X2 4 3
7. ] 3_5x3dx —EIH[S—Sx ]+c
[ 1-2x 1 In [x]
8. | —2Y ux ~In[l-x]+ +
JGx-2x7) y =] ¢
[ 6x° — 4x+2 arctan| = —
9. | ——-——d
| S - ﬁﬁ +lnx+§ln[x2—x+2:|+c
10. | J7-3xdx %(7 —3x) 4¢
1. |Y7-10xdx —4—30(7 ~10x)" +¢




3.2. Integrales impropias

Funcién Respuesta
12, [4x 57+ 3dx %(3+5x2)3/2+c
13. | 7x36x2 —5dx % ( 6x2_5)4/3
14, [x(x?+3) ax L(x243) 7 e
24
15. 'x2(x3_ 10)3dx i( 3—10)4+c
12
16. 9x2 ’X3+ 6 dx 2(6+x3)3/2+c
f 192
17. 12x +8xdx 8m+c
Vx? +x?
( - 2/3
18. S5x°—4x+1 dx l(X(3—6x+5x2)) i
%/5963 — 6x% + 3x 2
19. [7=Vx+6 wc-l—6dx 4146 x4 ¢
NJx+6
20. [V2x-3+5 dx X+5V-3+2x+¢
N2x -3
21, [1=B59x 4 M
5-9x 9
[ 34— )43
2. [ x4 k) N
V@-»* 2(x-4))
[ -3- _ N
23, [¥4x-3-5 dx 3(4x-3)((4x 23)1/3 10)+6
I Jéx -3 8((3-4x)°)
J 2 4(2- 3x2 )2 )1/3

Como vimos en los ejercicios anteriores, es muy importante intuir cual sera el diferencial de u.

Para ello debemos observar los elementos presentes en la integral y, de alguna manera, lo que no
es u es el diferencial o parte de él. En seguida realizaremos algunos ejemplos en los cuales no es tan
evidente dicha sustitucion, ni tampoco el diferencial de la nueva variable introducida; de hecho,
debemos recurrir a varias sustituciones y manipulaciones de las expresiones hasta conformar una

integral que pueda realizarse.

Ejemplo 3.54. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

Jxm dx
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Solucion: Con el cambio de variable u = x —1, el diferencial es du = dx. Si consideramos el exponen-
te %, la funcién potencia es (x —1)"? = 42 la funcién base es x —1 = u, con lo cual la integral se
reescribe J‘x\/;dx = Ju”z xdx = Ju”z xdu.

En la expresion anterior aquello que no es la funcidén potencia no es el diferencial de la funcion
base, pero si manipulamos algebraicamente la sustitucion realizada, como se muestra a continuacion:
Siu=x-—1,entonces x=u+ 1.

Y el diferencial dx = du.
La integral puede reescribirse como
Jxﬁdx = Jum xdx = _[u”z xdu.
Pero si x = u + 1, también se sustituye, queda:
J.X\/;dx = J.ul/2 xdx = J.u”2 xdu= Iu”z (u+Ddu
Observemos que esta ultima integral esta en términos de la nueva variable u. La cual ya podemos
realizar.
Realizamos el producto en el integrando
Jum (u+Ddu= J‘(uy2 +u"?)du
Separamos en dos integrales
Jum (u+1Ddu= J(um +u'? )du = Jumdu + J-u”zdu
Las cuales son inmediatas
3241 1241 512302 512 3/2
u u u u 2u 2u
u”? u+ Ddu= | @ +u")du = | du+ | " du= + +c= + +c= + +c
3 1 5 3 5 3
—+1 —+1 = =
2 2 2 2

Por ultimo, escribimos el resultado en términos de la variable original, para lo cual recordemos
que u=x-1:
3/2
)

512
J‘xmdx=2(x—1) +2(X—1 e

5 3

Ejemplo 3.55. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

jidx
Vx+5

. o . -1/2
Solucion: Si reescribimos la integral como J.xz (x+5  dx.

Si realizamos el cambio de variable u = x + 5, el diferencial es du = dx. Si consideramos el exponen-

)—1/2 — u—1/2

te —%, la funcion potencia es (x +5 y la funcién base es x + 5 =u, con lo cual la integral

se reescribe

szu_llz dx = Iu_llz x> dx = Ju_llz X2 du.



3.2. Integrales impropias

En la expresion anterior aquello que no es la funcion potencia no es el diferencial de la funcion
base, pero si manipulamos algebraicamente la sustitucion realizada, como se muestra a continua-
cion:

Siu=x+5, entonces x =u — 5y el diferencial dx = du y x*>= (u - 5)? 0, desarrollando el binomio
al cuadrado, x2=u? — 10x + 25.

La integral puede reescribirse como J‘xzu’” Zdx = J.u’l/z xtdx = J‘u’” 2 x% du pero si x?=u—5 tam-
bién se sustituye, queda:

J.xzufuz dx = J.ufm x> dx = J.ufllz x> du = J.LFUZ (u—-57du= J.u*m (u® —10x +25)du

Observemos que esta ultima integral esta en términos de la nueva variable u. La cual ya podemos
realizar. Entonces realizamos el producto en el integrando:

Ju_llz (u? =100 +25)du = J.(uy2 —10u"? +25u72) du
Separamos en tres integrales:

Ju”z (u® —10u+25) du = J-(u3/2 “10u"? +25u72) du = J-uyzdu - J‘IOumdu + J‘25u1/2du

Las cuales son inmediatas, sacando previamente a las constantes:

u3/2+ 1 u1/2 + 1 u
ju3/2du—J.lOullzdu+J25u_1/2du = Ju2’3du— IOjullzdu+ZSJu_1/2du =—— 10— +25
5+1 E+1

Simplificando

J‘uyzdu - JlOu”zdu + JZSu_”zdu = Ju3/2du - lOJullzdu + ZSJu_llzdu L 10 “ +25 “ +c

5/2 3/2
= 2u5 - 20"; +50u"? + ¢

Por ultimo, escribimos el resultado en términos de la variable original, para lo cual recordemos que
u=x+S5:

2 512 312 52 312
J'\/x de:2u ~ 20u +50u1/2+c:2(x+5) _20(x+5) 500452 4 ¢
X+

5 3 5 3

Ejemplo 3.56. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

jﬂdx
2x+7
Solucién: Si reescribimos la integral como J.(4x—3)(2x+7)7”3dx y si realizamos el cambio de

variable u=2x + 7, el diferencial es du = 2dx. Si consideramos el exponente —1/3, la funcion poten-
ciaes Qx+7)" =413 y la funcion base es 2 x+7=u. Con lo cual la integral se reescribe

_[(4x D Bdx= Ju_m (4x=3) dx
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En la expresion anterior aquello que no es la funcion potencia no es el diferencial de la funcion
base, pero si manipulamos algebraicamente la sustitucion realizada, como se muestra a continuacion:

Siu=2x+7, entonces x = % u —% y el diferencial dx = % du= %; observe con cuidado la mani-
pulacion algebraica para obtener la expresion 4x — 3 a partir de la sustitucion propuesta si:

17
X=—u——
22

Multiplicamos por 4 ambos lados de la igualdad:

4(x) = 4(114 - Z)
22

4x=ﬂu—§
2 2
4x =2u—-14

Ahora restamos 3 a ambos lados de la igualdad:

4x-3=2u-14-3
dx-3=2u-17

Y la integral puede reescribirse como J.(4x —Du P dx = J.Lfm (4x—3) dx

Donde 4x—3=2u—-17ydx =% du =% , por lo que la integral escrita en términos de la nueva varia-
ble es:

J(4x —Du P dx = J‘u_m Qu-— 17)%
Sacamos al % de la integral:
J(4x —u P dx = Ju_1/3(2u - 17)% = %J.u_m Qu—-17)du
Realizamos el producto en el integrando:
J(4x —udx = J-u_m(Zu - 17)% = %J‘(2u2/3 —17u™"3) du
Separamos en dos integrales:

J(4x D dx= J‘u_m Qu-— 17)% = %J‘(Zuz’3 “17u™"?)du = %J2u2/3du + %J‘—Wu_mdu

Las cuales son inmediatas, sacando previamente a las constantes:

J(4x —3udx= J-u_m Qu-— 17)@ = %J‘(ZuZ/3 —17u-"3)du = %J‘2u2/3du + %J—l7u_l/3du

2
213 +1 -1/3 +1
=J.u2/3du—£J.u_”3du= < LTu +c,
2 2., 2

3



3.2. Integrales impropias

Simplificando:

J(4x D Bdx= Ju_1/3 Qu- 17)% = %J(2u2/3 “17u™"?)du = %J‘2u2/3du + %J‘—Uu_mdu

2/3 +1 ~1/3 +1 5/3 2/3 5/3 213
=Ju2/3du—1lju_1/3du=u _Du +62—3u 7w +cz=3u ol +¢,

2.0 2.1, 5 022 5 4

3 3 3

Por ultimo, escribimos el resultado en términos de la variable original, para lo cual recorde-
mos que u=2x+7:

4x -3 30x+7°3 510x+7)*3
dx = —
Px+7 5 4

Ejemplo 3.57. Integracion mediante cambio de variable

Resuelva la integral siguiente:

J.x2 V2x +1dx

Solucion: Primero resolvemos u = 2x + 1, entonces podemos replantear la integral en términos de
la variable u, de la manera siguiente:

le(u—l):dledu
2 2

x2 = i(u — 1)2 = %(uz —u+ l) y  N2x+1l= u'?

Si sustituimos, obtenemos la expresion siguiente:

szxl2x+ldx :%J‘( 2—2u+1)u”2du

:lj(u5/2—2u3/2+u1/2)du

8

_ l(zuwz _ ﬂu5/2 " %u3/2)+ C
8\7 5 3

= i(zx +1)2 - i(zx +1772 + i(zx +1)*?
28 10 12

Derivando x?+/2x+1 podemos verificar que el resultado es correcto. Compruébelo.

Con los ejemplos anteriores nos damos cuenta de la gran diversidad de integrales en las que es
posible utilizar un cambio de variables con la finalidad de simplificarlas o resolverlas; pero aqui
so6lo mostramos algunos casos comunes.
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Ejercicios 3.5 Integrales mediante cambio de variable

Realice las siguientes integrales utilizando el cambio de variable que convenga.

Funcion Respuesta
1. | x¥x=5dx %(x —5)2(400+120x +30x2 + 7x%) + ¢
X 2
d. —(x—-8)V4+x+
3. |3xV2x+7dx §(7 +2x)2Bx=T)+c
4. |Qx+DJ/x-9dx %(x —9)*2 (414 6x)+¢
[ X2 —2+4x-3x"
5. ——— dx ————+tc
J(x-2) 6(x—2)
6. % dx %(x )3 (3+2x)+¢
f 2x—3 15— 4x
7. 3 dx — 5 +c
J(x-6) 2(x—-6)
N 3/2 2
8. [(* - 3)axTide 2(1+3x) (1232);5—36x—937) e

3.2.4. Integracion de funciones exponenciales,
logaritmicas y algebraicas

Las sustituciones que hemos hecho hasta el momento para resolver integrales son aplicables a
varios tipos de funciones, como las exponenciales y las logaritmicas, pero ambas ocupan un lugar
relevante en la descripcion de fendmenos naturales y sociales, por lo que no podemos dejar de
estudiarlas en un curso de calculo diferencial e integral. En el siguiente apartado deseamos aclarar
como se aplica el cambio de variable en las integrales que involucran funciones exponenciales,
logaritmicas y, con lo anterior, en mas funciones algebraicas. Ademas en las funciones logaritmicas
siempre debemos estar conscientes de cudal es el dominio de la funcion y de que la nueva variable
debe ajustarse a dicho dominio.

Funcion exponencial

Ahora, utilicemos la sustitucion en integrandos que presentan funciones exponenciales. Sea cuida-
doso al determinar el diferencial adecuado, el cual se presenta en el teorema siguiente:

NAVAS

Si u es una funcién derivable de x.

1. J’exdx =" +C 2. J’e”du e

Ejemplo 3.58. Integracion de funciones exponenciales

Encuentre J e 0.



Solucion: Siu="7x+ 10, entonces du =7 dx.

J. e7x+10dx

Completar el diferencial:

j e7x+10(7)dx

Cambio de variable u=7x+10:

1]
[— <= <]
—
(o
S
<

Il
Q
=
+
a

Solucidn de la integral:

Q2

Ejemplo 3.59. Integracion de funciones exponenciales
Determine: J‘10xe_x2 dx.
Solucion: Si se tiene u = —x2, entonces du = —2xdx o dx = —dul?2.

fle e dx =J.lOe_x2 (xdx)

Tt

_10 e'du
2

=-5¢"+C

=5 +C

Ejercicios 3.6. Integracion de funciones exponenciales

Resuelva lo siguiente:

Funcién Respuesta Funcién
2x-5 6’75+2x [ cos (7x)
1. e dx 5 +c 9. e sen (7x)dx
. 3 * S5x
2.3 * e
2. dxex dx e3 P 10. mdx
[ ¢ L 1)2 e 0 3
3. et +D)Tdx  eF e e 1L xPe™P dx
J )
e X
4. ‘:/_ dx 20 4 ¢ 12. xe 1) gy
o X JO
© -X * n/2
5. . ¢ —dx —In(1+e™)+c 13. ™" ™ cos mx dx
J1+e 0
r X _ X , * /2
6. |S“——ax In(e® +e™)+c 14. ¢ 29 gec (2x) tan (2x) dx
Je +e Y rl3
5 X _H X 2 * 12
7. | 2472 e e 15, | S odx
o (gx + e_‘c ) e +e v X
. 5 ) .
8. |e*Vl-e'dx —3(1—6' Y2 +e 16. sen (x) e ™dx

3.2. Integrales impropias

Respuesta

_lecos(7x) e

%m (€ +4)+c

1

l———
RIE

=0.93
0.632

—0.628

0.1162

— oMy,

_ecos (x) +e
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Desarrolle los conceptos siguientes:

17. Enuncie con sus propias palabras las propiedades de la funcién exponencial natural.
Respuesta: El dominio es de (—eo, =), el contradominio (0, <), la interseccion con el eje
yesta en (0, 1), no hay interseccion con el eje x, y el eje x, esto es y = 0, es una asintota
horizontal.

18. ;Existe una funcion f'tal que f(x) = f”(x)? Si es asi, jcual es?
Respuesta: Si existe una funcion f'tal que f(x) = f"(x) y es f(x) = &

19. Sinintegrar, enuncie la formula que podria utilizarse para efectuar las integrales siguientes:

a) J'e dx b) Jxe‘*zdx

e +1

20. Considere la funcion:
2
Cltel

f ()

a) Use una herramienta de graficacion para graficar f.
b) Escriba un parrafo corto en el que explique por qué la grafica tiene una asintota horizon-
talen y =1, y por qué la funcién tiene una discontinuidad no desmontable en x = 0.

21. Alsere*>1 para x >0, se tiene que Oxe’dtzjgldt. Efecttie esta integracion para deducir la
desigualdad ¢*> 1 + x para x > 0.

22. Discuta con su profesor la relacion entre las graficas de f(x) =1In x y g(x) =e™.
Respuesta: Son simétricas respecto a la funcion identidad A(x) = x.

Funcion logaritmo natural

La gran relevancia de las funciones exponenciales se transfiere a las funciones logaritmicas, ya que
son la funcion inversa de las exponenciales. Observe el diferencial y determinelo de forma correcta.

Si u es una funcién derivable de x.

1. J.ldx =Inx+C 2. J.ldu =lnly +C
X u

Ejemplo 3.60. Uso de la regla del logaritmo para integracion

. 2
Determine J—dx
X
Solucion:
Jgdx = 2Jl dx
X X
=2mnx+C
=In (x*)+C

Como x2 no puede ser negativa, el valor absoluto no es necesario en la forma final de la primi-
tiva o la antiderivada.



3.2. Integrales impropias

Ejemplo 3.61. Regla del logaritmo para integracion

1
d
Halle .[7x 1 X

Solucion: Sitomamos u=7x + 1, entonces du = 7dx.

Completando la integral: J ! dx = 1 j L Tdx
Tx +1 7 Tx+1
Cambio de variable: = 1 jl du
79 u
1
=—Inju+C
7

=%1n|7x+1|+C

Ejemplo 3.62. Calculo de areas con la regla del logaritmo

Encuentre el area de la region limitada por la grafica de la funcion:

y= zx , elejexylasrectasx=0y x=3.
x +1

Solucién: Si tomamos a u = x> + 1, entonces u’” = 2x. Para aplicar la regla del logaritmo se debe
multiplicar y dividir por 2, de la manera siguiente:

Multiplica y divide por 2: J‘ 2x dx = lJ- 22x 2dx
x“+1 2 x"+1
H, 1 2 3
—dx=Inu + C = [— In (x"+ 1)]
u 2 0
= l(ln 10-In1)
2
Inl=0 -1 In 10
2
= 1.51

Puede practicar la regla del logaritmo para integracion en los ejercicios siguientes:

Ejercicios 3.7. Regla del logaritmo para integracion

Compruebe las siguientes integrales utilizando la regla del logaritmo y el cambio de variable:

. 2 2
1. 4x:+1dx=ln|x4+x|+C u=x*+x 3 Jx3+1dx=lj3f 22 gv=tn x4 3+ ©
J xT+x X +Xx 3J x7+3x
u=x>+3x
sec” x 1 1 5
2. ) anx dx=In|tanx + C u=tanx 4, J.5x+4dx:§.’-5x+4dx:1n bx +4+C
u=5x+4

Otro recurso para resolver algunas integrales en las cuales, por un lado, se presenta un cocien-
te de polinomios y, por el otro, se incluye un polinomio en el numerador de grado igual o mayor
que el del polinomio que se encuentra en el denominador, es realizar la division antes de la integra-
cion, como se muestra en los ejemplos siguientes:

Ejemplo 3.63. Division larga antes de integrar

2
+x+1
Encuentre J-% dx
x“+1
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Solucion: Realizamos la division:
1

x> +0x+1 X o4+x +1
-x +0x -1
0 +x +0

X2 +x+1 X
=1+ 5

x> +1 x“+1

Regresamos a la integral.
Reescribimos usando el resultado de la division larga:

2
J%’C“dx:ju 2 PN
x“+1 x° +1

Reescribimos usando dos integrales:
= de + 1 J'22_x dx
2Jx"+1

=x+ %ln(x2 + D)+c

Integramos:

Ejemplo 3.64. Cambio de variable con la regla del logaritmo

E . j 2x
ncuentre —
(x+ 1)2

Solucion: Sise parte de queu=x+ 1, entonces du=dxy x=u—1.

2x 2u-1)
Sustitucién: (x+ 1)2 dx = J- 5 du

u
u 1
Reescribir como dos fracciones: =2 72 - 7z du
du _
Separamos las integrales: = Zj o 2J‘ U du
u!
Integrar: =2 Iny- 2(—1J +C
o, 2
Sustitucion: =2Infy+=+C
u
Sustitucion regresiva: =2 Infx+1+ 2 +
x+1

En ciertas integrales el proceso previo a la aplicacion de una formula de integracion puede ser
elaborado y no tan evidente; por lo que es necesario familiarizarse con esas integrales, como se
muestra en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 3.65. Obtencion de la formula de la secante

Halle Jsec x dx

sec x +tan x
sec x dx = |secx| —— |dx
sec x +tan x

3 J’seczx +sec x tanx

Solucion:

dx
sec x +tan x



3.2. Integrales impropias

Como vemos, el denominador de este cociente puede obtenerse de la manera siguiente:
U =Sec X+ tan x = u’ = sec x tan x + sec? x.
Entonces podemos proceder como sigue.

Reescribir la integral:

sec’x +sec x tan x
secxdx = dx

o secx +tan x
Sustituir:
= i dx
u
Aplicar regla del logaritmo:
=lInu+C

Sustitucion regresiva:

=In|sec x +tan x|+ C

Ejercicios 3.8. Funcion logaritmo natural

Practique la aplicacion de la formula J‘du” =In(u) + ¢ realizando las integrales siguientes (puede

comprobar el resultado mediante derivacion):

Funciéon Respuesta
[ 1 1
. d —In(1+2x)+
! Joa ™ 2n( xX)+c
d x 1
dx 1 2
2. ) 213 S InG+x)+e
2
3. J 7)_Cx3 dx —%ln(7—x2)+c
[ 4x> +7 )
4. mdx In(x)+In(7+x7)+c¢
o2
X +2x+ 3 1 N 5
N I e —In (x343x*+9
5¢x3+3x2+9xx 3 (e7+ 3% x)
[ x(x+2)
dx 1 2, .3
6. “In(1+3x* +x7)+
J 35 +,/1000 000 000 gogrow oo™ FIIHIT T
. { .
7. ] [2/3(1+[2/3) ! 3arctan (£/3)+c¢
" cost
8 | reen s In(1+sen (1) +¢
'secxtanxdx | o am
o J secx-1 n(cos (x))+2Inf sen 5]t
o2
10. Csct;df —In(cos (x))+In(sen(x)) + ¢
J co

3.2.5. Integrales de diferenciales de funciones
trigonométricas inversas y de estructura similar

Como se mencioné antes, de cada formula de derivacion se deduce otra, correspondiente, de inte-
gracion. De las formulas para las derivadas de las funciones trigonométricas inversas proviene el
siguiente teorema, que ademas de proporcionar algunas formulas de integrales indefinidas, presen-
ta otras para resolver integrales de estructura similar:
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NAWA S

[ du _u
1. ———=sen"'—+c¢, a>0 4. du L, atu
o a2_u2 a

" du 1

—_1u du 2 2
2. s—— =—tan" —+c¢, a#0 5, —=ln(ui«lu Ta|+c
Ja +u a a ~/u2ia2

" du 1 u
3. —=—sec_1—+c, a>0
Ju2_ 42 a a

Ejemplo 3.66. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

j 3 dx
Resuelva 245

Solucion: Sacamos el 3 de la integral:

J'23 dx=3J. 2dx
x“+16 x“+16

Utilizando la férmula:

du 1 u 1 1 (u
5 5 =—arctan | — |+c¢ =—tan” |[— |+¢
u +a- a a a a

Donde
X=u
dx = du, el diferencial esta completo
a*=16
a=4

J. 23 dx=3j 2dx =3l arctan X +c
x“+ 16 x“+ 16 4 4

Ejemplo 3.67. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

Resuelva j 92d =
Ix+1
Solucion:
Si
u? =9x?
u=3x Se debe completar el diferencial y compensarlo con 1 fuera de la integral
du =3dx

J. 951 X = 3J 36? =3tan"! (3x)+C (aplicando la parte (2) del teorema)
9x~ +1 (Bx)" +1



3.2. Integrales impropias

Ejemplo 3.68. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

Resuelva J. 22 dx
x° =3

Solucion: Acomodamos los elementos de la integral, sacando el 2:

2 dx
dx=2
J.x2—3 Jx2—3

Y utilizamos la férmula: J- du

:ilnu_a

+c
wW—a> 2a u+a

Donde
u? =x?
u=x
du = dx
a’ =3
a=-3

2 dx 1 x—+/3 1 x—+/3
———dx=2 = 1 +c=—In"—--+
Jx2—3x Jx2—3 Z/Z/x/gnx+x/§ ¢ \/gnx+\/§ ¢

Ejemplo 3.69. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

[
Resuelva 5%2_ 10

Solucion: Acomodamos los elementos de la integral, sacando el 3:

J‘z;dx:{[zd—x
5x°—=10 5x°—10

J du 1. u—a
=—1In +c

Y utilizando la fé6rmula:

w—-d> 2a u+a

Donde
u? =5x°
u=-+5x
du=A/5dx jCuidado, tenemos que completar el diferencial!
a* =10
a=+10

J—23 dx = L \/ngx =3L ! In \/gx—\/erc: 3 ln\/gx_\/erc

5x% - 10 V5452 — 100 V5 2(V10)  V5x+410 2:5v2  J5x+410

Ejemplo 3.70. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

Resuelva J. 3 dz
9-z72
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Solucion: Acomodamos los elementos de la integral, sacando el 3:

J'Ldzﬁ _dz
\/9—22 \/9—22

Y utilizamos la féormula:

2 a a

du u u
5= Taresen —+c=sen” —+c¢
a’—u

Donde
uw=z2
u==z
du=dz El diferencial esta completo.
Clz =
a=3

= arcsen — + 4

jﬂdz_ jﬂ

Ejemplo 3.71. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

Resuelva J';dz

J7-922

Solucion: Acomodamos los elementos de la integral, sacando el 5:

J;d2:5 _dz
V7 =922 V7 -922

Y utilizamos la formula:

J‘ du u u
———— =arcsen—+c=sen  —+c¢
Va* —u? a a
Donde:

u? =977

u=3z

du=3dz Se tiene que completar el diferencial

at =17

a=17

J‘ 1 3dz z
dz =5— | ———==-arcsen —=+c¢
J7-922 7-9:2 3 V7
Ejemplo 3.72. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

2dt

Resuelva
Ny

Solucion: Acomodamos los elementos de la integral, sacando el 2:

ffdt ﬂuzdt_




3.2. Integrales impropias

Y utilizamos la formula:

J.Lzln(ui u’+ a2)+c
\/uzi a’

Donde:

~

t El diferencial esta completo.

<
le%:
Il
NSRS

N

J‘\/;d_t4=2j'\/tzdt_4=21n(l—,/12—4)+c

Ejemplo 3.73. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

- [
e 3(t+1)° + 2

Solucion: Acomodamos los elementos de la integral, sacando el 4:

Adt dt
=4
J.\/3(z+1)2+2 J-\/3(1+1)2+2

Y utilizamos la féormula:

J.%=ln (ui\/uzia2)+c
Ju'toa

Donde:
u? =3(t+1)
u=-/3(+1)
du=-/3dt Se debe completar el diferencial.
a’ =2
a=+2

4dt 1 J3dt 4 ) : c
jm“‘ﬁjm—@l (V0 + 30+ + 2)s

Ejemplo 3.74. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

Resuel J'i
esuelva 213

Solucion:

Aplicando la parte (if) del teorema 3.6:

-[ dx —J. dx —Ltan’li+c
a3l B B

3 =—tan
x“+3 3

J dx 3 _I?X+C
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Ejemplo 3.75. Integrales de diferenciales de funciones trigonométricas inversas y de estructura similar

10dx
Resuelva 2
x“+ 1

Solucién:

Aplicando la parte (ii) del teorema 3.6:

J. 210 dx=10j 2dx =10tan ' x +¢

x° +1 x“+ 1

3.2.6. Integracion al completar el trinomio
cuadrado perfecto (TCP)

En la seccidon anterior abordamos las integrales de diferenciales de funciones trigonométricas
inversas, en las cuales se presentan polinomios de segundo grado en varias formas y no tienen un
término de primer grado, es decir, solo incluyen un término de segundo grado y un término cons-
tante. Estos polinomios de segundo grado pueden estar en el denominador o en un radical. Ahora
veremos qué hacer cuando se presentan polinomios de segundo grado completos, ya sea en el
denominador o en un radical; asimismo, veremos coémo reducir estos trinomios a alguno de los
casos estudiados en la seccion previa. Veamos los ejemplos siguientes:

Ejemplo 3.76. Integrales completando el TCP

dx
Resuelva la integral J 4+ 2x+10

Solucion: Sumamos y restamos 1 en el denominador:

J‘ dx
X2 4+2x+1-1+10

Ahora los tres primeros forman un trinomio cuadrado perfecto. Este se factoriza, y los tltimos
dos términos se reducen, quedando:

.[(x:f;; +9 =J‘(x+16;7§+ 3?

para la cual emplearemos la formula:

1.
J‘Lz=—tan 12+c, az0

a2+u a a

Nota: En los cambios de variables usuales siempre debemos cuidar el diferencial. {

J d); =J- df 5 Donde u(x)=x+1 du=dx a=3
(x+D)"+9 J(x+1)"+3

dx x+1 1, _x+l1
—5 5 =, arctg ——+c=—tan ——+c
(x+1°+3 3 3 3 3
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Ejemplo 3.77. Integrales completando el TCP

Resuelva la integral:
J' 5dx
Solucion: Usamos el trinomio que esta dentro del radical:
24+ x—x2
Acomodamos —x? + x + 2 y factorizamos el signo:
—[x?=-x-2]

Entonces completamos el TCP en el interior del corchete:

—|:x2 —x+l—l—2:|
4 4

Los tres primeros dentro del corchete son un TCP, los factorizamos como tal y reducimos sus
dos ultimos términos:

Ahora introducimos el signo:

Acomodando queda:

Sdx

Y aplicamos la formula:

du qu
J.—zsen 'Z4+e, a>0

2 2
Ja —u a

Para lo cual debemos tener extremo cuidado de encontrar todos los elementos u(x) = x — !

2

duzdxyaz%
1
S =5 dx =5 arcsen T2+C
9 1Y 9 1Y 2
S—lx—-= S—lx—-= 2
4 2 4 2
2x -1

-1

2x -1
=5 arcsen 2 +c¢ =5 arcsen 3 +c =5 arcsen +e
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Ejemplo 3.78. Integrales completando el trinomio cuadrado perfecto

J‘ 12dx
3x2 +4x—7
Solucion: Usamos el denominador en el cual factorizamos el 3:

3|:x2 + ix - z:|
3 3

Completamos el TCP en el interior del corchete:

Resuelva la integral:

Factorizamos los tres primeros en el interior del corchete y reducimos los dos ultimos:

-4

Regresamos a la integral con la ultima expresion en el denominador:

12dx

2
3 x+g _2
3 9

El 3 yel 12 salen de la integral en el denominador y numerador, respectivamente:

2 dx

3 2} 25
x+= | -=
3 9

Para la cual podemos aplicar la férmula siguiente:

du 11 a+u
5—5=-—1In +c

u —a 20 a-u

2 5
Con los elementos u(x)=x+=;du=dxy a==
3 3

25
x+=-=
P P L
212 ZS 0 x+S+3 *
(’”3) 9 3 373

Ejemplo 3.79. Integrales completando el trinomio cuadrado perfecto
Resuelva la integral:
3x-5
J. YTy
Jaxr+9
Solucion: Las siguientes integrales se deben separar en dos, como en dos casos que vimos antes:

J‘ 3x-5 dxzj 3x dx—J‘ 5 dx
J4x? +9 J4x? +9 J4x? +9




3.2. Integrales impropias

La primera integral es un simple cambio de variable, o de funcién:

J'3—x de sih(x)=4x>+ 9 dh=8xdx . o[ SXdx _ J[ x) 2 dh
8 \/h x)

V4x? +9 Jh(x)
12
:§M+c:%[4x2 + 9]1/2 +c :%,/4)62 +9+¢

8 =
2

. 5 . . .
La segunda integral J i es dx se resuelve con la segunda férmula vista en este tema, solo
X +

hay que procurar encontrar el diferencial adecuado y completarlo en la integral:

u(x)=2x; du=2dxya=3

1 5
dx =5— J J = 2x+\l4x +9)+
J‘1/4x +9 Jaxp+o 24 23 ( )
Unimos ambas soluciones:

J.%dx:%\sz + 9—% In (2x+\/4x2 +9)+c
4x“+ 9

Ejemplo 3.80. Integrales completando el trinomio cuadrado perfecto

2x-9 d
— ———dx
3x“+4x-17

Solucién: Usamos el denominador completando el TCP, como lo vimos antes

2
3[x2+ﬂx—z]=3[x2+ﬂx+f—i—z] 3 x+% _»
3 3 3 9 9 3 3 9

Entonces hacemos un cambio de variable, siendo:

Resuelva la integral:

u=x+% x=u—§ y du=dx

3
y realizamos las sustituciones en la integral:
2x-3 2 —
x—d B 2(“—3)—9 2u—£—9 2u—2 bu=31
r= du= 3 du= 3 du= 3 du

C s e e e

6u—31 1| 6u-31
0 5 E du—; 5 Ed
9 9

La ultima integral puede realizarse como la anterior, separando en dos integrales:

6u—31 IJ‘ 6u IJ' 31
du=—|——=zdu—— | ———==du
9.[“2 25 9 p_ 25 9) p_ 25
9 9 9
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Resolvemos la primera integral:

IJ 6u
—|——=zdu
9 p_25

9
Realizamos un cambio de variable o funcion:
g(x) =1’ —% dg =2udu
L3 2udu 3 [ dude L[ ds _Lygpoen | 1( 2)1 In
9 2o 9 2o 39 [g(x)] 3 3 9 3
9 9
:lln X%+ 4 xX— 7 +c
3 3 3

Resolvemos la segunda integral al aplicar directamente la férmula correspondiente

1(_ 31 31( du 93 3x-=3 31 3x-3

S| —rdu=" | e =T +c=""In +e

0 o257 9) 2 25 T90 3x47 30 3x+7
9 9

Unimos las dos respuestas parciales para resolver la integral original:

31, 3x-3
-—In——+c¢

2x-3 1 > 4 7
—————— dx=-In|x"+-x-— [-—1
3x“+ 4x -7 3 3 3) 30 3x+7

Ejemplo 3.81. Integrales completando el TCP

Resuelva la integral:
J. dx
x?-2x+5

Solucion:

J' dx :J dx :J' dx
¥ -2x+5 J(P-2x+D)+4 ) (x-1)7 4+ 22

Aplicando la parte (2) del teorema 3.6:
dx 1 af x—1
= | ——=|5[tan | —— | +¢
x“+x+1 \2 2

Ejemplo 3.82. Integrales completando el TCP
J‘ dx
Y +x+1

dx dx _ dx _ dx

Resuelva la integral:

Solucion:

2ix+ 13 1 3 2
x“+x+1 2 2
XT+x— + l:x +Xx+ :|+ [ 1:| |:

V3

2

T



3.3. Técnicas de integracion

Aplicando la parte (2) del teorema 3.6:

x2+x+1= V3

fort

X+ x+1

1
X+
dx €L tan~! 2

2

ﬁ(23x+1)+c

Ejercicios 3.9. Integrales con formula, completando el TCP

Realice las integrales siguientes:

Funcion
’ " Sdx
)X+ 4x+3
2. —7"';
J2x—-x"-10
3. i 10dx
J x—8x+25
4  —4dx
o w/3x—x2 -2
5. ; 6dv
Jv —6v+5
6. #
J2x" = 2x+1
7 [3(1+2x)dx
* 1,2
J 1+x
3 [—2(2x +3)dx
o x> =1
9. =2(x+1)dx
J 1-x?
10. '5(3)62—2)dx
J x+9
1. (9(3r —1)dr
o 92
7(x+5)d.
PR PAGRR)
J U+ 4

Respuesta
5[lln(l—x)—lln(3+x)]

2 2
_3 arctan |:l(—1 + x):l +c

7 3
10 arctan |:l(—4 + x)] +c
3 3
4 arcsen (3—2x)+c¢
6[—lln(l—x)+lln(5 —x):|+c

4 4

arctan(1-2x)+c¢
3arctan (x)+3In(1 +x2)+c
—2[2 X2 =1+31n (x+Vx2 —1)]+c
—2[—\/1 —x? +arcsen (x)] +c

9]
r

~2arctan( +§ln(9+x2) +e
3 3) 2

“3W9-x2 —arcsen(%ﬂ +c

V4 + x> +5 arcsen (%)}Lc

Ne)

~

3.3. Técnicas de integracion

El calculo diferencial nos ha proporcionado una regla general para obtener la derivada y el dife-
rencial; sin embargo, no da una regla general que pueda aplicarse en la practica para la operacion
inversa de la integracion. Cada caso necesita un trato especial, y se llega a la integral de una expre-

217



218

CAPITULO 3  Laintegral y sus aplicaciones

sion diferencial dada por medio de lo que sabemos acerca de los resultados de la diferenciacion.
Asi, cada método de integracion es un procedimiento de ensayos esencialmente. Para facilitar el
trabajo, existen unas tablas llamadas tablas de integrales inmediatas. Para efectuar una integracion
cualquiera comparamos la expresion diferencial dada con las tablas. Si la expresion esta registrada
ahi, entonces la integral se conoce, pero si no, buscaremos por varios métodos la posibilidad de
reducirla a una de las formas conocidas. Como muchos de los métodos se sirven de artificios que
solo la practica puede sugerir, una gran parte de nuestro texto se centrara en la explicacion de
métodos para integrar las funciones que se encuentran frecuentemente en la resolucion de proble-
mas practicos.

3.3.1. Integracion por partes

La formula de integracion por partes es una técnica de enorme relevancia, porque en todas las
formulas anteriores es indispensable que el diferencial de la funcién esté en el integrando, pero en
¢ésta se integra una funcion acompanada del diferencial de otra, como se muestra a continuacion:

Sean u = u (x), v=v (x) dos funciones variables en un intervalo [a, b] 0 en todo R

Esdecir: d(u*v)=u-dv+v-du.

Dedonde:u-dv=d-v)—v-dv

Si integramos los dos miembros de la igualdad:

J.u-dv:wv—J-v'du

La expresion obtenida se denomina formula de integracion por partes'y se utiliza para transfor-
mar una integral en otra. Esta transformacién sera util como método de integracion cuando la
integral del segundo miembro sea inmediata o, al menos, mas sencilla que la primera integral.

Con este método podemos resolver, entre otras, integrales de las formas:

~ d
a) x" sen x dx, Jx" cos x dx d) arc tan x dx, J.arc cot x dx
o o
~ d
b) e’ cos x dx, J-ex sen x dx, Jx" e’ dx e) arcsen x dx, Jarccos X dx
o o
~ d
c) x" In x dx f) sen™ dx, Jcos” X dx
o o

Normalmente se recomienda considerar que « corresponde a las funciones logaritmicas arco
seno, arco coseno, arco tangente, asi como a las polinomicas, y que dv corresponde a las funciones
trigonométricas y exponenciales.

Caso |
En aquellas integrales en las que al aplicar la formula de integracion por partes resulte
Ju-dv=u-v— jv-du

la integral del segundo miembro Ju * du es inmediata.

Ejemplo 3.83. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

Jﬂx sec 7x tan mmx dx



Solucion:
u=mx dv =sec mx tan mx dx
Sec 7Tx
du = mdx V=
T

1
7x sec mx tan ;wx dx = x - sec mx— | sec wx (7w dx)
T

=Xx - sec mx—In|sec mx +tan ;x| +c

Ejemplo 3.84. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

J'arctan 0 do

Solucion:
u = arctan 0 dv=do
du= d92 v=20
1+6
J.arctan 0 d6 =0 arctan 6 — J. 0d02
1+6

=9arctan9—lln (1+92)+C
2

Ejemplo 3.85. Integracion por partes

Realice integracion por partes:
jxexdx

V=X dv =e¥dx

du = dx y=e"

Solucion:

J.xexdx =xe" — J.exdx =xe* —e* +¢
Ejemplo 3.86. Integracion por partes
Realice integracion por partes:

J.G cos 0 d6

Solucién:
u==0 dv =cos 6d6
du=do y=sen O

J.G cos O d6=0 sen G—Jsenedeze sen O+cos O+c¢

3.3. Técnicas de integracion
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Ejemplo 3.87. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

IZ\5/2t+3 dt

Solucion:
u=-t dv=02t+ 3B dr
du = dt y = %(21 +3)3

J P53 di = %t Q2r+3)"3 - E(zz +3)ar

3

=gHr+ 33

—(21+3)7/3§+
16 7

=043 - 223 we
8 112

Ejemplo 3.88. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

szln X dx
Solucion:
In x dv =x2dx
3
du:d—x y="
X 3
3
jx lnxdx——lnx J‘x—d—x—%lnx ;J‘xzdx
3 3 3 3
=x—1nx—l 2 ie=mx-2+cC
3 3 3 3 9

Ejemplo 3.89. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

jx arctan x dx

Solucion:
u =arctan x dv =x dx
dx 2
du = 5 Y= x_
1+ x 2

X2 x> dx
x arctanx dx =—arctan x — | — 5
2 2 1+x

x2 1 J‘ x>dx
=—arctan x—— | ——~=
2 2

1+ x?



3.3. Técnicas de integracion

Al resolver:

Recuerde que:

2
T -1- 21 :>=—lﬂ1— 21 ]dx=—ljdx+ljf—x
1+ x x“+1 2 x“+1 2 2J x“+1

2
X 1 X
Jx - arctanx dx = Tarctan X+ Earctan X — E +c

Ejemplo 3.90. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

J‘ x2dx
(x cos x—sen x)

Solucion: Multiplicamos el numerador y el denominador por sen x:

xPdx _J' X X senx dx
(x cos x—sen x)2

senx  (x cos x —sen x)>

X sen X —Xx cos X
u= du=—————dx
sen x sen”x
X sen x 1
dv= 5dx V= —
(x cos x —sen x) X COS X —sen x
Se resolvio
X senx
5 dx,
(x cos x—sen x)
Si t=xcosx —senx dt=—Xxsenxdx.
entonces
dt dt 1
T T 2T e v—een e
t 1~ Xcos x—senx
y finalmente obtenemos
j x2dx 1 X 1 Sen x —X CoS X ,
— - x
(xcosx—sen x)> XCOSX—Senx senx ¢ XCOSX—senx sen’x
-X dx Sen X — X COS X
= =+ 3 dx
sen x(x cosx—senx) ¢ xcosx—senx sen”x
_ -X dx
sen x(x cos x—senx) ¥ sen’x
-X
= — | esc?xdx
sen x(x cos x—sen x)
—X
= +cotg x+c

~ sen x(x cos x —sen x)
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Ejemplo 3.91. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

2
J'ex X+ 12 dx
(x+1)
Solucién: Sabemos que (x + 1) — 2x = x? + 1.

Completamos el TCP en el numerador:

L X2+l _J‘ex(x+1)2—2x "
(x+1) (x+1)?

Multiplicamos por e*:

=J'ex(x+l)2 —ex(Zx)dx

(x+1)2

Separamos las integrales:

_ Je-*(xﬂ)z e J‘ex(Zx) "

(x+1) (x+1)

La nueva integral:

:Jexdx—Zj xe 5 dx
(x+1)

=e* - ZJ.xex(x +1)2dx

Se resuelve por partes:

u=xe~ dv=(x+1)"2dx
1
du=(xe*+e*) dx V== +D)

¥ x—+12dx =e' - 2Jxex (x+1)2dx
(x+1)
X 1 X 1 X X
=e' =2 xe" + (xe™ + e )dx
x+1 x+1
X 1 X 1 X
=e — 2|: xe’ +J e (x+1)dx:|
x+1 x+1
=e*—2|:— xe +jexdx:|
x+1
ex+2xe’ —2e* +¢
X+

Casolll
En este caso, al aplicar la formula de integracion por partes, la integral del segundo miembro

'[v - du aun no es inmediata, por lo que es necesario aplicar nuevamente el método a dicha integral.



3.3. Técnicas de integracion

Ejemplo 3.92. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

j x2e ¥ dx

u=x? dv=e"Ydx

du=2x dx y=—e"

Solucion:

J.x2exdx =—¢ x>+ J‘ex 2xdx

=—x2e "+ ZJe_xxdx

Observamos que la integral J-e*xxdx no tiene solucidon inmediata; sin embargo, es mas facil de
resolver que la inicial. Esta nueva integral la resolvemos utilizando de nuevo la técnica de integra-
cién por partes.

U=x dv=e"Ydx

du = dx y=e ¥

= 2[—e_xx + Je_xdx:I =-2xe ¥ =2¢ " +c

Finalmente se obtiene:

J.xze_xdx =—x?e ™ —2xe " =2 +C=e " (-x* -2x-2)+C

Ejemplo 3.93. Integracion por partes

Realice integracion por partes
Jlnz 6 do

Solucion:
u=1n20 dv=d6

du=21n9% v=20

= Ilnze do=61n"0 - Jezme%"

=0 ln20—2J-ln9 do

Al resolver la nueva integral 2j1n9 d6, tenemos:

u=1Inéo dv=do

_do
0

du

223



224 ¢ CAPITULO 3  Laintegral y sus aplicaciones

f1n29 d9:01n20—2jln9d0
=91n26—2[01n6—j0%:|

=01n’6-20In 6+2jd0

=0In’0-201n0+20+C

Ejemplo 3.94. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

Solucién:
u=x? dv =e>dx
1
du=2x v= §€3x

Jx2e3xdx = le‘gxx2 - Jle3x2x dx
3 3
= lxzeSX - lj‘eg’x 2x dx
3 3

Al integrar J‘e3 *2xdx por partes, tenemos:

u=2x dv = e dx
1
du = 2dx y=—e
3
J-x2e3xdx = lxze&" - 1[163" 2x— Jle3x2 dx]
3 313 3

= lxze3x - 12xe3x +1J.e3x2 dx
3 9 9

= l)cze3x - %xeh +£e3x +c
3 9 27

Ejemplo 3.95. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

sz senx dx

Solucion:

U=x dv=sen x dx

du=2xdx y=—CoS X



J.x2 sen x dx =—x’cos x — J.—cos x2x dx

=—x? cos x + ZJ.x cos X dx

Al integrar por partes J X cos x dx, tenemos

U=x dv=cos x dx

du = dx y=sen x

J.xcosxdx:x senx—J-senx dx

=—x? cos x+2x sen x+2 cos x +¢

Ejemplo 3.96. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

J.x3efx/3dx

u=x3 du=3x%dx

Solucion:

dv=e"dx y==3¢73

J- Xl Bax ==3x3%3 49 J‘ e x2dx

=373y 4 9J'e_x/3x2dx

Al integrar por partes J‘e_’” Sx2dx, tenemos:

u=x? du=2xdx

dv=e*Bdx y=-3¢"3
J.x3e_x/3dx =By 4 9(—36_XI3X2 + 6je_X/3x dx)
=-3¢73x3 —27e73x% + 54 j e Bdx

Al integrar Je_” 3x dx nuevamente por partes, tenemos:

u=x du=dx

dv=e"dx p=-3e"3

3.3. Técnicas de integracion
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J.x3eX/3dx =333 _27e7 3% 4 54(—3XEX/3 + 3J.eX/3de

=3¢ _27x 3% —162xe 3 + 162(—3e-xf3) +C

=3¢~ 277 ~162¢ 3 x —d86e ™ + C

Caso lll

En este caso, la integral del segundo miembro _[v du no es inmediata al aplicar la formula de inte-
gracidn, pero es la misma que se esta buscando inicialmente, por lo que las agrupamos en el primer
miembro para despejar la integral a resolver inicialmente.

Ejemplo 3.97. Integracion por partes

Realice integracion por partes:
Jx cos’x sen x dx

Solucién:

u=xcos?x dv=sen x dx

du = (cos? x — 2x cos x sen x)dx v =—Cos X

J.x cos” X sen x dx =—X COS X COS 2x—J.—cos x(cos’x—2x cos x sen x)dx

=—xcos’x—|—|cos’x dx +J.cos2x 2x sen x dx)
o
3
=—xcos’x—| — | cos® x cos x dx +2Jx cos® x senx dx)
o
~
=—xcos’x—|- (1- senzx)cos X dx+ 2jx cos? x sen x dx
o
=—xcos’x—|—|cos x dx+J.sen2x CcOS X dx+2-[x cos® x sen x dx)
o

=—xcos’x + Jcos xXdx— J.senzx cos xdx — ZJx cos’xsen x dx

n3x

=—x cos’x+sen x — x—2'[x cos® x sen x dx

La ultima integral es la que inicialmente queremos resolver, por tanto, para facilitar la solu-
cion podemos proceder de la manera siguiente:

. 3
X cos>x sen x dx = —x cos° X +sen x —

—ZJ‘xcos2 xsen x dx +c¢

. ([ ) 3 sen’x
Despejamos: 3| x cos™ x sen x dx = —x cos” x +sen x —

o

+c

Finalmente:

[ ) X cos’x semx sen’x
X cos“x sen x dx = + -

J 3 3 9




Ejemplo 3.98. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

J.ex cos x dx

U=COS X dv=e"*dx

du=—sen x dx v=e*

Solucién:

J.ex cos x dx =e~“cosx + je"‘ sen x dx
X X
=ecos x +J‘e sen x dx

Al resolver por partes la nueva integral, tenemos:

u=sen x dv=e*dx

du=cos x dx v=e"
X X X X
J.e cosx dx=e cos x+e senx—je cos x dx

=e“cosx+e” senx—Jexcosx dx

3.3. Técnicas de integracion

Es posible observar que de nuevo aparece la misma integral del lado derecho, por lo que:

J.ex cos x dx=e"cos x+e” sen x—J‘ex cos x dx

ZJexcos xdx=e"cos x+e'sen x+C

Finalmente

X X
e’ cos x+e” sen x
jexcos X dx = 5 +C

Ejemplo 3.99. Integracion por partes

Realice integracion por partes:

J.3ecos 0doe
Solucion:
u=cos 6 dv=3%d6
39
du=—sen 6do V=m

J.3 cos 0 df = —cos 06— J—( sen 0)doO

¥ cos 0

= J.—sen 0 do
ln 3

[’}
:M_FL 3683119 do
In3 In3
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dv=39d0
30
y=—
In3

u=sen 6
du=cos 6do
0 0 0
=3CL9+L 3—sen(9— j3— cos 6 do
In3 In 3{In3 In3
0 0
Heos 0, 1L g L [30cos 0 ag
In3 In 3{In3 In3
0 0
:3 cos 0 3sin0_ i J.39cosed9
In3 In“ 3 In“ 3
Si@:J‘39 cos 6 db
_39005 0 3%en 0_ 1 @+c
In3 In?3  In?3
1 3%cos6 3%send
+ = +C
@ .1.1225@ In3  In’3
Despejando @:
0 4130
@= In 3(3 00320) 3 sen0+C
In“3+1
J.3ecos 0 d9_30cost91n3+3esen9+c
In*3+1

Ejercicios 3.10. Integracion por partes

Verifique los resultados propuestos mediante integracion por partes:

Funcion
1. .x sen x dx
2. .x In x dx
3. .x3exdx
4. .xs e’ dx
s, .x22x dx
6. .sen_1 ax dx
7. .ezx cos 3x dx
8. .e”xsen bx dx

Respuesta

—X CoS x+senx+c¢

lnx x

2

2

4

(x> =3x2 +6x—6)e" +¢

(x> =5x* +20x° = 60x +120x —120)e™ + ¢

2X[2 +x2In(2)>? —xln(4):|

In(2)*

+c

xsen! (ax)— l\/1 —(ax)* +¢
a

e icos 3x+i sen 3x +c¢
13 13

[L)e”sen bx —(L
a’+b* a’+b

2

) e cos bx+c
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Funcion Respuesta
[ 2
9. |xtan'xdx X tanlx— lx +l tan"'x +c
¢ 2 22
10. |6 cos 6 dO 0sen 6 +cos 0 +c¢
" 2
11. zIlnzdz %lnz—lzz+c
12. |Inxdx xlnx—-x+c
13. |6°V1+26 do % 0°(1+20)""” —% o(1+26)°" +%(1+29)2” +e
(In y Iny 1
—d ————+c
14. ] % 379,
) 1 2 v 1 2
15. |2 e dz —z%¢" —=e” +c¢
J 2 2
16. |sec’ 0 do sec 0 tan 9—11;(sec 6+tan 9)+C
. —le”x cos 9x+lze”xsen Ox
17. | e™sen Ox dx 6 ,;29 +e
N 1+0—2
[ 2
18. | x arccos x dx x?arc COSX—%X\/l—x2 +ixx/1—x2+i arc senx+c

3.3.2. Integracion de potencias de funciones trigonométricas

Ahora se considerara la integracion de diferenciales trigonométricas que se presentan con frecuen-
cia y pueden integrarse facilmente al transformarse en integrales inmediatas mediante reducciones
trigonométricas sencillas.

NAWA S

a) sen®x+cos’>x=1
b) sen’x = % (1—cos 2x)

) cos’x = % (1+cos 2x)

Integrales de la forma J.sen”’ (x) dx o J.cos”‘ (x) dx

Es necesario clasificar las integrales de productos de potencias de senos y cosenos segtin el tipo de
exponente para saber cual sustitucion es conveniente utilizar. Las diferentes situaciones se mues-
tran a continuacion:
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I. Simesimpar: sen” x =sen” ! x sen x.

Dado que m — 1 es par, el primer término del segundo miembro sera una potencia de sen? x y podra
expresarse en potencias de cos? x, sustituyendo sen? x = 1 — cos? x (despeje de [a]).

II. Sim esimpar: cos” x = cos” ~ ! x cos x.

Dado que m — 1 es par, el primer término del segundo miembro serd una potencia de cos® x y se
podra expresar en potencias de sen? x, sustituyendo cos? x = 1 — sen® x (despeje de [a]).

Ejemplo 3.100. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

Jsen3 X dx

Solucién:

J.sen3 X dx = Jsenz X sen 7mx dx
= Jsen ﬂx(l —cos’ n'x)dx

=Jsen X dx—-“cos2 X sen mx dx

1 1
=—— COS TX+— cOs° Tx+¢
T RY4

Ejemplo 3.101. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

Jcoss 6de

Solucion:

Jcoss 0 do =| cos* @ cos 9 do =J(cos2 6)2005 0 de

o

= .(l—senz 6)20059 de =j(1—256n2 0 +sen* 0 )0056 do

= |cosH dG—ZJsenze cosO do +Jsen49 cos@ do
2 3 |
=sen @ —gsen 0 +§sen 0 +c

Ejemplo 3.102. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

Jcos7 X dx

Solucién:

3
J.cos7 X dx = J.cos6 X COS X dx = j(cosz nx) cos x dx



[ 3
= (l—sen2 ﬂx) cos mx dx

= [l —3sen® mx+3sen* 7x —sen® n'x] cos wx dx

= | cos mx dx—?aJ.sen2 TTX + COS TTX dx+3J-sen

4

1 3 3 5 1 7
=—sen Ix—sen” wx+—sen’ Ix——sen' Tx+c
b4 5 r

Ejercicios 3.11. Integrales de potencias de seno y coseno

Verifique los resultados propuestos, realizando las integrales siguientes:

Funcién

Respuesta
3 ) 1 1
cos’30sen ~ 360 d6 =3 csc 39—§sen 30+c
1 1
Senl/22ZCOS3 2Z dZ gsen3/22z - 7 Sen7/222 +c
sen’ X cos’ X dx —l cos 6X + l cos® X +c
2 2 3
sen’ x cos’x dx é sen’x — l sen®x + % sen'” + ¢
cos® x sen’x dx é sen®x —é sen®x + ¢

sen’ Ox cos™Ox dx

(— 7—19 sen 2(6x) — %J cos’ (6x)

cos® x sen® mx dx

T

Integrales de la forma Jsen” (x)dxo Jcos” (x) dx

Si n es un numero entero positivo par, esta integracion puede realizarse mediante transformaciones

sencillas y utilizando las relaciones:

sen” (x) = %(1 —cos (2x)) y cos’(x) = %(1 +cos (2x))

Ejemplo 3.103. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

Jsen“ S5x dx

Solucion:

2
jsen4 5x dx = J(senz 5x)2dx = J‘(@) dx

3.3. Técnicas de integracion

TX COS TX dx — J-sen TX COS X dx

%(—sen 7x)(3 cos* mx — cos 7x - 2)
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= %j(l —cos 10x)2dx = %J(l —2cos 10x + cos’ 10x)dx
1 1 f
=—|dx——=]cos10x dx+—|cos“10xdx
4 2 4

=£—isen 10x ll+cos 20x dx
4 20 4

:f_—sen 10x+— J.dx+ J.cos 20x dx

=lx—isen 10x +— x+—sen 20x+c¢
4 20 8 160

Ejemplo 3.104. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:
Jcosz (100) do6

Solucion:

J cos>(106)d6 = I(w) a6

Jd6+ jcos (200) d

=—+—sen206+c
2 40

Ejemplo 3.105. Integrales de potencias de seno y coseno

e
J(cosz —J dz
T

Realice la integral siguiente:

Solucion:

4
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=T sen2—2+ljdz+%j cos4—zdz
/9

4 4 T 8
z T z 1 r
=—+-—sen—+—+—* —sen —+¢
4 T 8 8 T
z T 2z z W
=—+-—sen —+—+-—sen —+¢
4 T 32
3z & b4
=—+—sen —+-—sen —+c¢
8 4 b4 T

Ejemplo 3.106. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

Jsen6 0do6

Solucion:

3 1 20y
J.sen6 0 do= J.(sen2 0) de = J.(%Se) doe

_J‘1—3cos29+3 cos 220 —cos® 26 40
B 8

= %J-de - gjcos 20 do+ %jcos2 20 do— %Jcosz 20 d6

_9 3 n 29+§J(w)de-%Jcos2 26 cos 26 d6

8 16 8 2
:Q—isen29+i d9+iJ. cos 460 d@—l-‘.(l—sen2 29) +cos 20 dob

8 16 16 16 8
=Q—isen29+ﬁ+isen49—lj‘00529d9+lJ.sen229-c0529

8 16 16 64 8 8
=Q—isen20+£+isen40—isen20+isen326+c

8 16 16 64 16 48
:Q+ﬁ—isen20—isen29+isen49+isen320+c

8 16 16 16 64 48

3

=ie—isen29+isen40+sen 29+c

16 16 64 48

Integrales de la forma Jsen” (x) + cos™ (x) dx

Cuando 7 o m es un numero entero positivo impar, no importara lo que el otro sea. Dicha integra-
cion puede practicarse por medio de transformaciones trigonométricas.

Ejemplo 3.107. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

jsen3 X o8> x dx



234 ¢ CAPITULO 3  Laintegral y sus aplicaciones

Solucion:

jsen3x cos’ x dx = Jcossx sen’ x dx = jcoss x sen’sen x dx
_ 5 2
= J.cos x (I-cos” x) senx dx

=J.cossx sen x dx—J.cos7x senx dx

COS6 X 0088 X

=- + +c

6 8

Ejemplo 3.108. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

J‘cos3 30 sen™230 dO

Solucién:

J.cos3 30 sen230 dO= |sen>360 cos’360 do= J‘sen2 30 cos?36 cos 30 do

= |sen™36 (1-sen’36) cos36 d6

= | sen236 cos 36 dO—J.cos 30 do6

= —l sen”! 39—l sen 30
3 3

=—l csc 39—l sen360+c
3 3

Ejemplo 3.109. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

I(sen3 2t),/cos 2t dt

Solucién:

J(sen3 2[) cos 2t dt = J.sen3 2t cos'?2¢ dt

= | sen® 2¢ sen 2t cos'? 2t dt

= | cos"?2t sen 2t (1 —cos? 21) dt

= | cos"?2¢ sen 2t di- J‘cosl/2 2t sen 2t cos’ 2t dt

= | cos"?2¢ sen2t di— JcosS/ZZZ sen 2t dt

_10053/2 2t 2 +lcos7/22t 2 +c
2 3) 2 7

1 1
=——cos>?2¢ +7 cos’? 2t+c
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Integrales de la forma J-sen'" (x) * cos" (x) dx

Cuando m y n son numeros pares, enteros y positivos, la expresion diferencial dada puede transfor-
marse por sustituciones trigonomeétricas en una expresion que contiene senos y cosenos de angulos
multiplos (b) y (¢).

Ejemplo 3.110. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:
jsen“ 3¢ cos* 31 dr

Solucion:

J.sen4 3¢ cos* 3t dt = J‘(sen2 3t)2 (cos® 31)dt

J‘ 1—cos 61 ¥(1+cos 61 }
= dt
2 2

L (1-cos 61)° (1+cos 61)° d

1—2 cos 67 + cos’ 6t)(l +2 cos 6f + cos’ 6t)dt

1-2 cos? 6¢+cos* 6t) dt

1 '(
=L dt—2j.cos2 6t+J.cos4 6t dt:|

o 2
:L dt—2J1+00812tdt+j 1+cos 12¢ i
16| J 2 2

=— dt—J-dt—J-cos 12¢ dt+%J.(1+2 cos 12¢ + cos® 12t)dt:|

= i —jcos 12¢ + lJ.a’t + lJ.cos 12tdt + l-‘.Mdt
4 2 4 2

—Jcos 12¢ + lJ'a’t + lJ.cos 12¢ dt + ljdt + lJ‘cos 24¢ dt:|
6| 4 2 8 8

I
»—Al
—_

=— —i sen 12t+£+Lsen121+£+L sen24t:|+c
12 4 24 8 192

:——sen12t+i+Lsenl2t+L+ sen 24t +c¢

192 64 384 128 3072

=—L sen 12t+it+

384 128 3072

sen 24t +c¢

Ejemplo 3.111. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

Jcos6 6 sen’0do
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Solucion:

Jcosé 0 sen’0 do= I(cosz 0)356n2 0 do

3
=J‘ 1+cos20 Y (1-cos?20 46
2 2

_J(1+300529+3 cos® 20+ cos’ 2011—00520)61,9
B 8 2

L (1+3 cos 26+ 3 cos® 26+ cos’ 26)(1—cos 26)d6

_ L (1+2 cos 20-2 cos’ 20— cos* 29)d9

=— d9+£J‘cos 20 cie—i-"cos.3 26 de—i“‘cos4 260 db
16/ 16 16 16

6 2 1
=4 — . —

sen 26 — iJ‘(cos2 26 cos 29) do— LJ‘(cos2 29)2d9
16 16 2 16 16

= i+l sen 20—i (1—sen229) cos ZGdG—LI
16 16

2
1+ cos 46 40
16 16

2
1

:£+—sen29—£ (cos 20 —sen’26] cos 20)d0+-~
16 16 16

4
L 1+2 cos 46 +cos™ 46 0
16 4

=£+isen 29—i cos 20 dG+£J‘sen2 20 cos20+---
16 16 16 16

e i de— iJ'cos 40 do— iJ‘cos2 4046
64 64 64

=£+Lsen26—£ . lsen20+i LT sen® 20+---
16 16 16 2 16 3 2

...—i—i.lsen40d0—i (

1+ cos 86
64 64 4 64

2

=£+ise:n20—isen29+is.en3 20—£—Lsen40+---
16 16 16 48 64 128

L a79—L cos 80d6
128 128

:iJrisenw—isen2(9+isen3 20—£—Lsen49-~
16 16 16 48 64 128

_i_i . lsenge.lrc

128 128 8§

=i9+i sen’ 20—L sen 40—L sen 80+ ¢
128 48 128 1024

Ejemplo 3.112. Integrales de potencias de seno y coseno

Realice la integral siguiente:

w w
Jsen“ = cos® —dw
2 2
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Solucion:

. 2
4w w w w
Isen = cos>—dw = ||sen® = | cos® —dw
2 2 2 2

*(1—cos w Y (1+cos w
= dW
J 2 2

*(1—cos w }(1+cosw
= dw
J 2 2

*( 1—-2cos w+cossz(l+cos w)

J 4 2
-1 (1—2005 W+ cos? w)(l+cos w) dw
8J
=l (l—cos W —cos> w4+ cos’ w) dw
8J
1 * 1 1 2 1 3
=—\|dw—|cosw dw——=|cos“w dw+—|cos’w dw
8J 8 8 8
= l w— l sen w— ljm dw + lJ‘cos2 w cosw dw
8 8 8 2 8
1 1 1 1 1 )
=—w——senw—— | dw——|cos2wdw+— (l—sen w)cosw dw
8 8 16 16 8
:lw—l sen w—i w—i . lsen2w+lJ‘cos w a’w—lj.sen2 w cos w dw
8 8 16 16 2 8 8
1 | 1 | 1 1 3
=—w-——senw——w——sen2w+—senw——sen” w+c
8 8 16 32 8 24
1 1 1 3
=—w-——sen2w——sen" w+c
16 32

Ejercicios 3.12. Integrales de potencias de seno y coseno

Verifique los resultados propuestos de los ejercicios con su respuesta y realice las demas integrales.

Funcién Respuesta
1. sen* x dx f—Senzx+£+isen4x+c
J 4 4 2
[ 4 2 zZ 1 1 1
2. sen” z cos” z dz — ——sen[2z]-—sen[4z]+——sen[6z]+c¢
. 16 64 64 192
3 cos’ x dx EJrlsen4x+c
T 4 8
[ 1 3 3 3 1 1 3
. sen d —yp——sen2y+—yp+—sendy——sen2y———sen’ 2y +
4. ey @ R T T R T T rre
5. |cos 6% dx 5—x+£sen 2x +2sen 4 +isen(2x)+c
J 3 16 64 3 64 3 64
[ 2 z 1
6. sen“4z dz ———sen[8z]+c¢
J 2 16
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Integrales de la forma J.tan’” xdx o Jcot’” X dx

Asi como existe una relacion entre las funciones seno y coseno, algo muy parecido se presenta
entre las funciones tangente y secante, ademas de las funciones cotangente y cosecante, mediante
las identidades pitagoricas.

NAWA A

Es importante recordar las siguientes propiedades trigonométricas con tangente y cotangente:
1 + tan® x = sec? x

1 +cot? x=csc? x

Sim > 2, realizamos la descomposicion:
tan™ x = tan? x tan” 2 x, cot” x =cot® x cot "~ 2 x

Utilizamos las identidades trigonométricas que se incluyen en la pantalla anterior, sustituimos
y resolvemos:

tan? x =sec? x — 1, cot? x =csc?x — 1
Ejemplo 3.113. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:

Jtans y dy
Solucion:

J-tan5 y dy= Jtanz xtan’x dx

= j(secz x—1)tan’x dx

=—|tan’x dx+J. tan’x sec®x dx

=—|tan® x tan x dx +J-tan3 xsec’x dx

=- (secz— 1) tanx dx+ J.tan3 xsec’ x dx

=—|tan x sec’x dx + J.tan x dx +J.tan3x sec’ x dx

tan’ x

=————+In((cos x)+ltam4 X+c
2 4

Ejemplo 3.114. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:

J.cots 2t dt
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Solucion:

J.cot5 2t dt = | cot® 2t cot® 2t dt

o
.

= (csc2 21—1) cot? 2t dt

= | cot® 21 csc? 2¢ dr —J.cot3 2t dt

— _l . lcot4 2t — J-(csc2 2t — 1) ctg 2t dt
2 4

= —% cot* 27— jctg 2t csc? 2t di + Jctg 2t dt

= 1 cot 27+ 1 ctg? 2t + 1 In (sen 2t)+¢
8 4 2

Ejemplo 3.115. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:
J.cot6 ydy

Solucion:

J.cotﬁy dy = | cot’>x cot*x dx
= (csczx - 1) cot* x dx

= | cot*x csc?x dx—jcot“x dx

= | cot* x csc?x dx — J.(co‘[2 x)? dx

—% cot’ x—J.(csc2 x—1)2 dx

—% cot® x— j(csc4x —2csc?x+ 1) dx

:—% cot’ x — | esc* x dx+2J-csc2x dx —J.dx
o

|
- g cot’ x — | esc®x esc? xdx+2J-csc2x dx—J.dx

1
—g cot® x — (1+cot2 x) csc?xdx -2 cot x—x
o

1
=—§ cot® x — | esc’x dx—Jcotzx cscx dx—2cot x—x
o

1 s 13
=§cot x +cot x+§ cot” x—2cotx—x+c¢
I 5 |
=——cot" x—cot x+—cot” x—x+c¢
5 3
Ejemplo 3.116. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:
jtang 7x dx
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Solucion:

Jtang nx dx = |tan® 7x tan® mx dx
[ 3.9

= (tan nx) tan” mx dx
[ > 3.2

= (sec nx—l) tan” mx dx

= (SCC

o

6 zx — 3 sec* 7mx +3 sec® mx — 1) tan® 7x dx

= Jsecé mx tan® 7mx az’x—3J‘sec4 7x tan® mx dx+3J.sec2 7x tan’ 7rx—J‘tan2 X dx

_ o AN S
111 v

I II

Resolviendo I:
6 2 _ 4 2 2
sec’ mx tan” mx dx = |sec” mx sec” mx tan” mwx dx

2
= (5602 7rx) tan® mx sec’ mx dx

2
= (1+tan2 nx) tan’ 7x sec’7wx dx

= (1+2 tan® 7x + tan* ﬂx) tan® 7x sec® x dx

= | tan’7x sec® mx dx + ZJ.t.an4 mx sec® x dx+---

---JrJ“tan6 7x sec’ ;wx dx

1 3 2 s 1 7
=—tan” 7x +—tan’ 7x+—tan’ Tx+c
3 S r

Resolviendo II:

3Jsec4 7x tan® mx dx = —?)J‘sec2 mx sec’ mx tan® mx dx

=—3J‘(1+tan2 717x)sec2 mx tan® mx dx
=-3 (-"‘[an2 nx sec’ mx al;c+jtan4 nx sec’ mx dx)

=-3 l:i tan’ 7rx + i tan’ nx:| +c
RY4 S

1. 3 3 5
=——1tan” 7x——1tan” wx+c¢
b4 S

Resolviendo II1:

1
3J.sec2 7x tan’ 7mx = 3Jtam2 7x sec’ mx dx =—tan’ mx+c
b4



Resolviendo IV:

—J.tan2 X dx = —J-(sec2 X — l)dx

= —J.sec2 X dx — J‘dx

tan mx
+Xx
T

Finalmente, tenemos el resultado siguiente:
1 2 1
jtang mix dx = — tan® 7x + — tan® mx +— tan’ x4
3z Sm T

n mwx
+x+C

1 3 3 5 1 3 ta
---——tan’ mx —— tan” mx +—tan’ mx —
b4 Sr b4

1 7 1 5 1 3 1
=—tan’' Tx——tan  7tx+—tan - Tx ——tan tx+ x+c¢
r b4 R4 Vg

Integrales de la forma Jsec” xdxo jcsc” X dx

Si n es par, se realiza la descomposicion:

2

sec” x =sec? xsec” "2 x

2

csc x=csc2 xcsc 2 x

Se utilizan las identidades:

sec?x =tan®x + 1

csc2x=cot?x+ 1

Ejemplo 3.117. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Jsec“ dx

Realice la integral siguiente:

Solucion:

J.sec4 dx = |sec’x sec’x dx
o

= (1 +tan? x) sec’ x dx

= | sec® xdx + J.tan2 x sec’ x dx

1’13)(,'

ta
=tan x + +c

3.3. Técnicas de integracion

Si n es impar, se realiza la descomposicion sec” x =sec? x sec” ~2 x y se integra por partes.
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Ejemplo 3.118. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:

jsec3x dx
Solucion:
3 _ 2
sec’x dx = |sec x sec”x dx
u=secx dv =sec? x dx
du = sec x tan x dx y=tan x

Jsec3 x dx=sec x tan x— |tan® x sec x dx

o
.

=sec x tan x — (sec2 x—l)sec X dx

o
.

=sec x tan x— |sec? xdx+J.sec X dx

o

Este tipo de integrales son conocidas (caso III, por partes).

Finalmente, tenemos:

1
jsec3x dx = 3 (sec x tan x +1In (sec x +tan x)+c

Integrales de la forma J.tan’" x-sec" xdxo Jcot’” X+ csc x dx

Si la potencia m de la tangente es impar y positiva, se conserva un factor secante-tangente y el
resto de los factores se convierte en secante, mientras que para la cotangente se conserva un factor
cosecante-cotangente y el resto se convierte en cosecante. Después se desarrolla e integra.

Ejemplo 3.119. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:

Jtan3x sec’x dx

Solucién:

jtan3x sec’x dx = J.tanzx sec x sec x tan xdx

(sec X— 1 secx sec x tan x dx

ec4 X—ESGCX +c

Jsec X sec x tan x dx — Jsec xsec x tan x dx
1
4
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Ejemplo 3.120. Integrales de producto de potencias de cotangente y cosecante

Realice la integral siguiente:

Solucién:

Jcot32x csc2x de =

Jcot3 2x cse2x de

cot’2x cot 2x csc2x dx

(csc2 2x — l) cot 2x csc2x dx

cse?2x cot 2x csc2x dx —J.cot 2x ¢sc 2x dx

—l . l csc32x+l csc2x+ ¢

— o

1
——csc?2x +5 csc2x+c¢

(@)

Ejemplo 3.121. Integrales de producto de potencias de cotangente y cosecante

Realice la integral siguiente:

Solucion:

J.tan3a sec’’>a do=

o
]

J.tan3 asec”? o da

tan’ tan « sec o sec”’? o do

3/2

tan® o sec o tan o sec o do

(secza—l) sec’’?a tan o sec o da

Ol e

sec’> o tan & sec o doc—Jsecmq tan o sec o do

/

2
secma—g sec”? a+c

Ejemplo 3.122. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:

Solucion:

J.tan3x sec’ x dx

Jtan3x sec’ x dx

6

tan® x tan x sec®x secx dx

6

tan® x sec® x tanx sec x dx

(5602 x—l)se:c6 X tanx sec x dx

sec® x tan x sec x dx—Jsech tan x secx dx

9 I 4
sec” x == sec X+c

O | — ¢
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Ejemplo 3.123. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:

Solucion:

J.tan7 2x sect 2xdx

Jtan7 2x sect 2x dx

tan® 2x tan 2x sec’ 2x sec 2x dx

tan® 2x sec® 2x tan 2x sec 2x dx

2 3 3
(tan 2x) sec” 2x tan 2x sec2x dx

3
(sec2 2x—1) sec’ 2x tan 2x sec 2x dx

(se(:6 2x—3sec 2x+3sec? 2x — 1) sec’ 2x tan 2x sec 2x dx

sec’ 2x tan 2. sec 2x — 3ISCC7 2x tan 2x sec 2x dx +---

+3J-sec5 2x tan 2x sec Zx—J.sec3 2x tan 2x sec 2x dx

i sec'’ 2x— i sec® 2x +i sec®2x —l sect2x+¢
20 16 12 8

—sec'? 2x— % sec® 2x +i sec®2x — l sec*2x +c¢

20

Ejemplo 3.124. Integrales de producto de potencias de cotangente y cosecante

Realice la integral siguiente:

Solucion:

jcot3 5x csc?5x dx

J.cot35x csePSx dx = J.ctg2 5x csc? 5x ctg 5x csc Sx dx

= J.(cscz 5x —1)csc?5x ctg Sx csc Sx dx

=J.csc45x ctg Sx cscSx dX—JCSCZSX ctg 5x csc Sx dx

25

—l . l 05055x+l . lcsc:3 5x+c¢
5 5 5 3

cse’ Sx + i cse?5x +e
15

Integrales de la forma Jtanm x-sec"xdx o jcot’” X+ csc” x dx

Si la potencia n de la secante es par y positiva, uno de los factores que se conservara en la descom-
posicidn sera una secante cuadrada y el resto se convertira en tangente. Para la cosecante se con-



3.3. Técnicas de integracion

serva el factor secante cuadrada y el resto se convierte en cotangente. Después, se desarrolla e

integra.

Ejemplo 3.125. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:

Solucion:

J.tan3 x sect x dx

J.‘[an‘3 x sect x dx

= |sec* x tan™ x dx

= |sec® x sec’ x tanx dx

= (1 +tan’ x) sec’ x tan~ dx

= |tan? x sec’ x dx + J‘tan_1 x sec’ x dx

tan™> x

+ In (tanx) + ¢

Ejemplo 3.126. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:

Solucion:

jtanﬁg SCC4§ dx =

J‘tanég sec’ %dx

2 X 2 X

tan6£ sec” = sec” — dx
2] 2] 2]

tan® % (l +tan? %) sec’ % dx

tan® X sec’ idx + Jtang X sec2£ dx
7] 0 2] 0

tan@i
7 6

0
+_
9

X
tang— +c
0

Ejemplo 3.127. Integrales de producto de potencias de cotangente y cosecante

Realice la integral siguiente:

jcotzi csc4£ dx
2 2
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Solucion:

2 X L2

X X [ X
Jcotz = csct D) dx = ctg2 5 csc csc dx

o

| =

P 2 X 2 X
= |Jctg” ={1+ctg"= |csc”=d
£ 2( £ 2) 2
= | ctg? X ese? dx+-“ctg4£ cse 22 dx
2 2 2 2

o

g T2 ity
398 375985

Ejemplo 3.128. Integrales de producto de potencias de cotangente y cosecante

Realice la integral siguiente:

J.cot_“zy csct y dy

Solucion:

J.cotmy escy dy= cot /2

y csc4y cchy dy

— |etg™

2y (csc2 y)zcsc2 y dy

2
= |ctg-1/2y (1+cot2y) csc® y dy

= cot‘”zy (1+2 cot? y+cot4 y) csczy dy

=|cot™?y esc?y dy +2J-cot3/2y csc? y dy + Jcot

o

712

y esc?y dy

s 2 on

1/zy—i cot""y—— cot” “y+c
5 9

=-2 cot

Ejemplo 3.129. Integrales de producto de potencias de cotangente y cosecante

Realice la integral siguiente:

Jcotlox csctx dx

Solucion:
o

Jcotlox csc4x dx = cotlox csc
o

Zxcesc?x dx

= |cot!®x (cot’x+1) csc®x dx

= |cot?x csc?x dx+Jcot10x csc?x dx

COt13X 1 11
=— —— cot’ x+c¢
13 11




Ejemplo 3.130. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

J‘sec4 (1-12) gt

tan® (1—1)

Realice la integral siguiente:

Solucion:

4 -
1—
J'secg—(t) dt = |tan™ (1-1)sec* (1-1) dt
tan® (1—7) J
N 2 2
= |tan™ (1-¢)sec”(1—r) sec” (1—1) dt

= |tan® (1-1) (1 +tan®*(1- 1)) sec* (1—1) dt

= |tan™® (1-7) sec*(1—1) dt +J.tan6 (1-1) sec* (1—1) dt

1 7 1 _5
—t 1-1) — =t 1-1)+
; an ' (1-1) ] an” (1-1)+c¢

! - +
7 tan’ (1-7) 5tan” (1-7)

4

Ejemplo 3.131. Integrales de producto de potencias de tangente y secante

Realice la integral siguiente:
J,/tan Ox sec*Ox dx

Solucion:

j./tan@x sec* Ox dx = Jtan Oxsec’ Ox sec® Ox dx

= |tan? 0x (1+tan2 Ox) sec’0x dx

= | tan"?0x sec? Ox abc+J.tar15/2 Ox sec’ Ox dx

L

=i tan3/29x+itan7/29x +c
360 70

Ejercicios 3.13. Integrales de producto de potencias de funciones trigonométricas

3.3. Técnicas de integracion

Verifique los resultados propuestos, realizando las integrales e identificando los diferentes casos

abordados en la presente seccion:

Funcion Respuesta

1. | tan’ 26 46
J 8 2 2

4 2
tan 20—1 tan 20+% In (sec 20)+c¢

tan’ x tan3 X

2. tan® x dx s +tan x—x+c¢
r 3 5
3. sec® 22 d= l tan 2= + tan’ 2z N tan” 2z te
o 2 3 10

1 2 1
4. jsens x cos’x dx 3 cos® x +§ cos’ x -5 cos’ x+c

247
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Funcion
f ox
5. |tan’ —dx
J 4
6. |sec® 4x tan 4x dx
[ 5 2
7. |sen” Ox cos” Ox dx
8. J‘senz r cos* de
X X
9. Jcos3g sen’ gdx
X X
10. sen>2z cos’2z dz
11. | tan’6 sec*6 d6
12. | tan®x sec’ x dx
13. | tan*x sec*x dx
14. tan” x sec’x dx
15. J.tan6x sectx dx
16. jcot3x csctx dx

CAPITULO 3  Laintegral y sus aplicaciones

Respuesta

tan4% -2 tan’ % —41In (cos%) +c

2—14 tan”4x(tan*4x + 3 tan” 4x +3) + ¢

1(x sen[4x6]
| =—-——=|+c
412 86

x 1 [ZX] 1 |:4x:| 1 [6x:|
—+—rmsen|—|-—rmsen|— |-—msen|— |+¢
16 64 | 64 T ] 192 T
sen® 0 sen® 6
+ +c
6 8

—% cos (2x) —% cos (6x) + % cos (10x)+c¢

_2tan (x) talns(x) - % sec? (x) tan(x) +é sec* (x)tan (x)+c¢

5
—% sec’ (x)+M+c

% tan (x)+ 3—15 sec? (x) tan (x)— %sec4 (x)+ % sec® (x) tan (x) + ¢

tan3
an” (x) N
3

4

- 6% tan (x)—6—13 sec’ (x) tan (x) +% sec’ (x) tan (x)—g sec® (x)tan (x)+ ¢

4 6
csc” (x) _csc (x) i
4 6

3.3.3. Integracion por sustitucion trigonométrica

Este método (un caso especial de cambio de variable) nos permitira integrar cierto tipo de funcio-
nes algebraicas cuyas integrales indefinidas son funciones trigonométricas. Existen tres casos dife-
rentes y, por tanto, tres cambios distintos de variable.

A

. . [2 2
Para las integrales que contienen va~ —u”, sea

u=asen 0

Entonces va®> —u> =a cos 0 “

Donde

~Tcp<”
2

2

a —u
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. . [2, 2
II.  Para las integrales que contienen Va~ +u”, sea

u=atan 0 V2w
Entonces va’ +u> =a sec 0 L
Donde 9
“Tcp<t
2 2 “

. 2 22
III.  Para las integrales que contienen Vu~ —a”~, sea

u=uasec0
Entonces
u
. T NP
atanG,s1u>a,dondeOS9<E w-d
2 2

u —a = 0
. b3
—atan @, siu<—a, donde?<9 <r

T b4
-Z<o<=
Donde 5 5

Nota: La restriccion sobre 0 asegura que la funcion que define la sustitucion es inyectiva. ‘

Ejemplo 3.132. Sustitucion trigonométrica: u = a sen 0

dx
Encuentre J.—
x2V9 - x? *

9-x?

Solucién: Primero, debemos notar que no hay regla basica de integrales que podamos aplicar.

o g 2 2_ 2
Para poder usar la sustitucion trigonométrica, veamos que v9—x~ es de la forma va~ —u". De
este modo, es posible utilizar la sustitucion

x=asen 6=3sen 6
Si derivamos y utilizamos el triangulo de la figura, obtenemos

dx =3 cos 0d0, 9-x* =3cos 6 y x2=9sen? 0
Si sustituimos los términos trigonométricos, obtenemos:
o dx B 3cos0do
Sustituir J- 29— X2 - .[ (9 sen’ 9)(3 cos )
_1[ do
"5]&575

Identidad trigonométrica = éj.csc2 0do

— lcot6+c
9

ERIRCEE
9 X

\/9—)62
= - ——+¢
9x
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Ejemplo 3.133. Sustitucion trigonométrica: # = a tan 0

Encuentre

dx
Vax? +1 Va1

2x

Solucién: Sea u=2x,a=1y 2x=tan6, como se muestra en la figura, tenemos dx = zl sec’0do y

Vax? +1=sec 6.

Si sustituimos los términos trigonométricos obtenemos

Sustituir: dx _ljsecze de
ustituir: el 2 o
1
Simplificar: = EJSGC 6 do
Aplicar la regla de la secante = % Insec 6 +tan 6|+C

=lln
2

Vax? +1 +2x‘+C

Ejemplo 3.134. Sustitucion trigonométrica: potencias racionales

dx
Encuentre ( 2. 1)3/2
X

Vxr+1 X

1
Solucién: Primero, se escribe (x2+ 1)¥2 como (vVx? +1)°. Entonces:
Seaa=1yu=xtan 6, como se muestra en la figura, si usamos

dx =sec’0 do y Vx?+1=secO

Algunas ocasiones es necesario cambiar los limites de integracion, pero esto se debe realizar con
cuidado; verifique estas situaciones cuando sea el caso. El siguiente ejemplo nos muestra tal situa-
cion:

Ejemplo 3.135. Transformacion de los limites de integracion

jz Vx? =3
———dx
N

Evalue



3.3. Técnicas de integracion

x?-3

., . . [ 2 :
Solucion: Primero veamos que /x> — 3 tiene la forma /u” — a”, entonces podemos considerar
u=x, a=3 y Ju* —a* =3 tan 6.

Ahora, para determinar los limites superiores e inferiores de la integral, usemos la situacion

x =+/3 sec 6 de la manera siguiente:

Limite inferior Limite superior

Cuando x = /3 sec 0,sec 0=1y 0=0 Cuandox=2,sec 6 = y 9:%

Asi, tenemos

J‘z [x2_3 e J'ﬂ/G(\/g tan 9)(\/§secetan O)de
NS 0 V3 sec 6

/6
= J. J3tan?6 4o
0
/6
=\/§J. (5602 9—1)d9
0

_ _7ml6 1z
=+/3[tan 6 - 6] o —\/g(\/g 6]
=~ 0.0931

Algunas sustituciones trigonométricas pueden usarse después de completar el TCP; por ejemplo,
al evaluar la integral (primero podemos hacer lo siguiente):

jm dx = Iml dx

Ahora veremos algunos teoremas de integracion para estos casos:

NAVA L
1. \/az —xzdx:%(a2 arcsen z+u\/a2 -’ )+C
a

2. \/uz —azdxzé(u\/uz -a* -a’ln u+«/u2 e
3. uw o+ a2dx=% (uw/uz +d>+dhn u+\/u2 +a’

)+C, u>a

)+C, u>a

251
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Ejercicios 3.14. Integracion mediante sustitucion trigonométrica
Verifique los resultados propuestos integrando mediante sustitucion trigonométrica:

Funcion Respuesta

X
L. mdx V36+x2 +¢

¢ ~36)(x—36+361n[x-36
2. X dx (x )(x n [x ]) +c
J 36—+ Jx-36)
3 [ ! dx l:x]
. —— arcsen | — |+c¢
J16-x? 4
F 1
o | _ X e

(3
—

¥ 45)" 5V5+x2

5. V16 —4x2 dx 2()6\/1—)(2 +arcsen x)+c
6. .xV16—4x2dx —%(1—)62)3/2 +c

7. | (e +1D)Vx? +2x +2dx %(2+2x+x2)3/2+c

3 .ex = o™ dx e“1-e** +arcsen[ex]

+c
* 2
X
) 1 arctan | ——
Sl Frencrechy B, [ﬁ]w
comae T 42+x0) 42
o 3
X +x+1 1 5
10. | F7———F—d. — +arctan [x|+In|l1+x" | |+c¢
S a” 2(1+x2 ] in] ]J
[ 1
11. | arcsen2x dx, x>% (E\/1—4x2 +xarcsen[2x])+c
12. | xarcsen x dx, x>1 %(xxll—xz +(—1+2x2)arcsen [x])+c

Comente con su profesor para cuéles valores no esta definida la solucion en las dos tiltimas integrales.

3.3.4. Integracion por descomposicion en fracciones parciales

Este método nos permitira integrar cierta clase de funciones racionales (cociente de polinomios).
A manera de ilustracion, consideremos la integral siguiente:

2
J'x +x+3 dx
x=2

Observe que dificilmente podriamos abordarla con alguno de los métodos de los que disponemos.
Procederemos con la division de los polinomios:

x +3

x-2 ‘ X +x +3
-x* +2x

3x +3

-3x +6

9
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Posteriormente aplicamos el algoritmo de la division, y obtenemos:
X4+x+3=(x-2)(x+3)+9

Para obtener en el lado izquierdo de la igualdad la funcion que queremos integrar, dividimos en
ambos lados entre (x — 2):

XX +x+3 —(x+3)+ 9

x—2 x-2

De esta manera, descomponemos nuestra fraccion “complicada” en una suma de fracciones “sen-
cillas”, que llamaremos fracciones parciales y que son faciles de integrar.

5 2
J.x +x+_3dx=J(x+3)dx+J. 2 dx=x—+3x+91n|x—2|+C

En general, si queremos integrar un cociente de polinomios en el que el grado de P(x) es ma-

P()
o(x)

yor o igual al grado de Q(x), debemos proceder como en el caso anterior, aplicando el algoritmo
de la division

q(x)
0(x)[p(x)
7 (x)

Donde r(x) = 0 o grado r(x) < grado Q(x):

P(x) = O(x) g (x) +r(x)

Dividiendo entre Q(x), obtenemos:

Donde la integral buscada:

P(X) = X X () X n T r\x 14
jQ(x)dx—jmd +jQ()d con gr r(x)< gr Q(x)

Se reduce a calcular la integral de un polinomio ¢(x) y la integral de una funcion racional en
la cual el numerador tiene menor grado que el denominador.

A continuacién describiremos varios casos de descomposicion de fracciones racionales (cuyo
polinomio del numerador tiene grado menor que el denominador) como una suma de fracciones
parciales faciles de integrar.

Caso |

En este caso, Q(x) tiene todas sus raices reales y distintas.
Cuando la factorizacion del polinomio Q(x) se hace en factores lineales y distintos, es decir:

O(x) = (x) —a)(x = ay))(x —a3) - (x - a,)

Hacemos la descomposicion:
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Donde 4,, 4,, 4,,..., A, son constantes reales.

Note que una vez efectuada la descomposicion, la integracidon es inmediata, pues:

j A dx=In|x—ay|+c
X—a

Y, por tanto:

JP@%k:J Alck+J 4 ¢k+J 4 ck+m+j LTS
O(x) xX—q X—a, X—a xX—a,

J@ dx =In|x - |+ In|x — ay| +In|x — a3+ ---In|x — q, |+ C

0(x)

Ejemplo 3.136. Integrales mediante descomposicion en fracciones parciales

Realice la integral mediante descomposicion en fracciones parciales:

J' dx
x> -16

Solucién: En este ejemplo O(x) = x>—16 = (x —4) (x + 4)

La descomposicion en fracciones parciales seria

1 A B
2 = +
x“—-16 x+4 x-4

En la que bastara determinar las constantes 4 y B para poder encontrar nuestra integral.
Procederemos a la determinacion de las constantes, efectuando la suma del lado derecho
1 A(x-4)+B(x+4) Ax—-44+bX +4B x(A+B)+(4B-44)
x*—16 (x+4)(x—4) (x+4)(x—4) (X +4)(X - 4)

Observamos que la primera y la ultima fraccidén son iguales y tienen el mismo denominador, por
lo que sus numeradores forzosamente son iguales, es decir:

1=x(A4+B)+ (4B - 44)

O bien:
Ox+1=x(A+B)+(4B-4A4)

De donde (igualando coeficientes de x con la misma potencia en ambos lados) obtenemos el
siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas:

A+B=0
4B-44=1
Y, si lo resolvemos, queda
44+4B=0
4B-44=1
8B=1

Por lo que B= 1 y si sustituimos en la primera ecuacion 4 =-B=—-1.

Una vez determinadas nuestras constantes A y B, las sustituimos en la descomposicién inicial y

obtenemos
1 |

1 4 B N 8§ 8
x> -16 x+4 x-4 x+4 x-4
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Finalmente, queda la integracion
J. zdx =1J‘ ! dx—lj;dx=lln|x+4|—lln |x—4+c
x“—16 8Jx+4 8J x—-4 8 8

O bien, si utilizamos las propiedades de los logaritmos

J'zdx :lln|x+4|+C
x-—16 8 |x—4|

Nota: Esta integral es un caso particular de la formula presentada sin demostracion en el méto- {

do de cambio de variable.

a—u
a+u

+C

du 1
s—— =7—1In
a —u" 2a
La cual puede probarse ahora, a manera de ejercicio, con el método de fracciones parciales.

Ejemplo 3.137. Integrales mediante descomposicion en fracciones parciales

Realice la integral mediante descomposicion en fracciones parciales:
x+2
J—Z dx
x“=2x-15

Solucion: En este ejemplo, O(x) =x2 —2x —15=(x + 3).

La descomposicidn en fracciones parciales seria:
x+2 A B
2 = +
x°=2x-15 x-5 x+3

Y, si se sigue el procedimiento del ejemplo anterior:
x+2 A B  A(x+3)+B(x-5) x(A+B)+(34-5B)
(x=35)(x+3) (x=5)(x+3)

Y 2x—15 x—5 x+3

Igualando coeficientes, obtenemos el sistema:
A+B=1

34-5B=2

Que al resolverlo nos da
5A+5B=5

34-5B=2
84=17

, 7
Y asi obtenemos el valor de 4 = 3.
Para encontrar B, la despejamos en la primera ecuacion

_1_7_1

B=1-%=3

Asi pues, la descomposicion en fracciones parciales es:
7 1
x+2 -8 . 8

x2-2x—15 x-5 x+3
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Y nuestra integral:

.’-2)6;261’x=1dex+l de=zln|x—5|+lln|x+3|+c
x°=2x-15 8Jx-5 8 Jx+3 8 8

Nota: En cada uno de los casos de este método se afirma que puede descomponerse en fraccio-
nes parciales, lo cual es un resultado del algebra y, por tanto, deberia probarse algebraicamente,
ya que podria ser que en una de estas descomposiciones se produzca un sistema de ecuaciones
sin solucion. No realizaremos aqui la demostracion pero veremos que, por lo menos en el primer
caso, siempre serd posible encontrar las constantes; es decir, los sistemas resultantes si tendran
solucion.

Otro método para determinar las constantes

Tratemos de despejar la constante 4 de la descomposicion deseada. Para hacerlo, multiplicamos
en ambos lados de la ecuacion por (x — 5):

x+2 A B

(x=5)(x+3) x—5+x+3

Obtenemos:
x+2 A+ B(x-5)
x+3 x+3

Despejamos la constante A:

_x+2 B(x-9)
x+3 x+3

A

Evaluamos en x = 5, y obtenemos:
7
A=5
8
Observe que estos pasos para determinar A4 pueden reducirse en uno solo: de la expresion a des-
componer en fracciones parciales, se elimina del denominador el factor lineal correspondiente a
esta constante y, finalmente, se evalua en el punto en el que este factor eliminado se anula.

. +2
Es decir, 4 = % evaluado en x =5, da como resultado 4 = %

De manera similar, para obtener el valor de B multiplicamos en ambos lados de la ecuacion origi-
nal por (x + 3), despejamos By evaluamos en x = — 3, asi obtenemos:

x+2
= evaluadoen x=-3
x-=5
1

8

Ejemplo 3.138. Integrales mediante descomposicion en fracciones parciales
Realice la integral mediante descomposicion en fracciones parciales:
dx

3

j2x2—3x+1
x> —6x% +8x

Solucién: En este ejemplo, O(x) = x3— 6x2 + 8x = x(x — 4)(x — 2).
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La descomposicion en fracciones parciales seria:

2’ -3x+l 4 B C
x(x=4)(x-2) x x-4 X-=-2

Y los valores de las constantes son:

A_2x2—3x+1 {
T (x—4)(x-2) Evaluadoenx=0= 4 = 3
C2x7 -3x+1 ad ) 21
X(X—2)_ Evaluadoen x=4= B= 2
2x% —3x+1
SNt AAR Evaluadoenx=2:>C=_§
x(x-4) 4
Asi pues,
J‘2x2—3x+1 IJ'dx 21 ( dx 3J‘ dx
— 5 —dx=-|—+— -2
x° —6x° +8x 8J x 8Jx—-4 4)x-2
Es decir,
2_
jde=l1n|x|+21n|x—4{—gln|x—2|+c
X" —6x" +8x 8 8 4

Caso Il
En este caso, Q(x) tiene todas sus raices reales, pero puede haber algunas repetidas. Cuando la
factorizacion del polinomio Q(x) es en factores lineales no necesariamente distintos, es decir,

Q(X) = (x — al)m](x _ az)’”z(x _ {,13)'”3 (X _ an)mn

Por cada factor lineal apareceran tantas fracciones parciales como multiplicidad tenga (x — a, )"
Asi, habra m,_fracciones parciales:

A
A " 4 I y

(x—a) (x—“k)2 (x—a)

l‘ﬂk
Donde 4,, 4,, 4,... A, son constantes reales.

De nuevo, como en el caso anterior, la integracion de las fracciones parciales es sencilla y se reduce
a calcular integrales de la forma:
J dx
(x—a)"

Las cuales se resuelven mediante un sencillo cambio de variable paran > 1.

Ejemplo 3.139. Integrales mediante descomposicion en fracciones parciales

Realice la integral mediante descomposicion en fracciones parciales:

J 3x+8
——————dx
x” —4x° +4x

Solucién: En el ejemplo O(x) = x3 — 4x? + 4x = x (x — 2)?
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La descomposicion en fracciones parciales seria

3x+38 A B C
+

=% p)
x(x=2)" x x-2 (x-2)

Al desarrollar e igualar los polinomios del numerador, como en los ejemplos anteriores, obten-
dremos las constantes de resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas. Si observamos
con detalle la igualdad anterior notaremos que la constante B no puede determinarse por el méto-
do corto, pero si las otras dos, es decir, del sistema de tres por tres habremos determinado dos de
las incognitas y despejaremos cualquiera de las ecuaciones en que aparezca B.

3x+8

A= (x— 2)2 Evaluadoen x=0,nosda 4 =2
3x+8

C= xx Evaluadoen x=2,nosda C=7

Si efectuamos las operaciones y factorizamos x? y x, tenemos

3x+8 _ 4, B C _ _X(A+B)+x(-4a-2b+c)+44

x(x—2)2_;+x—2 (x—2)2_ - x(x-2)

Siigualamos los coeficientes de los numeradores, obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente:

A+B=0
—44-2B+C=3
44=28

Como so6lo falta determinar la constante B, la despejamos de la primera ecuacion y obtenemos
B=-2. Entonces sustituimos e integramos:

J Sx+8 5dx —J dx+‘[ dx+‘[ ! 5 dx
x(x-2) x=2 (x=2)

J’3x—+82dx =2 1In [x]-21In|x —2|_—72
x(x-2) (x=2)

Ejemplo 3.140. Integrales mediante descomposicion en fracciones parciales

Realice la integral mediante descomposicion en fracciones parciales

J __x+8
X8 —2x* 4+ 7
Solucién: En este ejemplo, O(x) = x0 — 2x* + x2 = x2(x* = 2x2 +1) = xX(x% — 1)?

O(x) = x2(x + 1)*(x + 1)?

La descomposicion en fracciones parciales seria:

x+8 A B C D E F
2 2 7Tt 3 + 3t + 2
X (x+1)7(x=1)" x x" x+1 (x+1)° x-1 (x-1)

Por el método corto podemos encontrar facilmente que B=8, D = % y F= %. Para determinar
el resto de las constantes tenemos que plantear el sistema de ecuaciones:
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x+8 A(xs—2x3+x)+B(x4—2x2+l)+C(x5—x4—x3+x2

xz(xz _1) xz(x2 —1)2
+ D (x4+2x3+x2+E(x5+x4—x3—x2)+F(x4+2x5+x2)

x? (x2 - 1)2

Lo anterior nos conduce al siguiente sistema de seis ecuaciones con seis incognitas:

A+ C+E=0
B-C+D+E+F=0
24A-C+2D-E+2F=0
2B+ C+D-E+F=0
A=1

B=38

7 9 . o .
Como ya tenemos los valores A =1, B=8, D=, y F= 7> 81 los sustituimos en las primeras dos
ecuaciones encontraremos los valores de C'y E, y resolvemos el sistema:

C+E=-1
-C+E=-12

Cuya solucion es C = 12—1 yE= —g. El valor de la integral sera entonces:

x+8 g8 11 13 9
T =S —Inf+ - —Infx—1- +C
Jxﬁ —2x* 4+ X7 r=nl x 2 npe+] 2 n-] 4(x-1)

Caso lll

En este caso, Q(x) tiene raices complejas distintas. Cuando en la factorizacion del polinomio Q(x)
aparecen factores cuadraticos de la forma ax2+ bx + ¢ con b — 4ac < 0, a cada uno de estos facto-
res le correspondera una fraccion parcial de la forma:

Ax+ B
ax> +bx+c

donde A y B son constantes reales.

Ejemplo 3.141. Integrales mediante descomposicion en fracciones parciales

Realice la integral mediante descomposicion en fracciones parciales
3x+1
J.—3 5 dx
X7+ 2x” +5x

Solucion: En el ejemplo Q(x) = x3 + 2x2 + 5x = x(x% + 2x + 5)
conbh’>—4ac=4-20=-16<0

La descomposicion en fracciones parciales seria:

v +1 A By +c A(x2+2x+5)+x(Bx+C)
n —

x(x7 + 2x+5) X %+ 2x+5 x(x* + 2x+5)
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El sistema a resolver es:

A+ B=0 A=l
5
24+C=3 = :_é
54=1 C=E
5
J' i 3x;1 dx = 1 @_lj’ 2x—13 dx
X"+ 2x°+ 5x 5Jx 5 X“+2x+5

Veamos de manera independiente sélo la tltima integral. En este tipo de integrales debemos
tener cuidado al momento de completar el diferencial, donde la funcion que esta en el denomina-
dor (su diferencial) debe estar en el numerador, en este caso se consigue de la siguiente manera:

1. Se multiplica y se divide por 2 (un uno muy particular).
2. Sesumay seresta un 2.
3. Simplificando, se obtiene el siguiente resultado:

1 1 (2x+2)-26-2 1 (2x+2) 14 dx
Sl s E s e et e
x>+ 2x+5 10 x“+2 +5 5Jx +2x+5

5) 2

4. Se unen los resultados obtenidos:

J 3x+1 J'___J" x—13
¥+ 2x7 +5x x? +2x+5
5 x 10 X" +2x+5 5Jx +2x+5

En este ultimo resultado las dos primeras integrales quedan de forma directa, en el caso de la
tercera se utiliza la técnica de completar el TCP visto previamente:

3x+1 1{dx 1 2x+2) 14 dx
T o2 o™ Tl Tl et e
X7+ 2x7 +5x 50 x 10J x+ 2x+5 S (x+1)"+4

=11nx—iln|xz+2x+5|+E larctan x+l +c
5 10 502 2

Caso IV

En este caso, Q(x) tiene raices complejas repetidas.
Cuando en la factorizacion del polinomio Q(x) aparecen factores cuadraticos repetidos de la
forma:

(ax*+ bx +c)*, con b*>— 4ac <0

a cada uno de estos factores le corresponderan n fracciones parciales de la forma

Ax+ B A, x + B, A,x+B,
ax2+bx+cJr 2 I bx+c
(ax +bx+c) (ax + X‘H)

donde 4, y B, son constantes reales para k=1,2..., n
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Ejemplo 3.142. Integrales mediante descomposicion en fracciones parciales

Realice la integral mediante descomposicion en fracciones parciales:
2
X
——————dx
J 2t + 1
Solucién: En el ejemplo, O(x) = x* +2x2+ 1 = (x% + 1)?

con b?—4ac<0

La descomposicion en fracciones parciales seria:

X2 _ Ax+B  Cx+D =Ax3+Bx2+Ax+B+Cx+D
(x2 + 1)2 (xz + 1)2 (x2 + 1)2 (x2 + 1)2

Con el sistema de ecuaciones:

A=0
B=1
A+C=0
B+D=0
Solucion:

A=0,B=1,C=0yD=-1
De este modo, la integral seria:

La primera integral es directa.
En la segunda integral se aplica el método de integracion por partes:

x? dx dx
ﬁdx = 2 2
X'+ 2x7+ 1 I+x (1+x2)

=arctan (x) - %(ﬁ +arctan (x) )+ c

Simplificando, se obtiene el resultado siguiente:

1 X
=—| arctan (x)— +c
2( ) 1+x2)

Donde la primera integral es la inversa de la tangente y la segunda se resuelve mediante el
segundo caso de sustitucion trigonométrica.

3.4. Aplicaciones de la integral

La integral definida es util para resolver una amplia variedad de problemas. En este capitulo se
estudia su aplicacion en problemas de calculo de areas, volumenes, longitudes de curva, asi como
en ciencias basicas y diversos campos como la ingenieria.

3.4.1. Integracion numérica

Cuando se desea calcular la integral definida de una funcidén que no tiene una antiderivada, cuan-
do ésta es muy dificil de calcular, o cuando no se posee la ecuacidon de la funcidn (al obtenerse
datos a partir de un experimento y no ajustarse éstos a un modelo simple), se recurre a los métodos
numéricos. El método basico para ello se denomina cuadratura numérica, y en éste se aproxima a
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la integral definida de una funcién f(x) en un intervalo [«, b] evaluando f(x) en un nimero finito
de puntos (nodos). Estas aproximaciones pueden ser de distintos tipos y cada una conlleva un
error de aproximacion, de manera que el valor de la integral buscado es:

b
1=f () dx = 0(f) + E(f) )

Donde la cuadratura Q(f') esta dada por:
Q(f) = aof(xo) + alf(xl) ++ anf( X”)
Los puntos del intervalo (o nodos) son:
a=x<x<x,<x=>b

y E(f) es error de la aproximacién o error de truncamiento que se refiere al valor de la integral
analitica (I), de forma que

E())=1-0(f) @

La notacion anterior indica que los coeficientes y los nodos son conocidos, y que la variable de la
formula es la funcion f.

Existe una extensa familia de métodos que se basan en aproximar la funcion a integrar f(x)
a otra funcidn g(x), de la cual se conoce la integral exacta. La funcidn que sustituye la original se
encuentra de forma que en cierto nimero de puntos tenga el mismo valor que la original. Como
los puntos extremos siempre forman parte de este conjunto de puntos, la nueva funcion se llama
interpolacion de la funcion original. Tipicamente, estas funciones son polinomios.

Ejemplo 3.143. Integracion numérica

Considere la integral:

1
I:J.xsenxdx
0

Aproxime el valor de 7 con la formula de cuadratura:

@) rw)

b—a
6

(/)=

Calcule el valor exacto de la integral y el valor del error.
Solucion:
a) Valor aproximado.
Se tiene:
a=0,b=1,f(x)=xsenx

Abhora, si sustituimos los datos proporcionados en la formula de cuadratura dada:

o) =% [0+4-(0.5) sen (0.5)+sen (1) =0.30005

b) Valor exacto y error.

Si calculamos una primitiva de f(x) y utilizamos el método de integracion por partes

stenxdx=—xcosx+senx+c
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Calculamos la integral definida:

1
J. X senxdx = [—x cosx+senx]:) =—cos (1)+sen (1)=0.30117
0

Determinamos el error de la aproximacion

|E(f)| =l -Q(/)|=0.30117 - 0.30005| = 0.00112

El resultado indica que la férmula de cuadratura dada ha producido una aproximacion del valor
de la integral con una exactitud de dos decimales.

3.4.2. Regla del trapecio y de Newton-Cotes

Las féormulas de cuadratura que se obtienen a partir del polinomio de interpolacion de Lagrange
reciben el nombre de formulas de Newton-Cotes; ademas, pueden ser cerradas o abiertas. Estas se
obtienen cuando la funcién a integrar se interpola sobre puntos igualmente espaciados; de este
modo, y dados los limites de integracion a y b tenemos

Ax :_(b;a)

La regla del trapecio es una de las reglas de Newton-Cotes cerradas mas simples, la cual aproxima la
integral de una funcion f'(x) en el intervalo [a, b] a la integral de un polinomio de primer grado (linea

recta, n=1) g(x), el cual tiene por ecuacién g(x) = f(a)+ W (x—a) y cuya integral definida
en el intervalo [a, b] es (”;7”)( f(a)+ f(b)). Esta integral es equivalente al area A, (corresponde al

area de un trapecio) que se muestra en la figura siguiente:

y=(x)

J(b)

S (@)

a
_ J
Y

Ax

¥ Figura 3.8. Representacion grafica de la aproximacion lineal o regla del trapecio.
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El error de la aproximacion es igual al area entre g(x) y f(x), es decir |[4,— 4,|. De tal manera que:

NAVAS

El valor aproximado de la integral de f(x) en el intervalo [a, ] con n = 1 es aproximadamente
igual a la integral de la funcion lineal g(x), la cual corresponde al area de un trapecio dada por

(b—a)

b
[ reodv=a=L=Dir)+ rioy &)

La ecuacién (3) se conoce como regla del trapecio, el signo aproximadamente igual quiere
decir que, al tratarse de una aproximacion, tiene un error de truncamiento asociado (E), el cual se
tratard en el teorema 3.9.

La regla del trapecio puede ampliarse si subdividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos

(todos de la misma longitud Ax = @ ) y aplicamos el método del trapecio en cada uno de éstos,
tal como se ilustra en la figura 3.9:

J(x)

3

¥ Figura 3.9. Representacion grafica de la regla compuesta del trapecio aplicada sobre tres subintervalos.

La regla extendida o regla compuesta del trapecio, para la funcion f, continua en el intervalo
[a, b], donde éste se divide en n subintervalos con a = x, y b = x, esta dada por

(b—a)

2n

fjf(x)dx: [(FGr0)+2- F () +2- ) oo+ 22 () + /()] “)

Note que conforme aumenta n, el error de la aproximacion disminuye; sin embargo, también
se incrementa el nimero de términos a calcular, por lo cual convendria desarrollar formulas de
aproximacion o polinomios de grado superior (recuerde que la regla del trapecio es un polinomio
de grado 1) para obtener un error menor con una minima cantidad de términos. Algunos ejemplos de
esto son la regla de Simpson, la regla de % Simpson y la regla de Boole, las cuales estan fuera del
alcance de este material.

Por otro lado, al usar una técnica de aproximacion es importante conocer la precision del
resultado. En general, cuando se realiza una aproximacion se define en el error |E| como la
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diferencia entre _[ f(x)dx yla aproximacion. El siguiente teorema proporciona la expresion para
a

estimar el error maximo o cota de error, que implica el uso de la regla del trapecio.

NAVA LS

Si f'tiene una segunda derivada f/”(x) continua en [a, b], entonces el error mdaximo E_al aproximar
J'a f(x) dx por medio de la regla de los trapecios es

(b-a)’
121

Donde K es el maximo valor de /”(x) en el intervalo [a, b], es decir | f(x) | < K.

|E,| < k Q)

Esta formula permite determinar el nimero de subintervalos necesarios para aproximar la
integral con un error menor que una cota o limite prefijado.

Ejemplo 3.144. Integracion numérica

Realice lo siguiente:
a) Use la regla del trapecio para calcular una aproximacion al valor de L} dx, conn=5yn=10.

b) Calcule el error maximo asociado con cada una de las aproximaciones.

Solucion:
a) Se tiene
azl,sz,f(x):l
Paran=>5, Ax= (5 D 7—08 porlo que x,=1, x,=1.8, x,=2.6, x;=34, x,=4.2y x;=5
La regla del trapecio establece:
j 70 = o120 +2+ S 42 S5+ /5]

Por tanto,

JsldXz% @2 FA8) 42 f(2.6)+2 f(BA) +2+ f(4.2) + £(5)]
1 X

Después de evaluar, resulta:
1
J —dx =1.6578
1 X

Luego, para n = 10:

por lo que:

xp=1,x, =14, x,=1.8, x;=2.2, x,=2.6, x;=3, x,= 3.4, x,=3.8, x;=4.2, xy=4.6, x,,= 5
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Si se evaltia, resulta:

31
J —dx =1.6220
1 X

b) Mientras que la integral exacta tiene un valor de 1.6094, por lo que se demuestra que al aumentar
el nimero de subintervalos para la regla del trapecio se disminuye el error de la aproximacion.

Ejemplo 3.145. Integracion numérica

. ) : 1
Determine un valor de 7 tal que la regla de los trapecios se aproxime al valor de .[o V1+x?, conun
error menor que 0.01.

Solucion Se halla la segunda derivada de f:
f/(x) _ X(l + x2 )—I/Zy f”(X) _ (1 + X2 )—3/2

El valor maximo de |[f”(x)| en el intervalo [0, 1] es |f”(0)| = 1. De tal modo que por el teorema 3.10,
se tiene:

Asi, basta tomar n =3 y aplicar la regla del trapecio para obtener un error maximo de 0.001.

Ejercicios 3.15. Integracion numérica

1. Durante un experimento se descubre que las variables fisicas x y y estan relacionadas, segiin se
muestra en la tabla siguiente:

s | 20 | 2s | 30 | 35 | 40

30 | 40 | 42 | 38 | 29 | 28 | 27

Si se considera y como una funcion de x, es decir, y = f(x) continua, entonces la integral definida
. , . - . 4
de f(x) en el intervalo [1, 4] podria representar una cantidad fisica. Estime el valor de Jl f(x)

utilizando la regla del trapecio.
Respuesta: 1 =10.3

2. Para registrar la contaminacién térmica de un rio, un ingeniero ambiental toma lecturas de la
temperatura (°F) de cada hora en un periodo que va de las 9 a.m. a las 5 p.m. Los resultados se
muestran en la tabla siguiente:

BT s | o | o0 | e [0 |2 [ s | 4 | s

753 | 770 | 831 | 848 | 865 | 864 | 8L1 | 786 | 75.1

Utilice la regla del trapecio para calcular una aproximacion de la temperatura media del agua entre
las 9 a.m. y las 5 p.m.
Respuesta: T = 81.625°F
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3. Determine n de modo que la regla compuesta del trapecio d¢ el valor de:

1
J. e “dx
0

Con seis digitos correctos después del punto decimal, suponiendo que ¢ puede calcularse de
manera exacta.

Respuesta: n = 129.09

3.4.3. Area entre curvas, longitud de curva

De la misma manera que en el caso del calculo de areas de regiones que estan bajo las graficas
de funciones, para calcular el area 4 comprendida entre las graficas de dos funciones /'y g en el
intervalo [a, b], se divide 4 en n franjas de igual anchura Ax, para luego calcular el valor aproximado
de la i-ésima franja mediante un rectingulo con base Ax y altura f(x,) — g(x)).

a) b) Rectangulo representativo
Altura: f(x;) — g(x;)
f(x) f(x) Ax Anchura: Ax
f f‘ ------ = =
. &) : 2(x)
| y P / S
| /=<

B S SERREEEEEEE
o } .
L | | ,

a b a X b

v
=
A
=

¥ Figura 3.10. En lafigura a) se muestra el area comprendida entre dos funciones (y valores a y b) constantes;
mientras que en la figura b) se presenta como puede aproximarse la misma regién mediante areas rectangulares.

Por lo que la suma de Rienmann:

n

D [ -g),] Ax

i=1

La cual equivale al total de las areas de n rectangulos de aproximacion definidos, por lo que el
valor limite de esta suma equivale al valor del area 4 cuando # tiende a infinito.

A= Tim Y [/(x)-g(x)] Ax

N ke

Si aplicamos el teorema fundamental del calculo, tenemos

lim Z[ f(x)-g(x)] Ax = Lb[f () = g(x;) Jdx

X—>o0o
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Por lo tanto:

Si f'y g son funciones continuas y f(x) > g(x) para todo x en [a, b], entonces el area 4 de la region
acotada por las graficasde f, g, x=ay x=bes:

b
A= [ 1) -e] av M

Observe que en el caso especial donde g(x) =0, 4 es la region bajo la grafica de /'y la definicion
general del area se reduce a la definicion del area bajo la curva de la funcion f.

Ejemplo 3.146. Area entre funciones

Determine el area de la region acotada por las graficas de y = x2+2, y=—x, x=0yx=1.

Solucién: Sean g(x)=—xy f(x) = x>+ 2. Entonces, f(x) = g(x) para todo x en [0, 1], como se mues-
tra en la figura 3.11.

y=x*+2
\—/
Y 7 L) . ™ X
-1 0 1 2 3
W Figura 3.11. Area delimitada y=x

por las funciones y = x2 + 2,
y=-x,x=0yx=1

Asi, el area de la region es:
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Area de una region entre curvas que se intersecan

En las definiciones anteriores no se establece si las curvas /'y g se intersecan, sino que simplemente
se define un intervalo de estudio [@, b]. Un problema particular y comun involucra el area de
una region comprendida entre dos graficas que se intersecan, donde los valores de ¢ y » han
de calcularse.

Ejemplo 3.147. Area de una region entre curvas que se interse- VACY

can f‘(f)

Calcule el area de la regidon acotada por las graficas de las

ecuaciones: y= x>y y —/x .
' 1
1
Solucion: 4 :\
1. Determine los puntos donde se intersecan las graficas (li- :
mites de integracion), resolviendo simultineamente las :
I
1
1
1
1
1
1
1
I
b

ecuaciones dadas

x2= Jx

Resultan soluciones los valores de x=0y x =1, por lo que
los limites de integracion quedana=0y b =1.
2. Calcule el area entre curvas en el intervalo definido por la
interseccion de las graficas.
Con f(x) =+/x y g(x)=x2secumple que f(x) > g(x)en ' Figura3.12. Area delimitada por dos funciones que se
el intervalo [0, 1]. Por tanto, el area buscada esta dada por  intersecan.
el teorema 3.11 de la forma siguiente:

g(x)

X

>

P

¥ Figura 3.13. Region delimita-
da por las funciones

f)=Vxy gx)=x"

Ejemplo 3.148. Area de una region entre curvas que se intersecan

El seno y el coseno de las curvas se intersecan infinitas veces, acotando regiones de areas iguales,
como se muestra en la figura 3.14. Encuentre ¢l area de una de esas regiones.



270

CAPITULO 3  Laintegral y sus aplicaciones

S(x) f=(x)=sen (x)

N

ab -

0 \, 1 X
nob T 2n '
2 I 2

1

1

1

1

- 1

1

I
¥ Figura 3.14. Region delimita-
da por las funciones f(x) =sen 1
() y g(x) = cos (x). g = (x) =cos (x)

Solucion:

Determine los puntos donde se intersecan las graficas (limites de integracion), resolviendo simul-
taneamente:

s€n X = COS X

sen x
=1

COS X

tanx =1
x=——, 0<x<L21
4 4
Asi,a= % yb= %’T .Con f(x)=sen x y g(x) =cos x, se cumple que f(x) > g(x) en el intervalo [% 57”]
Por tanto, el area buscada esta dada por el teorema 3.11 de la forma siguiente:

Sm/4
A= [sen x —cosx] dx
wl4

Sml4

=[-cos x —sen x]

=22

Curvas que se intersecan en mas de dos puntos

Si dos curvas se intersecan en mas de dos puntos, entonces para encontrar el area de la region
comprendida entre éstas se deben hallar todos los puntos de interseccion y verificar cual de las
graficas esta encima de la otra en cada uno de los intervalos determinados por esos puntos.

Ejemplo 3.149. Area entre curvas que se intersecan en mas de dos puntos
Calcule el area de la region acotada por las graficas de f(x) = 3x3 — x2 —=10x y g(x) = —x?+ 2x.
Solucion:
1. Determine los puntos donde se intersecan las graficas (limites de integracion):
3xP —x? —10x = —x? +2x
3x° —12x=0
3x(x=2)(x+2)=0
x=-2,0,2.
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Asi, las graficas se cortan cuando x = -2, 0, 2. En la figura 3.15 se observa que f(x) > g(x) en
el intervalo [-2, 0]. Sin embargo, ambas graficas cambian en el origen, y f(x) < g(x), en el interva-
lo [2, 0] Asi, se requieren dos integrales, una para el intervalo [-2, 0] y otra para el intervalo [0, 2].

JS)
8 -

—12 1

=

¥ Figura 3.15. Region
comprendida entre las graficas
de las funciones fy g.

2. Calcule el area entre curvas en el intervalo definido por la interseccion de las graficas:

A =4+ 4,

0 2
- j [/(x)—g(x)] dx+ JO [g(x) =/ (x)] dx

-2

= ' 3x° —12x) dx + 2—3)c3+12x dx
) 0

3x? ’ —3x* ’
== —6x*| + +6x°
4 2 4 0

=—(12-24)+ (=12 +24)
=24/?

Longitud de curva

Para la solucion de algunos problemas de aplicacion,
se requiere calcular la longitud de algunas graficas (o
curvas). Por ejemplo, puede ser de interés determinar
la distancia que un cohete recorre durante un intervalo
de tiempo dado; o bien, la longitud de un segmento de
alambre doblado. Si el alambre fuera flexible, se podria
enderezar para, posteriormente, medir su longitud con
una regla; sin embargo, si el alambre no es flexible, se
requerira usar otro método.

Para resolver este problema se utiliza una apro-
ximacion, al igual que en el caso de la determinacién de
integrales numéricas, tal como se muestra en la figura
3.16. En este caso, la solucion consiste en dividir la
grafica o la curva en cuestion en muchas partes pequenas
y aproximar cada parte por medio de un segmento recto,
para luego tomar el limite de la suma de las longitudes

de todos los segmentos rectilineos, con lo que se da lugar a una integral
definida. Para garantizar la existencia de la integral, f’(x) debera ser

continua en el intervalo estudiado.

)

Y

¥ Figura 3.16. Aproximacion de la longitud
de una curva mediante longitudes de
segmentos de lineas rectas.
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Analiticamente, para calcular un segmento de recta entre dos puntos se parte de la expresion
siguiente:

d=\(x,=x) +(3y - n)’

Considerando una funcidén y = f(x) con derivada continua en el intervalo [a, b], es posible
aproximar la grafica de f por n segmentos de recta, cuyos puntos terminales son determinados por
la particion a = x;< x,< x, -* <x, = b, como se muestra en la figura 3.16.

Si la longitud de un segmento de recta Ax, cualquiera en el intervalo [a, b] se define como
x;—x_,(conl<i<n)yAy,=y,—y;_,,porlo quees posible aproximar la longitud de la grafica por:

L zzn:\/(x,- —x,~_1)2 +(J’i _yi—1)2
i=l

Lo que es igual a:

L= o) ()’

Si simplificamos la expresion anterior, nos queda:

Lzz /1+[i_)ycijz - (Ax))

Si tomamos el limite de la suma anterior para la aproximacién 6ptima con n — ooy |A| — O:

n
L=lim 1+[ﬂj - (Ax,)
Ax;

i=1

Dado que f”(x) existe para todo x en [a, b], el teorema del valor medio garantiza la existencia
de ¢;, de tal forma que:

f(xi) _f(xi— 1) Zf,(ci)(xi X 1)

Debido a que f”(x) es continua en [a, b], se tiene que (/1+[f ’(x)]2 también es continua en
[a, b], lo que implica que:

- b
L= ‘Limolen[f’(c[)]z “(Ax;) = J. VI+[/()] dx
i=1 ‘
Donde L es llamada la longitud de arco L de fentre a 'y b.

NAWAL
1. Sea la funcion dada por y = f(x), que representa una curva suave en el intervalo [a, b], la lon-
gitud de arco de fentre a y b es:

L-| P dx M)

2. De manera similar, para una curva dada por x = g (y) la longitud de arco de g entre ¢ y d es:

L= J‘Id\/l +[g' )] dy )]




Ejemplo 3.150. Longitud de curva

3
Encuentre la longitud de arco de y = % + Zi en el intervalo [%, 2].
X

Solucion:
1. Calcule f”(x)
- E - 2 X

2. Aplique la ecuacion 1.

j 1+ f(x] dx = JI/Z /1+% Lz dx

J ’ (x +2+—)dx
1/2
:J. [x +L2)dx
122
1[_1]
21 3 x s
1(13 47
6 24
_33

—u
16

Ejemplo 3.151. Longitud de curva
Encuentre la longitud de arco de la parabola y>= x de (0, 0) a (1, 1).

Solucion:
1. Calcule g’(y):

2. Aplique la ecuacion 2:

_ J.dmdy = J.Ol\/l+4y2dy

3.4. Aplicaciones de la integral

Resuelva la integral planteada por el método de sustitucion trigonométrica con:

1
=—tan 0
773

dy = % sec>0d6

J1+4y% =[1+tan’0

Ahora, si cambiamos los limites de integracion para la funcion de 6, cuando y =0, tan 6 =0,

por tanto 8=0; y cuando y = 1, tan 8= 2, asi que 6 =tan"!(2) = a..
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De manera que:

o 1 )
L=J- sec 6 +—sec” 0 db
0 2

O
=— sec’@ do
29

1 1
25.5[860 6 - tan 0+1n|sec(9+tan 9|]Z

= %(sec o+ tan o+ In fsec o+ tan ozl)

Como tan o =2, se tiene que sec’ oc =1 + tan® or= 5, entonces sec o = J3

Por lo que

L5, (B2
2 4

Ejemplo 3.152. Longitud de curva
Sea f7(x)=3x*3—10. Calcule la longitud de arco de la grafica de fdel punto A (8, 2) al punto B (27,17).

Solucion:
1. Calcule f"(x)

2. Aplique la ecuacion 1:

Ja 8

= B 1+ 4 dx
2/3

J8

27 x2/3+4
= TR

J 8 X

27

273 1
S N IR L PN
(xus

J38

Para evaluar esta integral, sustituimos:
2 _
u=x""3+ 4, du= Ex 3 ax

Si cambiamos los limites de integracion para la funcion u, cuando x = 8, entonces u = (8)*3+ 4 =
8;y x =27, entonces u=(27)*3 +4=13.

Asi, tenemos

3 [, 13
R
2 1g

13
=[u3/2:|
8

=13%-8¥%2 = 24.2u
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Ejemplo 3.153. Longitud de curva
T
Halle la longitud de la curva de la funcién y =2 - In [sen (g)) en el intervalo 3 SXsT.

Solucion:
1. Calcule f”(x)

f(x) =% =cot (gj

2. Aplique la ecuacién 1:

“of =T
L)

fonfes gle)]
ol (e e (G )

=0-2 (-1.317)
=2.634 u

o | =

Ejercicios 3.16. Aplicaciones geométricas de las integrales (areas y longitudes de curva o arco)

Calcule el area entre las curvas que se indican a continuacion:

Curvas Respuesta Curvas Respuesta
1 2 17 , 5 )
1. y=3y=x yx=1x=2 <! 4. y=x?y=senx 0.13539 u
2 32, 4 2 2
2. y=x5,y=4x ?u 5. y=2-x"yy=sec x 1.0482 u
3. pP=d+x 2 +x=2 831 6. y=x*—2yyp=x? 4.85664 u”

Calcule la longitud de arco que se indica a continuacion:

Funciéon Respuesta
1 3
. y=In(1-x*) entrex=—, x=> 9351
7. y=In(l-x?) entrex =, x== 0.9351 u
8. 6xy=x*+3entrex=1yx=2 %u
9. x2=(y - 1)? en el intervalo [0, 8] =9.073 u

10. Calcule la longitud de arco entre A(l,e) y B (2, ez) de la grafica de la ecuacion 30xy® — »8

=15, donde y = ¢".
Respuesta: = 5.9788
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11. Determine la longitud de arco de la curva y = —In (cos x) entre x = % y x= —% .
Respuesta: = 0.33069
12. La trayectoria de un prototipo de cohete construido a escala esta dada por la ecuacion d =32

+ 15¢ con ¢t dado en minutos y d en m. Al viajar desde su despegue hasta el momento de estre-
llarse, un avion gastd 10 L de combustible, determine el consumo promedio de combustible del

. L
prototipo en e

Respuesta: = 0.2621 %

3.4.4. Volumenes de revolucion

Otra aplicacion basica del calculo integral es la determinacion del volumen de un sélido tridimen-
sional con seccion transversal caracteristica. Esta aplicacion se basa en el hecho de que si una
region de un plano gira alrededor de una recta o eje, el solido resultante es de revolucién y la recta
es su eje de revolucion. Un sélido de revolucion es una region del espacio generada por la rotacion
de una region plana en torno de una recta.

Método de los discos

El s6lido mas simple es un cilindro circular recto o disco que se forma al hacer girar un rectangulo
alrededor (360°) de uno de sus lados, tal como se ilustra a continuacion:

(_1_\

Rectangulo

Eje de revolucion W

Disco

ds

¥ Figura3.17.

De donde el volumen de tal disco es

V = area del disco x anchura del disco

V=n+R*w

Esta definicion es util para aproximar el volumen de un sélido tridimensional cualquiera, el
cual es dividido en n discos de igual anchura Ax, cuyo volumen es

AV=m-R>-Ax
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Tal como se muestra en la figura 3.18.

Rectangulo
representativo
R Region
1
plana v[‘\ o
X=a L'J x=b \)
Eje de Ax
revolucion Disco
representativo
Sélido de
revolucion
—_— (. ¥ Figura 3.18. Aproximacion de
Ax un volumen mediante secciones

en forma de discos.

Cabe aclarar que para fines de esta definicion se ubica al sélido de revolucion en un sistema de
coordenadas cartesiano; ademas, se selecciond el eje x como eje de rotacién. La misma aproxima-
cion es valida cuando el eje de rotacion es el eje y por lo que el volumen aproximado del solido con
n discos es:

V= Zn [R(x,)['Ax

Asi, cuando Ax — 0 (n — ), por el teorema fundamental del calculo:

Ax—0

Z b
V=limn Z[R(xl»)]2 Ax =ﬂj [R(x)] dx
i=1 a

Donde R es una funcién de la variable independiente x; en los ejercicios que se resuelven a
continuacion, la forma en que R varia respecto de la variable independiente esta dada por la ecua-
cion de f(x). Por tanto, si el eje de revolucion es horizontal:

b
V= ﬂj [R(x)] dx

a

O bien, si el eje de revolucidn es vertical (R varia respecto de la variable y):

d
V= ,;J. [R(»)dy

Ejemplo 3.154. Volumen de revolucion

Determine el volumen de un sélido que se obtiene al girar la region bajo la curva y =+/x respec-
to del eje x, desde O hasta 1.
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Solucion:
(x)
" 0= Vx
Ax
T A
~ R
¥ Figura 3.19. Seccion plana '/‘\ p,
que genera un volumen al rotar J o 1 1 T T 1 ) —
sobre el eje x.
b 2
V= nJ [R(x)] dx
conR(x)= f(x)=/x
1 1 27! 2 42
Vzn‘[ (\/;)zdx =7er (x) dx=rx B R =ﬁ[l]
0 0 2, 2 2 2
y ="
2

Ejemplo 3.155. Volumen de revolucion

Encuentre el volumen del s6lido de revolucion que se forma al girar la region acotada por la gra-
fica de f(x)=/senx yeleje x(0 < x <), alrededor del eje x.

Solucion:
. Ax
S(x) \
1T '\
™~ f(x)=-[senx
-

¥ Figura 3.20. Seccion plana ﬂ ) )
que genera un volumen al rotar U M *
sobre el gje x. o T
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Con R(x)= f(x)=+x
V=n J. b[R(x)] ? dx
R(x)= f(x)=y=fsen x

V=7TJ. (,/senx)zdx=7tj”senx dx=n [-cos x|] =m(l+1)=2x u?
0 0

Ejemplo 3.156. Volumen de revolucion

Calcule el volumen del solido que se genera al rotar la region definida por y = x*, y =8y x =0,
respecto del eje y.

Solucion: Graficamos las curvas de las funciones que delimitan la seccidon plana.

f(2)=8
S(x) y=38
R
- A
- I
- } Ax
y=0
—_—
. =
- f0)= 7
, 0 : : . : — X ¥ Figura 3.21. Seccion plana que
C-D ) genera un volumen en revolucion al
> | rotar sobre el eje vertical.

d
V= ﬂj [R() dy

C

La rotacion es alrededor del eje y, por lo que la expresion del radio requiere una funcién g(y),

de ahi que a partir de f(x) = y =3, se tiene g(»)=x=3y
Asi,

2Py = n[§y5/3:|8 _%6m s
57 ], 7S

Vzﬂjg(%/;)zdyzn‘[g

0 0

Ejercicios 3.17. Volumen de revolucion
Verifique los resultados propuestos y calcule el volumen mediante discos en revolucion.

1. Halle el volumen generado en la rotacién del area limitada por la parabola y?>= 8x y la orde-
nada correspondiente a x = 2 respecto del eje x.

Respuesta: 16 mu’
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Gas

¥ Figura 3.22. Compresion de un gas.

. Calcule el volumen generado al rotar la region acotada por f(x) =

1 : T T
g y el eje x(—KSxS Z)'

CO:
Respuesta: = 1.81 u’

. Halle el volumen del sélido que se origina al girar alrededor del eje y la superficie limitada por

292 =x3,y=0, x=2.

Respuesta: % T’

. Encuentre el volumen del solido generado por la rotacion de la region acotada por el semicir-

culovr? — x? alrededor del eje x, para y > 0.

Respuesta: % o’

. Calcule el volumen del sélido que se genera al girar la region limitada por la parabola y*>= 4x

y la recta x = 4 alrededor de dicha recta.
Respuesta: 32

. Halle el volumen del sélido producido al rotar alrededor del eje y la superficie delimitada por

Respuesta: 27(e” — 1) = 40.143

. Calcule el volumen de la trompeta de Torrichelli cuya seccion transversal esta dada por f(x)

= % al girarla en torno del eje x para x > 1.

Respuesta:

3.4.5. Problemas de ingenieria quimica para

determinar el trabajo, el calor o la cinética

En definitiva, las aplicaciones del calculo integral van mas alla de situaciones geométricas (las cua-
les pueden tener una interpretacion fisica, dependiendo de qué dimensiones se coloquen en los ejes
cartesianos). Ahora veremos algunas aplicaciones de las integrales en el campo de la ingenieria.

Ejemplo 3.157. Calculo de trabajo de compresion o expansion en sistemas ideales

Considere un piston cilindrico como el que se muestra en la figura 3.22.

Este cilindro posee un area transversal 4, y contiene en su interior un gas con
comportamiento ideal, que es comprimido a través de una distancia z y mantiene su
temperatura constante. El trabajo que se necesita efectuar sobre el sistema para com-
primir el gas un cierto volumen (dV = Adz) que se encuentra a una presion P esta

P
o dado por la ecuacion
dW =—- PdV

Para obtener el trabajo total efectuado, se requiere integrar la ecuacion anterior
utilizando como limites el volumen inicial y el volumen final. Asi,

v
W = —J. PdV
vi

Ahora, asumiendo un comportamiento ideal, determine el trabajo necesario en
joules para comprimir 3 kg de nitrogeno de 3 a 1.5 L sometidos a una presion de 3
bar.



Solucion: Resuelva la integral definida:

15
W= —3J. dv
3

3[V]§'5
3[1.5-3]
3[-1.5]

4.5bar- L

Transforme las unidades:

1 atm 101-3]
X

W =45bar-Lx
1.013bar 1atm-L

W=4501]

Ejercicio 3.18. Aplicacion del calculo integral

Resuelva el siguiente problema mediante la aplicacion del calculo integral:

3.4. Aplicaciones de la integral

1. Se dispone de un recipiente cilindrico que contiene 10 kg de nitrogeno a una presion de 50 1b/
in%. Si asumimos un comportamiento ideal, determine el trabajo necesario para comprimir el

gas desde un volumen de 7 L hasta | L.
Respuesta: 2.07 kJ
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