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Prefacio

Esta version métrica internacional difiere de la version regular de Cdlculo de varias va-
riables. Trascendentes tempranas, octava edicion, de varias maneras:

Las unidades usadas en casi todos los ejemplos y ejercicios han sido cambiadas del
sistema tradicional de Estados Unidos a unidades métricas. Hay un nimero reducido
de excepciones: en algunas aplicaciones de ingenieria (principalmente en la seccién 8.3)
puede ser 1til para algunos ingenieros estar familiarizados con las unidades usadas en
Estados Unidos. Y yo quise conservar algunos ejercicios (por ejemplo, los relacionados
con el beisbol) donde seria inapropiado usar unidades métricas.

He cambiado los ejemplos y ejercicios relacionados con datos del mundo real para
que sean de naturaleza mds internacional, de manera que la inmensa mayoria de ellos
procede ahora de paises distintos a Estados Unidos. Por ejemplo, ahora hay ejercicios y
ejemplos concernientes a las tarifas postales en Hong Kong; la deuda publica cana-
diense; las tasas de desempleo en Australia; las horas de luz del sol en Ankara, Turquia;
las isotermas en China; el porcentaje de la poblacién en la Argentina rural; poblaciones
de Malasia, Indonesia, México e India, y consumo de energia eléctrica en Ontario, entre
muchos otros.

Ademds de cambiar ejercicios para que las unidades sean métricas y los datos tengan
un sabor mds internacional, otros ejercicios han sido cambiados también, el resultado de lo
cual es que alrededor de 10% de los ejercicios son diferentes de los de la version regular.

El arte de ensefiar, dijo Mark Van Doren, es el arte de ayudar al descubrimiento. Yo he
tratado de escribir un libro que ayude a los estudiantes a descubrir el cdlculo, tanto por
su eficacia practica como por su sorprendente belleza. En esta edicién, como en las
siete primeras, intento transmitir al estudiante una nocién de la utilidad del cédlculo y
desarrollar competencia técnica, pero también me empefio en dar cierta apreciacion de
la belleza intrinseca del tema. Newton experimenté indudablemente una sensacion
de triunfo cuando hizo sus grandes descubrimientos. Yo deseo que los estudiantes com-
partan parte de esa emocion.

El énfasis estd en la comprension de conceptos. Pienso que casi todos estdn de acuerdo
en que esta deberia ser la meta primaria de la ensefianza de cdlculo. De hecho, el impetu
del actual movimiento de reforma del cdlculo procedi6 de la Conferencia de Tulane de
1986, la cual formulé como su primera recomendacion:

Concentrarse en la comprension conceptual.

He tratado de implementar esta meta mediante la regla de tres: “Los temas deben pre-
sentarse geométrica, numérica y algebraicamente”. La visualizacion, la experimentacion
numérica y grafica y otros enfoques han cambiado la forma en que se ensefia el razo-
namiento conceptual de maneras fundamentales. Mds recientemente, la regla de tres se
ha ampliado para convertirse en la regla de cuatro enfatizando también el punto de vista
verbal o descriptivo.

Al escribir esta octava edicidn, mi premisa fue que sea posible alcanzar comprensién
conceptual y retener todavia las mejores tradiciones del calculo tradicional. El libro con-
tiene elementos de reforma, pero en el contexto de un plan de estudios tradicional.

xiii
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- Versiones alternas

He escrito otros libros de texto de cdlculo que podrian ser preferibles para algunos pro-
fesores. La mayoria de ellos también se presenta en versiones de una y varias variables.

e Calculus: Early Trascendentals, octava edicion, version métrica internacional, es
similar al presente libro de texto excepto que las funciones exponenciales, logaritmi-
cas y trigonométricas inversas se cubren en el primer semestre.

* Essential Calculus, segunda edicidn, edicién internacional, es un libro mucho mas
breve (840 paginas), que, sin embargo, contiene casi todos los temas de Calculus,
octava edicion, version métrica internacional. La relativa brevedad se logra mediante
una exposicién mds breve de algunos temas al trasladar algunas caracteristicas
al sitio web.

» Essential Calculus: Early Transcendentals, segunda edicion, edicion internacional,
se asemeja a Essential Calculus, edicion internacional, pero las funciones exponen-
ciales, logaritmicas y trigonométricas inversas se cubren en el capitulo 3.

e Calculus: Concepts and Contexts, cuarta edicion, edicién métrica internacional,
enfatiza la comprension conceptual con mas fuerza todavia que este libro.
La cobertura de temas no es enciclopédica y el material sobre funciones trascenden-
tes y sobre ecuaciones paramétricas se entreteje a lo largo del libro en lugar de ser
tratado en capitulos separados.

* Calculus: Early Vectors presenta los vectores y funciones vectoriales en el primer
semestre y los integra a todo lo largo del libro. Este es conveniente para estudiantes
que toman cursos de ingenieria y fisica al mismo tiempo que el de cdlculo.

* Brief Applied Calculus, edicion internacional, estd dirigido a estudiantes de nego-
cios, ciencias sociales y ciencias de la vida.

* Biocalculus: Calculus for the Life Sciences intenta mostrar a los estudiantes de las
ciencias de la vida cémo se relaciona el cdlculo con la biologia.

* Biocalculus: Calculus, Probability, and Statistics for the Life Sciences abarca todo
el contenido de Biocalculus: Calculus for the Life Sciences, asi como tres capitulos
adicionales que cubren probabilidad y estadistica.

- {Qué hay de nuevo en la octava edicion?

Los cambios resultaron de conversar con mis colegas y estudiantes en la Universidad
de Toronto y de leer revistas, asi como de sugerencias de usuarios y revisores. He aqui
algunas de las muchas mejoras que he incorporado en esta edicion:

* Los datos en los ejemplos y ejercicios han sido actualizados para ser mds oportunos.

* Se han afiadido nuevos ejemplos (véanse los ejemplos 11.2.5 y 14.3.3), y las solucio-
nes de algunos de los ejemplos existentes se ampliaron.

* Se agregd un nuevo proyecto: en el proyecto El Speedo LZR Racer (pagina 936) se
explica que este traje de bafio reduce la friccién en el agua y, como consecuencia,
se han roto muchos récords en la natacién. Se pregunta a los estudiantes por qué un
pequeiio decremento en la friccion puede tener un efecto tan grande en el desempefio.

* He reestructurado el capitulo 15 (Integrales miiltiples) combinando las dos primeras
secciones para que las integrales iteradas se traten antes.
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* Mads de 20% de los ejercicios en cada capitulo son nuevos. He aqui algunos de mis
favoritos: 12.5.81, 12.6.29-30, 14.6.65-66. Ademds, hay nuevos y buenos Problemas
adicionales. (Véase el problema 8 de la pagina 986.)

@ Ejercicios conceptuales

El modo mds importante de fomentar la comprension conceptual es mediante los proble-
mas que se asignan. Con ese fin he ideado varios tipos de problemas. Algunos conjuntos
de ejercicios comienzan con peticiones de explicar los significados de conceptos basicos de
la seccidén. (Véanse, por ejemplo, los primeros ejercicios de las secciones 11.2, 14.2 'y
14.3.) De igual forma, todas las secciones de repaso comienzan con una Verificacion de
conceptos y un Examen verdadero-falso. Otros ejercicios ponen a prueba la comprension
conceptual por medio de grificas o tablas (véanse los ejercicios 10.1.24-27, 11.10.2,
13.2.1-2, 13.3.33-39, 14.1.1-2, 14.1.32-38, 14.1.41-44, 14.3.3-10, 14.6.1-2, 14.7.3-4,
15.1.6-8, 16.1.11-18, 16.2.17-18 y 16.3.1-2).

Otro tipo de ejercicios usa la descripcién verbal para probar la comprensién con-
ceptual. Valoro particularmente los problemas que combinan y comparan los enfoques
gréfico, numérico y algebraico.

@ Conjuntos de ejercicios graduados

Cada conjunto de ejercicios estd cuidadosamente graduado, progresando de ejercicios
conceptuales basicos y problemas de desarrollo de habilidades a problemas mas desa-
fiantes que implican aplicaciones y comprobaciones.

@ Datos del mundo real

Mis asistentes y yo dedicamos mucho tiempo a buscar en bibliotecas, hacer contacto con
compailias y organismos gubernamentales y realizar bisquedas en internet en pos de
datos interesantes del mundo real para presentar, motivar e ilustrar los conceptos del calculo.
En consecuencia, muchos de los ejemplos y ejercicios tienen que ver con funciones defi-
nidas por esos datos numéricos o graficas. Las funciones de dos variables son ilustradas
por una tabla de valores del indice viento-frio como una funcién de temperatura del
aire y velocidad del viento (ejemplo 14.1.12). Las derivadas parciales son presentadas
en la seccion 14.3 examinando una columna en una tabla de valores del indice de calor
(temperatura del aire percibida) como una funcién de la temperatura real y la humedad
relativa. Este ejemplo se retoma después en relacién con aproximaciones lineales (ejem-
plo 14.4.3). Las derivadas direccionales se presentan en la seccién 14.6 usando un mapa
de contorno de temperatura para estimar la razén de cambio de la temperatura en Reno en
la direccion de Las Vegas. Integrales dobles se usan para estimar la nevada promedio
en Colorado del 20 y 21 de diciembre de 2006 (ejemplo 15.1.9). Los campos vectoriales se
presentan en la seccién 16.1 mediante descripciones de campos vectoriales de velocidad
reales, que muestran los patrones de viento de la bahia de San Francisco.

@ Proyectos

Una forma de motivar a los estudiantes y convertirlos en aprendices activos es poner-
los a trabajar (quizds en grupos) en amplios proyectos que les den una sensacién de
logro sustancial al completarlos. He incluido cuatro tipos de proyectos: los Proyectos
de aplicacion que contienen aplicaciones diseiadas para estimular la imaginacién de los
alumnos. El proyecto posterior a la seccién 14.8 usa multiplicadores de Lagrange para
determinar las masas de las tres etapas de un cohete a fin de minimizar la masa total
mientras que a la vez se permite que alcance una velocidad deseada. Los Proyectos de
laboratorio implican tecnologia; el que sigue a la seccidn 10.2 muestra como utilizar las
curvas de Bézier para disefiar formas que representan letras para una impresora laser. Los
Proyectos de descubrimiento exploran aspectos de geometria: tetraedros (después de la
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seccién 12.4), hiperesferas (después de la seccioén 15.6) e intersecciones de tres cilindros
(después de la seccion 15.7). El Proyecto de redaccion que esta después de la seccion
17.8 examina los origenes histéricos y fisicos del teorema de Green y del teorema de
Stokes y las interacciones de los tres hombres involucrados. En el Manual del Instructor
(Instructor's Guide*) se pueden encontrar muchos proyectos.

B Herramientas para enriquecer el calculo*

TEC es un suplemento del texto y busca enriquecer y complementar su contenido. (Ahora
estd disponible en el eBook via CourseMate* y Enhanced WebAssign.* Visuals y Modules
selectos estdn disponibles en www.stewartcalculus.com.*) Desarrollado por Harvey Key-
nes, Dan Clegg, Hubert Hohn y yo, TEC usa un enfoque de descubrimiento y explora-
cion. En secciones del libro donde la tecnologia es particularmente apropiada, iconos al
margen dirigen a los estudiantes a TEC Modules que brindan un entorno de laboratorio
en el que pueden explorar el tema de maneras diversas y en niveles diferentes. Los
Visuals son animaciones de figuras en el texto; los Modules son actividades mas
elaboradas e incluyen ejercicios. Los profesores pueden optar por involucrarse en
diversos niveles, desde simplemente alentar a los alumnos a usar los Visuals y Modules
para su exploracion independiente hasta asignar ejercicios especificos de los incluidos
en cada Module o crear ejercicios, practicas y proyectos adicionales que hagan uso de
los Visuals y Modules.

TEC incluye asimismo Homework Hints para ejercicios representativos (usualmente con
nimero impar) en cada seccidn del texto, indicados mediante la impresién del niimero
del ejercicio en gris. Estas sugerencias suelen presentarse en forma de preguntas e inten-
tan imitar a un asistente de aprendizaje eficaz funcionando como un tutor mudo. Estan
hechas para no revelar de la solucién real mas que lo minimamente necesario para hacer
progresos adicionales.

@ Enhanced WebAssign*

La tecnologia ya tiene impacto en la manera en que se asignan tareas a los estudiantes, par-
ticularmente en grupos grandes. El uso de tareas en linea es creciente y su atractivo depende
de la facilidad de empleo, la precision de las calificaciones y la confiabilidad. Con la octava
edicion se ha trabajado con la comunidad del calculo y WebAssign para desarrollar un sis-
tema de tareas en linea. Hasta 70% de los ejercicios en cada seccion se puede asignar como
tareas en linea, incluidos formatos de respuesta libre, opcién miltiple y partes multiples.

Este sistema también contiene Active Examples™, en los que los estudiantes son guia-
dos en pequeifios tutoriales paso a paso a través de ejemplos del texto, con vinculos con
el libro de texto y soluciones en video.

@ Sitio web

Visite CengageBrain.com* o stewartcalculus.com™ para estos materiales adicionales:
* Homework Hints

e Algebra Review

e Lies My Calculator and Computer Told Me

* History of Mathematics con vinculos a los mejores sitios histéricos

* Additional Topics (con conjuntos de ejercicios): series de Fourier, férmulas para el
término residuo en las series de Taylor, rotacién de ejes

* Archived Problems (ejercicios desafiantes que aparecieron en ediciones anteriores,
junto con sus soluciones)

* Challenge Problems (algunas de las secciones de Problemas adicionales de ediciones
anteriores)

*Este material se encuentra solo disponible en inglés.
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* Vinculos de temas especiales con recursos externos de la web

» Selected Visuals y Modules de Tools for Enriching Calculus (TEC)

Este capitulo presenta curvas paramétricas y polares y aplica los métodos del cédlculo en
ellas. Las curvas paramétricas son adecuadas para proyectos de laboratorio; las dos que
se presentan aqui implican a familias de curvas y curvas de Bézier. Un breve tratamiento
de las secciones cénicas en coordenadas polares prepara el camino para las leyes de
Kepler en el capitulo 13.

Las pruebas de convergencia tienen justificaciones intuitivas (véase la pagina 719), asi
como comprobaciones formales. Estimaciones numéricas de sumas de series se basan en
la prueba que se haya usado para comprobar la convergencia. Se hace énfasis en la serie
y polinomios de Taylor y sus aplicaciones a la fisica. Las estimaciones de error incluyen
las de dispositivos de graficacion.

El material sobre geometria analitica tridimensional y vectores se divide en dos capitulos. El
capitulo 12 trata con vectores, los productos punto y cruz, rectas, planos y superficies.

Este capitulo cubre las funciones con vectores como valores, sus derivadas e integrales,
la longitud y curvatura de curvas en el espacio y la velocidad y aceleracién a lo largo de
curvas en el espacio, lo que culmina con las leyes de Kepler.

Las funciones de dos o mds variables se estudian desde el punto de vista verbal, numé-
rico, visual y algebraico. En particular, presento las derivadas parciales examinando una
columna especifica de una tabla de valores del indice de calor (temperatura del aire perci-
bida) como una funcién de la temperatura real y la humedad relativa.

Los mapas de contorno y la regla del punto medio se utilizan para estimar la nevada
promedio y temperatura promedio de regiones dadas. Las integrales dobles y triples se
emplean para calcular probabilidades, dareas de superficies y (en proyectos) volimenes
de hiperesferas y volimenes de intersecciones de tres cilindros. Se presentan coorde-
nadas cilindricas y esféricas en el contexto de evaluar integrales triples.

Los campos vectoriales se presentan mediante imagenes de campos de velocidad que
muestran patrones de viento de la bahia de San Francisco. Se enfatizan las semejanzas
entre el teorema fundamental para integrales de linea, el teorema de Green, el teorema
de Stokes y el teorema de la divergencia.

Dado que las ecuaciones diferenciales de primer orden se cubren en el capitulo 9, este
ultimo capitulo trata con ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, su aplicacién
a resortes vibratorios y circuitos eléctricos y soluciones de series.

Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, octava edicion, version métrica
internacional se apoya en un conjunto completo de complementos desarrollados bajo mi
direccién. Cada pieza ha sido disefiada para favorecer la comprension del estudiante y
facilitar la enseflanza creativa. Las tablas de las paginas xx-xxi describen cada uno de
estos complementos.
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- Complementos para profesores

Manual del instructor (Instructor’s Guide)*

Por Douglas Shaw

ISBN 978-1-305-39371-4
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en el texto.
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Por William Steven Harmon
ISBN 978-1-305-27180-7

Contiene elementos de examenes de opcion miiltiple
y respuesta libre especificos del texto.

Cengage Learning Testing Powered by Cognero*
(login.cengage.com)
Este sistema en linea flexible le permite crear, editar y
gestionar contenido del banco de exdmenes con base en
miiltiples soluciones de Cengage Learning; crear miiltiples
versiones de exdmenes en un instante y aplicar examenes
desde su LMS, salon de clases o donde usted quiera.

Complementos para profesores
y estudiantes

Stewart Website*

www.stewartcalculus.com
Contenido: Homework Hints m Algebra Review m Additional
Topics m Drill Exercises m Challenge Problems w Web
Links w History of Mathematics w Tools for Enriching
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Por James Stewart, Harvey Keynes, Dan Clegg y el desarrollador

Hubert Hohn
Tools for Enriching Calculus (TEC) funciona como una
herramienta eficaz para profesores lo mismo que como un
entorno tutorial en que los estudiantes pueden explorary
repasar temas selectos. Los modulos de simulacion Flash
en TEC incluyen instrucciones, explicaciones por escrito
y en audio de los conceptos y ejercicios. TEC estd disponible
en el eBook via CourseMate y Enhanced WebAssign.
Visuals y Modules especiales pueden conseguirse en
www.stewartcalculus.com.

PEnHanceng B
WebAssign
www.webassign.net

Cédigo de acceso impreso: ISBN 978-1-285-85826-5
Cédigo de acceso instantdneo: ISBN 978-1-285-85825-8
Exclusivamente de Cengage Learning, Enhanced WebAssign

Enhanced WebAssign®
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de conceptos. La pedagogia meticulosamente elaborada y
los ejercicios de nuestros textos probados se vuelven atin
mads efectivos en Enhanced WebAssign, complementados
por apoyo tutorial en multimedia y retroalimentacion inme-
diata a medida que los estudiantes completan sus tareas.
Las caracteristicas clave incluyen:

m  Miles de problemas de tarea que coinciden con los ejerci-
cios de fin de seccion del libro de texto

m  Oportunidades para que los alumnos repasen habilidades
y contenido de prerrequisito tanto al principio del curso
como al principio de cada seccion

m  Pdginas del eBook Read It, videos Watch It, tutoriales
Master It y vinculos Chat About It

m  Un YouBook de Cengage personalizable con caracteris-
ticas para resaltar, tomar apuntes 'y buscar, asi como con
vinculos a recursos multimedia

m Personal Study Plans (basados en exdmenes de diagnds-
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m Visualizing Calculus Animations, Lecture Videos y mds

*Este material se encuentra disponible en inglés. Visite www.cengage.com para acceder a estos recursos.
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Cengage Customizable YouBook*

YouBook es un eBook tanto interactivo como personalizable.
Con todo el contenido del Célculo de Stewart, YouBook
ofrece una herramienta de edicion de texto que permite a los
profesores modificar la narracion del libro de texto conforme
sea necesario. Con YouBook, los profesores pueden reorde-
nar rapidamente secciones y capitulos enteros o esconder
contenido que no imparten para crear un eBook que se
ajuste a la perfeccion a su curso. Los profesores pueden
personalizar adicionalmente el texto afiadiendo vinculos de
video creados por ellos mismos o de YouTube. Elementos
adicionales de medios incluyen figuras animadas, videoclips,
caracteristicas para resaltar y tomar apuntes y mds.
YouBook estd disponible en Enhanced WebAssign.

CourseMate*

CourseMate es una perfecta herramienta de estudio personal
para los alumnos y no requiere preparacion alguna de los pro-
fesores. CourseMate da vida a conceptos del curso con herra-
mientas interactivas de aprendizaje, estudio y preparacion
para exdmenes que prestan apoyo al libro de texto impreso.
CourseMate para el Célculo de Stewart incluye un eBook
interactivo, Tools for Enriching Calculus, videos, exdmenes,
tarjetas de conceptos y mds. Para los profesores, CourseMate
incluye Engagement Tracker, una herramienta vinica en su tipo
que monitorea la participacion de los estudiantes.

CengageBrain.com*

Para tener acceso a materiales adicionales de cursos, visite
por favor www.cengagebrain.com. En la pdgina principal
de CengageBrain.com, busque el ISBN de su titulo (en el
reverso de su libro) usando el cuadro de biisqueda en la
parte superior de la pdgina. Esto lo llevard a la pdgina

del producto donde pueden encontrarse estos recursos.

- Complementos para estudiantes

Manual de soluciones para el estudiante
(Student Solutions Manual)*
Multivariable
ISBN 978-1-305-38698-3
Proporciona soluciones completamente elaboradas
de todos los ejercicios de niimero impar del texto, dando

a los estudiantes la oportunidad de verificar sus respuestas
y cerciorarse de haber dado los pasos correctos para
llegar a la respuesta. El Student Solutions Manual se puede
ordenar o acceder a €l en linea como un eBook en
www.cengagebrain.com buscando el ISBN.

Study Guide*

Multivariable*

Por Richard St. Andre

ISBN 978-1-305-27184-5

Para cada seccion del texto, la Study Guide ofrece a los
estudiantes una breve introduccion, una lista corta de
conceptos por dominar 'y preguntas de resumen 'y concen-
tracion con respuestas explicadas. La Study Guide también
contiene pruebas de autoaplicacion con preguntas tipo
examen. La Study Guide se puede ordenar o acceder a
ella en linea como un eBook en www.cengagebrain.com
buscando el ISBN.

A Companion to Calculus*

Por Dennis Ebersole, Doris Schattschneider, Alicia Sevilla

y Kay Somers

ISBN 978-0-495-01124-8
Escrito para mejorar habilidades de dlgebra y resolucion
de problemas de los estudiantes que toman un curso de
dlgebra, cada capitulo de este complemento estd dirigido a
un tema de cdlculo, ofreciendo fundamentos conceptuales y
técnicas especificas de dlgebra necesarios para entender
y resolver problemas de cdlculo relacionados con ese tema.
Estd disefiado para cursos de cdlculo que integran el repaso
de conceptos de precdlculo o para uso individual. Pida un
ejemplar del texto o acceda al eBook en linea en
www.cengagebrain.com buscando el ISBN.

Linear Algebra for Calculus*

Por Konrad J. Heuvers, William P. Francis, John H. Kuisti,
Deborah F. Lockhart, Daniel S. Moak y Gene M. Ortner
ISBN 978-0-534-25248-9
Este libro es muy completo, diseriado para complementar
el curso de cdlculo, ofrece una introduccion y repaso de
las ideas bdsicas del dlgebra lineal. Pida un ejemplar del
texto o acceda al eBook en linea en www.cengagebrain.com
buscando el ISBN.

*Este material se encuentra disponible en inglés. Visite www.cengage.com para acceder a estos recursos.

B Elementos electrénicos H Elementos impresos

XXiv




Al estudiante

Leer un libro de texto de cdlculo es diferente a leer un periédico o una novela, o incluso
un libro de fisica. No se desanime si tiene que leer un pasaje mds de una vez para
comprenderlo. Deberia tener 1dpiz y papel y una calculadora a la mano para trazar un
diagrama o hacer un célculo.

Algunos estudiantes comienzan probando sus problemas de tarea y leen el texto solo
si se atoran en un ejercicio. Yo sugiero que un plan mucho mejor es leer y comprender
una seccion del texto antes de intentar hacer los ejercicios. En particular, usted deberfa
examinar las definiciones para ver los significados exactos de los términos. Y antes de
leer cada ejemplo, sugiero que cubra la solucién e intente resolver el problema usted
mismo. Obtendra mucho mds al estudiar la solucién si lo hace asi.

Parte de la finalidad de este curso es estimular su pensamiento l6gico. Aprenda a escribir
las soluciones de los ejercicios en forma coherente paso a paso, con oraciones explicatorias,
no solo como una cadena de ecuaciones o férmulas inconexas.

Las respuestas a los ejercicios con nimero impar aparecen al final del libro, en el
apéndice 1. Algunos ejercicios piden una explicacion, interpretacién o descripcién ver-
bal. En esos casos, no existe una manera correcta y Unica de expresar la respuesta, asi
que no se preocupe si no ha encontrado la respuesta definitiva. Ademads, hay varias for-
mas en las cuales expresar una respuesta numeérica o algebraica, asi que si su respuesta
difiere de la mia, no suponga de inmediato que estd equivocado. Por ejemplo, si la res-
puesta dada al final del libro es V2 -1 y usted obtiene 1/(1 +\/5), entonces usted estd en
lo correcto y racionalizar el denominador mostrard que las respuestas son equivalentes.

El icono /9 indica un ejercicio que definitivamente requiere el uso de una calcula-
dora graficadora o una computadora con software de graficacion. Pero eso no significa
que dispositivos de graficacién no puedan usarse también para verificar su trabajo en
los demds ejercicios. El simbolo BH se reserva a problemas en los que son requeridos
los recursos completos de un sistema algebraico computacional (como Maple, Mathe-
matica o el TI-89).
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Usted también encontraré el simbolo [#), el cual lo previene de cometer un error. He
puesto este simbolo al margen en situaciones en que he observado que una gran propor-
cién de mis estudiantes tiende a cometer el mismo error.

Tools for Enriching Calculus, que es un complemento de este texto, se refiere por
medio del simbolo y puede ser consultado en el eBook via Enhanced WebAssign
y CourseMate (Visuals y Modules selectos estdn disponibles en www.stewartcalculus.
com). Esto lo dirige a usted a médulos en los que puede explorar aspectos del cdlculo
para los cuales la computadora es particularmente qtil.

Notard que algunos nimeros de ejercicios estan impresos en gris: 5. Esto indica que
Homework Hints estan disponibles para el ejercicio. Estas sugerencias pueden hallarse
en stewartcalculus.com asi como en Enhanced WebAssign y CourseMate. Las sugeren-
cias de tareas hacen preguntas que le permiten realizar progresos hacia una solucién
sin realmente darle la respuesta. Usted debe seguir cada sugerencia en forma activa con
lapiz y papel para resolver los detalles. Si una sugerencia particular no le permite
resolver el problema, puede hacer clic para revelar la sugerencia siguiente.

Le recomiendo conservar este libro para efectos de consulta después de terminar el
curso. Dado que es probable que olvide algunos de los detalles especificos del célculo,
el libro servird como un recordatorio ttil cuando deba usar el cdlculo en cursos subse-
cuentes. Y como este libro contiene mds material del que puede cubrirse en un curso,
también puede servir como un valioso recurso para un cientifico o ingeniero
en ejercicio profesional.

El cédlculo es un tema muy interesante, con justicia considerado uno de los grandes
logros del intelecto humano. Espero que usted descubra que es no solo titil, sino también
intrinsecamente bello.

JAMES STEWART
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Ecuaciones paramétricas
y coordenadas polares

La fotografia muestra el
cometa Halley cuando
paso por la Tierra en 1986.
Regresara en 2061. Fue
nombrado en honor

de Edmond Halley
(1656-1742), el cientifico
inglés que primero
reconocio su periodicidad.
En la seccion 10.6 vera
como las coordenadas
polares proporcionan

una ecuacion conveniente
para la trayectoria eliptica
de su orbita.

© Stocktrek / Stockbyte / Getty Images

HASTA AHORA SE HAN DESCRITO las curvas planas expresando a y como una funcién de
x [y = f(x)] 0 a x como una funcién de y [x = g(y)], o al dar una relacién entre x y y que define
ay implicitamente como una funcién de x [f(x, y) = 0]. En este capitulo se estudiardn dos
métodos nuevos para describir curvas.

Algunas curvas, como la cicloide, se manejan mejor cuando x y y estdn dadas en términos
de una tercera variable ¢ llamada un pardmetro [x = f(7), y = g(r)]. Otras curvas, tales como
la cardioide, tienen una descripcién mds conveniente cuando se usa un nuevo sistema de
coordenadas, llamado sistema de coordenadas polares.

639
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10.1 Curvas definidas por ecuaciones paramétricas

Y c
(x, y)=(f0). g(1))
0 X
FIGURA 1

Esta ecuacién en x y y describe
donde ha estado la particula, pero no
dice cudndo ha estado la particula
en un punto particular. Las ecuacio-
nes paramétricas tienen una ventaja,
dicen cudndo estuvo la particula

en un punto y la direccion de su
movimiento.

Imagine que una particula se mueve a lo largo de la curva C que se muestra en la figura 1.
Es imposible describir a C con una ecuacion de la forma y = f{x) porque C no pasa
la prueba de la recta vertical. Pero las coordenadas x y y de la particula son funciones
del tiempo ¢ y, por tanto, se puede escribir por medio de x = f(t) y y = g(¢). Este par de
ecuaciones suele ser una forma mds conveniente de describir una curva y da lugar a la
siguiente definicion.

Suponga que x y y se dan como funciones de una tercera variable ¢ (llamada parame-
tro) mediante las ecuaciones

x = f(1) y =g

(llamadas ecuaciones paramétricas). Cada valor de ¢ determina un punto (x, y), que se
puede representar en un plano coordenado. Cuando ¢ varia, el punto (x, y) = (f(¢), g(1))
varia y traza una curva C, llamada curva paramétrica. El pardmetro 7 no necesaria-
mente representa el tiempo y, de hecho, se podria usar una letra distinta a ¢ para el
parametro. Pero en muchas aplicaciones de curvas paramétricas, ¢ denota el tiempo vy,
por tanto, se puede interpretar a (x, y) = (f(¢), g(¢)) como la posicién de una particula en
el tiempo 7.

EJEMPLO 1 Trace e identifique la curva definida por las ecuaciones paramétricas

x =12t y=t+1

SOLUCION Cada valor de ¢ da un punto sobre la curva, como se muestra en la tabla.
Por ejemplo, si # = 0, entonces x = 0, y = 1 y el punto correspondiente es (0, 1). En la
figura 2 se grafican los puntos (x, y) determinados por varios valores del pardmetro y se
unen para producir una curva.

4 X y ! =4

-2 8 | —1 =3

-1 3 0 t=2

0 0 1

1 -1 2 =1 0, 1)

2 0 3 (= 3

3 3 4 —

4 8 5 t=-1
t=-2

FIGURA 2

Una particula cuya posicion estd dada por las ecuaciones paramétricas, se mueve a lo
largo de la curva en la direccion de las flechas a medida que ¢ aumenta. Observe que
los puntos consecutivos marcados en la curva aparecen en intervalos de tiempo iguales,
pero no a distancias iguales. Esto es porque la particula desacelera y después acelera
cuando aumenta .

Parece, de la figura 2, que la curva trazada por la particula es una pardbola. Esto
se puede confirmar al eliminar el pardmetro # como sigue. De la segunda ecuacién se
obtiene t = y — 1y se sustituye en la primera ecuacion. Esto da

x=r=2%=@y-12-2y—- )=y —d4y+3

y por tanto la curva representada por las ecuaciones paramétricas dadas es la pardbola
x=y>— 4y + 3. [ |
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8.5)
(0, 1)
0
FIGURA 3
a Y
t: =
2
N
T (cos t, sen t)
: t=0
=7 td Y
0 (1,0)
t=2m
(=327
FIGURA 4
y
t=0, 7,2
0, 1)
0
FIGURA 5
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En el ejemplo 1 no hay restricciones para el pardmetro ¢, asi que suponga que ¢ puede
ser cualquier nimero real. Pero algunas veces se restringird a t a un intervalo finito. Por
ejemplo, la curva paramétrica

x=r—-2 y=t+1 O0sr=<4
que se ve en la figura 3 es la parte de la pardbola del ejemplo 1 que empieza en el punto
(0, 1) y termina en el punto (8, 5). La punta de la flecha indica la direccién en que se ha
trazado la curva cuando ¢ crece de 0 a 4.
En general, la curva con ecuaciones paramétricas

x = flo) y =g

tiene un punto inicial (f(a), g(a)) y un punto terminal (f(b), g(b)).
EJEMPLO 2 ;Qué curva representan las siguientes ecuaciones paramétricas?

X =cost y=sent O0=sr<2mw

SOLUCION Si se grafican algunos puntos, parece que la curva es una circunferencia,
lo que se puede confirmar al eliminar . Observe que

X2+ y* = cos’t + sen’t = 1

Por lo que el punto (x, y) se mueve sobre la circunferencia x> + y*> = 1. Observe que

en este ejemplo, el pardmetro ¢ puede interpretarse como el dngulo (en radianes)

que se ve en la figura 4. Cuando ¢ se incrementa de 0 a 277, el punto (x, y) = (cos t, sen 1)
se mueve una vez alrededor de la circunferencia en direccién contraria a las manecillas
del reloj a partir del punto (1, 0). [ |

EJEMPLO 3 ;Qué curva representan las ecuaciones paramétricas dadas?

X = sen 2t y = cos 2t O0=st=2m

SOLUCION Otra vez se tiene
X2+ y* =sen® 2t + cos?2t = 1

asi que nuevamente las ecuaciones paramétricas representan la circunferencia unitaria
x* + y? = 1. Pero cuando 7 se incrementa de 0 a 27, el punto (x, y) = (sen 2¢, cos 2f)
empieza en (0, 1) y se mueve dos veces alrededor de la circunferencia en direccion

de las manecillas del reloj, como se indica en la figura 5. [ ]

Los ejemplos 2 y 3 muestran que diferentes conjuntos de ecuaciones paramétricas
pueden representar la misma curva. Por lo que se distingue entre una curva, como un
conjunto de puntos, y una curva paramétrica, en la que los puntos estdn trazados de
un modo particular.

EJEMPLO 4 Encuentre las ecuaciones paramétricas de la circunferencia con centro
en (h, k) y radio r.

SOLUCION Si se toman las ecuaciones de la circunferencia unitaria del ejemplo 2 y se
multiplican las expresiones para x y y por r, se obtiene x = r cos t,y = rsen .

Es posible verificar que estas ecuaciones representan una circunferencia con radio

y centro en el origen trazado en direccidn contraria a las manecillas del reloj. Ahora
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desplace /1 unidades en la direccién x y k unidades en la direccion y, para obtener las
ecuaciones paramétricas de la circunferencia (figura 6) con centro (4, k) y radio r:

x=h+rcost y=k+rsent O0str=2m

(h, k)
FIGURA 6
x=h+rcost,y=k+ rsent 0 X [ |
-1,1) y 1,1 EJEMPLO 5 Trace la curva con ecuaciones paramétricas x = sen 7, y = sen’ z.
SOLUCION Observe que y = (sen )*> = x? y por tanto el punto (x, y) se mueve
\:\ / / sobre la pardbola y = x?. Pero también observe que, como —1 < sent < 1, se
tiene —1 < x < 1, por lo que las ecuaciones paramétricas representan solo
0] x la parte de la parabola para la cual —1 < x < 1. Como sen ¢ es periddica, el punto
(x, y) = (sen t, sen’f) se mueve infinitamente en vaivén a lo largo de la pardbola
FIGURA 7 de (—1, 1)a(l, 1). (Véase la figura 7.) |
En Module 10.1A se presenta -
una animacién de la relacién entre
el movimiento a lo largo de la curva
paramétrica x = f(t), y = g(t) y el
movimiento a lo largo de las graficas =
de f'y g como funciones de 7. Al (|>I
hacer clic en TRIG se presenta a la 2

familia de curvas paramétricas
X = acos bt y = csendt

Sieligea=b=c=d =1y hace
clic en animate, vera como las
grificas de x = cos tyy = sen t se Y Y
relacionan con la circunferencia en
elejemplo 2. Sieligea=b=c=1,
d = 2, vera graficas como las de la
figura 8. Al hacer clic en animate o
moviendo 7 a la derecha, podrd ver X t
del cédigo de color cémo se mueve
con la trayectoria de x = cos ¢

y y = sen 2¢ que corresponden al
movimiento a lo largo de la curva
paramétrica, llamada figura de
Lissajous.

FIGURA 8 xX=cost y=sen?2t y=sen 2¢

@ Dispositivos de graficacion

La mayor parte de las calculadoras y los programas de graficacién se pueden usar para
trazar la gréafica de curvas descritas por ecuaciones paramétricas. De hecho, es instruc-
tivo observar una curva paramétrica dibujada con una calculadora, porque los puntos se
ubican en orden conforme se incrementan los valores del pardmetro correspondiente.
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-3 3
-3

FIGURA 9

13
0 13

FIGURA 10

x =1+ sen 5t

y =t + sen 6t

En Module 10.1B se muestra
una animacién de cémo se

forma una cicloide a partir

del movimiento de un circulo.

FIGURA 13
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EJEMPLO 6 Utilice un dispositivo de graficacion para trazar la grafica de la curva
— 4 2
x =y'— 3y~
SOLUCION Sea r = y el pardmetro, entonces se tienen las ecuaciones
x=r—-37 y=t
Usando estas ecuaciones paramétricas para trazar la grafica de la curva, se obtiene la
figura 9. Se podria resolver la ecuacién dada (x = y* — 3y?) para y como cuatro

funciones de x y graficarlas individualmente, pero las ecuaciones paramétricas
proporcionan un método mucho mas facil. [ ]

En general, si se necesita trazar la grafica de una ecuacién de la forma x = g(y), se
pueden usar las ecuaciones paramétricas

x = g(1) y=t

Observe también que las curvas con ecuaciones y = f(x) (aquellas con las que se estd
familiarizado; graficas de funciones) también se pueden considerar como curvas con
ecuaciones paramétricas

X =1t y = flD)

Los dispositivos de graficacién son particularmente ttiles para trazar curvas compli-
cadas. Por ejemplo, las curvas que se muestran en las figuras 10, 11 y 12 serian virtual-
mente imposibles de hacer a mano.

1

—1 1 -3.5
-1
FIGURA 11 FIGURA 12
x = sen 9¢ x = 2.3 cos 10t + cos 23¢
y = sen 10t y = 2.3 sen 10t — sen 23¢

Uno de los més importantes usos de las curvas paramétricas es el disefio asistido por
computadora (CAD). En el proyecto de laboratorio después de la seccién 10.2 se investi-
gardn curvas paramétricas especiales, llamadas curvas de Bézier, que son ampliamente
utilizadas en manufactura, especialmente en la industria automotriz. Estas curvas tam-
bién se emplean en formas especiales de letras y otros simbolos de impresion en laser.

B Lacicloide

EJEMPLO 7 La curva trazada por un punto P sobre la circunferencia de un circulo
cuando este rueda a lo largo de una recta se llama cicloide (véase la figura 13). Si el
circulo tiene radio r y rueda a lo largo del eje x, y si una posicién de P estd en el origen,
determine las ecuaciones paramétricas para la cicloide.

OO0

P
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0

f—rf —|

FIGURA 14

cicloide

FIGURA 15

PN

P

FIGURA 16

~

SOLUCION Se elige como pardmetro al dngulo de rotacién 0 del circulo (§ = 0 cuando
P estd en el origen). Suponga que el circulo ha girado 6 radianes. Debido a que el
circulo ha estado en contacto con la recta, se ve de la figura 14, que la distancia que ha
rodado desde el origen es

|OT| = arc PT = r0

Por tanto, el centro del circulo es C(r0, r). Sean (x, y) las coordenadas de P. Entonces,
de la figura 14 se ve que

x=1|0T| —|PQ|=7r0—rsen6 = r(60 — senb)
y=|TC| —|0C| =r—rcosf = r(l — cosf)
Asi que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son
E] x=r(0 — sen0) y=r(l —cosf) 0ER

Un arco de la cicloide viene de una rotacién del circulo y, por tanto, se describe
mediante 0 < 6 < 27. Aunque las ecuaciones 1 se obtuvieron de la figura 14,
que ilustra el caso donde 0 < 6 < 77/2, se puede ver que son vélidas para otros
valores de 0 (véase el ejercicio 39).

Aunque es posible eliminar el pardmetro 6 de las ecuaciones 1, la ecuacién carte-
siana resultante en x y y es muy complicada y no es tan conveniente para trabajar
como con las ecuaciones paramétricas. [ |

Una de las primeras personas en estudiar la cicloide fue Galileo, quien propuso que
los puentes se construyeran en forma de cicloides, y quien trat6 de encontrar el drea bajo
un arco de una cicloide. Después esta curva surgié en conexion con el problema de la
braquistocrona: encuentre la curva a lo largo de la cual se desliza una particula en el
tiempo mds corto (bajo la influencia de la gravedad) de un punto A a un punto B mds bajo
pero no directamente debajo de A. El matematico suizo John Bernoulli, quien planted
este problema en 1696, demostré que entre las curvas posibles que unen A con B, como en
la figura 15, la particula tomard el menor tiempo de deslizamiento de A a B si la curva es
parte de un arco invertido de una cicloide.

El fisico holandés Huygens demostré que la cicloide es también la solucién al pro-
blema de la tautocrona; es decir, sin importar dénde se coloque una particula P en una
cicloide invertida, le toma el mismo tiempo deslizarse hasta el fondo (véase la figura 16).
Huygens propuso que los relojes de péndulo (que €l inventd) oscilaran en arcos cicloida-
les, porque en tal caso el péndulo tarda el mismo tiempo en completar una oscilacién si
oscila por un arco amplio o pequefio.

@ Familias de curvas paramétricas

EJEMPLO 8 Investigue la familia de curvas con ecuaciones paramétricas
xX=a+cost y=atant + sent

(Qué tienen estas curvas en comuin? ;Cémo cambia su forma cuando a crece?

SOLUCION Se emplea un dispositivo de graficacién para producir las graficas para los
casosa = —2, —1, —0.5, —0.2, 0, 0.5, 1 y 2 que se muestran en la figura 17. Observe
que todas estas curvas (excepto el caso a = 0) tienen dos ramas, y ambas se aproximan
a la asintota vertical x = a cuando x se aproxima a a por la izquierda o por la derecha.
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a=0 a=0.5

FIGURA 17

Miembros de la familiax = a + cos ¢,
y = atant + sen t, todas graficadas
en el rectdngulo de vista [—4, 4] por
[—4.4]

Cuando @ < —1, ambas ramas son suaves, pero cuando a llega a —1, la rama
derecha adquiere un punto agudo llamado ciispide. Para a entre —1 y 0 la ctspide se
convierte en un lazo, que se vuelve mds grande conforme a se aproxima a 0. Cuando
a = 0, ambas ramas se juntan y forman una circunferencia (véase el ejemplo 2).

Para a entre 0 y 1, la rama izquierda tiene un lazo, que se contrae para volverse una
cuspide cuando a = 1. Para a > 1, las ramas se suavizan de nuevo y cuando a crece
mds, se curvan menos. Observe que las curvas con a positiva son reflexiones respecto
al eje y de las curvas correspondientes con a negativa.

Estas curvas se llaman concoides de Nicomedes en honor del erudito de la antigua
Grecia, Nicomedes. Las llamé concoides porque la forma de sus ramas externas se

asemeja a la concha de un caracol o de un mejillon. [ ]
10.1 EJERCICIOS
1-4 Trace la curva utilizando las ecuaciones paramétricas para 9. x=1-—1% y=t—2, —-2<t<2
ubicar distintos puntos de esta. Indique con una flecha la direccién ,
en que se traza la curva cuando  crece. 10. x=7r—-1, y=0£+1, —-2<t<2
l.x=1—-1% y=2t—1¢}, —-1<t<2
\ , 11-18
2. x=t"+t, y=t"+2, -2=<t=<2 .. . . .
(a) Elimine el pardmetro para encontrar una ecuacion cartesiana
.x=1t+sent, y=cost, —wm<t=mT de la curva.
b) Trace la curva e indique con una flecha la direccién en que se
4, x =2cost, y=t—cost, 0st=<2m ®) 4 . q
traza la curva cuando crece el pardmetro.
1. x = sen%B, y= cos%@, —TsOsmw
5-10

(a) Trace la curva usando las ecuaciones paramétricas para ubicar

12. x=%cos@, y=2senf, 0s60<m

puntos. Indique con una flecha la direccion en la cual se traza 13. x =sent, y=csct, 0<t<m/2

la curva cuando ¢ aumenta.

(b) Elimine el pardmetro para encontrar la ecuacién cartesiana de

la curva.
5.x=2r—1, y=31+1
6. x=3t+2, y=2t+3

13

4. x=¢, y=e*
15. x =1, y=Int
16. x =/t + 1, y=\/t—1

17. x=¢* y=t+1

7.x=12—3, y=t+2 -3<t<3 18. x = tan’), y =secl, —w/2<0<m/2

8. x=sent, y=1—cost, 0<t=<2mw
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19-22 Describa el movimiento de una particula con posicién
(x, y) cuando ¢ varia en el intervalo dado.

19.

20.

21.

22,

x=5+2cosmt, y=3+2senwt, 1st<2

x=2+sent, y=1+3cost, w/2<t<2m

x=5sent, y=2cost, —m=<t=<>5m

x=2sent, y=4+cost, 0<¢t<3m/2

23.

24,

Suponga que una curva estd dada por las ecuaciones
paramétricas x = f(), y = ¢(t), donde el rango de fes [1, 4]
y el rango de g es [2, 3]. ;Qué se puede decir acerca de la
curva?

Relacione las graficas de las ecuaciones paramétricas x = f{(f)
y y = ¢g(t) en (a)—(d) con las curvas paramétricas etiquetadas
I-IV. Argumente sus elecciones.

(b)

N =
n

1I

[}
N =

(©)

1II

v

25-27 Use las gréificas de x = f(t) y y = ¢g(¢) para trazar la curva
paramétrica x = f(t), y = g(¢). Indique con flechas la direccion en
que se traza la curva cuando ¢ crece.

25.

27.

x y
11 1+

—_
~

28.

Relacione las curvas paramétricas con las curvas etiquetadas
I-VI. Dé razones para sus elecciones. (No utilice dispositivos
de graficacion.)

@ x=t"—r+1, y=1¢
b x=12=21, y=+1r
c) x = sen 2t, = sen (¢ + sen 2¢)
© y
(d) x =cos5f, y=sen?2t
(e) x=1t+sen4dt, y=1>+ cos3t
® sen 2t cos 2t
x = , =
4 + 2 4+ 2
1 11 111
)’I y Yy
X —_—F— >
X
X
v \% VI
y y y
e
l X
X X




4 29. Trace la gréfica de la curva x = y — 2 sen mry.

30. Trace la grificade las curvasy = x* —4dxyx =y — 4y, y
encuentre sus puntos de intersecciéon con una aproximacion
de un decimal.

31. (a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas

y=y+ -yt

donde 0 =< 7 =< 1, describen el segmento de recta que une
los puntos Pl(xl, )’1) y Pz(.Xz, yz)

(b) Encuentre las ecuaciones paramétricas para representar el
segmento de recta de (—2,7) a (3, —1).

x=x + (x2 — x))t

32. Utilice un dispositivo de graficacion y el resultado del
ejercicio 31(a) para dibujar el tridngulo con vértices A(1, 1),
B(4,2)y C(1, 5).

33. Encuentre ecuaciones paramétricas para la trayectoria de una

particula que se mueve a lo largo de la circunferencia

x>+ (y — 1)> = 4 de 1a manera descrita.

(a) Una vuelta en direccion de las manecillas del reloj,
empezando en (2, 1).

(b) Tres vueltas en direccion contraria a las manecillas
del reloj, empezando en (2, 1).

(c) Media vuelta en direccién contraria a las manecillas
del reloj, empezando en (0, 3).

34. (a) Encuentre ecuaciones paramétricas para la elipse
x*/a* + y*/b* = 1. [Sugerencia: modifique las ecuaciones
de la circunferencia del ejemplo 2.]
(b) Utilice estas ecuaciones paramétricas para trazar la gra-
ficaen laelipse cuandoa =3y b =1,2,4y38.
(c) (Coémo cambia la forma de la elipse cuando b varia?

35-36 Utilice una calculadora graficadora o computadora para
reproducir el dibujo.

35. y 36.
2 4
2
0‘ ? X 0 é é R
37-38 Compare las curvas representadas por las ecuaciones
paramétricas. ;Como difieren?
37. () x=1¢%, y=1¢> (b) x =15 y=1¢*
(C) x = 673’, y = 672!
38. (a) x=1t, y=1¢t72 (b) x =cost, y=sec’t
) x=e¢, y=e™

39. Deduzca las ecuaciones 1 para el caso 7/2 < 0 < 7.

40. Sea P un punto a una distancia d del centro de una circun-
ferencia de radio r. La curva trazada por P cuando el
circulo rueda a lo largo de una linea recta se llama trocoide.
(Piense en el movimiento de un punto sobre el rayo de
una rueda de bicicleta.) La cicloide es el caso especial
de una trocoide con d = r. Utilizando el mismo pardmetro 6
como para la cicloide y, suponiendo que la recta es el eje de

SECCION 10.1

41

42

43

.
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las x y 6 = 0 cuando P es uno de sus puntos minimos,
demuestre que las ecuaciones paramétricas de la trocoide son

x=r0 —dsenf y=r—dcosf

Trace la trocoide para los casos d <ryd >r.

Si a y b son nimeros fijos, encuentre las ecuaciones
paramétricas para la curva que consiste de todas las posibles
posiciones del punto P en la figura, utilizando el angulo 60
como pardmetro. Después elimine el pardmetro e identifique
la curva.

KAy

Si a 'y b son niimeros fijos, encuentre las ecuaciones
paramétricas de la curva que consiste de todas las posiciones
posibles del punto P en la figura, usando el dngulo 60

como parametro. El segmento de recta AB es tangente a la
circunferencia mas grande.

y

1/

Una curva, llamada bruja de Maria Agnesi, consiste

de todas las posibles posiciones del punto P en la figura.
Demuestre que las ecuaciones paramétricas para esta curva
pueden expresarse como

x = 2a cotf y = 2a sen’0
Trace la curva.
y
y=2a &
N
~
~
N
o
a+ |
|
|
0 I
rI
o X
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44. (a) Encuentre las ecuaciones paramétricas para el conjunto

45,

46.

de todos los puntos P como los que se muestran en la
figura, tales que ‘ oP ‘ = |AB | (Esta curva se llama
cisoide de Diocles en honor del sabio griego Diocles,
quien introdujo la cisoide como un método grafico para
construir el lado de un cubo cuyo volumen es dos veces
el de un cubo dado.)

Utilice la descripcion geométrica para dibujar a mano

un trazo de la curva. Verifique su trabajo utilizando las
ecuaciones paramétricas para trazar la grafica de la curva.

(b)

y

x=2a

Suponga que la posicién de una particula en el tiempo 7 estd
dada por

X1 = 3sent yi = 2cost 0<rt<2m

y la posicion de una segunda particula estd dada por

X, = —3 + cost vy, =1+ sent O=<tr=2m

(a) Trace la grafica de las trayectorias de ambas particulas.
(Cudntos puntos de interseccién hay?

(Algunos de estos puntos de interseccioén son puntos de
colision? En otras palabras ;las particulas estdn en el
mismo lugar al mismo tiempo? Si es asi, encuentre los
puntos de colision.

Describa qué pasa si la trayectoria de la segunda particula
estd dada por

(b)

(©)

x> =3+ cost y»=1+sent 0=<t=<2m

Si un proyectil es disparado con una velocidad inicial de v,
metros por segundo a un dngulo « por encima de la horizontal
y se supone que la resistencia del aire es insignifcante,

47

48,

A1 49.

[AM
(1]

50.

i 51.

52,

entonces su posicion después de ¢ segundos estd dada por las
ecuaciones paramétricas

x = (vy cos a)t y = (vosena)r — %gfz

donde g es la aceleracion debida a la gravedad (9.8 m/s?).

(a) Siun arma es disparada con a = 30°y v, = 500 m/s,
(cudndo caerd la bala al suelo? (A qué distancia del arma
llegard al suelo? ;Cudl es la altura mdxima que alcanzard
la bala?

Utilice un dispositivo de graficacion para verificar sus
respuestas al inciso (a). Después trace la grafica de la
trayectoria del proyectil para otros valores del dngulo
para ver donde pegard en el suelo. Resuma sus hallazgos.
Demuestre que la trayectoria es parabdlica al eliminar el
pardmetro.

(b)

(©)

Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones
paramétricas x = £, y = £ — ct. ;Cémo cambia la forma de
la curva cuando c crece? Ilustre graficando varios miembros
de la familia.

Las curvas catastroéficas cola de golondrina estdan definidas

por las ecuaciones paramétricas x = 2ct — 413,y = —ct> + 3.
Trace la gréfica de varias de estas curvas. ;Qué caracteristicas
tienen en comun las curvas? ;Cémo cambian cuando ¢ crece?

Trace la gréfica de varios miembros de la familia de curvas
con ecuaciones paramétricas x =t + acost,y =t + asent,
donde a > 0. ;Cémo cambia la forma de la curva cuando a
crece? ;Para cudles valores de a la curva tiene un lazo?

Trace la gréfica de varios miembros de la familia de curvas
Xx =sent + sennt,y = cos t + cos nt donde n es un entero
positivo. ;Qué caracteristicas tienen en comun las curvas?
(Qué pasa cuando n crece?

Las curvas con ecuaciones x = a sen nt, y = b cos t se llaman
figuras de Lissajous. Investigue como varian estas curvas
cuando varian a, b y n. (Tome n como un entero positivo.)

Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones
paramétricas x = cos t, y = sen ¢t — sen ct, donde ¢ > 0.
Empiece por hacer ¢ entero positivo y vea qué pasa con

la forma cuando c crece. Después explore algunas de las
posibilidades que ocurren cuando ¢ es una fraccion.

PROYECTO DE LABORATORIO [#4 CIRCUNFERENCIAS QUE CORREN ALREDEDOR
DE CIRCUNFERENCIAS

otra circunferencia.

x=(ab)c0s0+bcos<

a —

y En este proyecto se investigan familias de curvas, llamadas hipocicloides y epicicloides, que son
generadas por el movimiento de un punto sobre una circunferencia que rueda dentro o fuera de

1. Una hipocicloide es una curva trazada por un punto fijo P sobre la circunferencia C de radio
b>p b cuando C rueda sobre el interior de la circunferencia con centro en O y radio a. Demuestre
que si la posicién inicial de P es (a, 0) y el pardmetro 6 se elige como en la figura, entonces
las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide son

a —

)

y=(ab)sen0bsen<

)



Recurra a Module 10.1B para
ver como se forman las hipocicloides
y epicicloides por el movimiento de
circulos rodando.

SECCION 10.2 Calculo con curvas paramétricas 649

2. Utilice un dispositivo de graficacidn (o el graficador interactivo en TEC Module 10.1B)
para trazar las graficas de hipocicloides con a entero positivo y b = 1. ;Cémo afecta el
valor de a a la grifica? Demuestre que si se toma a = 4, entonces las ecuaciones
paramétricas de la hipocicloide se reducen a

x = 4 cos’0 y = 4sen’f
Esta curva se llama hipocicloide de cuatro ciispides, o un astroide.

3. Ahora intente b = 1y a = n/d, una fraccién donde n y d no tienen factores comunes.
Primero haga n = 1 e intente determinar graficamente el efecto del denominador d sobre la
forma de la gréfica. Después haga que n varie mientras d permanece constante. ;Qué pasa
cuandon =d + 1?

4. ;Qué pasasib = 1y aesirracional? Experimente con un nimero irracional como J2
0 e — 2. Tome valores cada vez mds grandes para 6 y especule sobre qué pasaria si se
graficara la hipocicloide para todos los valores reales de 6.

5. Siel circulo C rueda sobre el exterior de la circunferencia fija, la curva trazada por P se
llama epicicloide. Encuentre las ecuaciones paramétricas para la epicicloide.

6. Investigue las posibles formas para las epicicloides. Use métodos semejantes a los
problemas 2-4.

10.2 Calculo con curvas paramétricas

Si se piensa la curva como trazada
por el movimiento de una particula,
entonces dy/dt y dx/dt son las velo-
cidades verticales y horizontales

de la particula y la férmula 1 dice
que la pendiente de la recta tangente
es el cociente de estas velocidades.

d?y
d*y ar’
Note que *+—
@ Note que —= &
dr?

Una vez que se ha visto como representar ecuaciones paramétricas, se aplicardn los
métodos de célculo a las curvas paramétricas. En particular, se resolverdn problemas que
implican tangentes, dreas, longitudes de arco y dreas de superficies.

@ Tangentes

Suponga que f'y g son funciones derivables y se quiere encontrar la recta tangente en
un punto sobre la curva paramétrica x = f{(f), y = ¢(f), donde y es también una funcién
derivable de x. Entonces la regla de la cadena da

dy _dy dx

dt  dx dt

Si dx/dt # 0, se puede resolver para dy/dx:

ay
dy dt dx
S i %0
il dx  dx Yo
dt

La ecuacioén 1 (que puede usted pensar como si se eliminaran las dr) le posibilita para
encontrar la pendiente dy/dx de la recta tangente a una curva paramétrica, sin tener que
eliminar el pardmetro 7. En (1) se ve que la curva tiene una tangente horizontal cuando
dy/dt = 0 (siempre que dx/dr 7 0) y tiene una recta tangente vertical cuando dx/dr = 0
(siempre que dy/dt # 0). Esta informacion es ttil para trazar curvas paramétricas.

Como se sabe del capitulo 4, también es ttil considerar d?y/dx?. Esto se puede encon-
trar reemplazando y por dy/dx en la ecuacién 1:

4 (dy
dy d <dy>_ dr \ dx

dx  dx \dx dx
dt
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EJEMPLO 1 Una curva C esté definida por las ecuaciones paramétricas x = 12,y = 3 — 3t.
(a) Demuestre que C tiene dos rectas tangentes en el punto (3, 0) y encuentre sus
ecuaciones.

(b) Encuentre el punto sobre C donde la recta tangente es horizontal o vertical.

(c) Determine donde la curva es concava hacia arriba o hacia abajo.

(d) Trace la curva.

SOLUCION

(a) Observequey =1* — 3t =1(t>—3) =0cuandor=0o01¢ = t\/g. Por tanto, el
punto (3, 0) sobre la curva C viene de dos valores del pardmetro, t = \/§ yt= —\/? .
Esto indica que C se cruza a si misma en (3, 0). Puesto que

dy _dy/dr _3°-3 _3( 1
dx  dx/dt 2t 2 t

la pendiente de la recta tangente cuando t = =+/3 es dy/dx = =6/ (2\/§ ) = i\/? , por
lo que las ecuaciones de las rectas tangentes en (3, 0) son

y=+3(x—-3) y y=—-v3(x-3)

(b) C tiene una recta tangente horizontal cuando dy/dx = 0; esto es, cuando dy/dt = 0

y — —
y=V3-3) y dx/dt # 0. Puesto que dy/dt = 3t> — 3, esto sucede cuando 7> = 1, es decir, r = *1.
=1 Los puntos correspondientes sobre C son (1,—2) y (1, 2). C tiene una recta tangente
(1,2) vertical cuando dx/dt = 2t = 0, es decir, r = 0. (Observe que ahi dy/dr # 0.) El punto
y correspondiente sobre C es (0, 0).
(3,0) (c) Para determinar concavidades se calculan segundas derivadas:

0 — X
dfa) 3,1
AP d’y dt \dx) 2 *) 3+ 1)

1. 22) dx? dx 2t 4¢°
y=—3x-3) dt
Por lo que la curva es concava hacia arriba cuando ¢ > 0 y céncava hacia abajo cuando
FIGURA 1 t<0.
(d) Utilizando la informacién de los incisos (b) y (c), trace C en la figura 1. [ |
EJEMPLO 2

(a) Encuentre la recta tangente a la cicloide x = r(6 — sen 6), y = r(1 — cos 0)
en el punto donde 6 = /3. (Véase el ejemplo 10.1.7.)
(b) ¢(En qué puntos la recta tangente es horizontal? ; Cuando es vertical?

SOLUCION

(a) La pendiente de la recta tangente es
dy _dy/d0 _  rsen  senf
dx dx/d6  r(1 — cos0) 1 —cosf

Cuando 0 = /3, se tiene

a a a \/37 1 v r
= _—— n— = _—— — = —_ _ = —
x=r{3 se 3 "\ 3 > y=r cos3 >

dy  sen(w/3) V3/2 _
dx 1 — cos(m/3) 1—%_\/§




FIGURA 2

Los limites de integracion para 7 se
encuentran como de costumbre con
la regla de sustitucién. Cuando

x =a,tesaof.Cuando x = b,

t es el valor restante.

0 2mr X

FIGURA 3

El resultado del ejemplo 3 dice que
el drea bajo un arco de la cicloide
es tres veces el drea del circulo que
al rodar genera la cicloide (ejem-
plo 10.1.7). Galileo intuy6 este
resultado pero fue demostrado por
el matematico francés Roberval y el
matemadtico italiano Torricelli.
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Por tanto, la pendiente de la recta tangente es V3 y su ecuacién es

e

La recta tangente se traza en la figura 2.

(—arr,2r) J (771, 2r) (37r,2r) (57rr,2r)
m

—0=3

‘ 0 27r 4r X

(b) La recta tangente es horizontal cuando dy/dx = 0, lo cual ocurre cuando sen 6 = 0
y 1 — cos 6 # 0, es decir, 8 = (2n — 1), con n un entero. El punto correspondiente
sobre la cicloide es ((2n — 1)7rr, 2r).

Cuando 6 = 2n, tanto dx/d6 como dy/d6 son cero. De la gréfica, parece que hay
rectas tangentes verticales en esos puntos. Esto es verificable por medio de la regla de
L’Hopital como sigue:

, , sen 6 . cos 6
= o0

Im —= lim ——= im
0—2nmt dx 6—2nmt 1 — cos 0 0—2nmt sen O

Un célculo semejante muestra que dy/dx — — cuando § — 2n7~, asi que finalmente
existen rectas tangentes verticales cuando 0 = 2nr, esto es, cuando x = 2n7rr. [ |

B Areas

Se sabe que el drea bajo una curva y = F(x) de a a b es A = fﬁ,’ F(x) dx, donde
F(x) = 0. Si la curva se traza por medio de las ecuaciones paramétricas x = f{f) y y = ¢(1),
a <t =< f3, entonces se puede calcular una férmula para el drea utilizando la regla de la
sustitucion para integrales definidas como sigue:

A={'vax=["g0)f @ ar [o f:g(t)f’(t)dt]

EJEMPLO 3 Encuentre el drea bajo uno de los arcos de la cicloide
x=r(0 — sen ) y = r(l — cos 0)
(Véase la figura 3.)

SOLUCION Un arco de la cicloide estd dado por 0 < 6 < 2. Utilizando la regla
de sustitucién cony = r(1 — cos 0) y dx = r(1 — cos 0) db, se tiene

2ar

A=|"ydx= joz”r(l — cos 8) r(1 — cos 6) db

=7 LZW (1 —cos0)*df = r? LZW (1 —2cos 6 + cos?6) db

7 [7[1 = 2c0s 0 + 41 + cos 20)] o

27
0

rz[%e — 2sen f + ysen 20]

rz(% - 217) = 37r? [ |
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@ Longitud de arco

Ya se sabe cémo encontrar la longitud L de una curva C dada en la forma y = F(x),
a < x < b. Laférmula 8.1.3 dice que, si F’ es continua, entonces

b dy 2
L= 1+ (2 4
@ J\a <dx> *

Suponga que C también se puede describir mediante las ecuaciones paramétricas x = f()
yy =g(1),a <t < B, donde dx/dt = f'(f) > 0. Esto significa que C es recorrida una vez,
de izquierda a derecha, cuando ¢ se incrementade o a By f(a) = a, f(B) = b. Al sustituir
la férmula 1 en la férmula 2 con la regla de sustitucion, se obtiene

b 2 B 2
sz 1+ (D dxzj |+ (dy/dt dx
a dx a dx/dt | dt

Como dx/dt > 0, se tiene

a = IN(E) () o

y Incluso si C no se puede expresar en la forma y = F(x), la férmula atn es valida pero
se obtiene por aproximaciones poligonales. Se divide el intervalo de pardmetro [c, 3]
en n subintervalos de igual ancho At. Si #, #,, t,, . . . , t,son los puntos finales de estos
subintervalos, entonces x; = f(t;) y ¥; = ¢(;) son las coordenadas de los puntos P,(x;, ;)
que estan sobre C y el poligono con vértices Py, Py, . . ., P,se aproxima a C. (Véase la
figura 4.)

Como en la seccién 8.1, se define la longitud L de C como el limite de las longitudes de
estos poligonos de aproximacién cuando n — :

L=1lim X |P P
i=1

n—ow _

FIGURA 4
Cuando se aplica el teorema del valor medio a f'sobre el intervalo [#_,, ¢;], da un nimero
t*en (t_, t;) tal que

f(6) — f(tie) = f1(65) (& — ti1)
Si se hace Ax; = x; — x;—; y Ay, = y; — yi_1, esta ecuacion se convierte en
Ax; = f/(t¥) At

Del mismo modo, cuando se aplica a g, el teorema del valor medio da un nimero #** en
(l,;], tl) tal que

Ay; = g'(t7) At

Por tanto

[Py Pi| = V(Ax)* + (Ay)* = V(&) Al + [g'(67%) Ar]?
= VIfGHT + [g @) Ar

y asi

@ L= lin 3 VPGP + [T o
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La suma en (4) se parece a una suma de Riemann para la funcién /[ f'(¢)]* + [¢'(¢)]?
pero no es exactamente una suma de Riemann porque, en general, ,* # ¢;%*. Sin embargo,
si f"y ¢’ son continuas, se puede demostrar que el limite en (4) es el mismo como si #;*
y %% fueran iguales, es decir

L= " VIFOF +Tg0P d

Por lo que con la notacién de Leibniz, se tiene el siguiente resultado, el cual tiene la
misma forma que la férmula 3.

E] Teorema Si una curva C se describe mediante las ecuaciones paramétricas
x = f(t),y = g(t), « =<t < 3, donde f" y ¢’ son continuas sobre [«, B] y C es reco-
rrida una sola vez cuando ¢ aumenta de « a 3, entonces la longitud de C es

- ((E) -+ (5)

Observe que la féormula del teorema 5 es consistente con las férmulas generales
L=]ds y (ds)* = (dx)* + (dy)>de la seccién 8.1.

EJEMPLO 4 Si se usa la representacién de la circunferencia unitaria dada en el
ejemplo 10.1.2,

X = cos t y = sen t Ost=27w

entonces dx/dt = —sen ty dy/dt = cos t, de modo que el teorema 5 da

2m dx'\’ dy : 2 5 5 o
LZJ — ] + | — dtzf\/sent+costdtzj dt = 2
0 dt 0 0

dt

como se esperaba. Si, por otro lado, se usa la representacién dada en el ejemplo 10.1.3,
X = sen 2t y = cos 2t O0=st=27w

entonces dx/dt = 2 cos 2t, dy/dt = —2 sen 2t, y la integral del teorema 5 da

2m dx 2 dy 2 o 2 3 3 _ 2 N
jo \/<dt> +(E dr—fo VA cos2 2t + 4 sen 2tdz—f0 2dt = 4

Observe que la integral da dos veces la longitud de arco de la circunferencia porque
cuando ¢ crece de 0 a 2, el punto (sen 2, cos 2f) recorre la circunferencia dos veces.
En general, cuando se encuentra la longitud de una curva C a partir de una representa-
cion paramétrica, se debe asegurar que C sea recorrida una sola vez cuando f crece

de @ a B. [ |

EJEMPLO 5 Encuentre la longitud de un arco de la cicloide x = (6 — sen 6),
y =r(l —cos 0).

SOLUCION Del ejemplo 3, se ve que un arco se describe por el intervalo del pardmetro
0 =<0 < 2m. Como

d d
ﬁzr(l — cos0) y ﬁerene
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El resultado del ejemplo 5 dice
que la longitud de un arco de

una cicloide es ocho veces el radio
del circulo generador (véase la
figura 5). El primero en demostrar
esto fue Sir Christopher Wren,

en 1658, quien posteriormente

fue el arquitecto de la catedral

de Saint Paul, en Londres.

0 271

FIGURA 5

se tiene

[T

fo% Jr2(1 — cos 0)? + r2sen do

fozv JVr2(1 — 2 cosf + cos?0 + sen0) db

rr# V2(1 — cos ) db
0

Para evaluar esta integral se utiliza la identidad sen’x = % (1 — cos2x)con O = 2x, la
cual da 1 — cos 0 = 2 sen(6/2). Como 0 < 6 < 21, se tiene 0 < 6/2 < 7 y entonces
sen(6/2) = 0. Por tanto

V2(1 — cos6) = /4 sen?(6/2) = 2|sen(6/2)| = 2 sen(6/2)

2
0

y asf L=2r fo” sen(0/2) do = 2r[—2 cos(60/2)]
=2r[2 + 2] = 8r n

B Area de una superficie

En la misma forma que para la longitud de arco, se puede adaptar la férmula 8.2.5 para
obtener una férmula para el drea de una superficie. Suponga que la curva dada por las ecua-
ciones paramétricas x = f(r), y = ¢g(f), « < t < 3, donde ', ¢’ son continuas y g(f) = 0, se
hace rotar en torno al eje x. Si C se recorre exactamente una vez cuando ¢ se incrementa
de « a 3, entonces el drea de la superficie resultante estd dada por

g s=[aen(5) < (5) @

Las férmulas simb6licas generales S = [ 2y ds y S = [ 2mx ds (formulas 8.2.7 y 8.2.8)
aun son vélidas, pero para curvas paramétricas se usa

2 d 2
ds = \/ ) () g
dt dt

EJEMPLO 6 Demuestre que el drea de la superficie de una esfera de radio r es 472,

SOLUCION La esfera es obtenida al rotar el semicirculo
X =rcost y=rsent Ost=smw

en torno al eje x. Por tanto, de la férmula 6, se obtiene

S = foﬁ 2arrsen t+/(—rsen £)> + (rcos 1)? dt

=27 r rsen t+/ri(sen?t + cos?t) dt = 2 r rsent - rdt
0 0

= 271’ Lﬂ sen t dt = 2mr*(—cos t)]z = 471’ [ |
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10.2 EJERCICIOS

1-2 Encuentre dy/dx. 23-24 Trace la grifica de la curva en un rectdngulo de vista que
t muestre los aspectos mds importantes de la curva.
1. x = , y=+1+1¢
1+t 23. x =t =20 =213 y=1—1t
2. x=te', y=t+sent

24, x ="+ 47 — 8%, y=21>—1t

3-6 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva

en el punto correspondiente al valor del pardametro dado. 25. Demuestre que la curva x = cos 7, y = sen f cos 7 tiene
dos rectas tangentes en (0, 0) y encuentre sus ecuaciones.

_ 3 _ 4 . - _
J.x=r+l, y=+4 ¢ 1 Trace la curva.
4, x = /t, =221 t=4 P
v Y 26. Trace la graficade lacurvax = —2cost,y = sent + sen 2¢
5.x=t'+1, y=0'+n 1=-1 para descubrir donde se intercepta consigo misma. Después
6. x=e'senms, y=e¥; 1=0 encuentre ecuaciones para ambas rectas tangentes en ese
punto.

27. (a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la trocoide
x=rf—-dsen6,y =r — dcos 0 en términos de 6.
(Véase el ejercicio 10.1.40.)
(b) Demuestre que si d < r, entonces el trocoide no tiene una
7.x=14+1Int, y=>+2; (1,3) recta tangente vertical.

7-8 Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva en el
punto dado por dos métodos: (a) sin eliminar el pardmetro y (b)
eliminando primero el pardmetro.

8. x=1+ \ﬁ » Y= e lz; (2, ) 28. (a) Encuentre la pendiente de la recta tangente al astroide
x =acos’ 6,y = asen’ 6 en términos de 6. (Los astroides
se exploran en el proyecto de laboratorio de la pagina 649.)
(b) ¢(En qué puntos la recta tangente es horizontal
o vertical?
(c) (En qué puntos la recta tangente tiene pendiente 1 0 —17?

9-10 Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva
en el punto dado. Después trace la gréfica de la curvay la
recta tangente.

9. x=t"—1t y=t*+t+1; (0,3) )
29. ;En qué puntos sobre la curvax = 3>+ 1,y =13 — 1 la
10. x=senms, y=1"+1 (0,2 recta tangente tiene pendiente 5?

30. Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
11-16 Encuentre dy/dx y d*y/dx?. ;Para cudles valores de ¢ la x=3t*+ 1,y = 23 + 1 que pasen por el punto (4, 3).

curva es concava hacia arriba? . L. .
31. Use las ecuaciones paramétricas de una elipse x = a cos 6,

Max=r+1, y=+1 12.x=0 =121, y=1'—1 y = bsen 6,0 < 6 < 2 para encontrar el drea que encierra.

13. x =2sens, y=3cost, 0<r<2m 32. Encuentre el drea encerrada por la curva x = 12 — 21,y = /1

14. x =cos2t, y=cost, 0<t<m y el eje y.
15. x=t—1Int, y=1+ Int 33. Encuentre el drea encerrada por el eje x y la curva x = ¢° + 1,
y=2t—1t°.

16. x = cost, y=sen2t, 0<t<m

34. Encuentre el drea de la region encerrada por el astroide
x = acos® 6,y = asen’ 0. (Los astroides son explorados
en el proyecto de laboratorio de la pagina 649.)

17-20 Encuentre los puntos sobre la curva donde la recta

tangente es horizontal o vertical. Si dispone de un dispositivo de

graficacion, trace la grafica de la curva para verificar su trabajo. y
17. x=1>—3t, y=t*-3 a
18. x =1 —3t, y=1t" -3¢

cos

19. x =cosf, y=cos30 20.x=¢"" y=e

21. Utilice una gréfica para estimar las coordenadas del punto
extremo derecho sobre la curva x = ¢ — 1% y = ¢'. Después
utilice cdlculo para encontrar las coordenadas exactas.

22. Use una gréfica para estimar las coordenadas del punto mas
bajo y el de la extrema izquierda sobre la curva x = t* — 21, 35. Encuentre el drea bajo un arco del trocoide del ejercicio
y =t + t*. Después encuentre las coordenadas exactas. 10.1.40 parael casod < r.
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36. Sea %R la regién encerrada por el lazo de la curva en el donde e es la excentricidad de la elipse (¢ = ¢/a, donde
ejemplo 1. ¢ =a? - b?).
(a) Encuentre el drea de 9R.
(b) Si %R gira en torno al eje x, encuentre el volumen del
sélido resultante.
(¢) Encuentre el centroide de 9. 55. (a) Trace la grifica de la epitrocoide con ecuaciones

54. Encuentre la longitud total del astroide x = a cos® 6,
y = a sen®d, donde a > 0.

37-40 Plantee una integral que represente la longitud de la curva. x = 11cost — 4cos(11t/2)
Lueg(? utll{c}e su calculadora% para encontrar la longitud con una y = 11sent— 4sen(111/2)
aproximacion de cuatro decimales.

 Qué i 4 ?
37.x=1+e’, y=t—e’, 0<1=<2 (Qué intervalo del pardmetro da 1? curva co.mpleta.

(b) Use su sAc para encontrar la longitud aproximada de esta
38. x=1>—1, y=t" 1<t<4 curva.
39. x=1r—12sent, y=1—2cost, O<t<dm 56. Una curva llamada espiral de Cornu se define por las

4. x=1+t, y=t—+t, 0si=<1 ecuaciones paramétricas

x=C(1) = JO’ cos(mu?/2) du

41-44 Encuentre la longitud exacta de la curva.

y=5() = ft sen(mu’/2) du
41. x 0

1433 y=4+4+2 0<t<1

donde C'y S son las ecuaciones de Fresnel que se introduje-

ron en el capitulo 5.

(a) Trace la grafica de esta curva. ;Qué pasa cuando t —> ©y

44, x=¢' te', y=5-21, 0<t<3 cuando t — —®?

(b) Encuentre la longitud de la espiral de Cornu desde el
origen al punto con valor de parametro ¢.

42, x=¢—1, y=4¢? 0<1<

2
43, x =tsent, y=tcost, 0str=<1

45-46 Trace la grifica de la curva y encuentre su longitud exacta. . ) )
57-60 Plantee una integral que represente el drea de la superficie

45. x =e¢'cost, y=¢e'sent, 0<t=<m obtenida al rotar la curva dada en torno al eje x. Después utilice
su calculadora para encontrar el drea de la superficie redondeada

Cx = + : = <1< :
46. x = cos t ln(tan 2t), y=sent, w/4=<1t<3m/4 2 cuatro decimales.

57. x=1sent, y=+tcost, 0<t<m/2

47. Trace la graficade lacurvax =sent + sen 1.5,y = costy 58. x
encuentre su longitud redondeada a cuatro decimales.

sent, y=sen2t, 0<r<m/2
59. x
60. x

t+e, y=e' 0=str=<1
48. Encuentre la longitud del lazo de la curva x = 3¢ — ¢3, y = 3¢%

L+te!, y=({*+1De!, 0str=<1
49. Use laregla de Simpson con n = 6 para estimar la longitud
delacurvax=t—e',y=t+e’,—6<r=<6.

61-63 Encuentre el drea exacta de la superficie obtenida al rotar

50. En el ejercicio 10.1.43 se le pidié deducir las ecuaciones la curva dada en torno al eje x.
paramétricas x = 2a cot 0, y = 2a sen? 6 de la curva llamada
bruja de Maria Agnesi. Use la regla de Simpson con n = 4 —
para estimar la longitud del arco de esta curva dada por 62. x =22+ 1/t, y=8yt, 1<t=<3
m/4<0<m/2.

61.x=3r—1, y=3t 0str=<1

63. x =acos’d, y=asen’d, 0<0<m/2
51-52 Encuentre la distancia recorrida por la particula con
posicion (x, y) cuando 7 varia en el intervalo dado. Compdrela

con la longitud de la curva. 1 64. Trace la gréfica de la curva
51. x =sen’s, y=cos’t, 0=<r<3m x=2cos® —cos20 y=2senf — sen26
52. x =cos’t, y=cost, 0<t<dm

Si esta curva rota en torno al eje x, encuentre el drea de la su-
perficie resultante. (Use la grafica para ayudarse a encontrar
el intervalo correcto para el pardmetro.)

53. Demuestre que la longitud total de la elipse x = a sen 6,
y=bcosb,a>b>0,es 65-66 Encuentre el 4rea de la superficie generada al rotar la curva

dada en torno al eje y.

T2
L=4 1 — e2 20 do
al, VT etsen 65. x =3, y=2", 0<1=<5




66. x =¢' — 1,

y=4e”?, 0=<r=<1

67.

68.

69.

PROYECTO DE LABORATORIO CURVAS DE BEZIER

Sif’ es continuay f'(f) # 0 para a < t < b, demuestre que
la curva paramétrica x = f(t), y = ¢(1), a < t < b, puede
expresarse en la forma y = F(x). [Sugerencia: demuestre
que [ 'existe.]

Use la férmula 1 para deducir la férmula 6 de la férmula
8.2.5 para el caso en el que la curva puede representarse en la
formay = F(x),a <x < b.

La curvatura en un punto P de una curva estd definida como
do
K=|—
ds

donde ¢ es el dngulo de inclinacién de la recta tangente
en P, como se ve en la figura. Por lo que la curvatura es el
valor absoluto de la razén de cambio de ¢ con respecto a la
longitud de arco. Esto puede considerarse como una medida
de la rapidez de cambio de la direccién de la curvaen Py se
estudiard con mucho detalle en el capitulo 13.
(a) Para una curva paramétrica x = x(r), y = y(#), deduzca la

férmula

_ i — 5

donde los puntos indican derivadas con respecto a ¢, de

manera que x = (dx/dr). [Sugerencia: use ¢ = tan~'(dy/dx) y

la férmula 2 para encontrar d¢/dt. Después use la regla de la

cadena para encontrar d¢/ds.]

(b) Considerando la curva y = f{x) como la curva paramé-
trica x = x, y = f(x), con pardmetro x, demuestre que la
férmula del inciso (a) resulta

_ |d?y/dx*|
CT I+ @y /day TR

N

70.

71.

72.

73.

74.

PROYECTO DE LABORATORIO Curvas de Bézier 657

(a) Use la férmula del ejercicio 69(b) para encontrar la
curvatura de la pardbola y = x?en el punto (1, 1).
(b) ¢(En qué punto esta pardbola tiene curvatura maxima?

Use la férmula del ejercicio 69(a) para encontrar la curvatura
de la cicloide x = 0 — sen 6,y = 1 — cos 0 en la parte
superior de uno de los arcos.

(a) Demuestre que la curvatura de cada punto de la linea
rectaes k = 0.

(b) Demuestre que la curvatura en cada punto de una circun-
ferencia de radio res k = 1/r.

Una cuerda se enrolla alrededor de un circulo y después

se desenrolla manteniéndose tensa. La curva trazada por el
punto P en el extremo de la cuerda se llama involuta

del circulo. Si el circulo tiene radio r y centro O y la posicién
inicial de P es (r, 0), y si el parametro 6 se elige como en

la figura, demuestre que las ecuaciones paramétricas de la
involuta son

x = r(cos6 + 0 sen6) vy =r(sen® — 6 cosf)

Una vaca estd atada a un silo con radio r por una cuerda
lo suficientemente larga para alcanzar el lado opuesto del
silo. Encuentre el drea disponible para el apacentamiento
de la vaca.

Las curvas de Bézier se emplean en el disefio auxiliado por computadora y se nombran as{
en honor del matematico francés Pierre Bézier (1910-1999), quien trabajé en la industria auto-
motriz. Una curva cubica de Bézier estd determinada mediante cuatro puntos de control,

Po(x0, Yo), Pi(x1, y1), Pa(xa, y2) ¥ P3(x3, y3), y se define mediante las ecuaciones paramétricas

x =x0(1 — 6 + 3x,t(1 — )% + 3x2t2(1 — 1) + x323

y =yl — 0’ + 3yie(1 — 0)* + 3y’ (1 — 1) + ysr®
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donde 0 =< 7 =< 1. Observe que cuando 7 = 0, se tiene (x, y) = (xo, Yo) y cuando 7 = 1 se tiene
(x, ¥) = (x3, y3), asi que la curva empieza en P, y termina en Ps.

1. Trace la grifica de la curva de Bézier con puntos de control Py(4, 1), P(28, 48), P»(50, 42) y
P5(40, 5). Enseguida, en la misma pantalla, trace la grafica de segmentos de recta PyP,, P,P,
y P,P;. (El ejercicio 10.1.31 muestra cémo hacer esto.) Observe que los puntos de control
medios P; y P,no estdn sobre la curva; la curva empieza en P, se dirige hacia P, y P, sin
alcanzarlos y termina en P;.

2. En la gréfica del problema 1 parece que la recta tangente en P, pasa por P; y la recta tangente
en P;pasa por P,. Demuéstrelo.

3. Intente producir una curva de Bézier con un lazo cambiando el segundo punto de control en el
problema 1.

4. Algunas impresoras ldser usan las curvas de Bézier para representar letras y otros simbolos.
Experimente con puntos de control hasta que encuentre una curva de Bézier que dé una repre-
sentacion razonable de la letra C.

5. Se pueden representar formas mds complicadas juntando dos o mds curvas de Bézier.
Suponga que la primera curva de Bézier tiene puntos de control P, P, P,, P; y la segunda
tiene puntos de control Ps, Py, Ps, Ps. Si se desea unir estos dos trozos de manera suave,
entonces las rectas tangentes en P; deben corresponderse y, por tanto, los puntos P, Py P,
tienen que estar sobre esta recta tangente comun. Con este principio, determine los puntos de
control para un par de curvas de Bézier que representen la letra S.

10.3 Coordenadas polares

O«

P(r,0)

FIGURA 1

(=r,0)

FIGURA 2

eje polar

Un sistema coordenado representa un punto en el plano mediante un par ordenado de
nimeros llamados coordenadas. Por lo general se usan coordenadas cartesianas, que
son las distancias dirigidas desde dos ejes perpendiculares. Aqui se describe un sistema
coordenado introducido por Newton, llamado sistema coordenado polar, que es mas
conveniente para muchos propdsitos.

Se elige un punto en el plano que se llama polo (u origen) y se identifica con O. Luego
se dibuja un rayo (semirrecta) que empieza en O llamado eje polar. Usualmente, este
eje se traza horizontalmente a la derecha, y corresponde al eje x positivo en coordenadas
cartesianas.

Si P es cualquier otro punto en el plano, sea r la distancia de O a P y sea 6 el angulo
(usualmente medido en radianes) entre el eje polar y la recta OP como en la figura 1. Enton-
ces el punto P se representa mediante el par ordenado (r, 0) y r, 6 se llaman coordenadas
polares de P. Se usa la convencién de que un dngulo es positivo si se mide en el sentido
contrario a las manecillas del reloj desde el eje polar, y negativo si se mide en el sentido de
las manecillas del reloj. Si P = 0, entonces r = 0y se estd de acuerdo en que (0, 0) repre-
senta el polo para cualquier valor de 6.

Se extiende el significado de las coordenadas polares (7, ) al caso en que r es negativa
estando de acuerdo en que, como en la figura 2, los puntos (—r, 0) y (r, 6) estan sobre
la misma recta que pasa por O y a la misma distancia | r | desde O, pero en lados opues-
tos de O. Si r > 0, el punto (r, 0) estd en el mismo cuadrante que 0; si r < 0, estd en el
cuadrante sobre el lado opuesto del polo. Observe que (—r, ) representa el mismo punto
que (r, 0 + m).

EJEMPLO 1 Trace la gréfica de los puntos cuyas coordenadas polares estdn dadas.
(@) (1,5m/4) (b) (2,3m) () (2, =2m/3) (d) (=3,37/4)



SECCION 10.3 Coordenadas polares 659

SOLUCION Los puntos se grafican en la figura 3. En el inciso (d) el punto (=3, 37/4)
se localiza a tres unidades del polo en el cuarto cuadrante porque el dngulo 377/4 estéd
en el segundo cuadrante y r = —3 es negativa.

sm 3w o \ 4
4 t
/ o (2, 377) o) ) o \\
w
-z X

o) B
2’ _ 27 N
FIGURA 3 ' (3% > m
En el sistema coordenado cartesiano cada punto tiene una sola representacion, pero
en el sistema polar cartesiano todo punto tiene muchas representaciones. Por ejemplo, el
punto (1, 577/4) en el ejemplo 1(a) se podria escribir como (1, —37/4) o (1, 137/4) o
(—1, w/4). (Véase la figura 4.)
L2 0 JE i
4 R —
/0 . /_ 0 ,70
T4 '
(0.5) (.-%) (.5) (1.2)
FIGURA 4
De hecho, puesto que una vuelta completa en sentido contrario a las manecillas del
reloj estd dada por un dngulo 27, el punto representado por coordenadas polares (r, 6) se
representa también por
(r, 0 + 2nm) y (=r,0+ 2n+ Dm)
donde n es cualquier entero.
y La conexioén entre coordenadas polares y cartesianas se puede ver en la figura 5, en la
P(r.0) = P(x. ) cual el polo corresponde al origen y el eje polar coincide con el eje x positivo. Si el punto P
tiene coordenadas cartesianas (x, y) y coordenadas polares (7, 6), entonces, de la figura,
se tiene
,
Y X
cos 0 = — sen 6 = e
0 r r
0 x . y por tanto
FIGURA 5
E] X =rcos0 y = rsenf

Aunque las ecuaciones 1 se dedujeron de la figura 5, que ilustra el caso donde r > 0
y 0 < 6 < 7r/2, estas ecuaciones son validas para todos los valores de ry 6. (Véase la
definicion general de sen 0 y cos 0 en el apéndice D.)

Las ecuaciones 1 permiten determinar las coordenadas cartesianas de un punto cuando
se conocen las coordenadas polares. Para determinar » y 6 cuando se conocen x y y, se
usan las ecuaciones



660

FIGURA 6

CAPITULO 10 Ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

(2] r? = x4 y? tanf = >
X

que pueden deducirse de las ecuaciones 1 o simplemente leyendo la figura 5.

EJEMPLO 2 Convierta el punto (2, 7/3) de coordenadas polares a cartesianas.
SOLUCION Como r = 2y 0 = /3, las ecuaciones 1 dan

1
— =

o
x=rc0s0=2cos?=2-
.ﬁ: /3

6 =2sen — =2
= r Ssen = sen — =
Y 3 2

Por tanto, el punto en coordenadas cartesianas es (1, \/§ ). [ |

EJEMPLO 3 Represente el punto con coordenadas cartesianas (1, —1) en términos de
coordenadas polares.

SOLUCION Si se elige r como positiva, entonces la ecuacién 2 da

=V = EE IR =2

tan 0 = L= -1
X
Como el punto (1, —1) estd en el cuarto cuadrante, se puede elegir 6 = —/4
0 0 = 7/4. Por lo que una de las posibles respuestas es (\/5 , —m/4); otra
es (2, 7m/4). [

NOTA Las ecuaciones 2 no determinan de manera Unica a 6 cuando se dan x y y,
porque cuando 6 crece en el intervalo 0 < 6 < 27 cada valor de tan 6 ocurre dos veces.
Por tanto, al convertir de coordenadas cartesianas a polares, no es suficiente encontrar r
y 6 para satisfacer las ecuaciones 2. Como en el ejemplo 3, se debe elegir 6 de modo que
el punto (r, 0) esté en el cuadrante correcto.

@ Curvas polares

La grafica de una ecuacion polar r = f(0), o de manera mds general F(r, ) = 0, con-
siste de todos los puntos P que tienen al menos una representacién polar (r, 6) cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion.

EJEMPLO 4 ;Qué curva estd representada por la ecuacién polar r = 2?

SOLUCION La curva consiste de todos los puntos (r, 6) con r = 2. Puesto que r repre-
senta la distancia del punto al polo, la curva r = 2 representa la circunferencia con
centro O y radio 2. En general, la ecuacién r = a representa una circunferencia

con centro O y radio | a |. (Véase la figura 6.) [ |



2,1
/ (=2.1)

FIGURA 7

FIGURA 8
Tabla de valores y
graficade r=2 cos 0

En la figura 9 se muestra una
ilustracion geométrica de que la
circunferencia del ejemplo 6 tiene
la ecuacién » = 2 cos 6. El dngulo
OPQ es un dngulo recto (;por qué?),
asf que r/2 = cos 6.

FIGURA 9
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EJEMPLO 5 Trace la curva polar 6 = 1.

SOLUCION Esta curva consiste de todos los puntos (r, 0) tales que el dngulo polar 6

es de 1 radidn. Corresponde a la recta que pasa por O y forma un dngulo de 1 radidn
con el eje polar (véase la figura 7). Observe que los puntos (r, 1) sobre la recta con

r > 0 estdn en el primer cuadrante, mientras aquellos con r < 0 estdn en el tercer
cuadrante. [ ]

EJEMPLO 6
(a) Trace la curva con ecuacién polar r = 2 cos 6.
(b) Encuentre una ecuacién cartesiana para esta curva.

SOLUCION

(a) Enlafigura 8 se encuentran los valores de r para algunos valores convenientes de
0y se grafican los puntos correspondientes (7, ). Después se unen estos puntos para
trazar la curva, que parece ser una circunferencia. Se han usado solo valores de 6 entre
0y 7, porque si se hace que 6 se incremente mds alld de 7, se obtiene de nuevo los
mismos puntos.

6 r=2cos 0 \/2’17
; : 0 Y5
/6 ﬁ //,// ///
/4 V2 :\\\ YV nad
/3 1 N\ (2,0)
’77/2 0 O,E ANGN
2m/3 -1 ©3) AN
3m/4 -2 NN N
57/6 -3 2 3,57
T -2 ( 1’3)<—\/2,%”) 6)

(b) Para convertir la ecuacion dada en una ecuacion cartesiana se usan las ecuaciones
1y 2.Dex = rcos 6 se tiene cos 6 = x/r, de modo que la ecuacién r = 2 cos 6
se convierte en r = 2x/r, lo cual da

2x=r*=x"+y? ) x> +y?—2x=0

Completando el cuadrado se obtiene

(x— 172 +y*=1

que es la ecuacién de una circunferencia con centro en (1, 0) y radio 1. [ ]
y
P
,
0
o 2 (O
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r EJEMPLO 7 Tracelacurvar =1+ sen 0.

27 SOLUCION En lugar de trazar puntos como en el ejemplo 6, primero haga el boceto de
la grificade r = 1 + sen 6 en coordenadas cartesianas en la figura 10, desplazando la
curva seno hacia arriba una unidad. Esto permite leer de un vistazo los valores de r que

2+ 6  corresponden a valores crecientes de 6. Por ejemplo, se ve que cuando 6 se incrementa

NIERES
3
w
3

2 de 0 a 7/2, r (la distancia desde O) se incrementa de 1 a 2, de modo que se traza la
parte correspondiente de la curva polar de la figura 11(a). Cuando 0 se incrementa de
FIGURA 10 /2 a, la figura 10 muestra que r decrece de 2 a 1, asf que se traza la parte siguiente
r =1+ sen 6 en coordenadas de la curva como en la figura 11(b). Cuando 6 se incrementa de 7 a 37/2, r decrece de
cartesianas, 0 < 6 < 27 1 a 0, como se muestra en el inciso (¢). Por tltimo, cuando 6 se incrementa de 37/2 a
2, r se incrementa de 0 a 1 como se muestra en el inciso (d). Si hace que 6 se incre-
mente mds alld de 277 o decrezca més alld de 0, se podria simplemente volver a trazar
la trayectoria. Uniendo las partes de la curva de la figura 11(a)-(d), se traza la curva
completa del inciso (e). Esta curva se llama cardioide porque tiene forma de corazén.
-7
6= g 0= 2 ‘
2
l 0 0 0
of1- 9=0 o=7 O] o= \ ~— 9=2m \
_ 37 _ 37
6= 5 6= 5
(@) (b) © @) (©)
FIGURA 11 Etapas del trazo de la cardioide r = 1 + sen 0 [
EJEMPLO 8 Trace la curva r = cos 26.
SOLUCION Como en el ejemplo 7, primero se traza r = cos 26, 0 < 6 < 217), en coor-
denadas cartesianas en la figura 12. Cuando 6 se incrementa de 0 a /4, se observa en
Module 10.3 ayuda a ver la figura 12 que r decrece de 1 a 0 y, de este modo, se dibuja la parte correspondiente
cémo se trazan las curvas polares a la curva polar de la figura 13 (indicada por @. Cuando 6 se incrementa de /4 a 7/2,
por medio de animaciones simila- 7 vade 0 a —1. Esto significa que la distancia desde O se incrementa de 0 a 1, pero en
res a las figuras 10-13. lugar de estar en el primer cuadrante esta parte de la curva polar (indicada por @) se
ubica en el lado opuesto del polo en el tercer cuadrante. El resto de la curva se traza en
forma similar, con flechas y niimeros indicando el orden en el cual se trazan las porcio-
nes. La curva resultante tiene cuatro rizos y se llama rosa de cuatro hojas.
7 0= g
4 _ 37 9= o
! 0="4 N @ e 4
@ @ ® AN e
@ "\ ,
AN //
t t 0= A
T 2T 7 // \\ 0=0
e AN
// \\
1 s ® N
FIGURA 12
FIGURA 13

r = cos 20 en coordenadas cartesianas
Rosa de cuatro hojas r = cos 26 |



(r, 8)

FIGURA 14

(a)

(r.=0)
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B Simetria

Cuando se trazan curvas polares, a veces es Util aprovechar la simetria. Las tres reglas
siguientes se explican mediante la figura 14.

(a) Siunaecuacién polar permanece sin cambio cuando 6 se reemplaza por —6, la curva
es simétrica respecto al eje polar.

(b) Si la ecuacién no cambia cuando r se reemplaza por —r, o cuando 6 se sustituye por
0 + mr la curva es simétrica respecto al polo. (Esto significa que la curva permanece sin
cambio si se rota 180° respecto al origen.)

(c) Si la ecuacién no cambia cuando 6 se reemplaza por m — 6, la curva es simétrica
respecto a la recta vertical 0 = /2.

(r,m—0) (r, 6)

(=70

(b) (©)

Las curvas trazadas en los ejemplos 6 y 8 son simétricas respecto al eje polar, porque
cos(—6) = cos 6. Las curvas de los ejemplos 7 y 8 son simétricas respecto a 6 = /2
porque sen(w — 6) = sen 0 y cos 2(m — ) = cos 20. La rosa de cuatro hojas también
es simétrica respecto al polo. Estas propiedades de simetria se podrian haber usado para
trazar las curvas. En el caso del ejemplo 6, solo se requiere hacer la grafica de los puntos
para 0 < 0 < /2 y después reflejar a través del eje polar para obtener la circunferencia
completa.

B Tangentes a curvas polares

Para encontrar una recta tangente a una curva polar » = f(0), se considera 6 como un
pardmetro y se escriben sus ecuaciones paramétricas como

x =rcosf = f(6)cosb y =rsenb = f(6)sen6

Después, con el método para encontrar pendientes de curvas paramétricas (ecuacion
10.2.1) y la regla del producto, se tiene

dy dr
dy E Esen@—i—rcosﬂ

El o a @
E Ecos@—rsen@

Las rectas tangentes horizontales se localizan al determinar los puntos donde dy/df = 0
(siempre que dx/d0 # 0). Del mismo modo, se localizan rectas tangentes verticales en
los puntos donde dx/d6 = 0 (siempre que dy/d6 # 0).
Observe que si se estdn buscando rectas tangentes en el polo, entonces » = 0 y la
ecuacion 3 se simplifica a
dy dr

D ane si Lo
o U e
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En el ejemplo 8 se encuentra que r = cos 20 = 0 cuando 6 = /4 o 37/4. Esto significa
que las rectas 0 = /4y 0 = 37/4 (0 y = xy y = —x) son rectas tangentes a r = cos 20
en el origen.

EJEMPLO 9

(a) Parala cardioide r = 1 + sen 6 del ejemplo 7, encuentre la pendiente de la recta
tangente cuando 0 = 7/3.

(b) Encuentre los puntos sobre la cardioide donde la recta tangente es horizontal o vertical.

SOLUCION Al utilizar la ecuacién 3 con r = 1 + sen 0, se tiene

d
—rsen0+rcos0
dy _ db _cosf senf + (1 + senB)cosf
dx dr cos O cos® — (1 + sen ) sen O
—cosf — rsenf
do
cosf (1 +2senf)  cos6 (1 + 2senf)

1 —2sen’0 —sen® (1 + sen6)(1 — 2 sen0)

(a) La pendiente de la recta tangente en el punto donde 6 = /3 es

dy _ cos(m/3)(1 + 2 sen(mw/3)) _ %(1 + \/g)
dx |o=m;s (1 + sen(w/3))(1 — 2 sen(w/3)) (1 +3/2)(1 - 3)

1+.3 1 +3

= = -1
N -3 —1-v3
(b) Observe que

dy m 37 Tm 17w
_— = —+ = - — - -
78 cosh (1 +2senf) =0 cuando 6 5 6 6
dx 37 m S5
_— + — = _—
70 (1 +senb)(1 —2senf) =0 cuando 6 26 6

Debido a que, hay rectas tangentes horizontales en los puntos (2, 7/2), (%, 7 w/6),

(1, 11 7/6) y las rectas tangentes verticales en (3, 7/6) y (3, 57/6). Cuando 6 = 3 /2,
tanto dy/df como dx/df son 0, por lo que se debe tener cuidado. Usando la regla de
L’Hopital, se tiene

, dy . 1 +2senf . cos 6
lim — = Iim —— Iim ———
0—(m/2)~ dx 6—>@Bm/2~1 — 2senf / \6—0G7/2~ 1 + senf

1 , cosf 1 , —sen 6
= 0

lim = im
3 0—>@w/2~1 + sen 6 3 6—(3m/2)~ cosb

L . dy
Por simetria, lim — = —w
0—Gm/2)* dx

FIGURA 15
Rectas tangentes para r = 1 + sen 6 Por lo que hay una recta tangente vertical en el polo (véase la figura 15). [ |
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FIGURA 16
r = sen’(2.50) + cos® (2.50)

s
o

-3

FIGURA 17
r =2+ sen’(2.40)

FIGURA 18
r = sen(860/5)

SECCION 10.3 Coordenadas polares 665

NOTA En lugar de tener que recordar la ecuacién 3, se podria usar el método
empleado para deducirla. En el caso del ejemplo 9 se puede escribir

x=rcos0 = (1 + senf)cosO = cosf + %sen 20

y=rsenf = (1 + senf)sen® = senf + sen’d

Entonces se tiene

dy _ dy/dd _ cosf + 2senf cosf  cosf + sen 26
dx dx/do —sen 0 + cos 260 —senf + cos 20

que es equivalente a nuestra expresion previa.

B Trazo de gréficas de curvas polares con dispositivos de graficacion

Aunque es util poder trazar a mano curvas polares simples, se necesita usar una calcu-
ladora o computadora cuando hay ante usted una curva tan complicada como las que se
muestran en las figuras 16 y 17.

Algunos dispositivos de graficacion tienen comandos que permiten trazar la grafica de
curvas polares directamente. Con otras maquinas se requiere convertir primero a ecuacio-
nes paramétricas. En este caso se toma la ecuacién polar » = f{f) y se escriben sus ecua-
ciones paramétricas como

x =rcosf = f(6)cosb y =rsenb = f(6)sen6

Algunas mdquinas requieren que el parametro se llame 7 en vez de 0.

EJEMPLO 10 Trace la gréfica de la curva r = sen(86/5).

SOLUCION Suponga que el dispositivo de graficacién no tiene una instruccién de
graficacion polar integrado. En este caso se necesita trabajar con las correspondientes
ecuaciones paramétricas

x = rcosf = sen(86/5) cos 6 y = rsenf = sen(860/5) sen

En cualquier caso, se necesita determinar el dominio para 6, asi que se hace la
pregunta: ;cudntas rotaciones completas se requieren hasta que la curva comience
a repetirse por si misma? Si la respuesta es n, entonces

8(0 + 2nm) 80 16nm 80
n———= — + = sen —
5 5 5 5
y, por tanto, se requiere que 16n7/5 sea un miltiplo par de . Esto ocurrird primero
cuando n = 5. Por tanto, grafique la curva completa si se especifica que 0 < 6 < 107r.
Al cambiar de 0 a ¢, se tienen las ecuaciones

x = sen(8¢/5) cos t vy = sen(8¢/5) sen t 0<t=< 10w

cuya curva resultante se muestra en la figura 18. Observe que esta rosa tiene 16 lazos. B

EJEMPLO 11 Investigue la familia de curvas polares dada por r = 1 + ¢ sen 6. ;Como
cambia la forma cuando ¢ cambia? (Estas curvas se llaman limacones, palabra francesa
para los caracoles, debido a la forma de las curvas para ciertos valores de c.)

SOLUCION En la figura 19 en la pagina 666 se muestran graficas dibujadas por compu-
tadora para diferentes valores de c. Para ¢ > 1 hay un lazo que decrece en tamafio cuan-
do ¢ decrece. Cuando ¢ = 1 el lazo desaparece y la curva se convierte en la cardioide
que se trazé en el ejemplo 7. Para c entre 1 y % la cispide de la cardioide desaparece

y se convierte en un “hoyuelo”. Cuando ¢ decrece de % a 0, la limacon tiene forma
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En el ejercicio 53, se le pide demos-
trar en forma analitica lo que se ha
descubierto a partir de las graficas
de la figura 19.

de 6valo. Este 6valo se vuelve mas circular cuando ¢ — 0, y cuando ¢ = 0 la curva es
justo la circunferencia con r = 1.

c=17 c=1

c=0.5

FIGURA 19
Miembros de la familia de limagons
r=1+csen

Las partes restantes de la figura 19 muestran que cuando ¢ se vuelve negativa, las
formas cambian en orden inverso. De hecho, estas curvas son reflexiones respecto
al eje horizontal de las curvas correspondientes con ¢ positiva. [ |

Las limagons son muy titiles en el estudio del movimiento planetario. En particular, la
trayectoria de Marte vista desde el planeta Tierra ha sido modelada con una limacon de
un lazo, como en los incisos de la figura 19 con | ¢ | > 1.

10.3 EJERCICIOS

1-2 Trace la grafica de los puntos cuyas coordenadas polares
estan dadas. Después encuentre otros dos pares de coordenadas
polares de este punto, uno con r > 0y otro con r < 0.

1. (a) (1, 7/4) (b) (—=2,3m/2) (¢) (3, —m/3)

2. (a) (2,5m/6) (b) (1, —2m/3) (¢) (—1,5m/4)

3-4 Trace la grifica del punto cuyas coordenadas polares estan
dadas. Luego, determine las coordenadas cartesianas del punto.

3. (@ 2.37/2) (b (V2. 7/4) © (=1, —m/6)
4. (a) (4,47/3) (b) (=2,3m/4) (©) (=3, —7/3)

5-6 Se dan las coordenadas cartesianas de un punto.

(i) Encuentre las coordenadas polares (r, 6) del punto,
donder >0y 0 =<6 <2m.

(ii) Determine las coordenadas polares (r, 0) del punto,
donde r <0y 0 =<6 <2m.

5. (a) (—4,4)
6. (a (V3,-1)

b (3,3V3)
(b) (—6,0)

7-12 Trace la region en el plano que consiste de todos los puntos
cuyas coordenadas polares satisfacen las condiciones dadas.

7.
8.
9.
10.
11.
12.

3, w/6<60<57/6
r<3, Su/3<0<7u/3
T

<0<2mw

13.

14.

Encuentre la distancia entre los puntos con coordenadas
polares (4, 47/3) y (6, 57/3).

Encuentre una férmula para la distancia entre los puntos con
coordenadas polares (ry, 6,) y (r2, 0,).

15-20 Identifique la curva encontrando una ecuacion cartesiana
para la curva.

15.
17.
19.

r=2 16. rcosh = 1
18. r = tan 6 sec 6
20. r*sen26 = 1

r = 5cosf

r=2cos 0




21-26 Encuentre una ecuacion polar para la curva representada
por las ecuaciones cartesianas dadas.

2. y=2
23. y =1+ 3x
25. x> + y> = 2cx

22. y=x
24, xy =4
26. x> —y>* =4

27-28 Para cada una de las curvas descritas, decida con qué
ecuacion se expresaria mds ficilmente, con una polar o una
cartesiana. Después escriba una ecuacién para la curva.

27. (a) Una recta que pasa por el origen que forma un dngulo
de 7/6 con el eje x positivo.
(b) Una recta vertical que pasa por el punto (3, 3).

28. (a) Una circunferencia con radio 5 y centro (2, 3).
(b) Una circunferencia centrada en el origen con radio 4.

29-46 Trace la curva con la ecuacion polar dada, al trazar
primero la grafica de » como una funcién de 6 en coordenadas
cartesianas.

29. r = —2senf 30. r =1 — cos0
31. r = 2(1 + cos0) 32. r=1n6, 6=1
33. r = 4sen 36

34, r =0% 2w <6 <2m

35. r = 3 cos 30 36. r = —sen 50
37. r = cos 50 38. r = 2 sen 66
39. r=1+3cos 6 40. r =1+ 5sen 6
41. r=1—-2sen6 42, r* = cos 40

43. r = 2 + sen 360 44, r =3 + 4 cos 6
45, r = sen (0/2) 46. r = cos(6/3)

47-48 La figura muestra una gréfica de » como una funcién
de 6 en coordenadas cartesianas. Utilicela para trazar la
correspondiente curva polar.

47.

_ N~

w 277'(9
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49. Demuestre que la curva polar r = 4 + 2 sec 0 (llamada
una concoide) tiene la recta x = 2 como asintota vertical
demostrando que 1im, ..., x = 2. Utilice este hecho para
ayudarse a trazar la concoide.

50. Demuestre que la curva r = 2 — csc 0 (también una
concoide) tiene la recta y = —1 como una asintota horizontal
demostrando que lim,—.... y = —1. Utilice este hecho para
ayudarse a trazar la concoide.

51. Demuestre que la curva r = sen 6 tan 6 (llamada cisoide
de Diocles) tiene la recta x = 1 como una asintota vertical.
Demuestre también que toda la curva estd dentro de la banda
vertical 0 < x < 1. Utilice estos hechos para ayudarse a trazar
la cisoide.

52. Trace la curva (x> + y?)* = 4x%y”.

53. (a) Enel ejemplo 11, la grafica sugiere que la limagon
r =1 + ¢ sen 6 tiene un lazo interior cuando | ¢ | > 1.
Demuestre que esto es cierto y encuentre los valores
de 0 que corresponden a este lazo interior.
(b) En la figura 19 parece que la limagon pierde su hoyuelo
cuando ¢ = % Demuéstrelo.

54, Relacione las ecuaciones polares con las graficas I-VI. Dé
razones para sus elecciones. (No utilice dispositivos de
graficacion.)

(@) r=In0, 1<=60=<6m
(c) r = cos 360
(e) r = cos(6/2)

b) r=0% 0<6=<8nmw
(d) r=2 +cos 36
(f) r=2+ cos(36/2)

11 111

v

55-60 Encuentre la pendiente de la recta tangente para la curva
polar dada en el punto especificado por el valor de 6.

55. r =2cosf, 0=m/3 56. r =2+ sen 30, 0 =m/4
57.r=1/6, 0= 58. r = cos(6/3), 6=
59. r =cos20, 0=m/4 60. r=1+2cos6, 0=m/3

61-64 Encuentre los puntos sobre la curva dada donde la recta
tangente es horizontal o vertical.

61. r = 3cosf 62. r=1—sen6

63. r =1 + cos0 64. r = ¢
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65. Demuestre que la ecuacién polar r = a sen 6 + b cos 0, donde n es un entero positivo. ;Como cambia la forma de la
donde ab # 0, representa una circunferencia y encuentre su curva cuando n crece? ;Qué pasa cuando n es muy grande?
centro y radio. Explique la forma para n muy grande considerando la gréfica

de r como una funcién de 6 en coordenadas cartesianas.
66. Demuestre que las curvas r = a sen 0 y r = a cos 0 se cortan

en dngulos rectos. 77. Sea P un nimero cualquiera (excepto el origen) sobre la
curva r = f(0). Si i es el angulo entre la recta tangente

] 67-72 Utilice un dispositivo de graficacién para trazar la curva en Py la recta radial OP, demuestre que

polar. Elija el intervalo para el pardmetro para asegurarse que se
trace toda la curva.

r
67. r =1+ 2sen(6/2) (nefroide de Freeth) tanyy = dr/do
68. r =+/1 — 0.8sen?6 (hipopede)

69. r = ¢’ — 2 cos(40) (curva mariposa) [Sugerencia: observe que ¢y = ¢ — 0 en la figura.]

70. r = | tan@ |/«*? (curva valentina)

71. r

1 + cos®6 (curva Pac-Man)

72. r =2 + cos(96/4)

73. (C6mo se relacionan las gréaficas de r = 1 + sen(6 — m/6)
yr=1+sen(® — m/3) con la grificade r = 1 + sen 6?
En general, ;cémo se relaciona la gréifica de r = 60 — «) con
la grafica de r = f(6)?

{4 74. Utilice una grafica para estimar la coordenada y de los puntos 78. (a) Utilice el ejercicio 77 para demostrar que el dngulo entre
superiores sobre la curva r = sen 26. Después utilice su la recta tangente y la recta radial es ¢y = /4 en todo
calculadora para encontrar el valor exacto. _ punto sobre la curva r = e”.

- ) . ) A (b) Tlustre el inciso (a) al trazar la grafica de la curva 'y

11 75. Investigue la familia de curvas con ecuaciones polares la recta tangente en los puntos donde = 0y /2.

r =1+ ccos 6, donde ¢ es un nimero real. ;Como cambia

(c) Demuestre que cualquier curva polar r = f(6), con la
la forma de la curva cuando ¢ cambia?

propiedad de que el dngulo s entre la recta radial y
P 76. Investigue la familia de curvas polares la recta tangente es una constante, debe tener la forma

r = Ce", donde C'y k son constantes.
r=1+ cos" 60

PROYECTO DE LABORATORIO A4 FAMILIAS DE CURVAS POLARES

En este proyecto descubrird lo interesante y bello que pueden ser las formas de las familias de
curvas polares. También verd como cambia la forma de las curvas cuando varian las constantes.

1. (a) Investigue la familia de curvas definida por las ecuaciones polares » = sen n6, donde n es
un entero positivo. ;Como se relaciona n con el nimero de lazos?
(b) (Qué pasa si la ecuacion del inciso (a) se reemplaza por r = | sen nb |?

2. Una familia de curvas estd dada por las ecuaciones » = 1 + ¢ sen nf, donde ¢ es un niimero
real y n es un entero positivo. ;Cémo cambia la forma de la grafica cuando n crece? ;Cémo
cambia cuando ¢ cambia? Ilustre graficando suficientes miembros de la familia para apoyar
sus conclusiones.

3. Una familia de curvas tiene las ecuaciones polares

1 —acosf
= —— """
1 + acosf
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Investigue cémo cambian las graficas cuando el nimero a cambia. En particular, debe
identificar la transicion de los valores de a para los cuales la forma basica de la
curva cambia.

4. El astronomo Giovanni Cassini (1625-1712) estudi6 la familia de curvas con ecuaciones
polares

r* — 2c¢*r?cos 20 + ¢t — a* =

donde a y ¢ son nimeros reales positivos. Estas curvas se llaman évalos de Cassini
aunque tienen la forma de dvalo solo para ciertos valores de a y c. (Cassini pensé que estas
curvas podian representar érbitas planetarias mejor que las elipses de Kepler.) Investigue la
variedad de formas que estas curvas pueden tener. En particular, ;cémo se relacionana y ¢
entre si cuando la curva se divide en dos partes?

10.4 Areasy longitudes en coordenadas polares

/0

FIGURA 1

FIGURA 2

FIGURA 3

En esta seccion se desarrolla la férmula para el drea de una regién cuya frontera esta
dada por una ecuacién polar. Se necesita utilizar la férmula para el drea de un sector de
un circulo:

(1] A=1r%

donde, como se ve en la figura 1, r es el radio y 60 es la medida en radianes del angulo
central. La férmula 1 se sigue del hecho de que el drea de un sector es proporcional a su
angulo central: A = (0/2m)wr* = %rzﬂ. (Véase también el ejercicio 7.3.35.)

Sea R la region, ilustrada en la figura 2, acotada por la curva polar r = f{#) y por los
rayos 6 = a'y 0 = b, donde fes una funcion positiva continua y donde 0 < b — a < 2.
Se divide el intervalo [a, b] en subintervalos con puntos extremos 6, 6, 65, . . ., 6, ¢
igual ancho Af. Entonces los rayos 6 = 6;dividen a R en n pequefias regiones con angulo
central AG = 0, — 0,_,. Si se elige 6;* en el i-ésimo subintervalo [0,_,, 6,], entonces el drea
AA, de la i-ésima region estd aproximada por el drea del sector de un circulo con dngulo
central Af y radio f(0;*). (Véase la figura 3.)

Por lo que de la férmula 1 se tiene

AA; = 5[ f(6F)] A6

y asi una aproximacion al drea total A de R es

2) A= S0P A0

En la figura 3 parece que la aproximacién en (2) mejora cuando n — . Pero las sumas en
(2) son sumas de Riemann para la funcién g(0) = %[f(@)]z, por tanto

tim 3 4707 80 = [* 3700 as
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FIGURA 4

FIGURA 5

r=1+sen6
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Por eso parece razonable (y de hecho puede demostrarse) que la férmula para el drea A
de la region polar R sea

H A= {"Srera

Usualmente, la formula 3 se escribe como

@] A=(["3ra

con el entendido de que r = f(6). Observe la semejanza entre las férmulas 1 y 4.
Cuando se aplica la férmula 3 o 4 es ttil pensar que el area es barrida por un rayo que
gira alrededor de O empezando con un dngulo a y terminando en un dngulo b.

EJEMPLO 1 Encuentre el drea encerrada por un lazo de cuatro pétalos r = cos 26.

SOLUCION La curva r = cos 20 se trazé en el ejemplo 10.3.8. Observe de la figura 4
que la region encerrada por el lazo de la derecha es barrida por un rayo que gira de
0 = —m/4 a0 = /4. Por tanto, la férmula 4 da

a=["4rtdo =1 [ cos20d0 = [T cos?26 dp
—m/4 —m/4 0
/4 /4 m™
= L 2(1 + cos 46) do = %[0 + Xsen 46]0 =3 |

EJEMPLO 2 Encuentre el drea de la region que estd dentro de la circunferencia
r = 3 sen 0 y fuera del cardioide r = 1 + sen 6.

SOLUCION El cardioide (véase ejemplo 10.3.7) y la circunferencia estédn trazadas en
la figura 5 y la regién deseada estd sombreada. Los valores de a y b en la férmula 4 se
determinan encontrando los puntos de interseccion de las dos curvas. La interseccion
de estas se da cuando 3 sen § = 1 + sen 6, lo que da sen 6 = %, por lo que 0 = 7/6,
57/6. El drea deseada puede encontrarse restando el drea dentro del cardioide entre

0 =m/6y 60 = 51/6 del drea dentro de la circunferencia de /6 a 57/6. Asi

5m/6

A= %L:ZG (3sen0)’do — %j/ﬁ (1 + sen)*d6

T,

Como la region es simétrica respecto al eje vertical 6 = 7r/2, se puede escribir
— 1 (/2 2 1 (7/2 )
A=2 5{/6 9sen’0 d — EJ‘/G (1 + 2sen + sen®0) do

- f“//: (8sen’0 — 1 — 2 sen6) do

/2
= (3 —4cos20 — 2senf) do

" [ya que sen’d = 1(1 — cos 20)]

/2 u
=30 — 2sen 20 + 20059]77/6 =1
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FIGURA 7

r=cos 260
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En el ejemplo 2 se ilustra el procedimiento para encontrar el area de la region acotada
por dos curvas polares. En general, dada % una region, como la que se ilustra en la figura
6, que estd acotada por curvas con ecuaciones polares r = f(0), r = g(0),0 = ay 6 = b,
donde f(6) = g(0) =0y 0 < b — a < 2. El drea A de % se encuentra restando el area
bajo r = ¢(0) del area bajo r = f(0), de modo que al utilizar la férmula 3 se tiene

=
Il

["3tr@mdo — [ S1g(0)7 a0

L (Lr@F ~ [90)F) do

PRECAUCION El hecho de que un solo punto tenga muchas representaciones en
coordenadas polares, dificulta a veces encontrar todos los puntos de interseccién de dos
curvas polares. Por ejemplo, es obvio de la figura 5 que la circunferencia y la cardioide
tienen tres puntos de interseccidn; sin embargo, en el ejemplo 2 se resolvieron las ecua-
cionesr =3 senfyr =1+ sen 6y se encontraron solo dos puntos (%, 77/6) y (%, 51/6).
El origen también es un punto de interseccion, pero no se puede determinar resolviendo
las ecuaciones de las curvas porque el origen no tiene representacién unica en coorde-
nadas polares que satisfaga ambas ecuaciones. Observe que, cuando se representa como
(0,0) 0 (0, m), el origen satisface r = 3 sen 0y, por tanto, estd dentro de la circunferencia;
cuando se representa como (0, 37/2), satisface r = 1 + sen 0y, por lo tanto, estd sobre
la cardioide. Considere dos puntos que se mueven a lo largo de las curvas cuando el valor
de pardmetro 6 se incrementa de 0 a 2rt. Sobre una curva se alcanza el origen en 6 = 0
y 6 = 1; sobre la otra curva se alcanza en § = 37/2. Los puntos no chocan en el origen
porque llegan en diferentes tiempos, no obstante, alli se cortan las curvas.

Por lo que, para encontrar fodos los puntos de interseccion de dos curvas polares, se
recomienda dibujar las graficas de ambas curvas. Es especialmente conveniente usar una
calculadora graficadora o computadora como medio auxiliar para esta tarea.

EJEMPLO 3 Encuentre los puntos de interseccién de las curvas r = cos 20y r = 1.

SOLUCION Si se resuelven las ecuaciones r = cos 20 y r = % se obtiene cos 20 = %y,
por tanto, 20 = /3, 57/3, 7/3, 117/3. Por lo que los valores de 6 entre 0 y 27 que
satisfacen ambas ecuaciones son 0 = /6, 57/6, 7m/6, 1117/6. Se encontraron cuatro
puntos de interseccién: (3, 7/6), (3, 57/6), (3, 77/6) y (3, 117/6).

Sin embargo, se puede ver de la figura 7 que las curvas tienen otros cuatro puntos de
interseccion, a saber, (3, /3), (3, 277/3), (3, 477/3) y (3, 57/3). Estos puntos se pueden
encontrar utilizando la simetria o advirtiendo que la otra ecuacién de la circunferencia

1 . . . 1
es r = —5 y después resolviendo las ecuaciones r = cos 20 y r = —3. |

@ Longitud de arco

Para determinar la longitud de una curva polar r = f(0), a < 6 < b, se considera 6 como
un parametro y se escriben las ecuaciones paramétricas de la curva como

x = rcosf = f(0)cosb y = rsenf = f(0)send

Usando la regla del producto y derivando con respecto a 6 se obtiene

dx dr cos 0 sen 0 y dr senf + r cos6
—_— = — —r —_ = — r
do do do do
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por lo que utilizando cos®0 + sen’ = 1, se tiene

dx \? dy \? ar\* dr 22
— | +|—] =|—) cos’0 — 2r——cos6O senf + r-sen-0
do do do do

() om0 + 20 Y send cos + 1 cos?
- sen r —— Sén COS r~ COS
o o

dr \? 5
=\—)] +r
do

Suponiendo que f’ es continua, se puede utilizar el teorema 10.2.5 para expresar la lon-

gitud de arco como
b 2 2
L= j \/ BN (DY e
a do do

Por tanto, la longitud de una curva con ecuacién polar » = f(f),a < 6 < b, es

(5] L=f r2+<dr>2d6

EJEMPLO 4 Encuentre la longitud de la cardioide r = 1 + sen 6.

SOLUCION La cardioide se muestra en la figura 8. (Trazada en el ejemplo 10.3.7.)
Su longitud total estd dada por el intervalo del parametro 0 < 6 < 21r), por lo que la
férmula 5 da

2w 2 - -
o L= j Ve <3—;> do = joz V(1 + sen 0)? + cos26 df = joz V2 + 2senf do
0

Se podria haber evaluado esta integral multiplicando y dividiendo el integrando por

FIGURA 8 2 — 2 senf, o se podria utilizar la computadora. En cualquier caso, se ve que la
r=1+sen6 longitud de la cardioide es L = 8. [ |
10.4 EJERCICIOS
1-4 Encuentre el drea de la regioén acotada por las curvas dadas y 5-8 Encuentre el drea de la region sombreada.
que estdn en el sector especificado. 5 6
1.r=0% 0<0<m/4 ’ '
2. r=e¢"2

3. r=senf +cosf, 0 <0< \

4. r=1/0, w/2<60<2mw

T=0<2m /_\

r?=sen 260 r=2+cosf




C
r:\/m, 1

<0<2mw

r=o

9-12 Trace la curva y encuentre el drea que encierra.
9. r = 2senf 10. r =4 + 3 senf
1. r=3+ 2 cosf 12. r =2 — cos0

13-16 Trace la gréfica de la curva y encuentre el drea que

encierra.
13. r =2 + sen40 14. r =3 — 2 cos 46

15. r = /1 + cos?(560) 16. r =1 + 5sen66

17-21 Encuentre el area de la regién encerrada por uno de los
lazos de la curva.

17. r = 4 cos 36 18. > = 4 cos 26
19. r = sen46 20. > = sen26

21. r = 1 + 2sen6 (lazo interno)

22. Encuentre el drea encerrada por el lazo de la estrofoide
r=2cos 6 — sec 6.

23-28 Encuentre el drea de la region que estd dentro de la
primera curva y fuera de la segunda curva.

23. r = 4 senb, =2

24. r=1—senf, r=1

25. r=2cosf, r=1

26. r=1+cosh, r=2— cosf
27. r

3cosf, r=1+ cosf
28. r=2 +senf, r = 3senb

29-34 Encuentre el drea de la region que estd dentro de ambas
curvas.

29. r = 3senf, r = 3cosb

30. r=1+cosf, r=1— cosb
31. r =sen26, r = cos20

32. r=3 + 2cosf, r=3+ 2senf
33. r2=2sen26, r=1

34, r =asenf, r=>bcosh, a>0,b>0
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35. Encuentre el drea dentro del lazo mds grande y fuera del lazo
mads pequeio de la limagon r = % + cos 6.

36. Encuentre el drea entre el lazo mas grande y el lazo pequefio
encerrado dentro de la curva r = 1 + 2 cos 36.

37-42 Encuentre todos los puntos de interseccion de las curvas
dadas.

37. r=senf, r=1 — senf

38. r=1+cosf, r=1— senf
39. r=1+senf, r =3send
40. r = cos 30, r = sen36

41. r =senf, r = sen26

42, r> =sen26, r>=cos20

43. Los puntos de interseccion de la cardioide r = 1 + sen 0 y
el lazo en espiral r = 20, —7/2 < 6 < 7/2, no se pueden
encontrar exactamente. Utilice un dispositivo de graficacién
para aproximar los valores de 6 en los que se intersecan.
Después use estos valores para estimar el drea que esta dentro
de ambas curvas.

44. Cuando se graban programas en vivo, es frecuente que los
ingenieros de sonido utilicen un micr6fono con un fonocaptor
en forma de cardioide porque suprime el ruido de la audiencia.
Suponga que el micréfono se coloca a 4 m del frente del
escenario (como en la figura) y la frontera de la regién de
captacién 6ptima estd dada por la cardioide » = 8 + 8 sen6,
donde r se mide en metros y el micréfono estd en el polo. Los
musicos quieren conocer el drea que tendran en el escenario
dentro del campo 6ptimo de captacién del micréfono.
Conteste esta pregunta.

escenario

\K/
micréfono
audiencia

45-48 Encuentre la longitud exacta de la curva polar.
45, r =2cosh, 0O =m

46. r =5, 0<60<2m
47. r=0% 0<60<2mw
48. r = 2(1 + cos0)

49-50 Encuentre la longitud exacta de la curva. Utilice una
gréfica para determinar el intervalo del pardmetro.

49. r = cos*(0/4) 50. r = cos*(0/2)
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51-54 Utilice una calculadora para encontrar la longitud (donde f es continua y 0 < a < b < ) en torno al eje
de la curva redondeada a cuatro decimales. Si es necesario, trace polar es

la grafica de la curva para determinar el intervalo del parametro. 5
S = fb R gy do
51. Un lazo de la curva r = cos 20 a d6

52. r = tan, w/6<60<m/3
53.r

(b) Utilice la férmula del inciso (a) para encontrar el drea de
sen(6 senf) la superficie generada al girar la lemniscata > = cos 20
54. r = sen(0/4) en torno al eje polar.

56. (a) Encuentre una férmula para el 4rea de la superficie

generada al rotar la curva polar r = f(0),a <0 < b
55. (a) Utilice la férmula 10.2.6 para demostrar que el drea de la (donde f' es continua y 0 < a < b < 77), en torno a la

superficie generada al rotar la curva polar recta @ = /2.

(b) Encuentre el drea de la superficie generada al hacer rotar
r = f(6) as0<b la lemniscata 7> = cos 26 en torno a la recta § = /2.

10.5 Secciones conicas

En esta seccién se dardn definiciones geométricas de las pardbolas, elipses e hipérbolas,
y se deducirdn sus ecuaciones estandar. Se llaman secciones cénicas, o conicas, porque
resultan de cortar un cono con un plano, como se muestra en la figura 1.

\//

elipse pardbola hipérbola

\
/\ \
FIGURA 1

Conicas

@ Parabolas

eje |  pardbola Una parabola es el conjunto de puntos en el plano que equidistan de un punto fijo F

P (llamado foco) y una recta fija (llamada directriz). Esta definicion se ilustra en la figura 2.
Observe que el punto a la mitad entre el foco y la directriz estd sobre la pardbola y se
llama vértice. La recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco se llama eje
de la pardbola.

En el siglo xv1 Galileo demostr6 que la trayectoria de un proyectil disparado al aire
con un dngulo respecto al suelo, es una pardbola. Desde entonces, las formas parabdlicas se
directriz han usado en el disefio de los faros de automdviles, telescopios reflectores y puentes

suspendidos. (Véase en el problema 22 de la pdgina 273 para la propiedad de reflexién
de pardbolas que las hace tan utiles.)

Se obtiene una ecuacidn particularmente simple para una pardbola si se coloca su
vértice en el origen O y su directriz paralela al eje x como en la figura 3. Si el foco estd

vértice

FIGURA 2
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y en el punto (0, p), entonces la directriz tiene la ecuacién y =—p. Si P(x, y) es cualquier
P(x, punto sobre la pardbola, entonces la distancia de P al foco es
==
FOpE" PP =\ G =P
|
|
0 | }p x yladistancia de P a la directriz es \ y+p \ (La figura 3 ilustra el caso donde p > 0.) La
< ' propiedad que define a una pardbola es que estas distancias son iguales:
y=-»r
V¥R (v —p) =y +p|
FIGURA 3 Una ecuacién equivalente se obtiene elevando al cuadrado y simplificando:
X+ (y=pP=ly+pf=0+p)’
x*+y* = 2py + p? = y' + 2py + p?
x* = 4py
E] La ecuacién de la parabola con foco (0, p) y directrizy = —p es
x> = 4py
Si se escribe a = 1/(4p), entonces la ecuacién estdndar de una pardbola (1) se con-
vierte en y = ax?. Abre hacia arriba si p > 0 y hacia abajo si p < 0 [véase la figura 4,
incisos (a) y (b)]. La gréfica es simétrica con respecto al eje y porque (1) permanece sin
cambio cuando x se sustituye por —x.
y y y
y=-r
(0, p)
0 (P, 0) (P 0)
X X 0 X 0 X
9 (0,
y="p O, p) = R
(a) x*=4py, p>0 (b) x*=4py, p<0 (©) y*=4px,p>0 (d) y*=4px,p<0

FIGURA 4

FIGURA S5

Si se intercambian x y y en (1), se obtiene

2] y* = dpx

que es una ecuacion de la pardbola con foco en (p, 0) y directriz x = —p. (Intercambiar
xy y equivale a reflejar a través de la recta y = x.) La pardbola abre hacia la derecha si
p > 0y hacia la izquierda si p < 0 [véase la figura 4, incisos (c) y (d)]. En ambos casos,
la grafica es simétrica respecto al eje x, que es el eje de la pardbola.

EJEMPLO 1 Encuentre el foco y la directriz de la pardbola y*> + 10x = 0 y trace la
gréfica.

SOLUCION Si se escribe la ecuacién como y* = —10x y se compara con la ecuacion 2,
se ve que 4p = —10, de modo que p = —3. Por lo que el foco es (p, 0) = (=3, 0) y la
directriz es x = % El trazo se muestra en la figura 5. [ ]
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y
(—a.0) (0, b)
b (a.0)
(¢, O) 0 ¢ (C’ 0) X
(O’ _b)

FIGURA 8

xZ y2

? ? =1l,a=b

@ Elipses

Una elipse es el conjunto de puntos en un plano cuya suma de sus distancias a dos puntos
fijos F'; y F, es una constante (véase la figura 6). Estos dos puntos fijos se llaman focos (plu-
ral del lugar geométrico foco). Una de las leyes de Kepler es que las drbitas de los planetas
en el sistema solar son elipses con el Sol en un foco.

y
P (X, y)
F, F, Fi(—c, 0) 0 F,(c, 0) X

FIGURA 6 FIGURA 7

Con el fin de obtener la ecuacién mds simple para una elipse, se coloca los focos en
el eje x en los puntos (—¢, 0) y (¢, 0) como en la figura 7, de modo que el origen esté a la
mitad entre los focos. Sea 2a > 0 la suma de las distancias de un punto de la elipse a los
focos. Entonces P(x, y) es un punto sobre la elipse cuando

|PF1|+|PF2|:2(1

es decir, e+ or+y +Jx—0’+y =2a

0 Som oy =2 GT o

Al elevar al cuadrado ambos lados, se tiene

x?=2cx+ P+ y*=4da’ —4da/(x + c)> +y? + x2+ 2cx + 2+ y?

que se puede simplificar como a+/(x + ¢)> + y> = a? + cx

Elevando al cuadrado otra vez:

a*(x* + 2cx + ¢+ y?) = a* + 2a’cx + *x?

lo que resulta (a*> — x> + a*y? = a*(a* — ¢?)

Del tridngulo F,F,P de la figura 7 se ve que 2¢ < 2a, por lo que ¢ < a, y por tanto,
a*> — ¢* > 0. Por conveniencia, sea b> = a*> — ¢*. Entonces la ecuacion de la elipse se
convierte en b*:x? + a*y?* = a’b* o, si ambos lados se dividen entre a*b>.

(3] .
a b

Puesto que b* = a*> — ¢* < a?, se deduce que b < a. Las intersecciones con el eje x se
encuentran al hacer y = 0. Entonces x2/a> = 1, o bien x*> = a?, de modo que x = *a. Los
puntos correspondientes (a, 0) y (—a, 0) se llaman vértices de la elipse y el segmento
de recta que une los vértices se llama eje mayor. Para encontrar las intersecciones con
el eje y se hace x = 0 y se obtiene y* = b? por lo que y = *b. El segmento de recta que
une (0, b) y (0, —b) es el eje menor. La ecuacién 3 no cambia si x se sustituye por —x o
y se reemplaza por —y, por lo que la elipse es simétrica respecto a ambos ejes. Observe
que si los focos coinciden, entonces ¢ = 0, de modo que a = by la elipse se convierte en
una circunferencia con radio r = a = b.

Se resume esta discusion como se muestra enseguida (véase la figura 8).



y
(0, a)
[ <0’ L‘)
(—b.0) (b, 0)
0 X
(0’ 70)
(07 _a)
FIGURA 9
2 2
CES
y
(0, 3)
(—4,0) 4.0)
70 | (70 ¢
(05 _3)
FIGURA 10

ox* + 16y* = 144

// P(x, y)

Fy(c,0) *

Fi(—c, 0) 0

FIGURA 11
P estd sobre la hipérbola cuando
|PF\| — |PF,| = +2a.
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(4] Laelipse

x2 yz
PERREE

a=b>0

tiene focos (*¢, 0), donde ¢* = a*> — b’y vértices (*a, 0).

Si los focos de una elipse se localizan en el eje y en (0, *¢), entonces se puede encon-
trar su ecuacion al intercambiar x y y en (4). (Véase la figura 9.)

E] La elipse

a=b>0

tiene focos (0, *c), donde ¢*> = a®> — b* y vértices (0, *a).

EJEMPLO 2 Trace la gréfica de 9x* + 16y> = 144 y localice los focos.

SOLUCION Se dividen ambos lados de la ecuacién entre 144:
2 2

X

RS S

16 9
La ecuacién estd ahora en la forma estdndar para una elipse, asi que se tiene a*> = 16,
b*>*=9,a =4y b = 3. Las intersecciones con el eje x son =4 y las intersecciones con el
eje y son =3. También, > = a®> — b*> = 7, por lo que ¢ = /7 y los focos son (+4/7.,0).
La grafica se traza en la figura 10. [ |

EJEMPLO 3 Obtenga la ecuacién de la elipse con focos (0, +2) y vértices (0, *3).

SOLUCION Al usar la notacién de (5), se tiene ¢ = 2 'y a = 3. Entonces se obtiene
b =a*— c*=9 — 4 =5, por lo que la ecuacién de la elipse es

2 2
x_ + y_ =1
5 9
Otra forma de escribir la ecuacién es 9x> + 5y> = 45, [ |

Al igual que las pardbolas, las elipses tienen una propiedad de reflexién interesante que
tiene consecuencias practicas. Si se coloca una fuente de luz o sonido en un foco con sec-
ciones transversales elipticas, entonces toda la luz o sonido se refleja de la superficie al
otro foco (véase el ejercicio 65). Este principio se usa en lifotripsia, un tratamiento para
célculos renales. Un reflector con seccidn transversal eliptica se coloca de tal manera que
el célculo estd en un foco. Ondas sonoras de alta intensidad generadas en el otro foco,
se reflejan hacia el célculo y lo destruyen sin dafar el tejido circundante. Se ahorra al
paciente el traumatismo de la cirugia y se recupera en pocos dias.

@ Hipérbolas

Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos en un plano cuya diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos F; y F, (los focos) es una constante. Esta definicion se ilustra
en la figura 11.

Las hipérbolas aparecen con frecuencia como gréficas de ecuaciones en quimica,
fisica, biologia y economia (ley de Boyle, ley de Ohm, curvas de oferta y demanda). Una
aplicacién particularmente importante de las hipérbolas se encuentra en los sistemas de
navegacion desarrollados en la I 'y la IT guerras mundiales (véase el ejercicio 51).
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Observe que la definicién de una hipérbola es similar a la de una elipse; el tnico
cambio es que la suma de las distancias se convirtié en una diferencia de distancias. De
hecho, la deduccion de la ecuacién de una hipérbola es también similar a la que se dio
antes para una elipse. Se deja demostrar en el ejercicio 52 que cuando los focos estan
sobre el eje x en (*c, 0) y la diferencia de distancias es ‘PF | ’ - ‘PFZ‘ = *2a, entonces
la ecuacidn de la hipérbola es

2 2
(6] |
a b

donde ¢?> = a*> + b2 Observe que las intersecciones con el eje x son de nuevo *ay los
puntos (a, 0) y (—a, 0) son los vértices de la hipérbola. Pero si se hace x = 0 en la ecua-
cién 6 se obtiene y* = —b?, que es imposible, asi que no hay interseccion con el eje y. La
hipérbola es simétrica respecto a ambos ejes.

Para analizar més la hipérbola, de la ecuacion 6 se obtiene

2 2
o+l =

a b?

Esto demuestra que x> = a2, de modo que x\ = 4/x% = a. Por consiguiente, se tiene que
X = aox < —a. Esto significa que la hipérbola consta de dos partes, llamadas ramas.

N b y b Cuando se dibuja una hipérbola, es ttil dibujar primero sus asintotas, que son las rec-
N Y=o tas discontinuas y = (b/a)xy y = —(b/a)x que se muestran en la figura 12. Ambas ramas
a y yy q g
N /// de la hipérbola se aproximan a las asintotas; es decir, se acercan de manera arbitraria a
(—a, 0) \\\ P (@, 0) las asintotas. (Véase el ejercicio 4.5.73, donde estas rectas se muestran como asintotas
e . .
= o inclinadas.)
(~c.0) I (c,0) ¥
// ~
- S
- ~
id N
27 AN La hipérbola
2 2
X v
FIGURA 12 PERT I
2 2 a
y X
PR
tiene focos (*c, 0), donde ¢ = a® + b?, vértices (*a, 0) y asintotas y = *(b/a)x.
y Si los focos de una hipérbola estdn en el eje y, entonces al invertir los roles de x y y se
N 10.¢) 7 obtiene la siguiente informacién, que se ilustra en la figura 13.
a\\ //
V=TI Y=g
AN
AN >&(0, a)
La hipérbola
01N _(0,—a) x
% y _
/ AN S a1
/ N a b
7 L
// 0,=0) \\ ; 2 2 2 Gl :
y . tiene focos (0, =¢), donde c? = a?® + b2, vértices (0, *a) y asintotas y = *(a/b)x.
FIGURA 13
2 2
X
=
a b

EJEMPLO 4 Encuentre los focos y las asintotas de la hipérbola 9x2 — 16y? = 144
y trace su gréfica.




N __3 Y _3.
\\y* 4 y= 4/\//
N )
~ -

N v
N -

S e
40N~ 4.0/
(=5,0) PN (5,0)
- N
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/ ~
/ N
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FIGURA 14

9x — 16y* = 144

/
/ \
/ \
\
y—1

3
/ =30—4) "\
/ \

FIGURA 15
9 — 4y> —T2x + 8y + 176 = 0
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SOLUCION Si se dividen ambos lados de la ecuacién entre 144, resulta

2 2
R S
16 9

lo cual es de la forma dada en (7) cona = 4y b = 3. Como ¢* = 16 + 9 = 25, los
focos son (=5, 0). Las asintotas son las rectas y = %x yy= —%x. La grafica se muestra
en la figura 14. [ ]

EJEMPLO 5 Encuentre los focos y la ecuacién de la hipérbola con vértices (0, =1) y
asintota y = 2x.

SOLUCION De (8) y la informacion dada, se ve que a = 1y a/b = 2. Por lo que

b=a/2 = %y c=a+b= %. Los focos son (0, £+/5 /2) y la ecuacién de la
hipérbola es

V=42 =1 [ |

B Conicas desplazadas

Como se discute en el apéndice C, las cénicas se desplazan tomando las ecuaciones
estandar (1), (2), (4), (5), (7) y (8) y se reemplazanxy yporx —hyy — k.

EJEMPLO 6 Encuentre una ecuacion de la elipse con focos (2, —2), (4, —2) y vértices
(1, =2), (5, =2).

SOLUCION El eje mayor es el segmento de recta que une los vértices (1, —2), (5, —2)
y tiene longitud 4, de manera que a = 2. La distancia entre los focos es 2, asi que

¢ = 1.Porlo que b* = a*> — ¢* = 3. Como el centro de la elipse es (3, —2),

se reemplazan x y y en (4) por x — 3y y + 2 para obtener

(=3 (2P _
4 3

1

como la ecuacién de la elipse. [ ]

EJEMPLO 7 Trace la cénica 9x*> — 4y?> — 72x + 8y + 176 = 0 y encuentre sus focos.

SOLUCION Complete los cuadrados como sigue:

4(y* — 2y) — 9(x* — 8x) = 176

4(y? =2y + 1) — 9(x2 — 8x + 16) = 176 + 4 — 144
4y — 12 — 9(x — 4 = 36
(y—1° (96—4)2_1

9 4

Esta es de la forma (8) excepto que x y y son reemplazadas por x — 4y y — 1. Por lo
que a* = 9, b*> = 4y ¢ = 13. La hipérbola es desplazada cuatro unidades a la derecha
y una unidad hacia arriba. Los focos son (4, 1 + /13)y (4, 1 — /13) y los vértices
son (4,4)y (4, —2). Las asintotas sony — 1 = i%(x — 4). El trazo de la hipérbola se
da en la figura 15. [ ]
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10.5 EJERCICIOS

1-8 Encuentre el vértice, focos y directriz de la pardbola y trace
su gréfica.

1. x> = 6y 2. 2y*=5x

2x = —y? 4, x—1=(y+5)
.(x+22=8(y-3)

L(y—2P=2x+1

Ly 6y +2x+1=0

2% — 16x — 3y + 38 = 0

©® N o U w

21, 4x* —y? —24x — 4y + 28 =0
22, y? — 4x? — 2y + 16x = 31
23, x?—y*+2y=2

24. 9y* — 4x* — 36y — 8x = 4

9-10 Encuentre la ecuacidn de la pardbola. Después determine el
foco y la directriz.

9. y 10. [ Y

25-30 Identifique el tipo de seccidn conica cuya ecuacion
se da y determine los vértices y focos.

25. 4x* =y* + 4 26. 4x* =y + 4
27. x* =4y — 2y? 28. y* — 2 = x? — 2x
29. 3x> —6x — 2y =1

30. X2 —2x+2y*—8y+7=0

11-16 Encuentre los vértices y focos de la elipse y trace
su grafica.

)CZ

=1 12.
36

xZ yZ y2

M. —+ — +—=1
2 4 8

13. x>+ 9y>=9

14. 100x° + 36y* = 225

15. 9x% — 18x + 4y* =27

16. x> + 3y’ +2x — 12y + 10 =0

17-18 Determine una ecuacion de la elipse. Luego encuentre
sus focos.

17. y 18. y

19-24 Encuentre los vértices, focos y asintotas de la hipérbola
y trace su gréfica.

2 2 2 2
19. 2 -2 - L
%5 9 36 64

31-48 Determine una ecuacion para la cénica que satisface
las condiciones dadas.

31. Parabola, vértice (0, 0), foco (1, 0)
32. Parabola, foco (0, 0), directrizy = 6
33. Parabola, foco (—4, 0), directriz x = 2
34. Parabola, foco (2, —1), vértice (2, 3)

35. Pardbola, vértice (3, —1), eje horizontal que pasa por
(—15,2)

36. Parabola, eje vertical, que pasa por (0, 4), (1,3)y (—2, —6)
37. Elipse, focos (£2, 0), vértices (=5, 0)

38. Elipse, focos (0, +/2), vértices (0, =2)

39. Elipse, focos (0, 2), (0, 6), vértices (0, 0), (0, 8)

40. Elipse, focos (0, £5), vértice (0, =13)

41. Elipse, centro (—1, 4), vértice (—1, 0), foco (—1, 6)

42. Elipse, focos (4, 0), que pasa por (—4, 1.8)

43. Hipérbola, vértices (£3, 0), focos (£5, 0)

44, Hipérbola, vértices (0, £2), focos (0, £5)

45. Hipérbola, vértices (—3, -4), (—3, 6), focos (—3, —7),
(=3,9

46. Hipérbola, vértices (—1, 2), (7, 2), focos (—2, 2), (8, 2)
47. Hipérbola, vértices (*3, 0), asintotas y = *=2x

48. Hipérbola, focos (2, 0), (2, 8), asintotas y = 3 + Lx y
y=5—gx




49,

50.

51.

52.

El punto en una 6rbita lunar préxima a la superficie de

la Luna se llama perilunio, y el punto més alejado de la
superficie se llama apolunio. La nave espacial Apolo 11 se
colocé en una Orbita lunar eliptica con altitud de perilunio de
110 km y altitud de apolunio de 314 km (arriba de la Luna).
Encuentre una ecuacion para esta elipse si el radio de la Luna
es de 1728 km y su centro estd en uno de los focos.

En la figura se muestra una seccién transversal de un reflector

parabdlico. El bulbo se localiza en el foco y la abertura en el

foco es de 10 cm.

(a) Encuentre una ecuacién de la pardbola.

(b) Determine el diametro de la abertura \ CD
del vértice.

,allcm

C

A

5cm

—11cm—

5cm

B~

D

El sistema de navegacién por radio loran (LOng RAnge
Navigation) era ampliamente utilizado hasta la década de
1990 cuando fue reemplazado por el sistema GPps. En el
sistema loran, dos estaciones de radio, localizadas en A y

B, transmiten en forma simultdnea sefales a un barco o un

avion localizado en P. La computadora de a bordo convierte

la diferencia de tiempo de recibir estas sefiales en una
diferencia de distancia \ PA \ - | PB |, y esto, de acuerdo con
la definicién de una hipérbola, localice al barco o avién en
una rama de una hipérbola (véase la figura). Suponga que

la estacion B se localiza a 400 millas al este de la estacion

A sobre la costa. Un barco recibe la sefial de B 1200

microsegundos (ws) antes de recibir la sefial de A.

(a) Si se supone que la sefial de radio viaja a una rapidez de
980 pies/ s, encuentre la ecuacién de la hipérbola sobre
la que se localiza el barco.

(b) Si el barco se dirige al norte de B, ;qué tan lejos
de la costa esta el barco?

costa
400 millas

estaciones de radio

Use la definicion de hipérbola para deducir la ecuacién 6
para una hipérbola con focos (*c, 0) y vértices (*a, 0).

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.
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Demuestre que la funcién definida por la rama superior de
la hipérbola y?/a> — x*/b* = 1 es concava hacia arriba.

Encuentre la ecuacién para la elipse con focos (1, 1)
y (—1, —1) y eje principal de longitud 4.

Determine el tipo de curva representada por la ecuacién

en cada uno de los siguientes casos:

(a) k>16 (b) 0<k<16 (c) k<O

(d) Demuestre que todas las curvas en los incisos (a) y (b)
tienen los mismos focos, sin importar el valor de .

(a) Demuestre que la ecuacién de la recta tangente a la
parédbola y* = 4px en el punto (x,, o) se puede expresar
como

Yoy = 2p(x + Xo)

(b) (Cuadl es la interseccion de esta recta tangente con el
eje x? Use este hecho para dibujar la recta tangente.

Demuestre que las rectas tangentes a la pardabola
x> = 4py trazadas desde cualquier punto sobre la
directriz son perpendiculares.

Demuestre que, si una elipse y una hipérbola tienen los
mismos focos, entonces sus rectas tangentes en cada punto
de interseccion son perpendiculares.

Use ecuaciones paramétricas y la regla de Simpson conn = 8
para estimar la circunferencia de la elipse 9x* + 4y* = 36.

El planeta enano Plutén viaja en una orbita eliptica alrededor
del Sol (en un foco). La longitud del eje mayor es 1.18 X

10'° km y la longitud del eje menor es 1.14 X 10'°km. Use

la regla de Simpson con n = 10 para estimar la distancia que
viaja el planeta durante una 6rbita completa alrededor del Sol.

Encuentre el drea de la region encerrada por la hipérbola
xt/a* — y*/b* = 1y larecta vertical que pasa por un foco.

(a) Siuna elipse gira alrededor de su eje mayor, encuentre
el volumen del sélido resultante.

(b) Si gira alrededor de su eje menor, encuentre el volumen
resultante.

Encuentre el centroide de la region encerrada por el eje x y la
mitad superior de la elipse 9x* + 4y* = 36.

(a) Calcule el drea de la superficie del elipsoide generado
al girar una elipse en torno a su eje mayor.

(b) (Cudl es el area de la superficie si la elipse gira en torno
de su eje menor?

Sea P(x;, y;) un punto sobre la elipse x*/a* + y*/b* = 1 con
focos Fi y F,y sean a y 3 los dngulos entre las rectas PF,
PF, y la elipse como se muestra en la figura. Demuestre que
o = f3. Esto explica cémo funcionan las cipulas susurrantes y
la litotripsia. El sonido que viene de un foco se refleja y pasa
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por el otro foco. [Sugerencia: use la férmula del problema 21 la hipérbola. Demuestra que la luz dirigida a un foco F, de un
de la pagina 273 para demostrar que tan o = tan (3.] espejo hiperbdlico, se refleja hacia el otro foco F.)
y
y vk
B
P(xy, »)

LT
S+g=1 o
N
\
\
\
\
\
Ld
66. Sea P(x;, y)) un punto sobre la hipérbola x*/a> — y*/b* = 1 F, /}
con focos F; y F,y sean a 'y 3 los dngulos entre las rectas //
PF, PF, y la hipérbola como se muestra en la figura. e
Demuestre que = (. (Esta es la propiedad de reflexion de 7

10.6 Secciones conicas en coordenadas polares

En la seccién precedente se defini6 la pardbola en términos de un foco y una directriz,
pero se definieron la elipse y la hipérbola en términos de dos focos. En esta seccion se
da un tratamiento mas unificado de los tres tipos de secciones conicas en términos de un
foco y la directriz. Ademads, si se coloca el foco en el origen, entonces una seccién conica
tiene una ecuacion polar simple, la cual es una descripcién cémoda del movimiento de
planetas, satélites y cometas.

m Teorema Sea F un punto fijo (Ilamado foco) y / una recta fija (llamada
directriz) en un plano. Sea e un nimero positivo fijo (Ilamado excentricidad).
El conjunto de todos los puntos P en el plano, tales que

[PF| _
| PL|

(esto es, el cociente de la distancia desde F entre la distancia desde [ es la constante
¢) es una seccion conica. La conica es

(a) una elipse si e < 1
(b) una parabola sie = 1
(c) una hipérbola sie > 1

COMPROBACION Observe que si la excentricidad es e = 1, entonces | PF | =|Pl|, porlo
cual la condicién dada simplemente se convierte en la definicién de una pardbola como
se da en la seccién 10.5.

Se coloca el foco F en el origen y la directriz paralela al eje y y d unidades a la dere-
cha. Por lo que la directriz tiene ecuacién x = d y es perpendicular al eje polar. Si el



y
[ (directriz)
P
r/ -
| x=d
61
F |
rcos 6 X
C
FIGURA 1
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punto P tiene coordenadas polares (r, 6), se ve de la figura 1 que
|PF|=r |Pl|=d—rcos6

Por lo que la condicién | PF| /| Pl1 = eo|PF|=¢|PI

, resulta

(2] r=e(d — rcos 0)

Si se elevan al cuadrado ambas partes de esta ecuacién polar y se convierten a coordena-
das rectangulares, se obtiene

x>+ y2=eXd — x)* = e*(d* — 2dx + x?)
0 (1 — e?)x* + 2de*x + y* = e*d?

Después de completar los cuadrados, se tiene

Ezd 2 y2 €2d2
+ + =
E] <x | — ez) 1 2 (1 — &)

- e

Si e < 1, se reconoce a la ecuacidon 3 como la ecuacion de una elipse. De hecho, es de
la forma

AV 2
Ll S S
a b?
donde
2d 2d2 2d2
E] h=— - 2 a’ = - 22 b = - 2
1—e (1 —-e? 1—e

En la seccién 10.5 se ve que los focos de una elipse estdn a una distancia ¢ del centro,
donde

e'd*

E] czzaz_bzz(l_eZ)z

e’d
Esto demuestra que c= 1 = —h
—e

y confirma que el foco como se defini6 en el teorema 1 significa lo mismo que el foco
definido en la seccién 10.5. Se deduce también de las ecuaciones 4 y 5 que la excentri-
cidad estd dada por

C
e = —
a

Sie > 1, entonces 1 — ¢* < 0y se tiene que la ecuacion 3 representa una hipérbola. Tal
y como se hizo antes, se podria reescribir la ecuacién 3 en la forma

[ DS
a? b:

y se ve que

C
e=— donde c¢? = a’ + b? ]
a
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Al resolver la ecuacién 2 para r, se ve que la ecuacién polar de la cénica que se mues-
tra en la figura 1 se puede expresar como

ed

= —
1+ ecosf

Si se elige que la directriz esté a la izquierda del foco como x = —d, o si se elige la
directriz paralela al eje polar como y = *d, entonces la ecuacién polar de la cénica esta
dada por el siguiente teorema, que se ilustra mediante la figura 2. (Véanse los ejercicios
21-23.)

y y
y y
x=d x=—d y=d directriz
directriz directriz
F X
F F
* F X
y=—d directriz
- ed o ed o ed o ed
(a)r_1+ecosﬁ (b)'_lfecosﬁ ©r 1+esen® @ l—esenéd
FIGURA 2

Ecuacion polar de la cénica

@ Teorema Una ecuacién polar de la forma

ed ed

= — 0 r=—"
1 £ ecosf 1 £ esenf

representa una seccion cénica con excentricidad e. La cénica es una elipse sie < 1,
una pardbola si e = 1, o una hipérbola si e > 1.

EJEMPLO 1 Encuentre la ecuacion polar para una pardbola que tiene su foco en el
origen y cuya directriz es larectay = —6.

SOLUCION Al usar el teorema 6 con e = 1y d = 6, y emplear el inciso (d) de la
figura 2, se ve que la ecuacién de la parabola es

6
r=———0 n
1 — senf

EJEMPLO 2 Una cénica estd dada por la ecuacién polar

10

= —
3 —2cosf

Encuentre la excentricidad, identifique la cénica, localice la directriz y trace la cénica.

SOLUCION Al dividir numerador y denominador entre 3, se escribe la ecuacién como




y
_ 10
xX=-5 "= 3 2cos 0
(directriz) ,/
‘/foco
/0 (10,0 X
(2’77-)
FIGURA 3
FIGURA 4
12

r=———
2 + 4 senf

_ 10
3—2cos(0— m/4)

N

- 10
' =3=2cos0

—6

FIGURA S5

SECCION 10.6 Secciones cénicas en coordenadas polares 685

Del teorema 6 se ve que esta ecuacion representa una elipse con e = % Puesto que
10 .
ed = 3, se tiene

por lo que la directriz tiene la ecuacion cartesiana x = —5. Cuando 6 = 0, r = 10;
cuando 6 = 7, r = 2. Por lo que los vértices tienen coordenadas polares (10, 0) y
(2, m). La elipse se traza en la figura 3. [ |
. 12
EJEMPLO 3 Trace la cénica r = ———.
2 + 4sen6

SOLUCION Al escribir la ecuacién en la forma

__ 6
1 + 2 sen6

se ve que la excentricidad es e = 2y, por tanto, la ecuacion representa una hipérbola.
Puesto que ed = 6, d = 3 y la directriz tiene ecuaciéon y = 3. Los vértices ocurren
cuando 6 = 7/2 y 37/2, por lo que son (2, w/2) y (=6, 37w/2) = (6, 7/2). También es
util trazar la grafica de las intersecciones con el eje x. Estas ocurren cuando 6 = 0, 7r;
en ambos casos r = 6. Para mds exactitud, se podrian dibujar las asintotas. Observe que
r— *ocuando 1 +2sen @ —0"00 "y 1 + 2sen 6 = 0 cuando sen 0 = —%. Por lo
que las asintotas son paralelas a los rayos § = 77/6 'y 6 = 117/6. La hipérbola se traza
en la figura 4.

y

Al hacer girar secciones conicas, es mucho mds conveniente usar ecuaciones polares que
cartesianas. Se usa el hecho (véase el ejercicio 10.3.73) de que la graficade r = (0 — «)
es la grifica de r = f(0) girada en sentido contrario a las manecillas del reloj en torno al
origen por un dngulo a.

EJEMPLO 4 Si la elipse del ejemplo 2 se hace girar por un dngulo /4 en torno al
origen, determine una ecuacién polar y trace la grafica de la elipse resultante.
SOLUCION La ecuacién de la elipse rotada se obtiene reemplazando 6 con § — 7/4 en

la ecuacién dada en el ejemplo 2. Por lo que la nueva ecuacion es

- 10
3 — 2cos(6 — w/4)

r

Se usa esta ecuacion para trazar la gréfica de la elipse girada en la figura 5.
Observe que la elipse ha sido girada en torno a su foco izquierdo. [ ]
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En la figura 6 se utiliza una computadora para trazar varias conicas para mostrar el
efecto de variar la excentricidad e. Observe que cuando e es cercana a 0 la elipse es
casi circular, mientras que se vuelve mas alargada cuando ¢ — 1. Cuando e = 1, por
supuesto, la cénica es una pardbola.

e=0.1 e=0.5 e=0.68 e=0.86 e=0.96
e=1 e=1.1 e=1.4 e=4
FIGURA 6

B Leyes de Kepler

En 1609 el matematico y astrénomo aleman Johannes Kepler, con base en enormes canti-
dades de datos astrondmicos, publico las tres leyes del movimiento planetario siguientes.

Leyes de Kepler

1. Un planeta gira alrededor del Sol en 6rbita eliptica con el Sol en uno de los focos.

2. La recta que une el Sol con un planeta barre areas iguales en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo de revolucion de un planeta es proporcional al cubo de la
longitud del eje mayor de su 6rbita.

Aun cuando Kepler formuld sus leyes en términos del movimiento de planetas alrede-
dor del Sol, se aplican igualmente bien al movimiento de lunas, cometas, satélites y otros
cuerpos que giran sujetos a una sola fuerza gravitacional. En la seccién 13.4 se demues-
tra como deducir las leyes de Kepler a partir de las leyes de Newton. Aqui se emplea la
primera ley de Kepler, junto con la ecuacién polar de una elipse, para calcular cantidades
de interés en astronomia.

Para fines de cdlculos astrondmicos, es Util expresar la ecuacion de una elipse en tér-
minos de su excentricidad e y su semieje mayor a. Se puede expresar la distancia d del
foco a la directriz en términos de a si se usa (4):

2

e2d> a2(1 _ 62)2
a =

S 2 _al=¢)
(1 —e?)? = d e’ = d e

Entonces ed = a(1 — ¢?). Si la directriz es x = d, entonces la ecuacién polar es

_ ed _a(l =)
1+ ecosé 1+ ecosé

r



planeta

0

FIGURA 7

0
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La ecuacioén polar de una elipse con foco en el origen, semieje mayor a, excentri-
cidad e y directriz x = d se puede expresar en la forma

_a(l =€)

=/
1+ ecos6

Las posiciones de un planeta que sean mds cercanas al Sol, y mds lejanas a este,
se denominan perihelio y afelio, respectivamente, y corresponden a los vértices de la
elipse (véase la figura 7). Las distancias del Sol al perihelio y afelio reciben el nombre
de distancia al perihelio y distancia al afelio, respectivamente. En la figura 1 de la pagina
683 el Sol estd en el foco F, por lo que en el perihelio se tiene 6 = 0y, de la ecuacién 7,

a(l —¢*) a(l —e)(1 +e)
1+ ecos0 1+e

a(l — e)

Del mismo modo, en el afelio 0 = wy r = a(l + e).

La distancia al perihelio de un planeta al Sol es a(1 — e) y la distancia al afelio
esa(l + e).

EJEMPLO 5

(a) Encuentre una ecuacidn polar aproximada para la 6rbita eliptica de la Tierra alrede-
dor del Sol (en un foco), dado que la excentricidad es alrededor de 0.017 y la longitud
del eje mayor es aproximadamente 2.99 X 10% km.

(b) Encuentre la distancia de la Tierra al Sol en el perihelio y el afelio.

SOLUCION

(a) Lalongitud del eje mayor es 2a = 2.99 X 108, por lo que a = 1.495 X 10%. Un dato
es que e = 0.017 y, por tanto, de la ecuacién 7, una ecuacién de la 6rbita de la Tierra
alrededor del Sol es

a(l — &%) ~ (1495 X 10%)[1 — (0.017)%]
1 + ecosb 1 + 0.017 cos O

0, aproximadamente,

149X 108
1 + 0.017 cos

(b) De (8), la distancia al perihelio de la Tierra al Sol es
a(l —e) = (1.495 X 10%)(1 — 0.017) = 1.47 X 10®km
y la distancia al afelio es

a(l + e) = (1.495 X 10%)(1 + 0.017) = 1.52 X 10%km n
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10.6 EJERCICIOS

1-8 Escriba una ecuacién polar de una cénica con el foco en el
origen y los datos dados.

1.

O N & U1 A W N

Elipse, excentricidad 4, directriz x = 4

. Pardbola, directriz x = —3

. Hipérbola, excentricidad 1.5, directrizy = 2

. Elipse, excentricidad 0.8, vértice (1, 7/2)

. Elipse, excentricidad 2 vértice (2, )

. Elipse, excentricidad 0.6, directriz » = 4 csc 6
. Pardbola, vértice (3, m/2)

. Hipérbola, excentricidad 2, directriz r = —2 sec 6

9-16 (a) Encuentre la excentricidad, (b) identifique la cénica,

(©)

9.

11.

13.

15.

dé una ecuacioén de la directriz y (d) trace la conica.

- 12 10. 7 = 1
g 3 — 10cos6 o7 2 + senf

1 5
r=——" 12. r=—""-—¥—""
1 + sen6 2 — 4 cosO

9 1
= 14, r= ———
6 + 2 cosf 3 — 3 senf

10 4
r=— 16. r = —
5 — 6senf 2 + 3cosf

4 17.

A 18.

A4 19.

A 20.

21.

(a) Encuentre la excentricidad y la directriz de la cénica
r=1/(1 — 2 sen 0) y trace la gréfica de la c6nica
y su directriz.

(b) Si esta conica se hace girar en sentido contrario a las
manecillas del reloj en torno al origen con un dngulo
37/4, escriba la ecuacion resultante y trace la grafica
de su curva.

Trace la grafica de la cénica r = 4/(5 + 6 cos 6) y su
directriz. También grafique la cénica obtenida al girar esta
curva en torno al origen con un dngulo /3.

Trace la grafica de las cénicas r = ¢/(1 — e cos 6) con
e =0.4,0.6,0.8 y 1.0 en una pantalla comin. ;Como
afecta el valor de e la forma de la curva?

(a) Trace la grafica de las conicas r = ed/(1 + e sen ) para
e = 1y varios valores de d. ;Cémo afecta el valor de d la
forma de la conica?

(b) Trace la grafica de estas conicas para d = 1y varios
valores de e. ;Como afecta el valor de e la forma de la
conica?

Demuestre que una cénica con foco en el origen,
excentricidad e y directriz x = —d tiene la ecuacién polar
ed

[ —
1 —ecosf
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22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Demuestre que una cénica con foco en el origen,
excentricidad e y directriz y = d tiene la ecuacién polar

ed

= —
1 + esenf

Demuestre que una cénica con foco en el origen,
excentricidad e y directriz y = —d tiene la ecuacién polar

. ed
1 —esenf

Demuestre que las pardbolas r = ¢/(1 + cos 6) y
r=d/(1 — cos 6) se cortan en dngulos rectos.

La érbita de Marte alrededor del Sol es una elipse con
excentricidad 0.093 y semieje mayor de 2.28 X 103km.
Encuentre una ecuacién polar para la érbita.

La ¢6rbita de Jupiter tiene excentricidad de 0.048 y la longitud
del eje mayor es 1.56 X 10°km. Encuentre una ecuacién
polar para la 6rbita.

La ¢6rbita del cometa Halley, visto por tltima vez en 1986

y que debe volver en 2061, es una elipse con excentricidad
0.97 y un foco en el Sol. La longitud de su eje principal es
36.18 UA. [Una unidad astronémica (UA) es la distancia
media entre la Tierra y el Sol, aproximadamente 150 millones
de kilometros.] Encuentre una ecuacién polar para la 6rbita
del cometa Halley. ;Cuadl es la distancia maxima desde el
cometa al Sol?

El cometa Hale-Bopp, descubierto en 1995, tiene una 6érbita

eliptica con excentricidad 0.9951 y la longitud del eje mayor
es 356.5 UA. Encuentre una ecuacién polar para la drbita de
este cometa. ;Qué tan cerca del Sol llega?

© Dean Ketelsen

El planeta Mercurio viaja en una 6rbita eliptica con
excentricidad 0.206. Su distancia minima del Sol es
4.6 X 10”km. Determine su distancia maxima del Sol.

La distancia desde el planeta enano Plutén al Sol es de
4.43 X 10°km en el perihelio y 7.37 X 10°km en el afelio.
Determine la excentricidad de la 6rbita de Plutén.

Con los datos del ejercicio 29, calcule la distancia que recorre
el planeta Mercurio durante una érbita completa alrededor del
Sol. (Si su calculadora o sistema algebraico computacional
evalda integrales definidas, utilicelo. De lo contrario, use la
regla de Simpson.)
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VERIFICACION DE CONCEPTOS Las respuestas a la verificacion de conceptos se encuentran en las paginas finales del libro.
1. (a) (Qué es una curva paramétrica? 6. (a) Dé una definicion geométrica de una pardbola.
(b) (Coémo se traza una curva paramétrica? (b) Escriba una ecuacién de una pardbola con foco (0, p)
2. (a) (Como se encuentra la pendiente de una recta tangente y‘dlrec.trlz y=r ;‘,Que pasa si el foco es (p, 0) y la
a una curva paramétrica? directriz es x = —p?
(b) Determine el drea debajo de una curva paramétrica. 7. (a) Dé€ una definicién de una elipse en términos de los focos.
. ., . . 1 16 1 +
3. Escriba una expresion para cada una de las siguientes (b) Efcr'1ba ur)1fa ecuacin para la elipse con focos (*¢, 0) y
descripciones: vértices (+a, 0).
(a) Lalongitud de una curva paramétrica. 8. (a) Dé€ una definicién de una hipérbola en términos de los
(b) El drea de la superficie obtenida al hacer girar una curva focos.
paramétrica en torno al eje x. (b) Escriba una ecuacion para la hipérbola con focos (*c, 0)
. . . . < i +
4. (a) Use un diagrama para explicar el significado de las Y VCI?thCS (_a., 0). 1 . 1a hinérbol
coordenadas polares (r, 6) de un punto. (c) Es01_‘1ba.1 ecuaciones para las asintotas de la hipérbola
(b) Escriba ecuaciones que expresen las coordenadas del inciso (b).
cartesianas (x, y) de un punto en términos de las 9. (a) ¢Cudl es la excentricidad de una seccién cénica?
coordenadas polares. (b) (Qué se puede decir acerca de la excentricidad
(c) (Qué ecuaciones usarfa para obtener las coordenadas po- si la seccidn cénica es una elipse? ;Una hipérbola?
lares de un punto si conociera las coordenadas cartesianas? ¢ Una parédbola?
5. (a) ;Como se determina la pendiente de una recta tangente © Escrlba. una ecuacton po}ar para una se/cmon comica con
a una curva polar? eXCCIltrlCld;ld e z/ dlqrectriz X _7 d. [ Qué pasa si la directriz
(b) (Coémo se calcula el drea de una region acotada esx = —d?yy=dl iy = —d
por una curva polar?
(c) (Cdémo se determina la longitud de una curva polar?
EXAMEN VERDADERO-FALSO
Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 5. Las curvas polares
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo B _
que refute el enunciado. r=1-sen2f r=sen2f — 1
1. Si la curva paramétrica x = f(r), y = g(¢) satisface ¢g'(1) = 0, tienen la misma gréfica.
entonces tiene una recta tangente horizontal cuando r = 1. .
£ 6. Las ecuaciones r = 2, x> + y> =4y x = 2 sen 3t,
2. Six = f(1) y y = g(t) son derivables dos veces, entonces y = 2cos 3t (0 < ¢t < 2) tienen la misma grafica.
d’y _ d’y/dr’ 7. Las ecuaciones paramétricas x = £, y = ¢* tienen la misma
dx*  d’x/dr? grificaque x = £,y = £,
3. Lalongitud de la curvax = f(t), y = g(f), a <t < b, es 8. La grifica de y> = 2y + 3x es una pardbola.
LV O + L9/ (0] ar.
- 9. Una recta tangente a una pardbola corta la pardbola
4. Si un punto se representa por (x, y) en coordenadas solo una vez
cartesianas (donde x # 0) y (r, 6) en coordenadas polares,
10. Una hipérbola nunca corta su directriz.

entonces 6 = tan~!(y/x).
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EJERCICIOS

1-4 Trace la curva paramétrica y elimine el pardimetro para
encontrar la ecuacion cartesiana de la curva.

Tlox=0+4t y=2—1 —-4<r=<I1
2. x=14+e* y=e'
3. x

cos, y=sec, 0<0<m/2

4. x =2cos0, y =1+ senf

5. Escriba tres diferentes conjuntos de ecuaciones paramétricas
para la curvay = Vx.

6. Use las graficas de x = f(r) y y = g(¢) para trazar la curva
paramétrica x = f(t), y = ¢(#). Indique con flechas la direccion
en la que se traza la curva cuando se 7 crece.

X y

x=f(t) 1 y=g()
1 t 1 t
—1

7. (a) Ubique el punto con coordenadas polares (4, 27/3).
A continuacién, encuentre sus coordenadas cartesianas.

(b) Las coordenadas cartesianas de un punto son (—3, 3).
Encuentre dos conjuntos de coordenadas polares para
el punto.

8. Trace la regién formada de puntos cuyas coordenadas polares
satisfacen 1 < r <2y w/6 <60 < 57/6.

9-16 Trace la curva polar.

9. r=1+ senf 10. r =1 —cos 6O
11. r = cos 36 12. r = 3 + cos 36
13. r =1+ cos 20 14. r = 2 cos(6/2)
3 3
5. r=—""— 16. r= ——
1+ 2senf 2 — 2cos6

17-18 Encuentre la ecuacion polar para la curva representada por
la ecuacion cartesiana dada.

17.x+y=2 18. x? +y*=2

19. La curva con ecuacion polar = (sen 6)/6 se llama
cocleoide. Use una grifica de » como una funcion de 6 en
coordenadas cartesianas para trazar la cocleoide a mano.
Después trace la grafica con una maquina para comprobar
su trazo.

20. Trace la grafica de la elipse r = 2/(4 — 3 cos 0) y su
directriz. Trace la gréfica también de la elipse obtenida por
rotacion en torno al origen por un angulo de 27r/3.

21-24 Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva dada
en el punto correspondiente al valor especificado del parametro.

2. x=Int, y=1+1% t=1
2. x=+6t+1, y=2t—1% t=-1
23.r=¢?; 0=m

24. r =3+ cos30; 0 =m/2

25-26 Encuentre dy/dxy d?y/dx>.

25. x =t +sent, y=1t—cost
26. x=1+1¢, y=t—1

27. Use una grafica para estimar las coordenadas del punto

minimo sobre la curvax = £ — 3¢,y = > + ¢ + 1. Después
use el cdlculo para determinar las coordenadas exactas.

28. Encuentre el drea encerrada por el lazo de la curva del
ejercicio 27.

29. ;En qué puntos la curva
x = 2acost — a cos 2t y = 2a sent — a sen2t

tiene rectas tangentes verticales u horizontales? Use esta
informacién para ayudarse a trazar la curva.

30. Determine el drea encerrada por la curva del ejercicio 29.
31. Obtenga el drea encerrada por la curva r* = 9 cos 56.

32. Encuentre el drea encerrada por el lazo interior de la curva
r=1-—3sen6.

33. Encuentre los puntos de interseccion de las curvas » = 2
yr=4cos6.

34. Obtenga los puntos de interseccién de las curvas r = cot
yr=2cos 6.

35. Determine el drea de la regién que estd dentro de ambas
circunferencias r = 2 sen 0y r = sen 6 + cos 6.

36. Encuentre el drea de la region que esta dentro de la curva
r =2 + cos 20 pero fuera de la curva r = 2 + sen 6.

37-40 Encuentre la longitud de la curva.

37. x = 372, y=2t3, 0=sr=2
38. x=2+3t, y=cosh3t, 0=r=<1

39. r=1/0, m<0<2mw

40. r =sen*(0/3), 0<O<m




41-42 Calcule el drea de la superficie obtenida al hacer girar la
curva dada en torno al eje x.

t3
3

y=cosh3t, 0sr=<1

- 1
4. x=4t, y= tom 1si<4

42, x =2 + 31,

43. Las curvas definidas por las ecuaciones paramétricas

t?—c¢ t(t> = ¢)
X = — = Y
P+ 1 Y ?+1
se llaman estrofoides (de una palabra griega que significa
“voltear o torcer”). Investigue como varian estas curvas
cuando varfa c.

™4 44. Una familia de curvas tiene ecuaciones polares

= | sen 20 | donde a es un niimero positivo.
Investigue cémo cambian estas curvas cuando cambia a.

45-48 Encuentre los focos y vértices, trace la grafica.

2 2

45, =+ L = 46. 4x> — y? = 16
9 8

47. 6y> + x — 36y + 55 =0

48. 25x* + 4y* + 50x — 16y = 59

49. Encuentre una ecuacion de la elipse con focos (=4, 0) y

vértices (£5, 0).

50. Encuentre una ecuacion de la pardbola con focos (2, 1) y

directriz x = —4.

51. Encuentre una ecuacion de la hipérbola con focos (0, =4)y

asintotas y = *3x.

52. Encuentre una ecuacién de la elipse con focos (3, £2) y un

eje con longitud 8.

53

Obtenga una ecuacion para la elipse que comparte un vértice
y un foco con la pardbola x> + y = 100 y que tiene su otro
foco en el origen.

54. Demuestre que si m es cualquier nimero real, entonces hay
exactamente dos rectas de pendiente m que son tangentes a la

elipse x2/a* + y*/b* = 1y sus ecuaciones son

y = mx * \Ja’m? + b?
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55. Encuentre una ecuacién polar para la elipse con foco en el
origen, excentricidad % y directriz con ecuacién r = 4 sec 6.

56. Demuestre que los dngulos entre el eje polar y las asintotas
de la hipérbola r = ed/(1 — e cos 0), e > 1, estan dados por

cos~!(x1/e).

57. En la figura el circulo de radio esta fijo y para toda 6, el punto
P es el punto medio del segmento QR. La curva trazada que
pasa por P para 0 < 0 < 1, la curva se llama curva de arco

largo. Encuentre las ecuaciones paramétricas de esta curva.

y

58. La curva llamada folium de Descartes estd definida por las

ecuaciones paramétricas

3t 312

TIse M e

(a) Demuestre que si (a, b) estd sobre la curva, entonces
(b, a) también lo estd; es decir, la curva es simétrica
respecto a la recta y = x. {En donde se interseca la
curva con esta recta?

Encuentre los puntos sobre la curva donde las rectas
tangentes son horizontales o verticales.

Demuestre que larectay = —x — 1 es una asintota
oblicua.

(b)
(©)
(d) Trace la curva.
(e) Demuestre que una ecuacion cartesiana de esta curva
esx* + y* = 3xy.

Demuestre que la ecuacion polar puede expresarse
en la forma

()

_ 3secO tan@
1 + tan’6

(9]
(h)

Encuentre el drea encerrada por el lazo de esta curva.
Demuestre que el drea del lazo es la misma que el drea
que estd entre la asintota y las ramas infinitas de la curva.
(Utilice un sistema algebraico computacional para evaluar
la integral.)
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El circulo exterior en la figura tiene radio 1 y los centros de los arcos circulares interiores
se encuentren en el circulo externo. Encuentre el drea de la region sombreada.

(a) Encuentre los puntos médximo y minimo de la curva x* + y* = x> + y%

(b) Trace la curva. (Observe que es simétrica con respecto a ambos ejes y a ambas rectas
y = *x, de modo que es suficiente considerar inicialmente y = x = 0.)

(c) Utilice coordenadas polares y un sistema algebraico computacional para encontrar el
area encerrada por la curva.

(Cudl es el rectangulo de vista mds pequeflo que contiene a cada miembro de la familia
de curvas polares r = 1 + ¢ sen 6, donde 0 < ¢ =< 17 Ilustre su respuesta trazando varios
miembros de la familia en este rectdngulo de vista.

Se colocan cuatro insectos en cuatro esquinas de un cuadrado con longitud a. Los insectos
avanzan en sentido contrario a las manecillas del reloj a la misma rapidez, y cada uno avanza
directamente hacia el siguiente insecto todo el tiempo. Se aproximan al centro del cuadrado
a lo largo de trayectorias espirales.
(a) Obtenga la ecuacion polar de la trayectoria de un insecto al suponer que el polo estd
en el centro del cuadrado. (Use el hecho de que la recta que une a un insecto con el
siguiente es tangente a la trayectoria del insecto.)
(b) Encuentre la distancia recorrida por un insecto hasta el momento que se encuentra con
los otros insectos en el centro.

Demuestre que cualquier recta tangente a una hipérbola toca la hipérbola a la mitad del
camino entre los puntos de interseccion de la recta tangente y las asintotas.

Una circunferencia C de radio 2r tiene su centro en el origen. Un circulo de radio r rueda

sin resbalar en direccion contraria al sentido de las manecillas del reloj alrededor de C.

Un punto P estd situado en un radio fijo del circulo giratorio a una distancia b de su centro,

0 < b < r. [Véase las partes (i) e (ii) de la figura.] Sea L la recta desde el centro de C al

centro del circulo que rueda y sea 6 el dngulo que L forma con el eje x positivo.

(a) Usando 6 como un pardmetro, demuestre que las ecuaciones paramétricas de la trayecto-
ria trazada que pasa por P son

x =bcos 360 + 3rcosf y = bsen36 + 3rsenf

Nota: si b = 0, la trayectoria es una circunferencia de radio 3r; si b = r, la trayectoria es
una epicicloide. La trayectoria trazada por P para 0 < b < r se llama epitrocoide.

(b) Trace la grafica de la curva para varios valores de b entre 0 y .

(c) Demuestre que un tridngulo equildtero puede inscribirse en el epitrocoide y que su cen-
troide esta sobre la circunferencia de radio b con centro en el origen.

Nota: este es el principio del motor rotatorio Wankel. Cuando el tridngulo equildtero gira
con sus Vértices en el epitrocoide, su centroide recorre una circunferencia cuyo centro
estd en el centro de la curva.

(d) En casi todos los motores rotatorios, los lados de los tridngulos equildteros son sustitui-
dos por arcos de circunferencia con centro en los vértices opuestos como en el inciso
(iii) de la figura. (Entonces el didmetro del rotor es constante.) Demuestre que el rotor se
ajusta en el epitrocoide si b < %(2 — \/37)r

(ii) (iii)
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Betelgeuse es una estrella
supergigante roja, una de las
mas grande y mas brillante de
las estrellas observables. En el
proyecto de la pagina 783

le piden comparar la radiacion
emitida por Betelgeuse con la
de otras estrellas.

Sucesiones y series infinitas

© STScl / NASA / ESA / Galaxy / Galaxy Picture Library / Alamy

LAS SUCESIONES Y SERIES INFINITAS se introdujeron brevemente en Un adelanto del cdlculo,
en relacién con las paradojas de Zen6n y la representacion decimal de nimeros. Su importancia en el
célculo proviene de la idea de Newton de representar funciones como sumas de sucesiones
infinitas. Por ejemplo, para encontrar dreas, con frecuencia integraba una funcién expresandola
primero como una serie y después integrando cada uno de sus términos. En la seccién 11.10 se
tratard de seguir esta idea para integrar funciones como ¢ . (Hay que recordar que antes no era
posible enfrentar esto.) Muchas de las funciones que aparecen en fisica matematica y quimica,
como las funciones de Bessel, estdn definidas como sumas de series, asi que es muy importante
familiarizarse con los conceptos basicos de convergencia de sucesiones y series infinitas.

Los fisicos también usan las series en otro modo, tal como se vera en la seccion 11.11.
En el estudio de fenémenos tan diversos como la dptica, la relatividad especial y el electromagne-
tismo, los fisicos analizan los fenémenos reemplazdndolos primero por unos cuantos términos
de las series que los representan.
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11.1

CAPITULO 11  Sucesiones y series infinitas

Sucesiones

()

(b)

© {vn=3}, a,

tE
{

n+1

=

Una sucesion se puede pensar como una lista de nimeros escritos en un orden definido:
ai, da, A3, A4, ..., dp, ...

El nimero a, recibe el nombre de primer término, a, es el segundo término y, en general,
a,es el n-ésimo término. Aqui se tratard exclusivamente con sucesiones infinitas, por lo
que cada término a, tiene un sucesor d, .

Observe que para todo entero positivo n hay un nimero correspondiente a,, por lo que
una sucesion se puede definir como una funcién cuyo dominio es el conjunto de los
enteros positivos. Pero es usual escribir a,en lugar de la notacién de funcién f(n) para el
valor de la funcién en el ndimero n.

NOTACION La sucesion {a,, a,, as,...} también se denota mediante

{an} o {an}:zl

EJEMPLO 1 Algunas sucesiones se pueden definir dando una férmula para el n-ésimo
término. En los ejemplos siguientes se ofrecen tres descripciones de la sucesién: una en
la que se aplica la notacién anterior, en otra en la que se usa una férmula definida y una
tercera en la que se escriben los términos de la sucesion. Observe que n no tiene que
empezar en 1.

n 1 2 3 4 n
a, = N A s s 5 e
. n+1 23 4°5 n+1

(n+l)} (=1)"(n + 1) {_Ei_ii (=1)"(n + 1) }
— 35 [ LY A

a, = 3

Il
S
]
w
3
\
w
=
Iy
)
S
W
>

na | n 3 1 nw
(d) cos? a,=cos—, n=0 1,—30 .., CO08—, ... |

n=0 6

EJEMPLO 2 Encuentre una férmula para el término general a, de la sucesion

3 4 5 6 7
57 2571257 625731257

y suponga que el patrén de los primeros términos continta.

SOLUCION Se sabe que

3 4 5 6 7
al:g a = — = as = —— ay = ——— as =

25 125 625 3125

Observe que los numeradores de estas fracciones empiezan con 3 y aumentan una

unidad al pasar al término siguiente. El segundo término tiene numerador 4, el numerador
siguiente es 5; en general, el n-ésimo término tendrd como numerador n + 2. Los deno-
minadores son las potencias de 5, por lo que a,tiene por denominador 5". Los signos de
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SECCION 11.1 Sucesiones 695

los términos son alternadamente positivo y negativo, por lo que es necesario multiplicar
por una potencia de —1. En el ejemplo 1(b) el factor (—1)" significa que empieza con
un término negativo. Como aqui se busca iniciar con un término positivo, se usa
(=D"!to (—=1)"*!, Por tanto

+ 2
a, = (—1)"71_115" u

EJEMPLO 3 En este caso hay algunas sucesiones que no tienen una ecuacion que las
defina en forma sencilla.

(a) La sucesion {p,}, donde p, es la poblacién mundial el 1 de enero del afio 7.

(b) Sea a, el n-ésimo digito en el desarrollo decimal del nimero e, entonces {a,} es una
sucesion bien definida cuyos primeros términos son

{7,1,8,2,8,1,8,2,8,4,5,...}
(c) Las condiciones siguientes definen en forma recursiva la sucesion de Fibonacci {f,}
fi=1 L=1 So=fo1 + fuz n=3
Cada uno de los términos es la suma de los dos anteriores. Los primeros términos son

{1,1,2,3,5,8,13,21,.. .}

Esta sucesion surgié cuando el matematico italiano del siglo x111, a quien se conoce
como Fibonacci, resolvié un problema que se relacionaba con la cria de conejos (véase
ejercicio 83). [ ]

Una sucesion como la del ejemplo 1(a), a, = n/(n + 1) se puede representar trazando
sus términos en una recta numérica como en la figura 1, o trazando la grafica como en la
figura 2. Observe que, como una sucesion es una funcién cuyo dominio es el conjunto
de los enteros positivos, su grafica consta de puntos aislados con coordenadas

(1, a) (2, a2) (3, as) o (n, a,)

En las figuras 1 o 2 parece que los términos de la sucesién a, = n/(n + 1) se aproxi-
man a 1 cuando 7 es suficientemente grande. De hecho, la diferencia

| — no_ 1
n+1 n+1

se puede hacer tan pequefia como se quiera al hacer a n lo suficientemente grande. Lo
anterior se indica al escribir

En general, la notacién

lim a, = L

n—ow

significa que los términos de la sucesion {a,} se aproximan a L cuando se hace n suficien-
temente grande. Observe que la definicidn siguiente del limite de una sucesién es muy
parecida a la definicién de limite de una funcién en el infinito dada en la seccién 2.6.
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(1] Definicién Una sucesion {a,} tiene el limite L y se escribe como

lim a, =L 0 a,— L cuando n — o

n—o

si se hace que los términos a, se aproximen a L tanto como se quiera tomando 7 lo
suficientemente grande. Si lim,—.. a, existe, se dice que la sucesion converge (o que
es convergente). De lo contrario, se dice que la sucesion diverge (o es divergente).

En la figura 3 se ilustra la definicién 1 mostrando las gréificas de dos sucesiones que
tienen como limite L.

a’l a)’l
FIGURA 3 L L
Griéficas de dos
sucesiones con
lima, =L 0 n 0 n

Una versién mas precisa de la definicién 1 es como sigue.

(2] Definicién Una sucesion {a,} tiene el limite L y se escribe como

. i = —> 00
Compare esta definicién con la ,,1 1m an L 0 an — L cuando n
definicion 2.6.7.

si para todo & > 0 hay un correspondiente entero N tal que

si. n>N entonces |a,—L|<e

La definicién 2 se ilustra en la figura 4, en la cual los términos a;, a, as,... se trazan
sobre una recta numérica. No importa qué tan pequefio se elija un intervalo (L — &, L + &)
existe una N tal que todos los términos de la sucesion desde ay.; en adelante deben estar en
ese intervalo.

a, as  a dg Ayt An+o dy  dg  ds ay as
40—0—0—0—0—( ° )—o—o—o—o—o—»
FIGURA 4 0 L-e L L+e

Otra ilustracién de la definicién 2 es la figura 5. Los puntos sobre la grafica de {a,}
deben estar entre las rectas horizontalesy = L + ey y = L — & sin > N. Esta imagen debe
ser valida sin importar qué tan pequefio se haya escogido &, pero usualmente se requiere un
valor de & mucho muy pequefio y un valor de N mucho muy grande.

y
y=L+e
L
y=L—¢
NSy % ;
FIGURA 5 N
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Si se compara la definicion 2 con la definicién 2.6.7 se vera que la tinica diferencia entre
lim, .. a, = Ly lim,_.. f(x) = L es que se requiere que n sea un entero. En este sentido
se tiene el teorema siguiente, ilustrado en la figura 6.

E] Teorema Silim, ... fix) = Ly f(n) = a, cuando n es un entero, entonces
lim, . a, = L.

FIGURA 6 O 1234 *
En particular, ya que se sabe que lim, .. (1/x") = 0 cuando r > 0 (teorema 2.6.5), se

tiene

1
E] lim — =0 sir>0
n—®° n

Si a,es muy grande cuando n es muy grande, se usa la notacion lim, ... a, = . La defi-
nicion precisa siguiente es parecida a la definicién 2.6.9.

E] Definicion lim, .. a, = % significa que para todo nimero positivo M existe un
entero N tal que

si n>N entonces a,>M

Si lim, _, . a, = oo, entonces la sucesion {a,} es divergente pero de una manera espe-
cial. Se dice que {a,} diverge a .

Las leyes de los limites dadas en la seccién 2.3 también se cumplen para los limites
de sucesiones y sus demostraciones son similares.

L . Si{a b,} son sucesiones convergentes y ¢ es una constante, entonces
Leyes de limites para sucesiones {a}y (b} g y ’

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,
n—o n—o n—ow

lim (a, — b,) = lim a, — lim b,

n—o n—o

lim ca, = ¢ lim a, lim ¢ =c¢
n—>ow

n—o n—o

lim (a,b,) = lim a, - lim b,
n—oo n—o n—o

lim q,
. a, n—oo L
lim =—— silim b, #0
n—» b, lim b, n—o
n—ow

lima} = [h’ma,,]” sip>0y a,>0

n—oo
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Teorema de compresion para sucesiones

C
.
b, i
‘a,
0 n
FIGURA 7

La sucesion {b,} estd compri-
mida entre las sucesiones {a,}

y{es

Esto demuestra que la inferencia
que se hizo antes a partir de las
figuras 1y 2 era correcta.

El teorema de la compresion también se puede adaptar a las sucesiones como sigue
(véase figura 7).

Sia,<b,<c,paran = nyylim a, = limc, = L, entonces lim b, = L.
n—>w N

n— 0 n—o

Otro hecho 1itil con respecto a los limites de sucesiones se evidencia en el teorema
siguiente, cuya demostracién se deja para el ejercicio 87.

(6] Teorema Silim | a,| = 0, entonces lim a, = 0.

EJEMPLO 4 Determine lim

n—© n + 1 :
SOLUCION El método es similar al que se usa en la seccién 2.6: dividir tanto el
numerador como el denominador entre la potencia mas alta de n del denominador
y luego aplicar las leyes de los limites.

. n . 1 nll—l;rolc !
im = lim =
n—© n + n—ow ’ . 1
1+ — lim I + lim —
n n—ow n—x n
1
= = 1
1+0
Aqui se usa la ecuacién 4 con r = 1. [ ]
n
EJEMPLO 5 La sucesién a, = o, ¢ convergente o divergente?
n

SOLUCION Como en el ejemplo 4, se divide el numerador y el denominador entre n:

) n ) 1
Iim ——— = lim ——— =
n—ow /10 +n n—ow 10 1
n o

porque el numerador es una constante y el denominador se aproxima a 0, asi que {a,} es
divergente. [ |

. Inn
EJEMPLO 6 Determine lim —.

n—ow n

SOLUCION Observe que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito
cuando n — . No se puede aplicar directamente la regla de L’Hopital porque no se
aplica a sucesiones, sino a funciones de una variable real. Sin embargo, se puede apli-
car la regla de L’Hopital a la funcién relacionada f{x) = (In x)/x y obtener

 Inx o 1/x
Iim —=Ilim—=0

x—® X xX—>® 1
Por tanto, de acuerdo con el teorema 3

1
lim — = -

n—® n



FIGURA 8

La gréfica de la sucesion del ejem-
plo 8 se muestra en la figura 9 y
apoya la respuesta.

n

IA,

71 +

FIGURA 9

Creando graficas de sucesiones
Algunos sistemas algebraicos
computacionales contienen coman-
dos especiales que permiten crear

sucesiones y dibujarlas directamente.

Sin embargo, con la mayoria de las
calculadoras para trazar gréficas

se pueden dibujar sucesiones usando
ecuaciones paramétricas. Por
ejemplo, la sucesion del ejemplo
10 se puede dibujar al introducir las
ecuaciones paramétricas

x=t y=t/t
y dibujar en el modo punto,
iniciando con # = 1; se establece el
t-ésimo paso igual a 1. El resultado
se muestra en la figura 10.

—_

10

0

FIGURA 10
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EJEMPLO 7 Determine si la sucesién a, = (—1)" es convergente o divergente.

SOLUCION Si se escriben algunos términos de la sucesion se obtiene
{_1’ 1’ _17 15 _1, 1, _1, .. }

La grafica de esta sucesion se muestra en la figura 8. Como los términos oscilan entre
1 y —1 en forma infinita, a,no se aproxima a ningin nimero. Por tanto, lim, . .(—1)"
no existe; la sucesion {(—1)"} es divergente. [ |

n

EJEMPLO 8 Evalide lim (

si este existe.

SOLUCION Primero se calcula el limite del valor absoluto:

—1)" 1
lim Sl =Ilim—=0
n—ow n n—w n
Por tanto, de acuerdo con el teorema 6,
— l n
lim =1 =0
n—ow n [

El teorema siguiente dice que, si se acopla una funcién continua a los términos de una
sucesion convergente, el resultado también es convergente. La demostracién se deja para el
ejercicio 88.

Teorema Si lim a, = Ly la funcién f'es continua en L, entonces
n—o

lim f(a,) = (D)

EJEMPLO 9 Encuentre lim sen(w/n)

SOLUCION Como la funcién seno es continua en 0, el teorema 7 permite escribir
lim sen(w/n) = sen(lim (7T/I’l)> =sen0 =0 u
n—>ow n—>ow

EJEMPLO 10 Analice la convergencia de la sucesion a, = n!/n", donde

SOLUCION Tanto numerador como denominador se aproximan al infinito cuando

n — o, pero no cabe utilizar la regla de L’Hopital (x! no estd definida cuando x no es
un nimero entero). Se escribirdn algunos términos para ver si es posible intuir qué
pasa con a,cuando n es muy grande:

-2
T

Esta expresion y la grafica de la figura 10 sugieren que los términos estdn decreciendo y
parecen aproximarse a 0. Para confirmar esto, observe de la ecuacién 8 que

a, = —\ ————————————
n n'mn--+-*n
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FIGURA 11

La sucesién a, = r"

Observe que la expresion entre paréntesis es a lo mas 1 porque el numerador es menor
que (o igual a) el denominador. Por lo que

1
0<a,=—
n

Se sabe que 1/n — 0 cuando n —> <. Por lo que a, — 0 cuando n —> o por el teorema
de la compresion. [ ]
EJEMPLO 11 ;Para qué valores de r es convergente la sucesion {r"}?

SOLUCION Se sabe, por la seccién 2.6 y las grificas de las funciones exponenciales
de la seccién 1.4, que lim, ... a*= © paraa > 1 y lim, .. a*= 0 para 0 < a < 1. Por
tanto, si se hace @ = ry se usa el teorema 3 se tiene

. w sir>1
lim r" = .
n—w 0 si0o<r<li

Es obvio que

Iim 1" =1 y Iim 0" =0

n—ow n—o
Si —1 < r <0, entonces 0 < |r| < 1, por lo que

lim |r"| = lim |r|" =
n—o n—ow
y, por tanto, Iim,_,.. 7" = 0 de acuerdo con el teorema 6. Si r < —1, entonces {r"} diverge

como en el ejemplo 7. En la figura 11 se ilustran las graficas de varios valores de r. (El
caso r = —1 se muestra en la figura 8.)

.

0 1 > n r<—1 -

Los resultados del ejemplo 11 se resumen para uso futuro como sigue.

[E] La sucesion {r"} es convergente si —1 < r < 1 y divergente para todos los otros
valores de r

lim r" =

n—o

. 0 si —1<r<i
1 sir=1

Definiciéon Una sucesion {a,} se llama creciente si a, < a,, para todan = 1, es
decir, a; < a, < a; < ---. Se denomina decreciente si a, > a,,, paratodan = 1. Una
sucesion es monotona si es creciente o decreciente.




El lado derecho es menor porque
tiene un denominador mayor.
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EJEMPLO 12 La sucesién {

5 } es decreciente porque
n

3 - 3 3
n+35 m+1)+5 n+6

y, por tanto, a, > a,., paratodan = 1. [
. n .
EJEMPLO 13 Demuestre que la sucesién a, = P decreciente.
n

SOLUCION 1 Se debe demostrar que a,+; < a,, es decir,

n+1 - n
n+1>+1 n+1

Esta desigualdad es equivalente a la obtenida por multiplicacion cruzada:

n+1 - n
nm+1)2+1 n+1

= m+ D@+ 1) <al(n+1)72+1]

= w4+ n+1<nd+2n*+2n

= 1<n+n

Ya que n = 1, se sabe que la desigualdad n> + n > 1 es verdadera. Por tanto, a,,; < a,
y también que {a,} es decreciente.
X

SOLUCION 2 Considere la funcién f(x) = le
X

, x4+ 1 —2x? 1 —x? _ ,
f'x) = o+ 1) = 1) <0 siempre que x~ > 1

Por lo que f es decreciente sobre (1, ®) asi que f(n) > f(n + 1), por tanto {a,} es
decreciente. [ |

(11) Definicién Una sucesion {a,} estd acotada por arriba si existe un nimero M
tal que

a, <M paratoda n = 1

Estd acotada por abajo si existe un nimero m tal que

ms=a, paratodan = 1

Si estd acotada por arriba y por abajo, entonces {a,} es una sucesion acotada.

Por ejemplo, la sucesion a, = n estd acotada por abajo (a, > 0), pero no por arriba. La
sucesion a, = n/(n + 1) estd acotada porque 0 < a, < 1 para toda n.

Se sabe que no toda sucesién acotada es convergente [por ejemplo, la sucesion
a, = (—1)"satisface —1 < a, < 1, pero es divergente del ejemplo 7] y no toda suce-
sién mondtona es convergente (a, = n — ). Pero si una sucesion es tanto acotada como
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FIGURA 12

mondtona, entonces tiene que ser convergente. Este hecho se demuestra en la forma del
teorema 12, pero intuitivamente se entiende por qué es cierto viendo la figura 12. Si
{a,} es creciente y a, < M para toda n, entonces los términos estén forzados a juntarse y
aproximarse a un nimero L.

0[123 n

La demostracion del teorema 12 se apoya en el axioma de completez para el conjunto R de
los niimeros reales, que dice que si S es un conjunto no vacio de niimeros reales que tiene una
cota superior M (x < M para toda x en S), entonces S tiene una minima cota superior b. (Esto
significa que b es una cota superior para S, pero si M es cualquier otra cota superior, entonces
b = M.) El axioma de completez expresa el hecho de que la recta de los nimeros reales no
tiene brechas o agujeros.

[12] Teorema de la sucesién monétona Toda sucesién acotada y monétona es
convergente.

DEMOSTRACION Suponga que {a,} es una sucesién creciente. Ya que {a,} est
acotada, el conjunto S = {a,| n = 1} tiene una cota superior. De acuerdo con el axioma
de completez, tiene una minima cota superior L. Dado ¢ > 0, L — & no es una cota
superior para S (ya que L es la minima cota superior). Por tanto,

ay > L — & para algtn entero N

Pero la sucesion es creciente por lo que a, = aypara toda n > N. Por lo que si n > N,
se tiene

a,>L— ¢
de manera que O0sL—a,<e¢

ya que a, < L. Por lo que,
|L —a,| <e  siemprequen > N

asi que lim , . ..a, = L.
Una demostracion similar (aplicando la médxima cota inferior) funciona si {a,} es
decreciente. [ ]
La demostracion del teorema 12 demuestra que una sucesion creciente y acotada por
arriba es convergente. (De igual manera, una sucesién decreciente que esta acotada por abajo
es convergente.) Este hecho se aplica muchas veces al trabajar con series infinitas.



Con frecuencia, la inducciéon mate-
matica se aplica cuando se trabaja
con sucesiones recursivas. Véase la
pagina 72 donde se encuentra un
andlisis del principio de induccién
matematica.

En el ejercicio 70 se pide una
demostracion de este hecho.

SECCION 11.1 Sucesiones 703

EJEMPLO 14 Investigue la sucesion {a,} definida por la relacién recursiva
a =2  apn =13 +6) paran=12,3,...

SOLUCION Para empezar se calculan los primeros términos:

a, =2 a, =32 +6) =4 as=14+6)=5
a,=3(5+6) =55 as = 5.5 as = 5.875
a; = 5.9375 as = 5.96875 as = 5.984375

Estos términos iniciales hacen pensar que la sucesion es creciente y que los términos
se aproximan a 6. Para confirmar que la sucesion es creciente, se utiliza induccién mate-
mdtica para demostrar que a,+; > a, para toda n = 1. Esto es cierto para n = 1 porque
a, = 4 > a,. Si se supone que se cumple para n = k, entonces se tiene

A1 > Ag
por lo que a1 t6>a,+ 6
y Nagsr + 6) > L(ar + 6)
Asi A2 = A+

Ya se dedujo que a,+; > a,es cierta paran = k + 1. Por tanto, la desigualdad se cum-
ple para toda n por induccidn.

Luego se verifica que {a,} estd acotada demostrando que a, < 6 para toda n. (Ya que
la sucesion es creciente, se sabe que tiene una cota inferior: a, = a, = 2 para toda n.)
Se sabe que a; < 6, por lo que la aseveracion es cierta para n = 1. Si se supone que se
cumple para n = k. Entonces

a, <6
por lo que ay+6<12
y Har + 6) <3(12) = 6
Asi a1 <6

Esto demuestra, por induccién matematica, que a, < 6 para toda n.

Como la sucesion {a,} es creciente y acotada, el teorema 12 garantiza que tiene un limite.
El teorema no dice cudl es el valor del limite, pero ahora que se sabe que L = lim, _, .. a,
existe, por lo que se puede aplicar la relacion recursiva para escribir

lim a,+; = lim 3(a, + 6) = %(h’m a, + 6) =3(L +6)

Como a, — L, también se deduce que a, . ; — L (también cuando n — %, n + 1 — ).
De este modo se tiene

L=35(L+6)

Al resolver esta ecuacién para L, se determina que L = 6, tal como se habia predicho. [ ]
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11.1 EJERCICIOS

1. (a) (Qué es una sucesioén?
(b) {Qué significa decir que lim, ... a, = 8?
(c) ¢Qué significa decir que lim, _, . a, = ©?

2. (a) (Qué es una sucesion convergente? Dé dos ejemplos.
(b) ¢(Qué es una sucesion divergente? Dé dos ejemplos.

3-12 Liste los primeros cinco términos de la sucesion.

2" n®—1
3. a, = 4. a, = —
2n + 1 n-+1
5 _2n 6 3
T IR EY
3(—1)
7. a, = (') 8. {2:4-6-----(2n)}
n!

9. a, = 1, Apv1 = 5(1” -3

10. a; =6, a,+ =

11. a, :2, An+1 =

12. a1 =2, a; =1, aue1 = an — ap-1

13-18 Encuentre una férmula para el término general a, de la
sucesion, suponiendo que se mantenga el patrén de los primeros
términos.

1B {5 6p10 )

14. {4 -1.5-% & ...}
15. {-3,2,-4.5, %5, ...
16 {1, —4.5, —27. 40}
17.{3,-$3-%.%....}

18. {1,0,-1,0,1,0, —1,0,...}

19-22 Calcule, con una aproximacién de cuatro decimales, los
primeros diez términos de la sucesion y tselos para trazar la
grafica a mano de la sucesion. ;Parece tener limite la sucesion?
Si es ast, calcilelo. Si no, explique por qué.

3 -1)"
19. a, = n 20.an=2+!
1+ 6n n
. 10"
21, a, =1+ (-}) 2. a4, =1+

23-56 Determine si la sucesion converge o diverge. Si converge,
encuentre el limite.

3+ 5n° 3+ 5n°
23. a, = —— 24, a, = ———
n+n 1+n
n4
25. a, = —5——— 26. a, = 2 + (0.86)"
n’ — 2n

3yn

27. a, = 3"77" 28. a, =
Vn +2
— 471
29, q, = e V" 30. a, =
1 +9"
1 + 4n? nm
31. a, = —_— 32. a, = cos
1+n n+1
2nr n+1
33. a, = tan 34. a, =
1+ 8n On + 1
(_l)n—ln (_l)nn3
35.a, = —5—— 36. a, = ———5——
“ n® + 1 “ n®+ 2n*+ 1
37 2n — 1)! 38 Inn
“l@n+ 1) “|n2n
tan 'n
39. {senn} 40. a, =
n
e+ e
41. {2”1} 42. a,=Inn+1)—Inn
e —
2
43. a, = CO;" 44. q, = Y2
45. a, = n sen(1/n) 46. a, = 27"cos nr

2\ —
47. q, = <1 + > 48. a, = ¥n
n

49. a, = In(2n* + 1) — In(n> + 1)

sen 2n
1+ Vn
51. a, = arctan(In n)

5. a,=n—+n+1+n+3

53. {0,1,0,0,1,0,0,0,1,...}

50. a, =

11111111
54. 1 1,3:2:4>3:5:4>65-



55. a, = j

57-63 Con la ayuda de una grafica de la sucesion, establezca si
la sucesién es convergente o divergente. Si es convergente, infiera
el valor del limite a partir de la grafica y luego demuestre su
conjetura. (Vedse la nota al margen de la pagina 699 relacionada
con la advertencia sobre las graficas de sucesiones.)

57

59

n senn
= (—-1)'——— 58. a, =
=1 n+1 “ n

n?
a, = arctan| ———
n-+4

3+ 2n

N 8n% +n

60. a, = /3" + 5"

61. a, =
62. a, = @n -1
n!
63 1'3'5-""(2n—l)
o ay =
(2n)"
64. (a) Determine si la sucesion definida como sigue es

65

66

67

convergente o divergente:

a =1 a1 =4 — a, paran = 1

(b) ¢Qué ocurre si el primer término es a;, = 2?

Si se invierten 1000 délares a 6% de interés compuesto
anualmente, entonces 7 afios después la inversion tiene un
valor de a, = 1000(1.06)" délares.

(a) Determine los primeros cinco términos de la sucesion {a,}.
(b) ¢(La sucesion es convergente o divergente? Explique.

Si se depositan 100 d6lares al final de cada mes en una cuenta
que paga 3% de interés al afio capitalizado mensualmente, la
cantidad de interés acumulado después de n meses estd dada
por la sucesion

. )

1.0025" — 1
L =10 ——————
< 0.0025
(a) Encuentre los primeros seis términos de la sucesion.
(b) (Cuénto interés habrd obtenido después de dos afios?
En una granja piscicola se tienen 5000 bagres en un estanque
de crias. El niimero de bagres aumenta en 8% al mes y el
productor cosecha 300 bagres al mes.
(a) Demuestre que la poblacién P, de bagres después de n
meses estd dada recursivamente por

P, = 1.08P,-; — 300 Py = 5000

(b) (Cudntos bagres hay en el estanque después de seis meses?

68.

69.
70.

71.

SECCION 11.1 Sucesiones 705

Determine los primeros 40 términos de la sucesion definida por
1
2 an
Ayl =
o {3a,, +1

y a; = 11. Haga lo mismo si a; = 25. Infiera con respecto al
tipo de sucesion.

si a, es un nimero impar
si a, es un nimero par

(Para qué valores de r converge la sucesion {nr'}?

(a) Si{a,} es convergente, demuestre que
lim a,+; = lim a,
n—>w0 n—>o0

(b) Una sucesion {a,} se define pora; = 1y
a,+,=1/(1 + a,) paran = 1. Si se supone que
{a,} es convergente, calcule su limite.

Suponga que se sabe que {a,} es una sucesion decreciente
y que todos sus términos estdn entre los nimeros 5 y 8.
Explique por qué la sucesion tiene un limite. ;Qué puede
decir respecto al valor del limite?

72-78 Determine si la sucesion es creciente, decreciente
0 es no monotona. ;Esta acotada la sucesion?

72. a, = cosn
73 ! 74 Lon
cay=———— . a, =
2n + 3 2+n
1 (="
75. a, = n+ — 76. a, = 2 +
n n
77. a, =3 — 2ne’ " 78. a,=n*—3n+3
79. Encuentre el limite de la sucesién
{ﬂ, V242, 2\/2\_5}
80. Una sucesion {a,} estd dada por a; = \/E Anir = 2 + ay.
(a) Mediante induccién u otro método, demuestre que {a,} es
creciente y que su cota superior es 3. Aplique el teorema
de sucesion mondtona para demostrar que lim, .. a,
existe.
(b) Determine lim, . a,,
81. Demuestre que la sucesion definida por
1
a; =1 a1 =3 — —
day
es creciente y a, < 3 para toda n. Deduzca que {a,} es
convergente y encuentre su limite.
82. Demuestre que la sucesion definida por

1

=9 -
& 3 —a,

Ap+1 =

satisface 0 < a, < 2y es decreciente. Deduzca que la
sucesion es convergente y encuentre su limite.
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83.

84.

A 8s.

86.

87.

88.
89.

920.
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(a) Fibonacci plante6 el problema siguiente: suponga que los
conejos viven toda la vida, que cada mes todas las parejas
tienen un nuevo par de conejitos, los cuales empiezan a
ser productivos a la edad de dos meses. Si empieza con
una pareja de recién nacidos, jcudntas parejas de conejos
tendrd en el n-ésimo mes? Demuestre que la respuesta es
f.» donde {f,} es la sucesion de Fibonacci que se define

en el ejemplo 3(c).

Sea a, = f,./f, demuestre que a,—; = 1 + 1/a,,. Supo-
niendo que {a,} es convergente, determine su limite.

Seaa; = a,a, = fla), a; = flax) = fifl@))...., avrr = flay),
donde f'es una funcién continua. Si lim, ... a, = L,
demuestre que f(L) = L.

Tustre el inciso (a) haciendo fix) = cosx,a =1,y
estimando el valor de L con una aproximacién de cinco
cifras decimales.

(b

=

(a

N

(b

=

(a

Nasd

Mediante una gréfica, deduzca el valor del limite

(b) Con una gréfica de la sucesién del inciso (a) calcule los
valores mds pequefios de N que correspondena e = 0.1 y
& = 0.001 en la definicién 2.

Aplique directamente la definicion 2 para demostrar que
lim, ... " = 0 cuando |r| < 1.

Demuestre el teorema 6.
[Sugerencia: utilice la definicién 2 o el teorema de la
compresion.]

Demuestre el teorema 7.

Demuestre que si lim, ... a, = 0y {b,} es acotada, entonces
lim, - .. (a,b,) = 0.

1 n
Seaa, = <1 + > .
n

(a) Demuestre que si 0 < a < b, entonces

n+1 n+l

LAY

b —

(b) Deduzca que b"[(n + 1)a —nb] < a"*!.

(¢) Utilicea=1+1/(n+ 1)yb= 1+ 1/ndel inciso (b)
para demostrar que {a,} es creciente.

(d) Usea=1yb =1+ 1/(2n)en el inciso (b) para demos-
trar que a,, < 4.

(e) Mediante los incisos (¢) y (d) demuestre que a, < 4 para
toda n.

(f) Utilice el teorema 12 para demostrar que lim,—...(1 + 1/n)"
existe. (El limite es e. Véase la ecuacion 3.6.6.)

91.

92.

93.

Sean a y b nlimeros positivos con a > b. Sea a, la media
aritmética y b, la media geométrica:

a+b

> b[z\/g

a; =

Repita el proceso tal que, en general

a, + b,

) by =

An+1 = ay bn

(a) Mediante la induccién matemadtica demuestre que

an > ayr1 > byr1 > b,

(b) Deduzca que tanto {a,} como {b,} son convergentes.

(c) Demuestre que lim, .. a, = lim, —... b,. Gauss llam¢ al
valor comiin de estos limites la media aritmética-
geométrica de los nimeros a y b.

(a) Demuestre que si lim, ... a;, = Ly lim, .. ay,+1 = L
entonces {a,} es convergente y lim, ... a, = L.
(b) Siai=1y
1
1 + a,

ap+1 — 1+
calcule los primeros ocho términos de la sucesion
{a,}. Luego use el inciso (a) para demostrar que
lim,~.a, = \/5 Esto da el desarrollo en fraccion
continua

ﬁ:1+71
24+ ——
2+ ...

El tamafio de una poblacién inalterada de peces se ha
modelado mediante la férmula

bp,
a+ p,

DPn+1 =

donde p, es la poblacién de peces después de n aflos, y a'y b son
constantes positivas que dependen de las especies y su medio
ambiente. Suponga que la poblacién en el afio 0 es p, > 0.
(a) Demuestre que si {p,} es convergente, entonces los tnicos
valores posibles de este limite son 0y b — a.
(b) Demuestre que p,.; <(b/a)p,.
(c) Mediante el inciso (b) demuestre que si a > b, entonces
lim, —.. p, = 0; en otras palabras, la poblacién muere.
(d) Ahora suponga que a < b. Demuestre que si
po < b — a, entonces {p,} es creciente y
0 < p,<b — a. Demuestre que si p,> b — a, entonces
{p.} es decreciente y p, > b — a. Deduzca que si a < b,
entonces lim, ... p, = b — a.
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PROYECTO DE LABORATORIO E® SUCESIONES LOGISTICAS

11.2 Series

El récord actual para calcular una
aproximacién decimal de 7 lo obtu-
vieron Shigeru Kondo y Alexander
Yee en 2011 y contiene mds de 10
billones de decimales.

Una sucesion que surge en ecologfa como un modelo para el crecimiento poblacional se define
por medio de la ecuacion logistica en diferencias

Pn+1 = kpn(l - pn)

donde p, mide el tamafio de la poblacién de la n-ésima generacion de una sola especie. Para man-
tener manejables los nimeros, p,es una fraccién del tamafio maximo de la poblacién, por lo que
0 =< p, = 1. Observe que la forma de la ecuacién es similar a la ecuacién diferencial logistica de
la seccion 9.4. El modelo discreto, con sucesiones en lugar de funciones continuas, es preferible
para modelar las poblaciones de insectos, en las cuales el apareamiento y la muerte ocurren de un
modo periédico.

Un ecologista se interesa en predecir el tamafio de la poblacién a medida que el tiempo
avanza, y plantea estas preguntas: ;se estabilizard en un valor limite?, ;cambiard de manera
ciclica? o jmostrard un comportamiento aleatorio?

Escriba un programa para calcular los 7 primeros términos de esta sucesién con una pobla-
cion inicial p,, donde 0 < p, < 1. Con este programa efectie lo siguiente:

1. Calcule 20 o 30 términos de la sucesion para p, = % y para dos valores de & tales que 1 < k < 3.
Grafique cada sucesion. ;Parecen converger? Repita para un valor distinto de p, entre Oy 1.
(El limite depende del valor elegido de p,? { Depende del valor elegido de k?

2. Calcule términos de la sucesion para un valor de k entre 3 y 3.4 y dibdjelos. ;Qué observa con
respecto al comportamiento de los términos?

3. Experimente con valores de k entre 3.4 y 3.5. ; Qué sucede con los términos?

4. Para valores de k entre 3.6 y 4, calcule y dibuje por lo menos 100 términos y comente el com-
portamiento de la sucesion. ;Qué sucede si cambia p, por 0.001? Este tipo de comportamiento
se llama cadtico y lo muestran poblaciones de insectos bajo ciertas condiciones.

(A qué se refiere cuando se expresa un nimero con una cantidad infinita de decimales?
Por ejemplo, qué significa escribir

m = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 ...

La convencién que hay detrds de la notacién decimal es que cualquier nimero con una
cantidad infinita de decimales se puede escribir como una suma infinita. Aqui, el signi-
ficado es que

donde los puntos suspensivos (...) indican que la suma continda por siempre y que cuan-
tos mds términos se agreguen, se estard mas cerca del valor verdadero de 7.

En general, si se trata de sumar los términos de una sucesion infinita {a.}.-,, se obtiene
una expresion de la forma

1) atata+---ta, -

que se denomina serie infinita (o solo serie) y se denota con el simbolo

o0
Xa, o  Xa,
n=1

Pero ;tiene sentido hablar de suma de una infinidad de términos?
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" Suma de los primeros
n términos
1 0.50000000
2 0.75000000
3 0.87500000
4 0.93750000
5 0.96875000
6 0.98437500
7 0.99218750
10 0.99902344
15 0.99996948
20 0.99999905
25 0.99999997

Serfa imposible encontrar la suma finita de la serie
1+2+3+4+5+-+n+---

porque si se suman los términos, se obtienen sumas acumulativas 1, 3, 6, 10, 15, 21, ...
y después del n-ésimo término, se llega a n(n + 1)/2, lo cual resulta muy grande cuando
n se incrementa.

Sin embargo, si se empieza por sumar los términos de la serie

1 1 1
b ey

1
+ _
16 32 o4 2"

111
—+ =+ —+
2 4 8

se obtiene 3, 2, 2,12 31 '8 1 — /2" .. En la tabla se puede ver que cuando se
suman mds y mas términos, estas sumas parciales se vuelven mas y mds cercanas a 1.
(Véase también la figura 11 en Un adelanto del cdlculo en la pagina 6.) De hecho, al sumar
suficientes términos de la serie es posible hacer que las sumas parciales sean tan cercanas
a 1 como se quiera. Asi que es razonable decir que la suma de esta serie infinita es igual a 1
y escribir

1 1
+ + — 4+ i+ —+ .- =1
16 2"

501 1 1 1
= — 4+ — _
,212" 2 4 8

Se usard una idea similar para determinar si una serie infinita (1) tiene o no tiene
suma. Se consideran las sumas parciales

ST = a;

S =a; + a
s3=a; + a + as

sS4 =a; ta,+as+ as

y, en general,

n

sn=a1+a2+a3+'-'+anzzai
i=1

Estas sumas parciales forman una nueva sucesion {s,}, la cual puede tener o no tener un
limite. Si lim, ... s, = s existe (como un nimero finito), entonces, como en el ejemplo
anterior, recibe el nombre de suma de la serie infinita >a,,.

@ Definicion Dada una serie 2,-1a, = a1 + a» + a3 + -+ -, sea s, la n-ésima
suma parcial:

n

s,,=2a,-=a1+a2+--~+a,,

i=1

Si la sucesion {s,} es convergente y lim, ... 5, = s existe como un ndmero real,
entonces la serie 2a, se dice convergente y se escribe

a+a +---+a,+--- =35 o 2 a,=s
n=1

El niimero s se llama suma de la serie. Si la sucesion {s,} es divergente, entonces
la serie es divergente.




Compare con la integral impropia
J'f f(x) dx = lim fl’ f(x) dx
prre

Para determinar esa integral se inte-
grade 1 aty después se hace que

t — . En el caso de series, se
suma desde 1 hasta n 'y después se
hace que n — .

La figura 1 proporciona una demos-
tracion geométrica del resultado del
ejemplo 2. Si los tridngulos se cons-
truyen como se indica y s es la suma
de la serie, entonces, por tridngulos

semejantes
s a
—=——— porloque s =
a a-—ar 1—r
(17'3
a’.Z
ar®
ar
a—ar ar
N
a a
a
FIGURA 1
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Por lo que la suma de una serie es el limite de la sucesion de sumas parciales. Asi que
cuando se escribe =,-; a, = s, quiere decir que al sumar suficientes términos de la serie,
se puede llegar tan cerca como se quiera al nimero s. Observe que

a;

-

%
E a, = lim
n=1 n—®

i=1

EJEMPLO 1 Suponga que se sabe que la suma de los primeros n términos de la serie
-1 ay,€s

2n

S, =arta+---+a,=—""
T 3n +5

Entonces la suma de la serie es el limite de la sucesion {s,}:

z 2n 2 2
, = lim s, = lim ——— = lim ———— = — n
2 an = lim o, = lim T700 = lim 3
3+ =
n

En el ejemplo 1 se da una expresion para la suma de los primeros n términos, pero
usualmente no es facil encontrar tal expresion. Sin embargo, en el ejemplo 2, se tiene
una famosa serie para la cual se puede encontrar una férmula explicita para s,,.

EJEMPLO 2 Un importante ejemplo de una serie infinita es la serie geométrica
at+artar?+arr+ a4 =D ! a#+0
n=1

Cada término se obtiene a partir del término precedente multiplicindolo por la razén
comun r. (Ya se ha considerado el caso especial cuando a = % yr= % en la pagina
708.)

Sir=1,entonces s, =a + a+ -+ a=na— **. Yaque lim,_.. s,n0 existe,
la serie geométrica diverge en este caso.

Sir # 1, se tiene

ss=a-+ar+ar*+ -+ ar"!

y IS, = ar+ar*+ -+ ar”' + ar”

Al restar estas ecuaciones se obtiene

Sy — rs, = a— ar”"

E] ] :a(l—r")

1—r

Si—1<r<1,sesabede (11.1.9) que r* — 0 cuando n — %, por lo que

al—r") ~ a  a a

lim s, = lim
n—>o0 n—e ] —r 1—r 1 —rno= 1—r

Por lo que, cuando |7|< 1, la serie geométrica es convergente y su suma es a/(1 — r).
Sir< —1o,r>1,lasucesion {r"} es divergente de acuerdo con (11.1.9) y, de ese

modo, conforme la ecuacién 3, lim, ... s, no existe. Por tanto, la serie geométrica diverge

en esos casos. [ |
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En palabras: la suma de una
serie geométrica convergente es

primer término
1 — razén comin

(Qué se quiere realmente decir
cuando se afirma que la suma de

la serie del ejemplo 3 es 3? Por
supuesto, no se puede sumar una
infinidad de términos de uno en uno.
Pero, de acuerdo con la definicion 2,
la suma total es el limite de la
sucesion de sumas parciales. De
este modo, al efectuar la suma

de suficientes términos, se acerca
tanto como se quiera al nimero 3.
La tabla muestra las primeras diez
sumas parciales s, y en la gréfica

de la figura 2 se ilustra cémo la
sucesion de las sumas parciales se
aproxima a 3.

Otra manera de identificar a y r es
escribir los primeros términos.

4+ 484

Los resultados del ejemplo 2 se resumen como sigue.

La serie geométrica

«
SMar*'=a+ar+ ar*+ -
n=1

es convergente si | 7|< 1y su suma es

a
1 —r

]r|<1

-
Sart! =
n=1

Si |r| = 1, la serie geométrica es divergente.

EJEMPLO 3 Calcule la suma de la serie geométrica

10 . 20 _ 40 4 |
5_3+9 7t

SOLUCION EI primer término es a = 5y la razén comin es r = — % Como |r| = % <1,
la serie es convergente por (4) y su suma es

_10,20 4, __ 5
309 27

S, s
5.000000
1.666667
3.888889
2.407407
3.395062
2.736626
3.175583 :
2.882945
3.078037
2.947975

O 00 9 N N kA WD = 3

—_
(=)

FIGURA 2

EJEMPLO 4 La serie >, 22"3'™", ;es convergente o divergente?

n=1

SOLUCION Escriba el n-ésimo término de la serie en la forma ar”"~':

< B - - it 4" z n—1
D L 24(%)

n=1 3 n

. . . . L. 4
Se identifica esta serie como una serie geométrica cona = 4y r = 3. Como r > 1, la
serie diverge, de acuerdo con (4). u

EJEMPLO 5 Se administra un farmaco a un paciente a la misma hora todos los dfas.
Suponga que la concentracién del farmaco es C, (medido en mg/mL) después de la
inyeccion en el n-ésimo dia. Antes de la inyeccion del dia siguiente, solo 30% del
farmaco permanece en el torrente sanguineo y la dosis diaria aumenta la concentracién
en 0.2 mg/mL.

(a) Encuentre la concentracion después de tres dias.
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(b) (Cual es la concentracién después de la n-ésima dosis?
(c) (Cual es la concentracién limite?

SOLUCION
(a) Justo antes de que se administre la dosis diaria del medicamento, la concentracién
se reduce a 30% de la concentracion del dia anterior; es decir, 0.3C,. Con la nueva
dosis se incrementa la concentracién en 0.2 mg/mL y asi

C.v1 =02+ 0.3C,

Comenzando con C, = 0 y sustituyendo n = 0, 1, 2 en esta ecuacion, se obtiene

C,=02+03C =02
C, =02+ 03C, =02+ 0.2(0.3) = 0.26

G =02+ 03C

0.2 + 0.2(0.3) + 0.2(0.3)% = 0.278

La concentracién después de tres dias es 0.278 mg/mL.
(b) Después de la n-ésima dosis la concentracion es

C, =02 + 0.2(0.3) + 0.2(0.3)% + --- + 0.2(0.3)"""

Esta es una serie geométrica finita con a = 0.2 y r = 0.3, por la férmula 3 se tiene

_02[1 - (03] _ 2

Cn
1-03 7

[1 —(0.3)"] mg/mL

(c) Debido a que 0.3 < 1, se sabe que lim, —... (0.3)" = 0. Por tanto, la concentracién
Iimite es

2 2 2
lim C, = lim 7[1 - (0.3)"] = 7(1 -0) = 7mg/mL [ ]

EJEMPLO 6 Escriba el nimero 2.317 = 2.3171717. . . como una razén de enteros.
SOLUCION

2T, = 23 4+ L 1T
. PR . 1()3 105 107

Después del primer término se tiene una serie geométrica cona = 17/10°y r = 1/10%
Por tanto

17 17
— 10° 1000
2317 =23+ ——— =23+ ——
1 99
- 00
10 100

23 17 1147
10 990 495

EJEMPLO 7 Encuentre la suma de la serie % x" donde |x| < 1.

SOLUCION Observe que esta serie inicia con n = 0 y por eso el primer término x° = 1.
(En las series, se adopta la convencion de que x° = 1 aun cuando x = 0.)



712 CAPITULO 11

En Module 11.2 se explora una
serie que depende de un dngulo 6 en

un tridngulo y permite ver qué tan ra-
pido converge la serie cuando varfa 6.

Observe que los términos se elimi-
nan en pares. Este es un ejemplo
de una suma telescopica: debido a
todas las eliminaciones, la suma se
colapsa (como el telescopio de un
pirata) en solo dos términos.

En la figura 3 se ilustra el ejemplo 8

y se muestra la grafica de la sucesion
de términos a, = 1/[n(n + 1)] y la
sucesion {s,} de sumas parciales.
Observe que a, — 0y s, — 1. Véanse
los ejercicios 78 y 79 donde se
tratan dos interpretaciones geométri-
cas del ejemplo 8.

FIGURA 3

Sucesiones y series infinitas

Por lo que

Sx'=1+x+x2+x+x*+---
n=0
Esta es una serie geométrica finitacona = 1 y r = x. Ya que Irl = Ix| < 1, esta converge

y (4) da

z 1
@ Zo * 1 —x .
EJEMPLO 8 Demuestre que la serie 2 P es convergente, y determine
n=1 HI\N

Su suma.

SOLUCION Esta no es una serie geométrica, por lo que se vuelve a la definicién
de una serie convergente y se calcula la suma parcial.

I T 1

)= = + + o ———
s ,»zzli(i—l—l) 1.2 2:3 3-4 n(n + 1)

Se puede simplificar esta expresion si se utiliza la descomposicién de la fraccién parcial

1

(e

(véase seccidn 7.4). Por tanto, se tiene

(F-7)

-3

s”zg (l+1) =
1 1 1 1
=l1-=)+|=- -+ 4+ -
2 2 4 n+1
1
= 1 —
n+1
. . . 1
y asi Iims, = lim | 1 — =1-0=1
n—oo n—oo n—+1
Por tanto, la serie es convergente y
S |
=1
g (n +1)
1+
{s.}
{a,}
e >




El método usado en el ejemplo 9
para demostrar que la serie armo-
nica diverge es original del francés
Nicole Oresme (1323-1382).
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EJEMPLO 9 Demuestre que la serie arménica

%

1
> —=1+
n

n=1

e SR

1,11
2 3 4

es divergente.

SOLUCION Para esta serie particular es conveniente considerar las sumas parciales s,,
S45 Sg S165 S32,-.. ¥ demostrar que se hacen muy grandes.

S2:1+§

Syl (it Lo (1) 42
ss=1l+i+ A+ )>1 40+ +1)=1+2
S s e

St (e (rieded)
=l+5+3+4=1+3
Y | R T
RS S R PR R PY PSR
=l+5+5+3+4=1+3

En forma similar, s3 > 1 + %, Ses > 1 + g, y, en general

n
52">1+3

Esto demuestra que s,» — o cuando n — o y por eso {s,} es divergente. Debido a eso, la
serie armonica diverge. [ |

@ Teorema Si la serie >, a, es convergente, entonces lim a, = 0.
n—>wx

n=1

DEMOSTRACION Seas, = a, + a» + --- + a,. Entonces a, = s, — s,_;. Ya que
Sa, es convergente, la sucesion {s,} es convergente. Sea lim,,.. s, = s. Comon — 1 —>

cuando n — oo, también se tiene lim, .. s, -, = s. Por lo tanto,
lim a, = lim(s, — s,-1) = lims, — lim s, = s —s =0 m
n—o n—o n—o n—o

NOTA 1 Con cualquier serie >a, se asocian dos sucesiones: la sucesion {s,} de sus
sumas parciales y la sucesion {a,} de sus términos. Si Za, es convergente, entonces el
limite de la sucesion {s,} es s (la suma de la serie) y, como establece el teorema 6, el limite
de la sucesién {a,} es 0.

NOTA 2 En general, el inverso del teorema 6 no se cumple. Si lim, - . a, = 0,
se puede concluir que Za, es convergente. Observe que para la serie arménica 21/n se
tiene @, = 1/n — 0 cuando n — %, pero ya se demostré en el ejemplo 9 que 21/n
es divergente.

La prueba de la divergencia Si 1im a, no existe o si lim a, # 0, entonces la
o0 n—o n—

serie > a, es divergente.

n=1
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La prueba de la divergencia se deduce del teorema 6 porque si la serie no es divergente,
entonces es convergente y, por tanto, lim, . .a, = 0.

2

EJEMPLO 10 Demuestre que la serie > 2n—+4 es divergente.

n=1 JN
SOLUCION
Ii i = ! —_—
ma,=1lim———F=I1lim— = —
n—>c n—=e 5n* + 4 == 54+ 4/n* 5
Por lo que la serie diverge de acuerdo con la prueba de la divergencia. [ ]

NOTA 3 Si se encuentra que lim, _,.a, # 0, se sabe que Xa, es divergente. Si se tiene
que lim, _..a, = 0, nada se sabe con respecto a la convergencia o la divergencia de 2a,.
Recuerde la advertencia de la nota 2: si lim, ...a, = 0, la serie 2a, podria ser convergente
o divergente.

Teorema SiXa,y 2b,son series convergentes, entonces también lo son las series
2ca, (donde c¢ es una constante), 2(a, + b,) y 2(a, — b,), y

© %
A D ca,=c a,
n=1 n=1

1) > (a, + b)) =D a,+ > b,
n=1 n=1

n=1

(iii) 200: (a, — by) = i an — i b,
n=1 n=1

n=1

Estas propiedades de las series convergentes se infieren de las leyes de los limites
correspondientes a las sucesiones de la seccion 11.1. Por ejemplo, aqui se demuestra la
parte (ii) del teorema 8:

sea

n o n
sn=2ai S=2an thEbi tzEbn
i=1 n=1 =1

La n-ésima suma parcial de la serie 2(a, + b,) es
u, — E (a,- + b,)
i=1

y, usando la ecuacion 5.2.10, se tiene
n

lim u, = lim >, (a; + b;) = lim (2 a+ > b,-)
e\ =1 i=1

n—w n—wo ;7|

=lims,+ lim¢ =5+ ¢

n—o n—o

Por tanto, 2(a, + b,) es convergente y su suma es

San+b)=s+t=2a,+ 2 b, =
n=1 n=1

n=1
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EJEMPLO 11 Determine la suma de la serie i _3 + 1 .
nn+1) 2"

n=1

SOLUCION La serie 21/2" es una serie geométrica con a = % yr= %, por lo que

= 1
— = =1
Zl 2" 1 —3%
En el ejemplo 8 se encuentra que
z 1
=1
g nn + 1)

Por lo que por el teorema 8, la serie dada es convergente y

1
2"

2(4 1)—32 +i

nn+1) 2" a4+ 1)
=3-1+1=4 n

NOTA 4 Una cantidad finita de términos no afecta la convergencia o divergencia de
una serie. Por ejemplo, suponga que se es capaz de demostrar que la serie
,E nd+1
es convergente. Ya que
1 2 3 -
J— + —_ _
2 9 28 ,E

= n
En3+l_

se deduce que toda la serie =;—; n/(n* + 1) es convergente. Asimismo, si se sabe que la
serie X,-y+1 a, €s convergente, entonces toda la serie

Ya, =2 a,+ 2 an
n=1

ﬂMz

n=N+1
es también convergente.
11.2 EJERCICIOS
1. (a) (Cudl es la diferencia entre una sucesion y una serie? 7 i senn i
(b) (Qué es una serie convergente? ;Qué es una serie divergente? A = n(n + 1)

2. Explique qué significa decir que =1 a, = 5.
3-4 Calcule la suma de la serie 2 ;- a, cuyas sumas parciales 9-14 Encuentre por lo menos 10 sumas parciales de las series.
estan dadas. Trace la gréfica tanto de la sucesién de los términos como la

n?—1 sucesion de las sumas parciales en la misma pantalla. ;Cémo
3.5, =2 —3(0.8)" 4. 5, = P parece ser la serie, convergente o divergente? Si es convergente,

determine la suma. Si es divergente, explique por qué.

5-8 Calcule los primeros ocho términos de la sucesién de sumas .
parciales con una aproximacién de cuatro decimales. ;Las series 9. >
parecen que convergen o divergen? =

2

e 4+n

10. > cosn

n=1

| =
W |
EY

11.

51
6. > =
n=1

M

n

I -
1<\/n \/n-i—l) gn(n+2)
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13.
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1
n+ 1

£
>
n=1

14.

Sucesiones y series infinitas

= 1 1
> (sen — sen
n

n=1 n+1

15.

2n

Sead, = ———.
T 3

(a) Determine si {a,} es convergente.

(b) Determine si %, a, es convergente.

16. (a) Explique la diferencia entre

(b) Explique la diferencia entre

n

Eai y

i=1

17-26 Determine si la serie geométrica es convergente
o divergente. Si es convergente, calcule la suma.

17.
19.
20.

21.

23.

25.

16 64
34+ -6,

10-2+04—-0.08 +---

1+ 04+ 0.16 + 0.064 + ---

> 12(0.73)"!
n=1

n=1 4"
i eZn
ot 6n71

24,

26.

27-42 Determine si la serie es convergente o divergente. Si es
convergente, encuentre su suma.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

1 1 1 1 1
—t =t =t =+ —
3 6 9 12 15
1 2 1 2 1
J— 7+7 PR PR
3 9 27 81 243
> 24+n

,211—2n

S grrig

n=1

= 1

214+e’”

+ ..

2
729
© k2
30. S kP—2k+5
32, D [(-02)" + (0.6)" ']

34.

36.

w
v
M

arctan n 40.

=
il
M
PR
Dl
+
ENEN]
~—

S
—
M

1 1 —
— 42,
1(2” n(n + 1)) Zl n?

43-48 Determine si la serie es convergente o divergente al
expresar s, como suma telescopica (como en el ejemplo 8). Si es
convergente, encuentre su suma.

Z 2 = n

43, 44 1
7122 I’l2 -1 yg] n n+ 1
z 3 < 1 1

45, > — > 46. -
Z']n(n-i-S) %(ﬁ n+1)
S (,1/n 1) S 1

47. > (e —e ) 48. > —;
n=1 n=2 N —n

49. Seax = 0.99999...

(a) ¢Qué piensa usted, que x < 1 oque x = 1?

(b) Sume una serie geométrica para determinar el valor de x.
(c) (Cuantas representaciones decimales tiene el 1?

(d) ¢Cudles nimeros tienen mds de una representacion

decimal?
50. Una sucesién de términos estd definida por

a =1 a,= (5 —n)a,-
Calcule =7-, a,.

51-56 Exprese el nimero como un cociente de enteros.

51. 0.8 = 0.8888 ... 52. 0.46 = 0.46464646 . ..

53. 1.5342 54. 7.12345

55. 1.234567 56. 5.71358

57-63 Calcule los valores de x para los cuales la serie converge.
Determine la suma de la serie para dichos valores de x.

57. > (—=5)"x" 58. > (x + 2)"
n=1 n=1
= (x — 2} “
50. 3 u 60. S (—4)"(x — 5)"
n=0 3 n=0
= 2" Z, sen'x
61. > — 62. > —
n=0 X n=0 3
63. > e
n=0




e

64. Se ha visto que una serie arménica es una serie divergente

cuyos términos se aproximan a (. Demuestre que

= 1
> ln(l + >
n=1 n

es otra serie con esta propiedad.

BH 65-66 Utilice la instruccion de las fracciones parciales en su
sistema algebraico computacional para encontrar una expresion
conveniente para la suma parcial, y luego use esta expresion para
encontrar la suma de la serie. Compruebe su respuesta usando
directamente el SAC a la suma de la serie.

65. >

Z 3n*+3n+ 1 66 i 1
(n* + n)’ e’ =50 + 4n

n=1

67

68

69

70

71

72

.

Si la n-ésima suma parcial de una serie 2= a, es

n—1

Sp =
n+1

determine a,y == a,.

Si la n-ésima suma parcial de una serie == a, es
s, =3 — n27", determine a,y =,=1 dn.

Un médico receta 100 mg de tabletas de antibidtico para

tomar cada ocho horas. Justo antes de cada toma, 20%

del medicamento permanece en el cuerpo.

(a) (Cudnto del medicamento estd en el cuerpo justo después
de que se toma la segunda tableta? ;Después de la tercera
tableta?

(b) Si Q, es la cantidad de antibidtico en el cuerpo justo
después de la n-ésima tableta, encuentre una ecuacién
que expresa Q,+, en términos de cantidad de Q,,.

(c) ¢Qué cantidad de antibidtico permanece en el cuerpo a
largo plazo?

A un paciente se le inyecta un medicamento cada 12 horas.
Inmediatamente antes de cada inyeccidn, la concentracion
del farmaco se ha reducido 90% y la nueva dosis aumenta la
concentracion por 1.5 mg/L.
(a) ¢Cuadl es la concentracion luego de tres dosis?
(b) Si G, es la concentracién luego de la n-ésima dosis,
encuentre una férmula para C, como una funcién
de C,.
(c) (Cudl es el valor limite de la concentracién?

Un paciente toma 150 mg de una medicina a la misma

hora cada dia. Justo antes de tomar cada tableta, 5% del

medicamento permanece en el cuerpo.

(a) (Qué cantidad de medicina estd en el cuerpo después de
la tercera tableta? ; Después de la n-ésima tableta?

(b) ¢Qué cantidad de medicina queda en el cuerpo a largo plazo?

Después de inyectar una dosis D de insulina, la concentracion

de insulina en el sistema del paciente decae de manera

exponencial, asi que puede expresarse como De™, donde ¢

representa el tiempo en horas y @ es una constante positiva.

(a) Siladosis D se inyecta cada T horas, escriba una expre-
sion para la suma de la concentracion residual justo antes
de la (n + 1)-ésima inyeccion.

73

74

75

.

76

77

A4 78.
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(b) Determine la concentracién limite antes de inyectar.

(c) Sila concentracién de insulina debe siempre permanecer
en o por encima de un valor critico C, determine la dosis
minima de D en términos de C,a y T.

Cuando el dinero se gasta en bienes y servicios, quienes

lo reciben también gastan un poco de él. Las personas que

reciben algo del dinero gastado dos veces, gastardn algo

de dicho dinero, y asi sucesivamente. Los economistas

llaman a esta reaccion en cadena efecto multiplicador. En un

hipotético pueblo aislado, el gobierno local inicia el proceso

gastando D ddlares. Suponga que cada persona que recibe

dinero gasta 100c% y ahorra 100s% del dinero. Los valores

¢y s se denominan propension marginal al consumo'y

propension marginal al ahorro'y, por supuesto, ¢ + s = 1.

(a) Sea S, el total de lo gastado que ha sido generado después
de n transacciones. Determine una ecuacion para S,,.

(b) Demuestre que lim, ... S, = kD, donde k = 1/s. La canti-
dad k se llama multiplicador. ;Cudl es el multiplicador si
la propensién marginal al consumo es 80%?

Nota: el gobierno federal de Estados Unidos usa este prin-

cipio para justificar el gasto que muestra déficit. Los bancos

utilizan este principio para justificar los préstamos de un gran

porcentaje del dinero que reciben como depésito.

Una pelota tiene la propiedad de que, cada vez que cae desde

una altura & sobre una superficie nivelada y dura, rebota

hasta una altura rh, donde 0 < r < 1. Suponga que la pelota

cae desde una altura inicial de H metros.

(a) Suponiendo que la pelota contintia rebotando de manera
indefinida, calcule la distancia total que recorre.

(b) Calcule el tiempo total que la pelota viaja. (Use el hecho
de que la pelota cae %gt2 metros en ¢ segundos.)

(c) Suponga que cada vez que la pelota golpea la superficie
con velocidad v rebota con velocidad —kv, donde 0 < k < 1.
(Cudnto tiempo le tomard a la pelota llegar al reposo?

Encuentre el valor de ¢ si
>>U+o)™m=2
n=2

Encuentre el valor de ¢ tal que

>e™ =10

n=0

En el ejemplo 9 se demostré que la serie arménica es
divergente. Aqui se bosqueja otro método, haciendo uso del
hecho de que e* > 1 + x para cualquier x > 0. (Véase el
ejercicio 4.3.84.)

Si s, es la n-ésima suma parcial de la serie armonica, de-
muestre que e*” > n + 1. ;Por qué esto implica que la serie
armonica es divergente?

Grafique las curvas y = x, 0 < x < 1, paran =0, 1, 2, 3,
4,... sobre una misma pantalla. Determinando las dreas entre
las curvas sucesivas, dé una demostracién geométrica del hecho,
mostrado en el ejemplo 8, de que
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79. En la figura se muestran dos circunferencias C y D de radio 84. Si Xq,es divergente y ¢ # 0, demuestre que Zca, es divergente.
1 que se tocan en P. T es una tangente comun; C, es la
circunferencia que toca C, D'y T; C; es la circunferencia
que toca C, D'y Cy; Cjs es la circunferencia que toca C, D'y
C,. Este procedimiento puede continuar en forma indefinida

85. Si 2a,es convergente y 2b, es divergente, demuestre que la
serie 2(a, + b,) es divergente. [Sugerencia: argumente por
contradiccion. ]

y produce una sucesién infinita de circunferencias {C,}. 86. SiXa,y Xb,son divergentes, ;necesariamente X(a, + b,) es
Encuentre una expresion para el didmetro de C,y, de ese modo, divergente?
proporcione otra demostracin geométrica del ejemplo 8. 87. Suponga que una serie Za, consta de términos positivos y

sus sumas parciales s, cumplen con la desigualdad s, < 1000
para toda n. Explique por qué 2a, debe ser convergente.

88. La sucesion de Fibonacci se define en la seccion 11.1

mediante las ecuaciones
h=1 fA=L fi=fintfin n=3
Demuestre que cada uno de los enunciados siguientes es cierto.

1 1 1
(@) = -
Jootfort fooifa Safan

= 1 = n
3 ——=1 (c@zL:z

n—1/n+1 n—1Jn+1

80. Un tridngulo rectangulo ABC estd definido con ZA = 0y 89
IAC! = b. CD se traza perpendicular a AB, DE se traza en
forma perpendicular a BC, EF 1. AB, y este proceso continda
en forma indefinida como se ilustra en la figura. Determine la
longitud total de todas las perpendiculares

El conjunto de Cantor, nombrado asi en honor al
matematico alemdn Georg Cantor (1845-1918), se construye
como se seflala a continuacién. Empiece con el intervalo
cerrado [0, 1] y retire el intervalo abierto (%, %) Esto deja los
dos interva]osTO,% y %, 1|y luego elimine el intervalo
abierto constituido por el tercio medio de cada uno. De este
modo quedan cuatro intervalos y de nuevo elimine el tercio
medio de cada uno de ellos. Continte este procedimiento de
manera indefinida eliminando en cada paso el tercio medio
de cada intervalo que queda del paso anterior. El conjunto de
Cantor consiste en los nimeros que quedan en [0, 1] después
de que todos esos intervalos se han eliminado.

(a) Demuestre que la longitud total de todos los intervalos
que se eliminan es 1. A pesar de eso, el conjunto de
Cantor contiene un infinito de nimeros. Proporcione
ejemplos de algunos nimeros del conjunto de Cantor.

(b) La alfombra de Sierpinski es un equivalente en dos
dimensiones del conjunto de Cantor. Se construye
eliminando el noveno central de un cuadrado de lado
1, y luego se elimina el centro de cada uno de los ocho
cuadrados restantes, y asi sucesivamente. (En la figura
se ilustran los primeros tres pasos de la construccion.)
Demuestre que la suma de las dreas de los cuadrados

1-D+1-D+A =1 +--- eliminados es 1. Esto significa que el 4rea de la alfombra

de Sierpinski es 0.

|CD| + |DE| + |EF| + |FG| + - -+

en términos de by 6.

B G E C

81. (Qué estd mal en el célculo siguiente?

0=0+0+0+---

T=1+1=1+1—1+--

I+(-1+D+(-1+D+(1+1)+---

1+0+0+0+---=1

(Guido Ubaldus pensaba que esto demostraba la existencia
de Dios, porque “se habia creado algo de la nada™.)

82. Suponga que 2,-; a, (a, # 0) se sabe que es una serie
convergente. Demuestre que 2 ;- 1/a, es una serie
divergente.

90. (a) Una sucesion {a,} se define recursivamente mediante la
ecuacion a, = %(a,,,l + a,-») paran = 3, donde a, y a,
son nimeros reales. Experimente con varios valores de a;
83. Demuestre el inciso (i) del teorema 8. y a,y con la ayuda de su calculadora infiera el limite de
la sucesion.
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(b) Encuentre lim, ... a, en términos de a, y a, expresando
a,+1 — a,en funcion de a, — @, y sume una serie.

91. Considere la serie 2;— n/(n + 1)!
(a) Calcule las sumas parciales sy, 5», 53 y S4. {Reconoce los de-
nominadores? Use el patrén para inferir una férmula para s,,.
(b) Aplique induccién matemadtica para demostrar su inferencia.
(c) Demuestre que la serie infinita dada es convergente y
calcule su suma.

92. En la figura hay un infinito de circulos que se aproximan a los
vértices de un tridngulo equildtero. Cada circulo toca otros
circulos y los lados del tridngulo. Si el tridngulo tiene lados
que miden una unidad de longitud, calcule el drea total que
ocupan los circulos.

11.3 Lapruebade laintegral y estimaciones de sumas

En general, es dificil determinar la suma exacta de una serie. Se puede lograr en el caso
de series geométricas y series 21/[n(n + 1)] porque en cada uno de estos casos es posi-
ble encontrar una férmula simple para la n-ésima suma parcial s,. Pero por lo regular
no es facil descubrir tal férmula. Por tanto, en las secciones siguientes se tratan varias
pruebas que permiten determinar si una serie es convergente o divergente sin que se
tenga que encontrar en forma explicita su suma. (En algunos casos, los métodos permiten
determinar unas buenas estimaciones de la suma.) La primera prueba utiliza integrales
impropias.

Se debe empezar por investigar las series cuyos términos son los reciprocos de los
cuadrados de los enteros positivos:

n Sy = 21 = “p? 12 2 32 42 52
5 1.4636 . . . L.
No hay una férmula sencilla para la suma s, de los primeros n términos, pero la tabla
10 1.5498 generada al calcular los valores, dados en el margen, sugiere que las sumas parciales se
50 1.6251 aproximan a un nimero cercano a 1.64 cuando n — %y de este modo parece como si la
100 1.6350 serie fuera convergente.
500 1.6429 Se puede confirmar esta impresion con un razonamiento geométrico. En la figura 1 se
ilustra la curva y = 1/x?y algunos rectdngulos que se encuentran abajo de la curva. La
1000 1.6439 p . . . .
base de cada uno de los rectangulos es un intervalo de longitud igual a 1; 1a altura es igual
5000 1.6447 al valor de la funcién y = 1/x?en el punto final derecho del intervalo.
’ 1
y 2
area = %
[
: ! i : ;
0 1 2 3 s | s ox
FIGURA 1 érea=§ érea=? érea=i érea=§
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Por lo que la suma de las dreas de los rectdngulos es

L+L+L+L+L+ —EL
12 22 32 42 52 n:In2

Si se excluye el primer rectdngulo, el drea total de los rectdngulos restantes es menor
que el drea bajo la curva y = 1/x? para x = 1, que es el valor de la integral [* (1/x?) dx.
En la seccién 7.8 se descubrié que esta integral impropia es convergente y que tiene un
valor de 1. Por lo que la figura muestra que todas las sumas parciales son menores que

L Lla=2
12 L x2 X =

Por lo que las sumas parciales estdn acotadas. También se sabe que las sumas parciales son
crecientes porque todos los términos son positivos. Por tanto, las sumas parciales conver-

gen, de acuerdo con el teorema de la sucesion mondtona, de manera que la serie es con-
vergente. La suma de la serie (el limite de las sumas parciales) es también menor que 2:

§1—1+1+1+1+ <2
=1 S A S R
[El matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) calcul6 que la suma exacta de esta
serie es 72/6, pero la demostracion de esto es muy dificil. (Véase el problema 6 en los
Problemas adicionales después del capitulo 15.)]

Ahora vedse la serie

nq 51 1 1
=2 > bt
n i=1 \/l_ n=1 \/; \/_ \/— \/— \/— \/—
5 3.2317 . . . .
La tabla de valores de s, sugiere que las sumas parciales no se aproximan a un nimero
10 5.0210 finito, por lo que se sospecha que la serie dada podria ser divergente. Otra vez se usa una
50 12.7524 figura para confirmarlo. En la figura 2 se muestra la curva y = 1/4/x, pero esta vez se
100 18.5896 usan rectdngulos cuya parte superior queda arriba de la curva.
500 43.2834
y
1000 61.8010 y=ﬁ
5000 139.9681
I I I I
0 o 2 3 ] e ] s X
area = €L area = L area = L area = ——
FIGURA 2 Ji V2 V3 V4

La base de cada uno de los rectdngulos es un intervalo de longitud 1. La altura es igual
al valor de la funcién y = 1/v/x enel punto final izquierdo del intervalo. Asi que la suma
de las dreas de todos los rectangulos es

S S _3L
AR AT AT E TR

Esta drea total es mayor que el drea bajo la curvaparay = 1/ Vx parax = 1, que es igual
a la integral flf (1/ Vx ) dx. Pero se sabe por la seccién 7.8 que esta integral impropia es




Para usar la prueba de la integral

es necesario evaluar [} f(x) dx y,
por tanto, se tiene que encontrar
una antiderivada de f. Es frecuente
que esto sea dificil o imposible, por
lo que también se necesitan otras
pruebas para convergencia.
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divergente. En otras palabras, el drea bajo la curva es infinita. Asi que la suma de la serie debe
ser infinita; es decir, la serie es divergente.

El mismo tipo de razonamiento geométrico aplicado para estas dos series se puede
hacer para demostrar la prueba siguiente. (La demostracion se encuentra al final de esta
seccion.)

Prueba de laintegral Suponga que fes una funcién continua, positiva y decrecien-
te sobre [1, ) y sea a, = f(n). Entonces la serie ;- a, es convergente si y solo si la
integral impropia |;” f(x) dx es convergente. En otras palabras:

%

(1) Si ||°c f(x) dx es convergente, entonces >, a, es convergente.

n=1

(i1) Si fl f(x) dx es divergente, entonces >, a, es divergente.

n=1

NOTA Cuando use la prueba de la integral no es necesario iniciar la serie o la integral
en n = 1. Por ejemplo, al probar la serie

1 © 1 d
2 -3y ™ L(x—azx

Asimismo, no es necesario que f sea siempre decreciente. Lo importante es que f sea
decreciente en los extremos, es decir, decreciente para x mas grande que alglin nimero
N. Entonces X,-y a, es convergente, por lo que =;-; a, es convergente de acuerdo con la
nota 4 de la seccién 11.2.

EJEMPLO 1 Pruebe la convergencia o divergencia de la serie >, %1
n=1 N

SOLUCION La funcién f(x) = 1/(x*+ 1) es continua, positiva y decreciente sobre [1, ©)
por lo que se aplica la prueba de la integral:

r;dx lim jltxz%ldx = lim tan"'x],

1 x2 + 1 t—>x t—0

i (T T
:linl<tant 4) 2 4 4

Por tanto, ‘fc 1/(x* + 1) dx es una integral convergente y por lo tanto, de acuerdo con la
prueba de la integral, la serie = 1/(n*> + 1) es convergente. [ |

o1
EJEMPLO 2 ;Para qué valores de p la serie >, — es convergente?
n=1 N

SOLUCION Si p < 0, entonces lim, ... (1/n”) = . Si p = 0, entonces lim, ... (1/n”) = 1.
En cualquier caso 1im, —...(1/n”) # 0, por lo que la serie dada es divergente de acuerdo
con la prueba de la divergencia (11.2.7).

Si p > 0, entonces la funcién fix) = 1/x”es evidentemente continua, positiva y decre-
ciente sobre [1, o). En el capitulo 7 [véase (7.8.2)] se encontr6 que

o 1
j} _ dx converge sip > 1y divergesip <1
X
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De la prueba de la integral se infiere que la serie 21/n” converge si p > 1y diverge si
0 <p=1.(Enelcasodep = I, esta serie es la serie arménica estudiada en el ejemplo
11.2.9) [ |

La serie del ejemplo 2 se llama serie p. Esto es importante en el resto de este capitulo,
por lo que se resumen los resultados del ejemplo 2 para referencia futura como se indica
a continuacion.

|
m La serie p 2 —, es convergente sip > 1ydivergentesip < 1.
n=1 N

EJEMPLO 3
(a) La serie
o1 1 1 1 1
— = b — ..
,le n’ rPoo2r 34
es convergente porque es una serie p con p = 3 > 1.
(b) La serie
| o1 1 1 1
= =1+ + + + -
es divergente porque es una serie p con p = % < 1. [ ]

NOTA No se debe inferir que, de acuerdo con la prueba de la integral, la suma de la
serie es igual al valor de la integral. De hecho,

=1 : 1
Z} — = % mientras que f —dx =1

Por tanto, en general

i a, # rf(x) dx

n=1

L | .
EJEMPLO 4 Determine si la serie >, LI convergente o divergente.
n=1
SOLUCION La funcién f(x) = (In x)/x es positiva y continua para x > 1 porque la fun-
cion logaritmo es continua. Pero no es obvio si fes decreciente o no lo es, por lo que al
calcular su derivada:
, (I/x)x—Inx 1—1Inx
fl = =P = S

X

Entonces, f'(x)< 0 cuando In x > 1, es decir, x > e. Se sigue que fes decreciente cuando
x > e, de manera que se puede aplicar la prueba de la integral:

.1 (1l Inx)? |’
f —nxdx=l1’mf—nxdx=h’m (nx)]
1 X 2

1 t—>©
1

. (Ino?
= lim =
t— %
Ya que esta integral impropia es divergente, la serie (In n)/n también es divergente de
acuerdo con la prueba de la integral. [ ]




y
y=f(x)
Ayt ay 40
0 n X
FIGURA 3
y
y=fx)
An+1 Ay \
0 n+1 X
FIGURA 4
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@ Estimacion de la suma de una serie

Suponga que se pudo aplicar la prueba de la integral para demostrar que una serie 2a, es con-
vergente y que se quiere encontrar una aproximacién a la suma s de la serie. Por supuesto,
cualquier suma parcial s, es una aproximacion a s porque lim, _,..s, = s. Pero, ;qué tan
buena es esa aproximacion? Para saberlo se necesita estimar el tamafio del residuo.

Rn:S — S = dp+1 + An+2 +an+3 + ..

El residuo R, es el error que se comete cuando s,, la suma de los primeros n términos, se
usa como una aproximacion a la suma total.

Se usa la misma notacién y las ideas que en la prueba de la integral, suponiendo que
[ es decreciente sobre [n, ®). Al comparar las dreas de los rectdngulos con el drea bajo
y = fix) parax > n en la figura 3, se ve que

Rn = dnp+1 + an+2 + .= jmf(x) dx
Asimismo, en la figura 4 se ve que
R, = a1 + ayir + -+ - = Jmlf(x)dx
n+

De este modo se ha demostrado la siguiente estimacién de error.

[z] Estimacion del residuo para la prueba de la integral Suponga que f(k) = «;,
donde f es una funcién continua, positiva y decreciente para x = n 'y =a, es conver-
gente. Si R, = s — s, entonces

fﬂ fx)dx <R, < f:f(x) dx

EJEMPLO 5

(a) Obtenga un valor aproximado de la suma de la serie 21/n° usando la suma de los
primeros 10 términos. Estime el error implicado en esta aproximacion.

(b) {Cuantos términos se requieren para asegurar que el residuo no exceda 0.0005?

SOLUCION En los incisos (a) y (b) se necesita conocer |, f(x) dx. Con fix) = 1/x3, que
satisface las condiciones de la prueba integral, se tiene

-1 ’ I 1 1 1
J, = Jim [—ﬁ]; 322( 2t 2—> T
(a) Aproximando la suma de la serie por la 10-ésima suma parcial, se tiene

SR R IR
e S ERNE TR 0°

De acuerdo con el residuo estimado en (2), se tiene

o1 1 1
g [R— = —_— - = —
Rio Lo = 5008 T 200

Por lo que el tamafio del error es cuanto més de 0.005.
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Aunque Euler calculé la suma
exacta de las series p parap = 2,
no se ha encontrado la suma para

p = 3. Sin embargo, en el ejemplo 6
se muestra cOmo estimar esta suma.

(b) La precision de 0.0005 quiere decir que se debe encontrar un valor de » tal que
R, = 0.0005. Ya que

1
i < 0.0005
se quiere que P
Al resolver esta desigualdad, se obtiene

1
n? > —— = 1000 0 n > /1000 = 31.6
0.001

Se necesita 32 términos para garantizar una precision dentro de 0.0005. [ ]

Si se suma s, a cada miembro de las desigualdades en (2), se obtiene

(3] s,,Jrj“+1 f(x)dxssss,,Jrf“f(x)dx

porque s, + R, = s. Las desigualdades en (3) dan una cota inferior y una cota superior
para s. Estas cotas proporcionan una aproximacién mds certera a la suma de la serie que
la suma parcial s,.

51
EJEMPLO 6 Use (3) con n = 10 para estimar la suma de la serie >, pEs
n=1
SOLUCION Las desigualdades en (3) resultan

(oo

» 1
s10+J —3dx$s$s10+£0x—3dx

1 x

Del ejemplo 5 se sabe que

w 1 1
L x_3dx - 2n?
1 1
porloque S10+W$S$S10+W

Si se usa 5,0 = 1.197532, se obtiene
1.201664 < s < 1.202532

Si se aproxima s por el punto medio de este intervalo, entonces el error es a lo mds la
mitad de la longitud del intervalo. Por lo que

=
2

n=1 N

=~ 1.2021 conerror < 0.0005 |

Si se compara el ejemplo 6 con el ejemplo 5, se observa que la estimacién mejorada
en (3) es mucho mejor que la estimacion s = s,. Para que el error sea menor que 0.0005 se
tiene que usar 32 términos en el ejemplo 5, pero solo 10 términos en el ejemplo 6.
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11.3 EJERCICIOS
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@ Demostracion de la prueba de la integral

Ya se ha visto la idea basica en que se apoya la demostracién de la prueba de la integral en las
figuras 1y 2 para las series X1/n’y 2 1/ \/; . En el caso de la serie general 2a,, véanse
las figuras 5 y 6. El drea del primer rectangulo sombreado de la figura 5 es el valor de
fen el punto final derecho de [1, 2], es decir, f(2) = a,. Asi, al comparar las areas de los
rectangulos sombreados con el drea bajo y = f(x) de 1 a n, se ve que

@ a2+a3+~--+a,,$".lnf(x)dx

(Observe que esta desigualdad depende del hecho de que f es decreciente.) De manera
similar, en la figura 6 se muestra que

E] flnf(x)dx<a1+a2+-~+a,,,1
(1) Si f f(x) dx es convergente, entonces (4) da
> a=|"f()dx < | fl) ax
i=2 ! !
ya que f(x) = 0. Por tanto
sh=ar+ X ai<a + me(x)deM
i=2

Como s, < M para toda n, la sucesion {s,} estd acotada por arriba. También

Sn+1 = Sn + Ap+1 = Sn

como a,+; = fin + 1) = 0. En estos términos {s,} es una sucesién acotada creciente y, de
este modo, es convergente de acuerdo con el teorema de la sucesion monétona (11.1.12).
Esto significa que 2a, es convergente.

(i) Si |" f(x) dx es divergente, entonces [’ f(x) dx —  cuando n — % porque f{x) = 0.
Pero con (5) se obtiene

n—1
[fw =S a = s
i=1

y por tanto s,—; — . Esto implica que s, — 0, luego 2a, diverge. ]

1. Dibuje una gréfica para demostrar que 3-8 Mediante la prueba de la integral determine si la serie es

501 w1
%F<J.l dex

convergente o divergente.

3. >0 4, > n %3
n=1 n=1
(Qué puede concluir con respecto a la serie?
. . . . - 2 c 1
2. Suponga que fes una funcién continua, positiva y decreciente 5 > 5 ] 6. > 3 0
parax = 1y a, = f(n). En una grafica acomode las tres n=1 00 = = (Bn = 1)
cantidades siguientes en orden creciente. » " B 1
7. > 8. >

jl()f(x) dx g a;

jé ’ n=1 n2 +1 ) n=1 /N + 4
a;
i=2
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9-26 Determine si la serie es convergente o divergente.

) -
9. X — 10. > (n7'"* + 30712
n=1 n- n=1
1 1 1 1
Mil+—+—=+—+—+-
8 27 64 125
1 1 1 1 1
12. -+ —+—+ —+ — +
5 7 9 11 13
1 1 1 1 1
13.—+=—+—+—+—+.
3 7 11 15 19
1 1 1 1 1
14, —+—+—+—+—+-
5 8 11 14 17
= Jn+ 4 =oUn
15, > ~——— 16. > ————
Z‘] n’ E] 1+ n?
A | z 1
17. 18. > ——
E’l2+4 ,Zn2+2n+2
® n3 o n2
19. 20.
,;1 nt+4 %e”
1 ]
21. 3 2. 31
= nlnn =on
23. D ke™* 24. D ke ©
k=1 k=1
25 3 1 2%. 3 "
’ n=1 l’l2 + n3 ) n=1 n4 + 1

27-28 Explique por qué no es posible utilizar la prueba de la
integral para determinar si la serie es convergente.

% o 2
COS COs
27. E T 2. 3+ -
n=1

f +n

29-32 Determine los valores de p para los cuales la serie es
convergente.

= 1
29, 30. —_—
,122 n(ln n)? 23 ninn[ln(Inn)]?
. -
31. S n(l + n)? 32. 32
n=1 n=1 n’

33. La funcidn zeta de Riemann ¢ se define como

{(x) =

HM8

y se usa en teorfa de nimeros para estudiar la distribucién de

los nimeros primos. ;Cudl es el dominio de ?

34.

35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

Leonhard Euler calcul6 la suma exacta de la serie para p = 2:

6

1 ?
7

-3

(Vedse pagina 720.) Use este hecho para encontrar la suma
de cada serie:

(b) 2

n=2 N nw( +1)2

Euler también encontrd la suma para la serie p con p = 4:

4

90

(=3 —=7

Utilice el resultado de Euler para encontrar la suma de las
series:

(a)”21<>

(a) Calcule la suma parcial s,y de la serie =;—, 1/n*. Estime
el error al usar s;, como aproximacién a la suma de la
serie.

(b) Use (3) con n = 10 para conseguir una estimacién mejo-
rada de la suma.

(c) Compare su estimacién en el inciso (b) con el valor
exacto dado en el ejercicio 35.

(d) Calcule un valor de n tal que s, no difiera mds de 0.00001
del valor de la suma.

(b’kES (k 2

(a) Mediante la suma de los primeros 10 términos, estime
la suma de la serie =;—; 1/n% ;Qué tan buena es la
estimacién?

(b) Mejore esta estimacién usando (3) con n = 10.

(c) Compare su resultado en el inciso (b) con el valor exacto
dado en el ejercicio 34.

(d) Encuentre un valor de n que dé la certeza de que el error
en la aproximacion s = s, es menor que 0.001.

—2n

Calcule la suma de la serie 2,-; ne” " correcta a cuatro

decimales.

Estime >, -, (2n + 1)7% correcta a cinco decimales.

(Cudntos términos de la serie =, 1/[n(In n)*] se
necesitarfan sumar para calcular la suma que no difiera de
0.01?

Demuestre que si se quiere aproximar la suma de la serie
wo1 n " tal que el error sea menor de 5 en la novena cifra
decimal, luego jes necesario sumar mds de 10'*"! términos!

(a) Demuestre que la serie X, (In n)*/n” es convergente.

(b) Encuentre un limite superior para el error en la aproxi-
macion s = s,,.

(c) (Cudl es el valor mds pequefio de n tal que este limite
superior sea menor que 0.05?

(d) Encuentre s, para este valor de n.
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43. (a) Utilice (4) para demostrar que si s, es la n-ésima suma (b) Interprete
parcial de la serie arménica, entonces

s, =<1+ 1Inn

(b) La serie armonica diverge, pero muy lentamente. Con

ty =ty = [In(n + 1) — Inn] — ——

como una diferencia de dreas para demostrar que

ayuda del inciso (a) demuestre que la suma del primer t, — t,.41 > 0. Por tanto, {z, } es una sucesién decreciente.
millén de términos es menor que 15y que la suma de (c) Use el teorema de la sucesiéon mondtona para demostrar
los primeros mil millones de términos es menor que 22. que {1,} es convergente.

44. Siga los pasos siguientes para demostrar que la sucesion 45. Determine todos los valores positivos de b para los cuales

1 1

1
t,1=1+f+§+~--+——lnn

2

. 1
la serie 5= b™" converge.

n 46. Encuentre todos los valores de ¢ para los que converge
la serie siguiente.

tiene un limite. (El valor del limite se denota con yy se

denomina constante de Euler.)

interprete 7,como un drea [o use (5)] para demostrar que

(a) Dibuje un diagrama como la figura 6 con f(x) = 1/xe i (c 1 )
i\ n n+1

t, > 0 para toda n.

11.4 Pruebas por comparacion

En las pruebas por comparacion, la idea es comparar una serie dada con una serie que ya
se sabe que es convergente o divergente. Por ejemplo, la serie

@ S T

i |
recuerda la serie 2, 1/2", que es una serie geométrica cona = % yr= %, por lo que es
convergente. Como la serie (1) es similar a la serie convergente, se presiente que también
debe ser convergente. De hecho, asi es. La desigualdad

1 1

— <
2 +1 2

demuestra que la serie dada (1) tiene términos menores que los de la serie geométrica y,
por tanto, todas las sumas parciales son también mas pequefias que 1 (la suma de la serie
geométrica). Esto quiere decir que las sumas parciales forman una sucesion creciente aco-
tada, que es convergente. Asimismo, se infiere que la suma de la serie es menor que la
suma de la serie geométrica:

z 1
— <1
RETES

Un razonamiento similar se puede usar para demostrar la prueba siguiente, la cual
se aplica solo a series cuyos términos son positivos. La primera parte dice que si se tiene
una serie cuyos términos son menores que los de una serie convergente conocida, enton-
ces esa serie también es convergente. La segunda parte establece que si se empieza con
una serie cuyos términos son mayores que los de una serie divergente conocida, entonces
también es divergente.

Prueba por comparacion Suponga que =a, y £b, son series con términos positivos.

(i) SiZb,es convergentey a, < b,para toda n, entonces =a, también es convergente.

(i) SiZb,es divergentey a, = b, para toda n, entonces =a, también es divergente.
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Es importante considerar la dis-
tincién entre sucesion y serie. Una
sucesion es un listado de nimeros

y una serie es una suma. Con cada
serie 2a, hay dos sucesiones asocia-
das: La sucesion {a,} de términos y
la sucesion {s,} de sumas parciales.

Serie estandar usada con la prueba por
comparacion

DEMOSTRACION

(i) Sea S0 = X ai th= 2 b t=2b
i=1 n=1

Ya que ambas series tienen términos positivos, las sucesiones {s,} y {,} son crecientes
(Sp+1 = 8, t+ ay+1 =s5,). Asimismo, t, — ¢, por lo que #, < ¢ para toda n. Como a; < b;
se tiene s, < t,. Por lo que, s, < tpara toda n. Esto significa que {s,} es creciente y estd
acotada superiormente y, por tanto, converge por el teorema de sucesiones mondtonas.
Por lo que Xa, es convergente.

(ii) Si 2b, es divergente, entonces 1, — © (ya que {t,} es creciente). Pero a; = b;, por
lo que s, = t,. Por lo que s, — o°. Por tanto, 2a, diverge. [

Por supuesto, al usar la prueba por comparacién es necesario tener alguna serie cono-
cida 2b, para la comparacion. La mayoria de las veces se usa una de estas series:

e Una serie p [21/n” que converge si p > 1y diverge si p <1; véase (11.3.1)].

* Una serie geométrica [2ar"'es convergente si Il < 1y es divergente si Irl = 1;
véase (11.2.4)].

5
EJEMPLO 1 Determine si la serie ”21 Tt dn+ 3

SOLUCION En el caso de n grande el término dominante en el denominador es 2n?, por
lo que si se compara la serie dada con la serie £5/(2n?). Observe que

es convergente o divergente.

5 5

2 <353
2n° +4n + 3 2n

porque el lado izquierdo tiene un denominador mas grande. (En la notacién de la prueba
por comparacion, a, estd en el lado izquierdo y b, en el lado derecho.) Ya se sabe que

5 525 1
2o =520

es convergente porque es una constante por una serie p con p = 2 > 1. Por tanto,

5
2n* +4n + 3

n=1
es convergente de acuerdo con el inciso (i) de la prueba por comparacion. ]

NOTA 1 Aunque la condicién a, < b, 0 a, = b, en la prueba por comparacién es para
toda n, es necesario verificar solo que se cumple para n = N, donde N es algiin entero
establecido, porque la convergencia de una serie no estd afectada por un nimero finito
de términos. Esto se ilustra con el ejemplo siguiente.

In k
EJEMPLO 2 Pruebe si la serie E —— es convergente o divergente.

k=1
SOLUCION Se usa la prueba de la 1ntegra1 para investigar esta serie en el ejemplo

11.3.4, pero también es posible probarla por comparacion con la serie arménica. Observe
queln k> 1 parak = 3y asi

Ink

—_—>
k

i
k
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Se sabe que 21/k es divergente (serie p con p = 1). Por lo que la serie dada es divergente
de acuerdo con la prueba por comparacion. [

NOTA 2 Los términos de la serie que se estdn probando deben ser menores que los
de una serie convergente, o mayores que los de una serie divergente. Si los términos son
mads grandes que los términos de una serie convergente, o bien, menores que los de una
serie divergente, entonces la prueba por comparacién no aplica. Por ejemplo, considere
la serie

i 1
|
La desigualdad

es inutil en cuanto a la prueba por comparacién porque 2 b, = = (%)n es convergente y
a, > b,. Sin embargo, la impresion es que 21/(2" — 1) tiene que ser convergente porque

es muy parecida a la serie geométrica convergente = (%)" En tales casos se puede aplicar
la prueba siguiente.

Prueba por comparacion del limite Suponga que Za, y b, son series con térmi-
nos positivos. Si

Los ejercicios 40 y 41 tratan los lim G _ c

casosc = 0yc = 0. n—e b,

donde ¢ es un nimero finito y ¢ > 0, entonces ambas series convergen o ambas
divergen.

DEMOSTRACION Sean m y M niimeros positivos tales que m < ¢ < M. Como a,/b,
estd cercano a ¢ para n grande, existe un entero Ntal que

ay
m<b <M cuandon > N
n
y por tanto mb, < a, < Mb, cuando n > N

Si 2b, es convergente, también lo es 2Mb,. Asi Za, es convergente de acuerdo con el
inciso (i) por la prueba por comparacién. Si b, diverge también Xmb, es divergente y
por el inciso (ii) de la prueba por comparacién Xa, diverge. [ |

. - 1 .
EJEMPLO 3 Pruebe si la serie >, ETp— es convergente o divergente.
n=1 -

SOLUCION Se usa la prueba por comparacién del limite con

1 b — 1
D Y Y
y se obtiene
S Vel | I (R
Iim —=1lm——=1lim ——=Ilim———=1>0

n—ow bn n—ow 1/2"’ n—ow 2” — 1 n—ow 1 — 1/2n
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Ya que existe este limite y =1/2" es una serie geométrica convergente, la serie dada con-
verge de acuerdo con la prueba por comparacion del limite. [ |

2n* + 3
EJEMPLO 4 Determine si la serie 2 \/_ es convergente o divergente.

SOLUCION La parte dominante del numerador es 2n” y la parte dominante del denomi-
nador es \/n® = n%2, Esto sugiere tomar

2n* + 3n n? 2
a, = — /—m—— bn = — = —
m 32 2
a2 R o e
m——="Iim——"—=1Iim —
n—w bn n—ow /5 + nS 2 n—w 2 /—5 ¥ n5
2+ =
. n 2+0
= lim = _
s 201
2 — + 1
n

Ya que =b, = 2 21/n'? es divergente (es una serie p con p = % < 1), la serie dada
diverge de acuerdo con la prueba por comparacién del limite. ]

Observe que al probar muchas series se encuentra una serie de comparacién adecuada
>b, conservando solo las potencias mds altas en el numerador y en el denominador.

@ Estimacion de sumas

Si se ha usado la prueba por comparacién para demostrar que una serie =a, es conver-
gente por comparacion con una serie =b,, entonces se puede hacer una estimacioén de
la suma =a, al comparar los residuos. Como en la seccién 11.3, se considera el residuo

Rn:S_sn:an+l+an+2+"'
En cuanto a la serie de comparacién 2b, se considera el residuo correspondiente
Tn:t_tn:bn+l+bn+2+"'

Ya que a, < b,para toda n, se tiene R, =< T,. Si b, es una serie p, se puede estimar su
residuo 7, como en la seccidn 11.3. Si b, es una serie geométrica, entonces 7, es la suma
de una serie geométrica y se puede sumar exactamente (véanse los ejercicios 35 y 36).
En cualquier caso, se sabe que R, es menor que 7.

EJEMPLO 5 Con la suma de los primeros 100 términos aproxime la suma de la serie
>1/(n* + 1). Estime el error implicado en esta aproximacion.

SOLUCION Como

_1 1
n+1 n

la serie dada es convergente de acuerdo con la prueba por comparacién. El residuo 7,
para la serie de comparacién =1/n?ya se ha estimado en el ejemplo 11.3.5 por medio de
la estimacion del residuo por la prueba de la integral. Allf encuentra que
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Por tanto, el residuo R, de la serie dada cumple con
R=T =—
Con n = 100 se tiene

1
Rio < ———— = 0.00005
% 2(100)

Con una calculadora programable o una computadora, resulta que

% l 100 1
Y = 3 = 06864538

11.4 EJERCICIOS

1. Suponga que 2a, y 2b, son series con términos positivos y o1 +n = 4 4n
que se sabe que b, es convergente. 21. 2;4] 2+ n 22. Zl "+ 6"
(a) Sia, > b, paratoda n, ;qué se puede decir con respecto

a >a,? (Por qué? Y ) 2+ 3
(b) Sia, <b, para,toda n, (qué se puede decir con respecto 23. E o+t 1 24. ~ o
a>a,? ;Por qué?

2. Suponga que Za, y =b, son series con términos positivos 25 i e" +1 2 i 1
y que se sabe que 2b, es divergente. C S ne" + 1 a2 nyn? — 1
(a) Sia, > b, paratoda n, ;qué se puede decir de Za,?

P 57 s 1 2 el
groraue y . 27. ST 28. 3¢
(b) Sia,< b, para toda n, ;qué se puede decir con respecto =+ )
a 2a,? (Por qué?
3-32 Determine si la serie es convergente o divergente. 29. > 1 30. Y n!
n=1 n‘ n=1 nn
s 1 s 1
3. > 4, > — = 1 =
n=1 n’+8 n=2 \/}’l -1 31. 2 sen<> 32. E ey
n=1 n n=1 N
Sntl Son—1
5. >, 6. > —

33-36 Utilice la suma de los primeros 10 términos, para obtener

7. E 4 8 5“ 6" un valor aproximado de la suma de la serie. Estime el error.
=1 3+ 10" |
9 i In k 10 i k sen’k 33 2*: 1 34 i el
’ k=1 k ’ k=1 1+ k% ’ n=1 5+ n5 ’ n=1 I’l4
- Jk 54+ 3 - sen’n
11. ——— 12. —n 2
2 e 22— 35. 35 "cos’n 6. 325
S = Jn
13,y — 221 18, 3 ‘/"1
n= e n=2 N —
1 ’ 37. El significado de la representacion decimal de un nimero
S, arctan n o1 0.d\d,d;. .. (donde el digito d;es uno de los nimeros 0, 1,
15. Z’] n'? 16. ,gl n" 2,...,9) es tal que
7.3 83— e A d
Snt 1 =N GEGET 0 T 10T T 10t T 10t
Sontl Snt+n+ 1
19. 3 2 20 X"

= nw+n = n* + n? Demuestre que esta serie siempre es convergente.
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38. ;Para qué valores de p la serie -, 1/(n” In n) es (b) Use el inciso (a) para demostrar que la serie es diver-
convergente? gente.
39. Demuestre que si a, = 0y Za, converge, entonces también * *
. 1 . Inn
S a? converge. i > (i) > —
n=2 ln n n=1 N
40. (a) Suponga que 2a, y 2b,son series con términos positivos
y que 2b, es convergente. Demuestre que si 42. Proporcione un ejemplo de un par de series 2a, y 2b, con
a, términos positivos donde lim, ... (a,/b,) = 0y b, diverge,
’11111100 b =0 pero 2a, converge. (Compare con el ejercicio 40.)
entonces Za, también es convergente. 43. Demuestre que si a, > 0y lim, . na, # 0, entonces 2a, es
(b) Utilice el inciso (a) para demostrar que la serie converge. divergente.
G Inn i — Inn .
(i > P (i) > T 44. Demuestre que si a,> 0y 2a, es convergente, entonces
n=1 n=1

2In(l + a,) es convergente.

41. (a) Suponga que 2a, y b, son series con términos positivos
y que b, es divergente. Demuestre que si 45. Si Za, es una serie convergente con términos positivos, ;es
. .
cierto que 2sen(a,) también es convergente?
s [
lim — =
n—w

n 46. Si 2a,y 2b,son series convergentes con términos positivos,
entonces >a, también es divergente. (es cierto que 2a,b, también es convergente?

11.5 Series alternantes

Las pruebas de convergencia que se han examinado hasta ahora se aplican solo a series
con términos positivos. En esta seccion y en la siguiente, se estudia como tratar con
series cuyos términos no son necesariamente positivos. De particular importancia son las series
alternantes, cuyos términos alternan signo.

Una serie alternante es una serie cuyos términos son alternadamente positivos y
negativos. Aqui hay dos ejemplos:

1 1 1 1 1 z 1
-+ -+ ===+ .- - -1 =
2 3 4 5 6 Zl( ) n
1 2 3 4 5 6 > n
— -t -+ == - —1)"
2 3 4 5 6 17 Zl( )n+1

De acuerdo con estos ejemplos, el n-€simo término de una serie alternante es de la forma
a,=(=1)" o a,=(=1)b,

donde b, es un nimero positivo. (De hecho, b, = |an].)

La prueba siguiente establece que, si los términos de una serie alternante decrecen
hacia 0 en valor absoluto, entonces la serie converge.

Prueba de la serie alternante Si la serie alternante

©

2(_1)n71bn:b1_b2+b3_b4+b5_b(,+"' by,>0

n=1
cumple con
(1) by+1 = b, para toda n

(i) limb, =0

entonces la serie es convergente.
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Antes de proporcionar la demostracion vedse la figura 1, la cual es una representacion
de la idea en que se basa la demostracién. Primero se dibuja s; = b, sobre una recta
numérica. Para determinar s, se resta b,, por lo que s, estd a la izquierda de s;. Luego,
para determinar s; se suma b, por lo que s; estd a la derecha de s,. Pero como b; < b,, s3
estd a la izquierda de s,. Al continuar de esta manera, se observa que las sumas parciales
oscilan hacia atrds y hacia adelante. Ya que b, —. 0, los pasos sucesivos se vuelven mas
y mas pequefios. Las sumas parciales pares sy, Ss, Se,... S€ incrementan, y decrecen las
sumas parciales impares sy, 3, Ss,... Por lo que parece razonable que ambas converjan en
el mismo niimero s, que es la suma de la serie. Por tanto, en la demostracién siguiente se
consideran por separado las sumas parciales pares e impares.

b,
— b2
+ by
— b,
+ by
— b6
|<¢ e
0 S, Sy S6 s S5 53 5

DEMOSTRACION DE LA PRUEBA DE LA SERIE ALTERNANTE Primero se consideran las
sumas parciales pares:

S2:b1_b2>0 yaqueb2Sb1
sa=8+ (bs —by) =5, yaque by < by
En general 2, = 202 + (bau-1 — b2y) = 5242 yaque by, < by,
Por esto 0<95 <54 <5< <55, <--

Pero también se puede escribir

Son = by — (bz - bz) - (b4 - bs) - (b2n—2 - bzn—l) — by,

Todos los términos entre paréntesis son positivos, por lo que s,, < b, para toda n. Por
tanto, la sucesion {s,,} de las sumas parciales pares es creciente y estd acotada por arriba.
Debido a eso, de acuerdo con el teorema de la sucesion mondtona, es convergente. Se
Ilama s a su limite, es decir,

Iim s, = s

n—ow
Ahora se calcula el limite de las sumas parciales impares:
lim Son+1 = lim (S2n + b2n+l)
n—ow n—ow

= lim Son + lfm b2n+l
n—ow

n—ow

s+ 0 [por la condicién (ii)]

Ya que tanto la suma parcial par como la suma parcial impar convergen a s, se tiene
Iim, ... s, = s [véase el ejercicio 11.1.92(a)], por lo que la serie es convergente. [ |
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En la figura 2 se ilustra el ejem-

plo 1; se muestran las grificas de
los términos a, = (—1)""!/ny las
sumas parciales s,. Observe como
los valores de s, oscilan alrededor
del limite, el cual, al parecer esta
alrededor de 0.7. De hecho,

la suma exacta de la serie es

In 2 = 0.693 (véase el ejercicio 36).

{s.}

...........

FIGURA 2

En lugar de verificar la condicién
(i) de la prueba de la serie alter-
nante calculando una derivada,
puede comprobar que b, | < b,
directamente usando la técnica de la
solucién 1 del ejemplo 11.1.13.

EJEMPLO 1 La serie arménica alternante

1 1 1 5 (=)
2 3 4 n=1 n
satisface
(1) by <D 1 < 1
1) b, n orque —
o porq + 1 n
o .1
(i) lim b, = lim — =0
n—oo n—w© n
por lo que la serie es convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. ]
o (=1D)"3
EJEMPLO 2 La serie % es alternante, pero
n=1 n —
3 3
lim b, = lim ——— = Iim ==
n—ow n—ow 4n — 1 n—oo 4

n

por lo que la condicién (ii) no se cumple. En cambio, vea el limite del n-ésimo término
de la serie:

. . (=1D)"3n
Iim a, = lim ————
N2 n—w dn — 1

Este limite no existe, por lo que la serie es divergente de acuerdo con la prueba de la
divergencia. [ ]

EJEMPLO 3 Pruebe si la serie 2, (—1)""! es convergente o divergente.
n=1

n’+ 1
SOLUCION La serie dada es alternante, por lo que se tratard de comprobar las condicio-
nes (i) y (ii) de la prueba de la serie alternante.

A diferencia de la situacién en el ejemplo 1, no es obvio que la sucesién dada por
b, = n*/(n* + 1) sea decreciente. Sin embargo, si se considera la funcién relacionada
flx) = x*/(x* + 1), se encuentra que

Ya que se consideran solo x positivas, f’(x)< 0 si 2 — x* < 0, es decir, x > \3/5 . Por
lo que fes decreciente sobre el intervalo ({/5 , 00). Esto significa que f(n + 1) < f(n) y,
por tanto, b,,; < b,cuando n = 2. (La desigualdad b, < b, se puede comprobar de mane-
ra directa, pero lo que realmente importa es que la sucesion {b,} decrece con el tiempo.)
La condicién (ii) se comprueba rapido:

lim b, = lim ——— = lim ——— = 0

n—o n—w n’ + 1 n—oo 1

Por lo que la serie es convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. W



Se puede ver por geometria por qué
el teorema de estimacion para series
alternantes es verdadero al examinar
la figura 1 (en la pdgina 733).
Observe que s — 54, < bs, |s — 55| < be
y asi sucesivamente. Note también
que s queda entre dos sumas parcia-
les consecutivas.

Por definicion, 0! = 1.

En la seccién 11.10 se demuestra
que e* = 27_y x"/n! para toda x, por
lo que el resultado del ejemplo 4

es en realidad una aproximacion al

nimero e .

SECCION 11.5 Series alternantes 735

@ Estimacion de sumas

Una suma parcial s, de cualquier serie convergente se puede usar como una aproxima-
ci6én a una suma total s, pero no es de mucha utilidad, a menos que se estime la exactitud
de la aproximacion. El error implicado al usar s = s, es el residuo R, = s — s,.. El teorema
siguiente establece que para las series que cumplen con la condicién de la prueba de la
serie alternante, el tamafio del error es menor que b,.;, lo cual es el valor absoluto del
primer término ignorado.

Teorema de estimacion para series alternantes Sis = 2(—1)""!b,, donde b, > 0,
es la suma de una serie alternante que satisface

(1) bn+1 = bn y (11) lfm bn = O

entonces |R:| = |s = su| < buna

DEMOSTRACION Se sabe por la demostracién para la prueba de series alternantes
que s queda entre dos sumas parciales consecutivas s,y s,+;. (Ya se demostré que s
es mayor que todas las sumas parciales pares. Un argumento similar demuestra que s es
menor que todas las sumas impares.) Se deduce que

|s_sn|s|sn+l_sn|:bn+l u

o _1 n
EJEMPLO 4 Determine la suma de la serie >, Sl
n=0

[ correcta a tres decimales.
n!

SOLUCION Primero observe que la serie es convergente de acuerdo con la prueba
de la serie alternante porque

_ R B S
@ m+1)! nr+1)

1 1
i) 0< — < ——>0 entonces - 0 amedidaque n —
n! n n!

Para obtener cudntos términos se necesitan usar en la aproximacion, se escriben los pri-
meros términos de la serie:

— 1 1 1 1 1 1
=l-l+3-5+u—mtm 50t
Observe que b7 = 5055 < 3055 = 0.0002
y se=1—1+4%—1+ L — L+ -1-~0368056

De acuerdo con el teorema de la estimacion de la serie alternante, se sabe que

|s — 56| < b7 < 0.0002

Este error de menos de 0.0002 no afecta la tercera cifra decimal, por lo que se tiene
que s = 0.368 es correcta hasta la tercera cifra decimal. [
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@) NOTA Laregla de que el error (al usar s, para aproximarse a s) es menor que el primer
término ignorado es, en general, valida solo para series alternantes que cumplen con las
condiciones del teorema de la estimacién de la serie alternante. La regla no se aplica a

otro tipo de series.

11.5 EJERCICIOS

1. (a) (Qué es una serie alternante?
(b) ¢En qué condiciones una serie alternante converge?
(c) Si estas condiciones se cumplen, ;qué puede decir con
respecto al residuo después de n términos?

2-20 Pruebe las series para ver si son convergentes o divergentes.

N
W
|
Vi

+

i
|

242 .
5T

1 1 1
4, — - — + — - — + — —
In3 In 4 In5 In6 In7
© ( l)nl % (_1)n+l
5. 6. ——
n§::1 3+ 5n E) Jvn + 1
z 3n — 1 z 2
7 " 8. —-1)"
Zl( )2+1 Zl( )n2+n+1
= Z n
9 —1)"e™ 10 ) ee———
2D 2OV
S 1 n’ < I
11. -1 = 12. —1)""'ne”
S 3 (-1 hne
% n £ l/n
13. > (—1)" 14. 2( 1t —
n=1 10" -
< sen(n +§)7'r S N COS nar
15. 16. _—
,E) 1 +n 2 2"

17. 3 (—1) sen<1> 18. S (—1)"cos<1>
n n=1 n

19. 5‘, (-1 = 20. Ei:(—l)”(w/n +1—4n)

21-22 Trace la grafica de las sucesiones de términos y la

sucesion de sumas parciales en la misma pantalla. Utilice la grafica

para hacer una estimacion de la suma de las series. Después utilice

el teorema de la estimacion de las series alternantes para estimar
la suma con una aproximacién de cuatro decimales.

(= 08)”

nln

212 22 E(l)

n=1

23-26 Demuestre que la serie es convergente. ;Cudntos términos
de la serie se necesitan sumar para determinar la suma con la
exactitud indicada?

(_l)n+l
~——~— (|error| < 0.00005)

M

23.

3
Il

% _ 1\

24, > ( n3) (] error | < 0.0005)
n=1
S (=

25. 3 ——— (|error| < 0.0005)
n=1 n 2

oo 1 n
26. >, < ) (| error| < 0.00005)
n

n=1

27-30 Obtenga un valor aproximado de la suma de la serie
correcta a cuatro cifras decimales.

(=1)" o (=
27. 21 @) 28. gl
29, f‘, (—1)"ne 2" 30. E e

n=1 n4"

s
Il

31. ;(Esla 50.* suma parcial ss, de la serie alternante
_1(—1)"""/n una sobreestimacién o una subestimacién de
la suma total? Explique.

32-34 ;Para qué valores de p es convergente cada serie?

2 l)n 1

33.%ﬂ 34, 2(1)
a=1 0+ p

» (ln n)?
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35. Demuestre que la serie 2(—1)" 'b,, donde b, =1/nsi nes (a) Demuestre que sy, = hy, — h,,.
impar y b, = 1/n?si n es par, es divergente. ;Por qué no (b) De acuerdo con el ejercicio 11.3.44 se tiene
aplica la prueba de la serie alternante?
h, —Inn—vy cuando n —
36. Siga los pasos siguientes para demostrar que
y, por tanto,
%© . n—1
> G i =12 hyy — In(2n) — vy cuando n —
= n

Sean h,y s,las sumas parciales de las series armonica y

armonica alternante.

Apoyandose en estos hechos y el inciso (a), demuestre
que s, — In 2 cuando n —> .

11.6 Convergencia absolutay las pruebas de la razén y la raiz

Hay pruebas de convergencia

para series con términos positivos

y series alternantes. Pero ¢y si los
signos de los términos cambian de
manera irregular? En el ejemplo 3
se observa que la idea de la conver-
gencia absoluta ayuda algunas veces
en tales casos.

Dada una serie 2a,, se puede considerar la serie correspondiente
2 || = |ai] + |az| + |as| + -+
n=1

cuyos términos son los valores absolutos de los términos de la serie original.

(1] Definicién Una serie Sa, es llamada absolutamente convergente si la serie
de valores absolutos |a,| es convergente.

Observe que, si Za, es una serie con términos positivos, entonces |a,l| = a,y por tanto,
la convergencia absoluta es lo mismo que la convergencia en este caso.

EJEMPLO 1 La serie

es absolutamente convergente porque

(=1t =51 1 1 1
— =3 S5=l+S+F5+5+
n=1 n2 n§=:l n2 22 32 42
es una serie p convergente (p = 2). [

EJEMPLO 2 Ya se sabe que la serie armédnica alternante

- 1)"1 11
? >3

1
— 4 ..
4

es convergente (véase ejemplo 11.5.1), pero no es absolutamente convergente porque la
serie correspondiente de valores absolutos es

(S

n

o1 1 1 1
— =14 —F =4+ =+ ...
2n 2 3 4

n=1

que es la serie armoénica (serie p con p = 1)y, por tanto, es divergente. [
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En la figura 1 se ilustran las graficas
de los términos a, y las sumas par-
ciales s, de la serie del ejemplo 3.
Observe que la serie no es alternan-
te, pero tiene términos positivos y
negativos.

05+
{s"}
)
0 . e . S L2 n
FIGURA 1

(2] Definicién Una serie Sa, se llama condicionalmente convergente si es con-
vergente pero no absolutamente convergente.

En el ejemplo 2 se muestra que la serie armonica alternante es condicionalmente con-
vergente. Por lo que es posible que una serie sea convergente, pero no absolutamente
convergente. Sin embargo, el teorema siguiente muestra que la convergencia absoluta
implica convergencia.

E] Teorema Si una serie 2a, es absolutamente convergente, entonces es conver-
gente.

DEMOSTRACION Observe que la desigualdad

0<a,+|a,| <2|a,]

es cierta porque |a,| es a,0 —a,. Si Za, es absolutamente convergente, entonces E|a,,| es
convergente, asi que 2|a,| es convergente. Por tanto, por la prueba de la comparacién,
>(a, + |a,|) es convergente. Entonces

Ean: E(an + |an|) - 2 |Cl,l|
es la diferencia de dos series convergentes y, por tanto, convergente. [ ]

EJEMPLO 3 Determine si la serie

Z, cosn cos 1 cos 2 cos 3
= + +

>

= n2 - 12 22 32

es convergente o divergente.

SOLUCION Esta serie tiene términos tanto positivos como negativos, pero no es alter-
nante. (EI primer término es positivo, los tres siguientes son negativos, y los otros tres
que siguen son positivos: los signos no siguen un patrén regular.) Se puede aplicar la

prueba de comparacion a la serie de valores absolutos

- 5 |cosn|
2 2 :E 2

n=1 n n=1 n

Ya que |cos n| < 1 para toda n, se tiene

|cos n| 1
— =

n n’

Se sabe que 21/n’ es convergente (serie p con p = 2) y, por tanto, Z|cos n|/n* es con-
vergente por la prueba por comparacién. De esta manera, la serie dada >(cos n)/n*es
absolutamente convergente y, por tanto, convergente de acuerdo con el teorema 3. [ |

La prueba siguiente es muy util para determinar si una cierta serie es absolutamente
convergente.
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Prueba de larazon

©
Ap+1 .
= L < 1, entonces la serie 2 a, es absolutamente

ay n=1

(i) Si lfim

convergente (y, por tanto, convergente).

©

.. . o1 Ap+1 L Ap+1 .
@) Silim |—— |[=L>1 o lim = o, entonces la serie > dues
n—ow a, n—ow a, n=1
divergente.
P Ap+1 L .
(iii) Si lim | —— | = 1, la prueba de la razén no es concluyente; es decir, no se
n—ow an

puede sacar conclusidn alguna con respecto a la convergencia o a la divergencia
de Xa,.

DEMOSTRACION

(1) La idea es comparar la serie dada con una serie geométrica convergente. Ya que L < 1, se
puede elegir un niimero r tal que L < r < 1. Como

[
lim | =% | =L y L<r

—0
n a,

el cociente la,.,/a,l eventualmente serd menor que r; es decir, existe un entero N tal que

An+1 .
— | <r siempre que n = N
an
0 equivalentemente
(4] |@uei| <|a.|r  siempre que n = N

Al hacer n sucesivamente igual a N, N + 1, N + 2,... en (4), se obtiene
|an+i| < |an|r
|ana | < |awei|r <|aw|r?
|anss| < |awsa|r < |aw|r?
y, en general,
(5] |ave| < |an|r®  paratodak =1

Ahora la serie

w
> lav|rt = |aw|r + |an|r* + |an| P + - -
=1

es convergente porque es una serie geométrica con 0 < r < 1. Por lo que la desigualdad
(5) junto con la prueba de la comparacién demuestra que la serie

0 %

> lan] = 2 |ava| = |anei| + |awe2| + Javss] + -+
n=N+1 k=1
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La prueba de la razén por lo general
no es concluyente si el n-€simo
término de la serie contiene una
exponencial o factorial, como se
verd en los ejemplos 4 y 5.

Estimacion de sumas

En las tres tltimas secciones se
usaron varios métodos para estimar
la suma de una serie, y el método
depende de cudl prueba se usaba
para demostrar la convergencia.
(Qué sucede con las series para las
cuales si funciona la prueba de la
razén? Hay dos posibilidades: si la
serie es alternante, como en el ejem-
plo 4, entonces es mejor aplicar los
métodos de la seccién 11.5. Si todos
los términos son positivos, entonces
se aplican los métodos especiales
que se explican en el ejercicio 46.

también es convergente. Se infiere que la serie =, | a,| es convergente. (Recuerde que
una cantidad finita de términos no afecta la convergencia.) Por tanto, 2a, es absoluta-
mente convergente.

(i) Si |a, + 1/a,| = L > 1 0 |a,+,/a,| = =, entonces la razén |a,,/a,
serd mayor que 1; es decir, existe un entero N tal que

eventualmente

Ap+1 .
—— | >1 mientrasquen = N
an

Esto significa que |a,+|> |a,| siempre que n = Ny de este modo,

lim a, # 0

n—o

Por lo tanto, Xa, es divergente de acuerdo con la prueba de la divergencia. [ |

NOTA El inciso (iii) de la prueba de la razén establece que si lim, _...|a,+,/a,|= 1, la
prueba no proporciona informacion. Por ejemplo, en cuanto a la serie convergente 21/n>
setiene

1
A1 (n + 1) n’ 1
= = T = — 1 cuando n — ®
an 1 (n+1) 1)\2
n n
mientras que para la serie divergente >1/n se tiene
Api n+1 n 1
= = = — 1 cuando n —
an 1 n+1 1
n n

Por tanto, si h’m,,_,x|a,,+1 /a,|, 1a serie Za, podria ser convergente o divergente. En este
caso, la prueba de la razén no funciona, por lo que se debe aplicar otra prueba.

3

EJEMPLO 4 Pruebe si la serie >, (—1)" % es absolutamente convergente.
n=1

SOLUCION Aplique la prueba de la razén con a, = (—1)"n’/3"

(-1 + 1)

ansr | 3! _(+1)P 3
a, (_l)nn3 3n+l n3
3[‘[

1 (n+1})\ 1 1\° 1
= — =—|l14+—) =>—<1
3 n 3 n 3

Por lo que, por la prueba de la razoén, la serie dada es absolutamente convergente y, en
consecuencia, convergente. [ |
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n

EJEMPLO 5 Pruebe la convergencia de la serie >, n’ .

n=1 N:
SOLUCION Ya que los términos a, = n"/n! son positivos, no se necesitan los signos del
valor absoluto.

api (n+ 1) n! _ (n+ D+ 1" n!

a, n+1) n (n + Dn! n"

n+11\" 1\
=|{1+—] —e cuando n —> ©
n n

(Véase ecuacién 3.6.6.) Ya que e > 1, la serie dada es divergente de acuerdo con la
prueba de la razén. [ ]

NOTA Aunque la prueba de la razén funciona en el ejemplo 5, un método mas fécil
es usar la prueba de la divergencia. Como

a, = = =n

se deduce que a, no tiende a 0 cuando n — <. Por tanto, la serie dada es divergente de
acuerdo con la prueba de la divergencia.

Es conveniente aplicar la prueba siguiente cuando hay potencias n-ésimas. Su demos-
tracion es similar a la de la prueba de la razén y se deja para el ejercicio 49.

Prueba de la raiz

0

(i) Si lim {’/|a,l| = L < 1, entonces la serie E a, es absolutamente
n—>o0 n=1

convergente (y, por tanto, convergente).
(i) Si lim ¥/[a,] = L > 10 lim ¥/]a,| = , entonces la serie 2 @ es
n—ow n—o n=1
divergente.

(iii) Si lim 4/|a.| = 1, la prueba de la raiz no es concluyente.

Si lim, - ¥/ |a.| = 1, entonces el inciso (iii) de la prueba de la raiz establece que la
prueba no proporciona informacién. La serie Za, podria ser convergente o divergente.
(SiL =1 en la prueba de la razén, no intente con la prueba de la raiz porque L serd otra
vez 1.Y si L = 1 en la prueba de la raiz, no intente la prueba de la razén porque también
fallard.)

> 2n+ 3\
EJEMPLO 6 Pruebe la convergencia de la serie 21 312/

SOLUCION

B 2n + 3\
@ \3n+2

o+ 3 24> 2
n n
ST — - <
] = 3,52 2 3
34 =
n

Por lo que la serie dada converge de acuerdo con la prueba de la raiz. [ ]
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Sumar ceros no afecta la suma de la
serie; cada uno de los términos

de la sucesién de sumas parciales se
repite, pero el Iimite es el mismo.

11.6 EJERCICIOS

1. ;Qué puede decir acerca de la serie 2a, en cada uno de los

casos siguientes?

Ap+1

(@) lim | — | =8
n—» ay,

(© lfm |21 =
Mm

Sucesiones y series infinitas

B Reordenamientos

La pregunta de si una serie dada que es convergente es absolutamente convergente o
condicionalmente convergente, tiene relacién con la pregunta de si las sumas infinitas
se comportan como las sumas finitas.

Por supuesto, si se reordenan los términos en una suma finita, entonces el valor de la
suma no cambia. Pero esto no siempre sucede en las series infinitas. El reordenamiento
de una serie infinita 2.a, significa una serie obtenida simplemente al cambiar el orden de
los términos. Por ejemplo, un reordenamiento de 2a, podria empezar como sigue:

Cl]+Cl2+6l§+a3+a4+a|5+a6+a7+6120+"'

Resulta que

si 2a, es una serie absolutamente convergente con suma s,
entonces cualquier reordenamiento de %a, tiene la misma suma s.

Sin embargo, cualquier serie condicionalmente convergente se puede reordenar para dar
una suma distinta. Para ilustrar este hecho considere la serie armdnica alternante

-=1In2

._.
|
D=
+
Q| —
I
&=
+
W |—
|
=
+
<=
|
oo|—
+

(6]

=3In2

o=
|
ENE
J’_
o=
|
ool
J’_

Si se insertan ceros entre los términos de esta serie, se tiene

0+5+0—f+0+2+0—§+---=4In2

Ahora se suma la serie de las ecuaciones 6 y 7 usando el teorema 11.2.8:

+i4+t—1+...=3m2

D=
w|—
~—

1+31-

Observe que la serie en (8) consta de los mismos términos que en (6), pero reordenados
para que haya un término negativo después de cada par de términos positivos. Pero las
sumas de estas series son diferentes. De hecho, Riemann demostré que

si 2a, es una serie condicionalmente convergente y r es cualquier nimero
real, entonces hay un reordenamiento de 2a, que tiene una suma igual a r.

Una demostracién de este hecho se plantea en el ejercicio 52.

2-6 Determine si la serie es absolutamente convergente,
condicionalmente convergente o divergente

®) lim [ =038 2 3 0
! tn n=1 \/n
o (=D" o (="
4 > —
E Sn+1 172::1 n’+1
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s, i ser}ln i (—=3)"

=2 2n + 1)!

7-24 Utilice la prueba de la razon para determinar si la serie es
convergente o divergente.

7. 2 iﬂ 8. E ( 1)n+l
n=1 5 n=1
n © (_3)11
9. 1! 10. —_—
21 =0 go @2n + D!
11. > L 12. > ke™*
=1 k! k=1
S 10" > on!
13. — 14.
E] (n + 1)4>! ,21 100"
© nar" o0 nl()
15. 16. s ———
g (=3)"~ 1 g ( 10)n+1
17, z, cos(n/3) 18 i n!
n=1 n' n=1 n”
o 10010011 © 2'12
19. > 2 2 2. >
n=1 n! n=1 n!
2! 3! 4!
211 - + - +
1-3 1-3-5 1-3-5-7
n!
+ (=" +
( ) 1 . 3 . 5 © e e (2" — 1)
2 2-5 2:-5-8 2-5-8-11
2. =+ + +
3 3-5 3:-5-7 3:-5-7-9
i 2 . 4 . 6 “ hee e 2
23. 3 @n)
n=1 i’l’
< 2"n!
24, —-1)"
,gl( )5'8'11""‘(3n+2)

25-30 Utilice la prueba de la raiz para determinar si la serie es
convergente o divergente.

5 nt+ 1 z (=2)"
25. 26.
2 <2 7+ 1) 2:1 n'"
(=) S —2n "
27. 28.
7122 (In n)" Z‘l n+1
o0 1 nz 0
29. > <1 + 7) 30. > (arctann)"
n=1 n n=0

31-38 Utilice cualquier prueba para determinar si la serie es
convergente o divergente.

5 (1 '
31. 32.
Ez Inn ,,2, 2+ 3n

( 9)11 % n52n
33. 34,
3= 3 o
z n o\ Z, sen(nm/6)
35. — 36. —_—
,gz <lnn> Zl 1+ nyn
E3 1)'e 1/n > —1
37. > % 38. 1)
n=1 n — nlnn

39. Los términos de una serie se definen en forma recursiva con
las ecuaciones

5n + 1
4n+3°

a; = 2 Ap+1 =

Determine si 2a, es convergente o divergente.
40. Una serie Xa, esté definida por las ecuaciones
_1 2+ cosn
ay = Ap+1 = 7\/’? an
Determine si Xa, converge o diverge.

41-42 Sea {b,} una sucesién de nimeros positivos que converge
a % Determine si la serie dada es absolutamente convergente.

A 2 b} cos n . E —1)"n'

n= n=1 n”b b2b3 b

43. ;Para cudles de las series siguientes la prueba de la razén
no es concluyente (es decir, no proporciona una respuesta
definitiva)?

G|
@ X — (b)
n=1 N

M
|=

3
1
\]

(c)E(j)j (d)E\F

,,11+I’l

44. ;Para cudles enteros positivos k la serie siguiente es
convergente?

-y
2 (o

45. (a) Demuestre que ;- x"/n! converge para toda x.
(b) Deduzca que lim,—.. x"/n! = 0 para toda x.

46. Sea X.a, una serie con términos positivos y sea r, = d,.,/a,.
Suponga que lim,—.. r, = L < 1, por lo que 2a, es
convergente de acuerdo con la prueba de la razén. Como es
lo usual, sea R, el residuo después de n términos, es decir,

R, = apiy + @y + apis + -

(a) Si{r,} es una sucesion decreciente y r,.; < 1, demuestre
con la suma de una serie geométrica que

a
R, < nt1
1 — ru

(b) Si{r,} es una sucesion creciente, demuestre que

An+1

R, =
1—-L
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. (a) Calcule la suma parcial s5 de la serie 2,-; 1/(n2"). Con
ayuda del ejercicio 46 estime el error al usar 55 como
una aproximacion a la suma de la serie.
(b) Determine un valor de n de tal modo que s, difiera menos
que 0.00005 de la suma real. Use este valor de n para
obtener un valor aproximado de la suma de la serie.

. Use la suma de los primeros 10 términos para obtener un
valor aproximado de la suma de la serie

©
>
n=1

n
on

Utilice el ejercicio 46 para estimar el error.

Demuestre la prueba de la raiz. [Sugerencia para inciso (i):
tome cualquier nimero 7 tal que L < r < 1y utilice el hecho

de que hay un entero N tal que /| a,| < r siempre que
n=N.]

Hacia 1910, Srinivasa Ramanujan, matemadtico de India,
descubri6 la férmula

1 22 &
J— 2
T 9801 5

(4n)!1(1103 + 26390n)
(n!)*396*"

William Gosper utilizé esta serie en 1985 para calcular los

primeros 17 millones de digitos de .

(a) Verifique que la serie es convergente.

(b) (Cudntos lugares decimales correctos de 7 obtiene el lec-
tor si usa solo el primer término de la serie? ;Qué pasa si
usa dos términos?

11.7 Estrategia para probar series

51. Dada cualquier serie 2a,, se define una serie %a,;t cuyos

52

términos son todos los positivos de 2a, y una serie .a;
cuyos términos son todos los negativos de 3a,. Para ser
especificos, sea

ar_t_:alr+|an‘ a;:an_‘an|

2 2

Observe que si a, > 0, entonces a;f = a, y a; = 0, mientras

que si a, < 0, entonces a; = a, y ai = 0.

(a) SiXa, es absolutamente convergente, demuestre que
tanto la serie 2a;; como la serie Za; son convergentes.

(b) Si 3a, es condicionalmente convergente, demuestre que
tanto la serie 2a; como la serie 2.a; son divergentes.

Demuestre que si 2a, es una serie condicionalmente
convergente y r es cualquier nimero real, entonces hay un
reordenamiento de X.a, cuya suma es r. [Sugerencia: utilice
la notacién del ejercicio 51. Tome solo suficientes términos
positivos a;f para que su suma sea mayor que r. Luego sume
solo suficientes términos negativos a; para que la suma
acumulativa sea menor que r. Continte asi y aplique el
teorema 11.2.6.]

53. Suponga que la serie 2a, es condicionalmente convergente.

(a) Demuestre que la serie 2n%a, es divergente.

(b) La convergencia condicional de a, no es suficiente para
determinar si 2na,es convergente. Demuestre esto con un
ejemplo de una serie condicionalmente convergente tal
que Xna,converge y un ejemplo donde na, diverge.

Ya se tienen varias maneras de probar la convergencia o divergencia de una serie; ahora
el problema es decidir cudl prueba aplicar en cada serie. En este aspecto, probar series es
parecido a integrar funciones. No hay reglas rigidas y rdpidas con respecto a qué prueba
aplicar a una serie dada, pero puede seguir las recomendaciones siguientes, que pueden

ser utiles.

No es prudente aplicar una lista de pruebas en un orden especifico hasta que una
funcione. Eso seria un desperdicio de tiempo y esfuerzo. En lugar de eso, al igual que
en la integracidn, la estrategia principal es clasificar las series de acuerdo con su forma.

1. Sila serie es de la forma 31/n”, es una serie p, lo cual significa que es conver-
gente si p > 1 y divergente sip < 1.

2. Sila serie es de la forma 2ar""! 0 Zar", es una serie geométrica que converge si
| r| < 1y diverge si \ r| = 1. Se podrian requerir algunas operaciones algebraicas
para hacer que la serie adquiera esta forma.

3. Si la serie tiene una forma similar a la de una serie p o a una serie geométrica,
entonces se debe considerar una de las pruebas por comparacioén. En particular,
si a, es una funcién racional o una funcién algebraica de n (es decir, que con-
tiene raices de polinomiales), entonces la serie se debe comparar contra una serie
p. Observe que la mayoria de las series de los ejercicios 11.4 tienen esta forma.
(El valor de p se debe escoger como en la seccion 11.4, y conservar solo las
potencias mds altas de n en el numerador y en el denominador.) Las pruebas por
comparacion se aplican solo en series con términos positivos, pero si 2a, tiene
algunos términos negativos, entonces se puede aplicar la prueba por compara-

cién a 3| a,

y probar si hay convergencia absoluta.
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4. Si es facil ver que lim,.. a, 7 0, entonces se debe aplicar la prueba de la
divergencia.

5. Sila serie es de la forma %(—1)""'b, 0 2(—1)"b,, entonces una posibilidad obvia
es la prueba de la serie alternante.

6. Las series que contienen factoriales u otros productos (incluso una constante
elevada a una potencia n-ésima) se prueban en forma aceptable usando la prueba
de la razén. Siempre piense que |a,+/a,|—> 1 cuando n —>o para todas las
series p y, por tanto, todas las funciones racionales o algebraicas de n. Asi la
prueba de la raiz no se debe aplicar para dichas series.

7. Sia,es de la forma (b,)", entonces la prueba de la raiz podria ser util.
8. Sia, = f(n), donde ‘lm f(x) se puede evaluar con facilidad, entonces la prueba
de la integral es efectiva (suponiendo que la hipétesis de esta prueba se cumple).

En los ejemplos siguientes no se presenta todo el desarrollo, sino que simplemente se
indica qué prueba se debe usar.

EJEMPLOT 3

J o n=1 2n + 1

Ya que a, —>% 7 0 cuando n —, se debe usar la prueba de la divergencia. [ |
= v+ 1

EJEMPLO 2 2. o

Como a, es una funcidén algebraica de n, compare la serie dada con la serie p. La serie
de comparacién para la prueba de comparacion en el limite es 2b,, donde

\/11—3_113/2_ 1

bn f— f— e
3n? 3n3 3n3/2

EJEMPLO 3 2. ne ™"

X

Ya que la integral [} xe~ * se evalda con facilidad, use la prueba de la integral. La prueba

de la razon también funciona. [ ]
o n3
_1 n
EJEMPLO4 2 (1)
Como la serie es alternante, aplique la prueba de la serie alternante. [ |
© Ak
EJEMPLO5 X
=1 k!
Como la serie contiene k!, se aplica la prueba de la razén. [ ]

EJEMPLO 6 E. Py

La serie estd estrechamente relacionada con la serie geométrica %1/3", por lo que se usa la
prueba por comparacion. [ |
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11.7 EJERCICIOS

1-38 Pruebe si las series son convergentes o divergentes. = 1 = 3k —
o ) 19. S (—1)y L 20. Eg
n?—1 n—1 b n =1 k(VEk + 1)
1. 2. > —
n=1 Nn + 1 n=1 N + 1 % w \/nz _ 1
" " 21. —1)" 1/n? 22, —
. a3 ytd 2 1 eosi/m) Z a5
’ n=1 n3 +1 ) n=1 ? +1 * *
. . . 23. > tan(1/n) 24. > nsen(1/n)
5. 2 % 6. E n — n=1 n=1
n=1 N n=1 (1 + n) “ n! = }’l2 + 1
. . . 25. > — 26. S
n n= n=
7. > ket 8. 3 (-1 o e 1
k=1 n=1 s klnk % el/”
27. — 28.
< 2" Z 2n+ 1) AZEI (k + 1)° Zl n?
9. > (-1)" 10. > o _
n=0 (271)’ n=1 n £ (71)71 w ‘ \/j
. e 29. Y 30. X (—1)/-
1 1 2°k! n=1 coshn = j+5
M 3=+ 122. X
a=1 \ 1 3 o (k+2)! > 5k “ (n))"
s B 3. X ———— 32, X —
3"n sen2n k=1 3+ 4 n=1 N
13. > 14. >
n=1 n! n=1 1+ 2" o n n % l
v Ak w I 33. 34. —_—
2k=13k+l Jnt+ 1 ,,E]<n+1> Z’ln-‘rncoszn
15. — 16. >, —
k=1 k =1 n +n oc | % 1
17 i 1-3-5----- (2n — 1) 35. ngl n1+1/n 36. ngZ (lnn)lnn
"Z2-5-8- (Bn—1) . -
R 37. > (v2 - 1) 38. 3 (¢2 - 1)
18- n=1 n=1
Zl n+ 1

11.8 Series de potencias

Series trigonométricas

Una serie de potencias es una en la cual
cada uno de los términos es una funcién
potencia. Una serie trigonométrica

%

> (a, cos nx + b, sennx)
=0

es una serie cuyos términos son funcio-
nes trigonométricas. Este tipo de serie
se analiza en el sitio web

www.stewartcalculus.com

Haga clic en Additional Topics y luego
en Fourier Series.

Una serie de potencias es una serie de la forma

E] Sex"=co+ ex + ox?+exd+ -

n=0

donde x es una variable y las ¢, son constantes llamados coeficientes de la serie. Para
cada x fija, la serie (1) es una serie de constantes que se puede probar para ver si es
convergente o divergente. Una serie de potencias podria ser convergente para algunos
valores de x y ser divergente para otros. La suma de la serie es una funcién

f(x) =co+ cix +x? + e Foxt o

cuyo dominio es el conjunto de todas las x para las cuales la serie converge. Observe que
fes parecida a un polinomio. La dnica diferencia es que f tiene un infinito de términos.

Por ejemplo, si toma ¢, = 1 para toda n, la serie de potencias se transforma en una
serie geométrica

@ zx”=1+x+x2+~--+x”+---
n=0

que es convergente cuando —1<< x < 1 y es divergente cuando | X ‘ = 1. (Véase la ecua-
cién 11.2.5.)
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De hecho, si se sustituye x = % en la serie geométrica (2) se obtiene la serie convergente

= (1Y 1 1 1 1
Sl=l=1+-+—+—+—+--.
a0 \ 2 2 4 8 16

pero si se sustituye x = 2 en (2) se obtiene la serie divergente

>2'=14+2+4+8+16+---

n=0
Mais general, una serie de la forma

0

(3] Yelx—a)=co+clx—a) + clx —aP+ -

n=0

se denomina serie de potencias en (x — a) o una serie de potencias centrada en a o
una serie de potencias en torno a a. Observe que al escribir el término correspondiente
an = 0 en las ecuaciones 1 y 3 se ha adoptado la convencién de que (x — @)’ = 1 aun
cuando x = a. También observe que cuando x = a todos los términos son 0 paran = 1y
de este modo la serie de potencias (3) siempre es convergente cuando x = a.

EJEMPLO 1 ;Para qué valores de x la serie >, n!x" es convergente?

n=0

SOLUCION Se utiliza la prueba de la razén. Sea a,, como se acostumbra, el n-ésimo
término de la serie, entonces a, = n! x". Si x # 0, se tiene

Observe que (n + 1)l
a, ) n Ix .
(n+1)'=(n+l)n(n—1) ..... 3:2-1 h’m h :hm T :hm(n—kl)‘_x’:()c
— (n + l)n! n—o ay n—ow n'x n—ow

Por la prueba de la razdn, la serie es divergente cuando x # 0. Por lo que la serie dada
converge solo cuando x = 0. [ ]

EJEMPLO 2 ;Para qué valores de x la serie > ) es convergente?

n=1 n
SOLUCION Sea a, = (x — 3)"/n. Entonces
A || (x = 3)"! n
an n+1 (x —3)"

1
—llx—3\—>|x—3| cuando n —> ©

1+—
n

De acuerdo con la prueba de la razdn, la serie dada es absolutamente convergente y, por
tanto, convergente cuando | x — 3 | < 1 y divergente cuando | x — 3 | > 1. Ahora

x=3]<1 <& —-1<x—-3<1 < 2<x<4

por lo que la serie converge cuando 2 < x < 4 y diverge cuando x < 2 0 x > 4.

La prueba de la razén no proporciona informacién cuando \ x—3 \ = 1 por lo que
se debe considerar x = 2 y x = 4 por separado. Si se sustituye x = 4 en la serie, resulta
2.1/n, la serie armoénica, que es divergente. Six = 2, la serie es 2(—1)"/n, que es con-
vergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. Por tanto, la serie de potencias
dada converge para 2 < x < 4. [ |
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Observe como la aproximacion del
modelo generado por computadora
(el cual utiliza funciones de Bessel
y de cosenos) coincide con la
fotografia de una membrana
vibratoria de hule.

y
S,
1 So
s4/
0 ; X
Jo
Si\ 83
FIGURA 1
Sumas parciales de la funcién
de Bessel J,

Se verd que el uso principal de las series de potencias es proporcionar una manera
de representar algunas de las funciones mas importantes que surgen en matematicas,
fisica y quimica. En particular, la suma de la serie de potencias del ejemplo siguiente se
Ilama funcion de Bessel, en honor al astrénomo aleman Friedrich Bessel (1784-1846),
y la funcién dada en el ejercicio 35 es otro ejemplo de la funcién de Bessel. En efecto,
estas surgieron primero cuando Bessel resolvié la ecuacion de Kepler para describir el
movimiento de los planetas. Desde esa época, estas funciones se aplican en diversas
situaciones fisicas, entre ellas la distribucién de temperaturas en una ldmina circular y
las vibraciones de la membrana de un tambor.

EJEMPLO 3 Determine el dominio de la funcién de Bessel de orden O definida por

o = 3 S

n=0 22n(n!)2
SOLUCION Sea a, = (—1)"x**/[2*"(n!)*]. Entonces

(_1)n+1x2(n+1) ‘ 22’1(}1!)2
22(n+1)[(n + 1)|]2 (_1)nx2n

An+1 ‘

[

x2n+2 22n(n!)2

22"+2(n + 1)2(1’1')2 ’ x2n

x2

=m—>0<1 para toda x
n

De este modo, de acuerdo con la prueba de la razén, la serie dada converge para

todos los valores de x. En otras palabras, el dominio de la funcién de Bessel J,
es (—oo, o) = R. [ |

Recuerde que la suma de una serie es igual al limite de la sucesién de las sumas par-
ciales. De esa manera, cuando se define la funcién de Bessel del ejemplo 3 como la suma
de una serie significa que, para todo nimero real x,

) n (_ 1)ix2i
Jo(x) = lim s,(x) donde su(X) = X 55
n—e -0 27(")
Las primeras sumas parciales son
so(x) =1
2
X
six) =1— =
x2 4
=1—-——+ —
s2%) 4" 64
x* Xt x°
sx)=1-—+—=—
4 64 2304
6 x8

x*xt
salx) =1 — —+ — — + —

4 64 2304 147,456
En la figura 1 se muestran las grificas de estas sumas parciales, las cuales son funciones
polinomiales. Todas son aproximaciones de la funcién J,, pero observe que la aproxima-
cién es mejor cuando se incluyen mds términos. En la figura 2 se ilustra una grafica mas
completa de la funcién de Bessel.
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FIGURA 3
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Para las series de potencias examinadas hasta el momento, el conjunto de valores de x
para los cuales las series convergen ha resultado ser siempre un intervalo [un intervalo
finito de la serie geométrica y la serie del ejemplo 2, el intervalo infinito (—%, %) del
ejemplo 3, y un intervalo colapsado [0, 0] = {0} del ejemplo 1]. El teorema siguiente, que
se demuestra en el apéndice F, establece que esto es valido en general.

o

(4] Teorema Para una serie de potencias dada >, c,(x — a)" hay solo tres
posibilidades: n=0

(i) La serie converge solo cuando x = a.
(i) La serie converge para toda x.

(iii)) Hay un ndmero positivo R tal que la serie converge si | X —a | < Ry diverge
si \x —a | > R.

El niimero R en el caso (iii) se llama radio de convergencia de la serie de potencias.
Por convencion, el radio de convergencia es R = 0 en el caso (i) y R = %en el caso (ii).
El intervalo de convergencia de una serie de potencias es el intervalo que consiste en
todos los valores de x para los cuales la serie converge. En el caso (i) el intervalo consta
de un solo punto a. En el caso (ii) el intervalo es (—, ). Observe que en el caso (iii)
la desigualdad | x—a | < R se puede escribir de nuevo como a — R < x < a + R. Cuando
x es un punto final del intervalo, es decir, x = a = R, cualquier cosa puede suceder:
la serie podria ser convergente en uno o en ambos extremos, o podria ser divergente en
ambos extremos. Por tanto, en el caso (iii) hay cuatro posibilidades para el intervalo
de convergencia:

(@-Ra+R (@a—Ra+R [a—Ra+R [a—Ra+R]

La situacion se ilustra en la figura 3.

convergencia para [x —a| <R

O 1%

a—R a a+R

e T H _ —
divergencia para |x —a| >R

Aqui se resume el radio y el intervalo de convergencia para cada uno de los ejemplos
considerados en esta seccion.

Series Radio de convergencia | Intervalo de convergencia
Serie geométrica > X" R=1 (=11
n=0
Ejemplo 1 > onlx" R=0 {o}
n=0
Ejemplo 2 s L3 R=1 [2.4)
n=1 n
. © (7 l)nXZn
Ejemplo 3 R=x —0o0, o
) P g 22)l(n!)2 (
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En general, la prueba de la razén (o a veces, la prueba de la raiz) se debe usar para
determinar el radio de convergencia R. Las pruebas de la razén y la raiz siempre fracasan
cuando x es un extremo del intervalo de convergencia, por lo que es necesario verificar
los puntos finales por medio de alguna otra prueba.

EJEMPLO 4 Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la
serie

SOLUCION Seaa, = (—3)"x"/+/n + 1. Entonces

Ani1 (_3))1+1xn+1 /n 4+ 1 3 n + 1
— | = . = | —3x
an Jn+2 o (=3 n+2

1+ (1
=3\/M|x|—> 3|x|]  cuando n—>
1+ (2/n)

De acuerdo con la prueba de la razén, la serie dada converge si 3 | x| < 1 y es divergente
si3 \ X \ > 1. Por lo que es convergente si | X | < % y divergente si \ X \ > % Esto significa
que el radio de convergencia es R = 3

Se sabe que la serie converge en el intervalo (—%, %), pero ahora es necesario probar si
hay convergencia en los extremos de este intervalo. Six = —%, la serie se transforma en

)

w\._.

s = (=3 (="

=0 n+1

Ve

1 1 1 1 1
—_— =t =+ =+ —=+
Sirl 2 a
que es divergente. (Utilice la prueba de la integral o simplemente observe que es una
serie p con p = % <1)Six= % la serie es

g %)" _y

que converge de acuerdo con la prueba de la serie alternante. Por tanto, la serie de
: 1 1 . .
potencias dada converge cuando — 3 < x < 3 por lo que el intervalo de convergencia
11 : ;
es (—g, g]. |

EJEMPLO 5 Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la
serie

o n(x +2)"
z n+1

n=0

SOLUCION Si a, = n(x + 2)"/3"*!, entonces

apet || (n+ D(x +2)""! 3ntl
a, 3n+2 n(x + 2)"
1 |x + 2| |x + 2|
=1+ — — cuando n — ®
n 3 3

Al usar la prueba de la razén se ve que la serie es convergente si | x + 2 |/3 < 1y que es
divergente si | x + 2 |/3 > 1. Por lo que es convergente si | x + 2 | < 3 y divergente si
| x + 2| > 3. Asi que, el radio de convergencia es R = 3.
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La desigualdad | x + 2 | < 3 se puede escribir como —5 < x < 1, asf que se prueba la
serie en los puntos finales —5 y 1. Cuando x = — 5, la serie es

o
g n+l

mx —%2( 1)'n

que es divergente de acuerdo con la prueba de la divergencia [(—1)"n no converge a 0].

Cuando x = 1, la serie es

PR

~t3
n=0

que también es divergente de acuerdo con la prueba de la divergencia. Por esto,
la serie converge solo cuando —5 < x < 1, por lo que el intervalo de convergencia

es(—5,1).

11.8 EJERCICIOS

1. (Qué es una serie de potencias?

2. (a) ;Cudl es el radio de convergencia de una serie
de potencia? ;Cémo se determina?
(b) (Cudl es el intervalo de convergencia de una serie
de potencias? ;Cémo se calcula?

3-28 Determine el radio de convergencia y el intervalo
de convergencia de la serie.

© © —1)"x"
3. > (—1)"nx" 4. > et
n=1 n=1 3}’[
© xn o (71)")6'”
5 6 E—
n2=1 2n — 1 ,1E=0 n+1
o n o lon n
7.3 8 >
n=0 n' n=1
o X" ©
92 > 10. X 2"n’x
n=1 N 4 n=1
% (_1)114:1 ( l)n 1
11. —x" 12.
ngl \/”l n=1 n5"
PN p——; PR
’ n=1 2n(n2 + 1) * ) n=1 n!
S -2y SNCG
15. — 16. (=
,E) n?+1 ,,gl 2n — 1)2" (x
< + 2)" z
17. > x+2r 18. *F (x + 6)"
n=2 2”lnn n= 1 8”
3)1(x+4)n 0 2n+]
19. — 20. ) —
Zl Jn E( y 2n + 1)!

l)n

|
21. > n(x—a)" b>0
n=1 b
=
22, > (x—a)", b>0
n=2 ln
23. 3 ni2x — 1) 2.3 nx
. n!(2x —
n=1 n=1 2 4 6 : (2]’[)
Z (5x — 4) coox
25, —_— 26. —
gl n’ gz n(In n)*
o xn
27.
le~3-5 “(2n—1)
> n!x"
28.
le~3-5 “(2n—1)
29. Si X, - c,4" es convergente, ;se concluye que las series
siguientes son convergentes?
@ X c(=2)" (b) X e(—4)"
n=0 n=0
30. Suponga que =, ¢,x" converge cuando x = —4y
diverge cuando x = 6. ;Qué puede decir con respecto
a la convergencia o divergencia de la serie siguiente?
@ X (b) X 8"
n=0 n=0
© 2 el=3) d X (=1)"c,9"
n=0 =0
31. Si k es un entero positivo, encuentre el radio de convergencia
de la serie - ()t
S
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32. Sean p y ¢ niimeros reales con p < ¢. Encuentre una serie SAC (¢) Si su sAc tiene incorporadas las funciones de Airy,
de potencias cuyo intervalo de convergencia sea trace la grafica de A en la misma pantalla que las sumas
@) @, q) ® @ q] © [p. 9 ) [p, q] parciales del inciso (b) y observe cémo las sumas parcia-

. . . . les se aproximan a A.
33. (Es posible encontrar una serie de potencias cuyo intervalo

de convergencia sea [0, %)? Explique. 37. Una funcion festd definida mediante

M 34. Trace la gréfica de las primeras sumas parciales s,(x) de la
serie, 2,-ox", junto con la funcién suma fix) = 1/(1 — x)
sobre una misma pantalla. ;Sobre qué intervalo parece que
convergen estas sumas parciales a f{x)?

f)=1+2x+ x>+ 283 +x*+ -

es decir, sus coeficientes son ¢,, = 1y ¢a,+1 = 2 para toda
n = 0. Determine el intervalo de convergencia de la serie y

35, La funcién J, definida por plantee una férmula explicita para f(x).
1) = i (—1)"x>! 38. Sif(x) = 2. c,x" donde ¢,.4 = ¢, paratodan = 0,
ne = = nl(n + 1)12%! determine el intervalo de convergencia de la serie y

una férmula para f(x).
Se llama la funcion de Bessel de orden 1.

(a) Determine su dominio. 39. Demuestre que si h’mn_m\"/ lea| = ¢, donde ¢ # 0,
A (b) Trace la gréfica de las primeras sumas parciales en una entonces el radio de convergencia de la serie de
pantalla comun. potencias 2¢,x" es R = 1/c.

"
H
~

(c) Si su sac tiene incorporadas las funciones de Bessel,
trace la grafica de J, en la misma pantalla que las sumas
parciales del inciso (b) y observe como se aproximan las
sumas parciales a J;.

40. Suponga que la serie de potencias 2c,(x — a)" satisface
¢, # 0 para toda n. Demuestre que si lim, .. | c,/c+1 |
existe, entonces es igual al radio de convergencia de la
serie de potencias.

36. La funcién A se define mediante por

41. Suponga que el radio de convergencia de la serie
S es 2 'y que el radio de convergencia de la
serie 2d,x"es 3. ;Cudl es el radio de convergencia
de la serie 2(c, + d,)x"?

x3 x6 x9

+ + + o
2-3 2-3-5-6 2-3-5-6-8-9

Alx) =1

que se llama funcion de Airy en honor al matematico

y astrénomo inglés sir George Airy (1801-1892).

(a) Determine el dominio de la funcién de Airy.

(b) Grafique las primeras sumas parciales en una misma
pantalla.

42. Suponga que el radio de convergencia de la serie de
potencias 2.c,x"es R. ;Cudl es el radio de convergencia
de la serie de potencias 2.c¢,x*"?

Y
<]

11.9 Representacion de funciones como series de potencias

En esta seccion aprendera a representar ciertos tipos de funciones como sumas de series
de potencias mediante la manipulacién de series geométricas, mediante derivaciéon o
integracion de dichas series. Quizd se pregunte por qué quisiera expresar una funcién
conocida como una suma de una cantidad infinita de términos. Mds adelante se explica
la utilidad de esta estrategia en la integracion de funciones que no tienen antideriva-
das elementales, en la solucién de ecuaciones diferenciales y para aproximar funciones
mediante polinomios. (Los cientificos lo hacen para simplificar las expresiones con las
que trabajan; los especialistas en computacion lo hacen para representar funciones en
calculadoras y computadoras.)
Se empezard con una ecuacion que ya se estudié antes:

(1

=l4+x+x>+x+... =2 x" |x| <1
l_x n=0

Ya se mostro esta ecuacion en el ejemplo 11.2.7, donde se obtuvo al observar que es una serie
geométrica cona = 1 y r = x. Pero en este caso el punto de vista es distinto. Ahora con-
sidere la ecuacién 1 como expresion de la funcion f{x) = 1/(1 — x) como una suma de
una serie de potencias.




Una ilustraciéon geométrica de la
ecuacion 1 se muestra en la figura 1.
Como la suma de una serie es el limite
de la sucesion de las sumas parciales,
se tiene

= lim s,(x)
1 —x n—o

donde
) =1+x+x2+ - +x

es la n-ésima suma parcial. Observe
que cuando n aumenta, s,(x) serd una
mejor aproximacion a f{x)

para —1 <x <.

Es vilido pasar x* al otro lado del
signo de la suma porque no depende
de n. [Aplique el teorema 11.2.8(i)
conc = x°.]
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1
FIGURA1 f(x) = 17 algunas sumas parciales

- X

EJEMPLO 1 Exprese 1/(1 + x?) como la suma de una serie de potencias y determine
el intervalo de convergencia.

SOLUCION Al reemplazar x por —x*en la ecuacion 1, se tiene

1 1 z n
1+ x2 1_(_)(2)—)%()6)
S =1—x*+x*—x+xt— ...

n=0

Como esta es una serie geométrica, es convergente cuando | —x2| < 1, es decir, x¥* < 1,
o | x| < 1. Por tanto, el intervalo de convergencia es (—1, 1). (Por supuesto, se podria
haber determinado el radio de convergencia aplicando la prueba de la razén, pero esa
cantidad de trabajo es innecesaria en este caso.) [ |

EJEMPLO 2 Determine una representacion en serie de potencias para 1/(x + 2).

SOLUCION Con objeto de poner esta funcion en la forma del lado izquierdo de la
ecuacion 1, primero se factoriza un 2 del denominador:

o 1 _ 1
2+ x

Aes) ()]

S() =350

1
+1
2 n=0 n=0 2n

Esta serie converge cuando | —x/2 | < 1, es decir, | x | < 2. Por lo que el intervalo de
convergencia es (—2, 2). [ |
EJEMPLO 3 Obtenga una representacion como serie de potencias de x3/(x + 2).
SOLUCION Ya que esta funcién es justamente x* veces la funcién del ejemplo 2, todo lo
que debe hacer es multiplicar esa serie por x°:

x? 1

x+2

SRR Ay )

n+l1 n+l1
2 im0 2



754 CAPITULO 11  Sucesiones y series infinitas
Otra forma de escribir esta serie es como sigue:

2 (_l)n "

x+2 n=3 2”2

Como en el ejemplo 2, el intervalo de convergencia es (—2, 2). [ |

B Derivacion e integracion de series de potencias

La suma de una serie de potencias es una funcion f(x) = X,-o ¢,(x — a)" cuyo dominio
es el intervalo de convergencia de la serie. Para derivar e integrar estas funciones, el teo-
rema siguiente (el cual no serd demostrado) establece que es posible derivar o integrar
cada uno de los términos de la serie, justo como se harfa para un polinomio. Esto se
denomina derivacion e integracion término a término.

@ Teorema Si la serie de potencias 2, ¢,(x — a)" tiene un radio de convergencia
R > 0, entonces la funcién f definida por

0

f(x)ZCO+C1(x_a)+02(x_a)2+"'=Ecn(x—a)"

n=0

es derivable (y, por tanto, continua) sobre el intervalo (a — R,a + R) y

%

() f'(x) = ¢ + 2c(x —a) + 3c3(x —a)* + - - E WS(x — a)”
o . (c-a @-a
En el inciso (ii), [codx = cox + C; se (i1) Jf(x) dx = C + co(x — a) + ¢ 2 + ¢ 3 + ..
escribe como c¢y(x — a) + C, donde
C = C, + acy, por lo que todos los . N\t
. o . (x — a)
términos de la serie tienen la misma =C+ > ¢p—-—
forma. n=0 n+1

Los radios de convergencia de la serie de potencias en las ecuaciones (i) y (ii) son R.

NOTA 1 Las ecuaciones (i) y (ii) del teorema 2 se pueden volver a escribir en la
forma

(iii) %[i culx — a)"] E [cn(x —a)"]

n=0 n=0 d

%

@iv) j [i colx — a)"]dx = 2 J c(x — a)"dx

Se sabe que para sumas finitas la derivada de una suma es la suma de las derivadas y la
integral de una suma es la suma de las integrales. Las ecuaciones (iii) y (iv) aseguran
que lo mismo se cumple para sumas infinitas, siempre que se esté tratando con series de
potencias. (Para otros tipos de series de funciones la situacién no es tan simple; véase el
ejercicio 38.)

NOTA 2 Aunque el teorema 2 establece que el radio de convergencia es el mismo
cuando una serie de potencias es derivada o integrada, esto no quiere decir que el inter-
valo de convergencia siga siendo el mismo. Podria suceder que la serie original converja
en el punto final, y que la serie derivada sea divergente ahi. (Véase el ejercicio 39.)
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NOTA 3 La idea de derivar una serie de potencias término a término es la base de
un método eficaz para resolver ecuaciones diferenciales. Se estudiara este método en el
capitulo 17.

EJEMPLO 4 En el ejemplo 11.8.3 se vio que la funcién de Bessel

Jo(x) = 2:% (2_2,11()’::;;

se define para toda x. De esta manera, de acuerdo con el teorema 2, J, es derivable para
toda x y su derivada se encuentra derivando término a término como sigue:

* d (_1)nx2n o (_l)nzn‘xanl
B =S — - m
o) gg dx 22(n!)? Z 22"(n)?

EJEMPLO 5 Exprese 1/(1 — x)> como una serie de potencias derivando la ecuacién 1.
(Cudl es el radio de convergencia?

SOLUCION Al derivar cada miembro de la ecuacion

X"
0

=l +x+x2+x3+...=
l—x n

©

| w
se obtiene —— =1+ 2+ 3= D !
(1 - )C) n=1

Si se quisiera se podria reemplazar n por n + 1y escribir la respuesta como

1 w
— = n+ 1)x"

G- 20t

De acuerdo con el teorema 2, el radio de convergencia de la serie derivada es el mismo
que el radio de convergencia de la serie original, R = 1. [ |

EJEMPLO 6 Determine una representacién como serie de potencias para In(1 + x) y
su radio de convergencia.

SOLUCION Observe que la derivada de esta funcién es 1/(1 + x). De la ecuacién 1 se
tiene
1 1

= =l—-x+x*—-x+--  |x|<1
1+x 1 —(—x)

Integrando ambos lados de esta expresion, se obtiene

1
In(1 + x) j1+xdx=f(1—x+x2—x3+---)dx

x2 X X
x-S+ 4+ 4C
2 3 4

n

RS

n=1 n

+C |x|<1

Para determinar el valor de C se hace x = 0 en esta ecuacién y se obtiene In(1 + 0) = C.
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La serie de potencias para tan™'x
obtenida en el ejemplo 7 se llama
serie de Gregory en honor al
matematico escocés James Gregory
(1638-1675), quien pronostic
algunos de los descubrimientos
de Newton. Ya se demostr6 que la
serie de Gregory es valida cuando
—1 <x <1, pero resulta que
(aunque no es facil de demostrar)
también es vdlida cuando x = *1.
Observe que cuando x = 1 la serie
se convierte en
7_q,-1.1

4 35

1
7
Este hermoso resultado se conoce
como la férmula de Leibniz para 7.

Este ejemplo muestra una manera
en que las representaciones como
series de potencias pueden ser
ttiles. Integrar 1/(1 + x7) a mano
es increiblemente dificil. Diferentes
sistemas algebraicos computacio-
nales dan respuestas de distintas
formas, pero son extremadamente
complicadas. (Si tiene un SAC, intén-
telo usted mismo.) La respuesta de
la serie infinita que se obtiene en el
ejemplo 8(a) es realmente mucho
mas facil de manejar que la respues-
ta finita que proporciona un SAC.

Por tanto, C =0y

x2 x3 x4 o x,,
Inl+x)=x——+——-——+..-= 1) t= <1
( X) = x > 3 1 Z;l (=1 " | x|
El radio de convergencia es el mismo que el de la serie original: R = 1. [ |

EJEMPLO 7 Encuentre una representacion como serie de potencias para f(x) = tan™'x.

SOLUCION Observe que f'(x) = 1/(1 + x?) y encuentre la serie requerida integrando la
serie de potencias para 1/(1 + x?) determinada en el ejemplo 1.

B 1
tan l)CZJmabc:f(l—)c2+)c4—)56+--~)d)c
XX X
= CHx——F—— ...
T3 s g
Para determinar C se hace x = 0 y se obtiene C = tan™! 0 = 0. Por tanto,

tan x =

=

x* X X
3 5 7

© x2n+l
= —1 n e
g)( ) 2n + 1

Ya que el radio de convergencia de la serie para 1/(1 + x?) es 1, el radio de convergencia
de esta serie para tan~'x es también 1. [ |

EJEMPLO 8

(a) Evalde [[1/(1 + x7)]dx como una serie de potencias.

(b) Utilice el inciso a) para una aproximacién de lgs [1/(1 4+ x")] con una aproxima-
cion de 1077 del valor real.

SOLUCION
(a) El primer paso es expresar el integrando, 1/(1 + x7) como la suma de una serie de
potencias. Como en el ejemplo 1, inicie con la ecuacién 1y reemplace x por —x’:

1 1 -
1+ x7

S =1—xT+x"—...
n=0

Ahora se integra término a término:

Tn+1

1 = ” X
— dx= —)aTdx = C+ S (=) ————
jl+x7 o J,E)( )'x " dx ,E)( L
8 x15 x22
x-Sy
8 15 2

Esta serie converge para | —x7| < 1, es decir, para | x | < 1.



11.9 EJERCICIOS

1. Si el radio de convergencia de la serie de potencias
-0 cax"es 10, jcudl es el radio de convergencia de

la serie 2 ;- nc,x""'? ¢ Por qué?

2. Suponga que sabe que la serie X;-¢ b,

| x | <2.({Qué puede decir de la serie

E b,

n=0 N +1

xn+1

3-10 Encuentre una representacion como

la funcién y determine el intervalo de convergencia.

3. f(x) = 10 4. f(x)
5. 00 =5 6 /()
7. 1w = 8. /()
9. f(x) = ;‘; ; 10. f(x)
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(b) Si se aplica el teorema fundamental del cdlculo no importa qué antiderivada se use,
por lo que se utilizard la antiderivada del inciso (a) con C = O:

1/2
os 1 x8 X x2 /
f — —dx= x-S -
o 1+x g 15 22 .
1 1 1 1 (—1)"
= et 5~ R et yry
2 8-2 15-2 22 -2 (7Tn + 1)27

Esta serie infinita es el valor exacto de la integral definida, pero como es una serie
alternante, se puede obtener una aproximacion de la suma aplicando el teorema de la
estimacion de la serie alternante. Si se deja de sumar después del término n = 3, el error
es menor que el término con n = 4:

——— =~ 64 X 107"
29.2% 6 0
Por lo que se tiene
os 1 1 1 1
——dx=— — + — ~ (0.49951374 [ ]
jo 1+ x7 2 8-2% 15-2B%  22.2%

13. (a) Use la derivacion para determinar una representacion
como serie de potencias para

1
f(x):m

(Cudl es el radio de convergencia?
(b) Utilice el inciso a) para determinar una serie de potencias
para

x" es convergente para
siguiente? ;Por qué?

f(X)ZW

serie de potencias para . o ) ) )
(c) Utilice el inciso b) para determinar una serie de potencias

para 2
T AT
14. (a) Utilice la ecuacion 1 para determinar la representacion
= en series de potencias para f{x) = In(1 — x). ;Cudl es el
2x +3 radio de convergencia?
X (b) Utilice el inciso (a) para determinar una serie de poten-
= et cias para f(x) = x In(1 — x).
(c) Haciendo x = 5 en su resultado del inciso a), exprese In 2
x+a como la suma de una serie infinita.
= ﬁ’ a>0

15-20 Encuentre una representacion como serie de potencias para
la funcién y determine el radio de convergencia.

11-12 Exprese la funcién como la suma de una serie de potencias
usando primero fracciones parciales. Determine el intervalo de

convergencia.

2x — 4

——— 12.
x*—4x+3 )

11. f(x) =

15. f(x) = In(5 — %) 16. f(x) = x*tan'(x?)

X X ’

17. f(x) = m 18. f(x) = <2 — x>
__2x+3 _ X _ X tx
R 9. £ = 5 2. f0) ="
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4 21-24 Encuentre una representacién como serie de potencias para

[,y trace la grafica de f'y varias sumas parciales s,(x) en la misma
pantalla. ;Qué sucede cuando n aumenta?

2

21. f(x) = 22, f(x) = In(1 + x*)

x2+ 1

23. f(x) = 1n<1 +x>
1 —x

24. f() = 2+16

25-28 Evalte la integral indefinida como una serie de potencias.
(Cual es el radio de convergencia?

t
1 -1

25. | d 2. [~

1+t

t -1
27. f x*In(1 + x) dx 28. J anx dx
X

29-32 Use una serie de potencias para aproximar la integral
definida con una aproximacion de seis cifras decimales.

29 0.3 X d
: fo 1+ x3 *

31. ff‘len(l +x2) dx

30. fol/z arctan(x/2) dx

32, f:"‘ In(1 + x*) dx

33. Con el resultado del ejemplo 7, calcule arctan 0.2 con una
aproximacion de cinco cifras decimales.

34. Demuestre que la funcién

o ( l)nx2n
T2 e

es una solucidn de la ecuacion diferencial
f'@) +f) =0

35. (a) Demuestre que J, (la funcién de Bessel de orden 0 dada
en el ejemplo 4) cumple con la ecuacidén diferencial

2I0(x) + xJi(x) + x2h(x) =0

(b) Evalie 1(; Jo(x) dx con una aproximacion de tres cifras
decimales.

36. La funcién de Bessel de orden 1 se define con

hw = 3

=on!(n + 1)12201
(a) Demuestre que J; satisface la ecuacion diferencial
X2 (x) + xJ/(x) + (2= DJi(x) =0

(b) Demuestre que Jg(x) = —Ji(x).

37. (a) Demuestre que la funcién

o n

f=3=

n=0

es una solucién de la ecuacién diferencial
f') = f(x)

(b) Demuestre que f(x) = e*.

38. Seaf,(x) = (sen nx)/n? Demuestre que la serie 3 f,(x) es
convergente para todos los valores de x, pero la serie de
derivadas 3 f,/(x) es divergente cuando x = 2n7r, n es un
entero. ¢ Para qué valores de x la serie 2. f,(x) es convergente?

39. Sea

X"

”M“‘

fx) =

}’l

Determine los intervalos de convergencia para f, f' y f"'.

40. (a) Empezando con la serie geométrica 2,-o x", calcule la
suma de la serie

E3

> nx! [x| <1

n=1

(b) Calcule la suma de cada una de las series siguientes.

oz =
() > nx", x| <1 (ii) 2 —

n=1 n= 2
(c) Determine la suma de cada una de las series siguientes.

(i) i nn — Dx", |x| <1
n=2

(ii) i

n
2"

n=2

41. Utilice la serie de potencias para tan~'x para demostrar la
expresion siguiente para 7 como la suma de una serie infinita:

—1y
™=23 nEO (2n F1)3

42. (a) Completando cuadrados demuestre que

J‘l/z dx _
o xr—x+1 3\/§

(b) Al factorizar x* + 1 como una suma de cubos, escriba
de nuevo la integral del inciso (a). Luego exprese
1/(x* + 1) como la suma de una serie de potencias
y usela para demostrar la férmula siguiente para 7:

3\/3i_,,<2 +1>

3n+1 3n +2
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11.10 Series de Taylor y de Maclaurin

En la seccion anterior se representaron como series de potencias una cierta clase restrin-
gida de funciones. En esta seccion se tratan problemas mds generales: ;qué funciones
se pueden representar como series de potencias? ;Como es posible encontrar esa repre-
sentacion?

Se empieza por suponer que f'es cualquier funcién que se puede representar mediante
una serie de potencias

(1) fW=c+alx—a) +ax—a’+akx—a’+ax—a*+- -+ |x—a|<R

Se tratara de determinar qué coeficientes ¢, tienen que estar en funcién de f. Para empe-
zar, observe que si se hace x = a en la ecuacién 1, entonces todos los términos después
del primero son O y se obtiene

fla) = ¢,
De acuerdo con el teorema 11.9.2, se puede derivar la serie de la ecuacion 1 término a
término:
(2] F(x) = c1 + 20(x — @) + 3c3(x — a)* + des(x — a)* + - - - |x —al] <R

y al sustituir x = a en la ecuacidn 2 se tiene
f@) = ¢
En seguida se derivan ambos miembros de la ecuacion 2 para obtener

@ f'(x) =2c+2-3cs(x —a) +3-4deslx —a)’ +--- |x—a|l<R

Una vez mas se hace x = a en la ecuacion 3. El resultado es
f N(a) =2c,

Se aplica el procedimiento una vez mas. La derivacién de la serie de la ecuacién 3 da

@ f"(x)=2-3c;+2-3-4dcs(x —a) +3-4-5cs(x—a)+- -+ |x—a|<R

y la sustitucién de x = a en la ecuacién 4 da
" (@) =2-3c; =3¢,

Ahora ya se puede ver el patron. Si se continda derivando y sustituyendo x = a, se obtiene
f(")(a) =2-3-4-----nc, =nlc,

Al resolver esta ecuacién para el n-ésimo coeficiente c,, se tiene

f"(a)

Cn =

n!

Esta formula sigue siendo vélida incluso para n = 0 si se adopta la convencion de que
0! = 1y f® = f Con lo que se ha demostrado el teorema siguiente:
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Taylor y Maclaurin

La serie de Taylor lleva este nombre en
honor al matematico ingles Brook Taylor
(1685-1731) y la serie de Maclaurin se
llama asi para recordar al matematico
escocés Colin Maclaurin (1698-1746)

a pesar del hecho de que la serie de
Maclaurin es realmente un caso especial
de la serie de Taylor. Pero la idea de
representar funciones particulares como
sumas de series de potencias se remon-
ta a Newton, y el matematico escocés
James Gregory conoci¢ la serie general
de Taylor en 1668 y el matematico suizo
John Bernoulli por 1690. Al parecer,
Taylor desconocia el trabajo de Gregory
y el de Bernoulli cuando publicé sus
descubrimientos relacionados con las
series en 1715 en su libro Methodus
incrementorum directa et inversa. Las
series de Maclaurin se llaman asi porque
Colin Maclaurin las popularizé en su
libro de texto Treatise of Fluxions que se
publicé en 1742.

Sucesiones y series infinitas

@ Teorema Si fse puede representar como una serie de potencias, (expansion)
en a, es decir, si

£ = Salx — ay

n=0

|x —a| <R

entonces sus coeficientes estdn dados por la férmula

")

n!

n

Si se sustituye esta férmula para c, de nuevo en la serie, se observa que, si f tiene un
desarrollo en serie de potencias en a, entonces debe ser de la forma siguiente.

@ st =3 ay

n!

a)2+L(a)(x_

f1a) x—a) +——x— 3!

1! 2!

f// 'a) a)3 T

= fla) +

La serie de la ecuacién 6 se denomina serie de Taylor de la funcion f en a (o en torno
aa o centrada en a). Para el caso especial a = 0 la serie de Taylor se transforma en

f"(0)
2!

x2+...

0 (n) !
o =S O )+ SO 1(!0) .

n=0 n!

Este caso surge con bastante frecuencia, y se le da el nombre especial de serie de
Maclaurin.

NOTA Ya se demostro que si f se puede representar como una serie de potencias con
respecto a a, entonces f es igual a la suma de sus series de Taylor. Pero hay funciones
que no son iguales a la suma de sus series de Taylor. Un ejemplo de tales funciones se
presenta en el ejercicio 84.

EJEMPLO 1 Determine la serie de Maclaurin de la funcién f(x) = ¢*y su radio de
convergencia.

SOLUCION Si f(x) = €', entonces f™(x) = &*, por lo que f™(0) = ¢° = 1 para toda n.
Por tanto, la serie de Taylor para fen O (es decir, la serie de Maclaurin) es

Z f7(0) cox" X x> X
ZO al ,E)n! 12 3

Para determinar el radio de convergencia se hace a, = x"/n! Entonces

a, X" n! X
N Y R
a, n+ 1D x" n+1

asi que, por la prueba de la razon, la serie converge para toda x y el radio de convergencia
esR = . [ ]



y
y=e'
Y =Tx) y =15
\ y=Thx)
O Yy =1
{ 0 x
y=T;(x)
FIGURA 1

Cuando n crece, T,(x) parece
aproximarse a e* en la figura 1. Esto
sugiere que e* es igual a la suma de
su serie de Taylor.
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La conclusién que se obtiene del teorema 5 y el ejemplo 1 es que si e* tiene un desa-
rrollo en serie en potencias en 0, entonces

ee}
ef =
n=0

xr[

n!

Entonces, ;cémo se puede determinar si e* tiene una representacién como serie de poten-
cias?

Se debe investigar la cuestion mds general: jen qué circunstancias una funcion es
igual a la suma de su serie de Taylor? En otras palabras, si f tiene derivadas de todos los
ordenes, cuando es cierto que

o (n) a
fm=§%¥v—w

Como sucede con cualquier serie convergente, esto quiere decir que f(x) es el limite de
la sucesion de sumas parciales. En el caso de la serie de Taylor, las sumas parciales son

n (i)
Mﬁ=§1§2u—w

[f'(@)

1!

f"(a)

O}
21 !

= f(a) + (x —a) + (x —a)+ -- (x — a)

Observe que 7, es un polinomio de grado n llamado polinomio de Taylor de grado
n-ésimo de f en a. Por ejemplo, en el caso de la funcién exponencial f(x) = e, el resul-
tado del ejemplo 1 muestra que los polinomios de Taylor en O (o polinomios de Maclau-

rin), conn = 1,2y 3 son

2 2 x3

X
Tix) =1+x Tz(x):l+x+5 T3(x):1+x+5+3_!

Las gréficas de la funcién exponencial y estos tres polinomios de Taylor se ilustran en
la figura 1.
En general, f(x) es la suma de su serie de Taylor si

£ = lim 7,00
Si se hace
R,(x) = f(x) — T,(x) de tal manera que  f(x) = T,(x) + R,(x)

entonces R,(x) se llama residuo de la serie de Taylor. Si se puede de alguna manera
demostrar que lim, ... R,(x) = 0, entonces se tiene que

lim 7,,(x) = lim [f(x) — R,(x)] = f(x) — lim R,(x) = f(x)

Por tanto, se ha demostrado el teorema siguiente.

Teorema Sif(x) = T,(x) + R,(x) donde T, es el polinomio de Taylor de grado
n-ésimo de fenay

Iim R,(x) =0

para | x — a | < R entonces fes igual a la suma de su serie de Taylor en el
intervalo | x —a | <R.
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Férmulas para el residuo de Taylor
Otras opciones aparte de la des-
igualdad de Taylor son las férmulas
siguientes para el residuo. Si f"*Des
continua sobre un intervalo /'y

X € I, entonces

Mn=%fu—mwmmm

Esta expresion recibe el nombre

de forma integral del término del
residuo. Otra férmula, que se llama
forma de Lagrange del término del
residuo, establece que hay un nime-
ro z entre x y a tal que

f(n+l)(z)

R = (n+ 1)

(x _ a)n+l
Esta version es una generalizacion

del teorema del valor medio (que es

el cason = 0).

Las demostraciones de estas formulas,
ademds del andlisis de como usarlas
para resolver los ejemplos de

las secciones 11.10y 11.11,

se encuentran en la pagina web

www.stewartcalculus.com

Haga clic en Additional Topics
y luego en Formulas for the
Remainder Term in Taylor series.

Sucesiones y series infinitas

Al tratar de demostrar que lim,—.. R,(x) = 0 para una funcién especifica f, se usa por
lo regular el teorema siguiente.

(9] Desigualdad de Taylor Si|f"*"(x) | < M para | x — a| < d, entonces el
residuo R,(x) de la serie de Taylor cumple con la desigualdad

M
(n+ 1)!

|R.(x) | < |x — a|"™ para |x —a| <d

Para ver por qué es cierto paran = 1, suponga que | f” (x)| < M. En particular, se tiene
f"(x) =< M, tal que paraa < x < a + d se tiene

L" (1) di < JM dt

Una antiderivada de f” es f', por lo que de acuerdo con la parte 2 del teorema fundamen-
tal del cdlculo se tiene

f'(x) = fl@) <= M(x —a) o f'(x) < f'(@) + M(x — a)

Por lo que

[ roa< {11 + Mt - a)ar

(x —ay

fx) = fla) s f'l@)(x —a) + M

1) = fla) = fla)(x = a) = - (x = o)
Pero Ri(x) = f(x) — Ti(x) = f(x) — f(a) — f'(a)(x — a). Por lo que

R() <5 (= @

Un razonamiento similar, aplicando f"(x) = —M, demuestra que

R() =~ (= a

M
De manera que |Ri(x)| < > |x —al’
Aunque se ha supuesto que x > a, cdlculos similares muestran que esta desigualdad es
vélida también para x < a.
Esto demuestra la desigualdad de Taylor para el caso donde n = 1. El resultado para
cualquier n se demuestra de manera parecida integrando n + 1 veces. (Véase el ejercicio
83 parael cason = 2.)

NOTA Enlaseccién 11.11 se explora el uso de la desigualdad de Taylor en la aproxi-
macién de funciones. El uso inmediato es junto con el teorema 8.

Con frecuencia, al aplicar los teoremas 8 y 9 es util recurrir al hecho siguiente.

para todo nimero real x

lim — =0




En 1748, Leonhard Euler aplic6 la
ecuacion 12 para determinar el valor
de e con 23 decimales. En 2010
Shigeru Kondo, usando de nuevo la
serie (12), calcul6 e con méas de un
billén de decimales. Las técnicas
especiales que utilizaron para
acelerar el cdlculo se explican en la
pagina web

numbers.computation.free.fr
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Esto es verdadero porque, de acuerdo con el ejemplo 1, la serie 2x"/n! es convergente
para toda x por lo que su n-ésimo término se aproxima a 0.

EJEMPLO 2 Demuestre que ¢* es igual a la suma de su serie de Maclaurin.

SOLUCION Si f(x) = €', entonces f""(x) = e para toda n. Si d es cualquier nimero
positivo y | x | < d, entonces | f"*"(x) | = e* < ¢’. Por lo que la desigualdad de Taylor,
cona =0yM = ¢ dice que

d

e
|R,,()c)|$m|)c|"+l para |x| < d

Observe que la misma constante M = ¢“ funciona para todo valor de n. Pero, de acuerdo
con la ecuacién 10, se tiene

e | x|
1/ n+tl dlf —
Mim I+ °

Se deduce entonces del teorema de la compresién que lim,—... | R, (x) | = 0y, por tanto,
lim, ... R,(x) = 0 para todos los valores de x. De acuerdo con el teorema 8, e* es igual a
la suma de su serie de Maclaurin, es decir,

= n
[E e’ = E o para toda x |
n=0 M.

En particular, si se hace x = 1 en la ecuacién 11, se obtiene la expresion siguiente para
el nimero e como una suma de una serie infinita:

o1 1 1 1
(12] 2—= +—F—+ =+
n=o N! 1! !

EJEMPLO 3 Determine la serie de Taylor para f(x) = e*ena = 2.

SOLUCION Se tiene f™(2) = ¢*y, asi, al hacer @ = 2 en la definici6n de la serie de
Taylor 6, se obtiene
Q) Sw e \
2 (—2)=E—‘(x—2)

n=0 n! n=0 N

También se puede verificar, como en el ejemplo 1, que el radio de convergencia es
R = . Como en el ejemplo 2 se puede comprobar que 1im,—... R,(x) = 0, por lo que

©

[13] E (x —2)"  paratoda x m

Hay dos desarrollos en series de potencias para e*, la serie de Maclaurin de la ecua-
cién 11 y la serie de Taylor de la ecuacién 13. El primero es mejor si estd interesado en
valores de x cercanos a 0 y el segundo funciona muy bien si x es cercano a 2.
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En la figura 2 se ilustra la gréfica
de sen x junto con su polinomio de

Taylor (o de Maclaurin)
Ti(x) = x
x3
Ts(x) = x — m
3 xS
Ts(x) = x — ; + ;

Observe que cuando n aumenta,
T,(x) se vuelve una mejor
aproximacion para sen x.

y=sen x

FIGURA 2

EJEMPLO 4 Determine la serie de Maclaurin para sen x y demuestre que representa a
sen x para toda x.

SOLUCION Se organizan los célculos en dos columnas como sigue:

f(x) = senx f(0) =0
f'(x) = cos x 1'0) =
f"(x) = —sen x f"0) =0
f"(x) = —cos x f7(0) = —
SP(x) = sen x fY0) =0

Ya que la derivada se repite en un ciclo de cuatro, se puede escribir la serie de Maclaurin
como sigue:

[0 S0, 110

x4
2! 3!

f(0) +

x3 5 7 2n+1

X X
=x -t ot —%un "

Ya que f“*D(x) es + senx 0 * cos X, se sabe que | f”*V(x)| < 1 para toda x. De este modo
se puede tomar M = 1 en la desigualdad de Taylor:

n+l

M X
R = e =

(n+ 1)! (n+ 1)!

De acuerdo con la ecuacién 10, el lado derecho de esta desigualdad tiende a O
cuando n — o, por lo que | R,(x) | — 0 de acuerdo con el teorema de compresién. Se
tiene entonces que R,(x) — 0 cuando n — <, por lo que sen x es igual a la suma de su
serie de Maclaurin de acuerdo con el teorema 8. [ ]

Se establece el resultado del ejemplo 4 para referencia futura.

x* XX
[E] senx=x—¥+§—7+
x2n+l
= nEO( 1) —— on + 1)1 para toda x

EJEMPLO 5 Determine la serie de Maclaurin para cos x.

SOLUCION Se podria proceder en forma directa como en el ejemplo 4, pero es mds
facil derivar la serie de Maclaurin para sen x dada por la ecuacion 15:

d d X X
cosx=—enx) =—(x——+_——-— -+ -
x !



La serie de Maclaurin para e*, sen x
y cos x encontrada en los ejemplos
2,4y 5 fueron descubiertos por
Newton, usando diferentes métodos.
Estas ecuaciones son importan-

tes porque dicen que se conoce

todo acerca de cada una de estas
funciones si se conocen todas sus
derivadas en un tinico nimero 0.

Se han obtenido dos diferentes repre-
sentaciones en serie para sen x, la
serie de Maclaurin en el ejemplo 4
y la serie de Taylor en el ejemplo 7.
Es mejor utilizar la serie de Maclau-
rin para los valores de x cercanos a
0y la serie de Taylor para x cercanos
a /3. Observe que el tercer poli-
nomio de Taylor T;en la figura 3 es
una buena aproximacién al sen x
cerca de /3, mas no asf cerca de 0.
Compdrelo con el tercer polinomio
de Maclaurin 75 en la figura 2,
donde lo opuesto es verdadero.

Y

/’ y=senx

/

S
Wiy T+

T

FIGURA 3
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Ya que la serie de Maclaurin para sen x converge para toda x, el teorema 2 de la seccién
11.9 sefala que la serie derivada para cos x converge también para toda x. Por lo que

Cosx=1—E+Z—a+...

= 1) — ara toda x
nzo( o P
|
EJEMPLO 6 Determine la serie de Maclaurin para la funcion f(x) = x cos x.
SOLUCION En lugar de calcular las derivadas y sustituir en la ecuacién 7, es mas fécil
multiplicar la serie para cos x, ecuacién 16, por x:
3 xZn © 2n+1
xcos x = x 2 (—1)" = > (-1 [ ]

2V T 2T G

EJEMPLO 7 Represente f(x) = sen x como la suma de su serie de Taylor centrada
en /3.

SOLUCION Primero se acomodan los valores en columnas, se tiene
f(x) = senx

f'(x) = cos x f’<

f"(x) = —senx f”<

(3

f/n(x) = —Cos x fm )

y este patrén se repite indefinidamente. Por tanto, la serie de Taylor en /3 es

3 2! 3 3!

V3 1 T V3 m\? 1 AN
= - 4 — x - — - | x - — — X — — —+ ...
2 21! 3 22! 3 2 - 3! 3

La demostracion de que esta serie representa sen x para toda x es muy similar a la del
ejemplo 4. [Solo reemplace x por x — /3 en (14).] Se puede escribir la serie con la
notacion sigma si separa los términos que contienen /3

ene_ 3 DV 1)%( 1>Z"+§ (—1)")|<x_z>2"“

S 2(2n)! 3 2020 + 1 3

o) )y ) ey Ay
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CAPITULO 11  Sucesiones y series infinitas

Las series de potencias obtenidas mediante métodos indirectos en los ejemplos 5y 6 y
en la seccion 11.9 son realmente la serie de Taylor o de Maclaurin de las funciones dadas
porque el teorema 5 establece que no importa como se obtenga una representacion en
una serie de potencias f(x) = 2 ¢,(x — a)", siempre es cierto que ¢, = f®(a)n! En otras
palabras, la determinacién de los coeficientes es tnica.

EJEMPLO 8 Encuentre la serie de Maclaurin para, f(x) = (1 + x)*, donde k es
cualquier nimero real.

SOLUCION Al ordenar el trabajo en columnas, se tiene

fx) =1 +x* £0) =1
f'(x0) = k(1 + x)*! £10) =k
£(x) = k(k — 1)(1 + )2 £7(0) = k(k — 1)

[ = k(k = Dk = 2)(1 + 0" f70) = k(k — Dk — 2)

0 =ktk =1 k—n+ D1 +x"  f20) =k(k—1)---(k—n+1)

Por tanto, la serie de Maclaurin de f(x) = (1 + x)fes

5170 0 S kk—1D(k—n+1)

> =2 x
n=0 n! n=0 n!
Esta serie se denomina serie binomial. Observe que si k es un entero no negativo,
entonces los términos son eventualmente O y por tanto la serie es finita. Para otros
valores de k, ninguno de sus términos es 0, por lo que se puede intentar la prueba
de la razén. Si el n-€simo término es a,, entonces

dnit | k(k—l)---(k—n+l)(k—n)x”+" n!
a, (n+ 1) kk—1)---(k —n+ 1)x"
k
1__
|k —n|
= |x| = |x| —|x|  cuandon —
n+1
|+ —
n

Entonces, por la prueba de la razén, la serie binomial converge si | x | < 1y diverge
si|x|>1. u

La notacién tradicional para los coeficientes de la serie binomial es

(k):k%—D&—D-~&—n+D

n n!

y estos nimeros se llaman coeficientes binomiales.
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El teorema siguiente establece que (1 + x)* es igual a la suma de su serie de Maclaurin.
Es posible demostrar esto al probar que el residuo R,(x) se aproxima a 0, pero esto resulta
ser muy dificil. La demostracion delineada en el ejercicio 85 es mucho mads fécil.

Serie binomial Si k es cualquier niimero real y | x | < 1, entonces

Sk k(k — 1 k(k — 1)(k — 2
(1+X)k:2<n>xn=l+kx+ (2' )x2+ ( 3)'( )x3+
n=0 . .

Aun cuando la serie binomial siempre converge cuando | x | < 1, la pregunta de si
converge o no en los extremos, = 1, depende del valor de k. Resulta que la serie converge
en 1si —1 <k = 0y en ambos puntos finales si kK = 0. Observe que si k es un entero
positivo y n > k, entonces la expresién para (ﬁ) contiene un factor (k — k), por lo que
(ﬁ ) = 0 paran > k. Esto significa que la serie terminay se reduce al teorema del binomio
ordinario cuando k es un entero positivo. (Véase la pagina de referencia 1.)

1
EJEMPLO 9 Encuentre la serie de Maclaurin para la funcién f(x) = —=—=1y su
V4 —x

radio de convergencia.

SOLUCION Si se vuelve a escribir f{x) de forma que se pueda usar la serie binomial:

1 1 B 1 _l<1 _£>1/2
4—x - S 2 4
4 4

Y al usar la serie binomial con k = —% donde x fue reemplazada por —x/4, se tiene

BRI AR R Bl e A TR
= 2\'"9) T2al )\

1 1 1-3 , 1-3-5 . 1-3:5-----2n—1)
=—|1+—-x+ S X+ X+t X"t
2 8 218 318 n!8"

Se sabe por (17) que esta serie converge cuando | —x/4 | < 1, es decir, | x | < 4, por lo
que el radio de convergencia es R = 4. [ ]

En la tabla siguiente se resumen, para referencia futura, algunas de las series impor-
tantes de Maclaurin que se han deducido en esta seccién y en la anterior.
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Sucesiones y series infinitas

Tabla1
Series importantes de S = o
Maclaurin y sus radios 1_x_n0x Pt xm 4+ =1
de convergencia
% n 2 3
) Y- RIS R=o
n=o 1! 1! ! !
B sy P e 7
senx = -V =x-—=+ =+ R =
e E)( s R T TR T .
* x2n %2 4 6
= —-1)" =l-—+———+" R =
cosx E}( oY 20 4 6l
sy P e %!
tan v = 1 =x—-—+—=———=+--- R=1
o ,120( o 1T T3 s T
X" %2 %3 e
In(1 + 1n1 =3y —— 4 —— — 4 ... R=1
a0+ = 3(-1) Tt
Sk k(k — 1 k(k—1)(k — 2
(l+x)k=2( )x”=l+kx+ ( )x2+ ( X )x3 R=1
o\ 1 2! 3!
EJEMPLO 10 E tre 1 de la seri ! ! + ! ! +
ncuentre 1a suma de la serie - - te
1-2 227 327 424

Module 11.10/11.11 permite
ver cOmo polinomios sucesivos de
Taylor se aproximan a la funcién
original.

SOLUCION Con la notacién sigma se puede escribir la serie dada como

1y
S = sy

n=1

Entonces, en la tabla 1 se ve que esta serie relaciona la entrada para In (1 + x) con x = %

Por lo que
'121( D —— ———=m(1 +1) =1} n
Una razén de que las series de Taylor sean importantes, es que permiten integrar
funciones que no se podian manejar antes. En efecto, en la introduccién de este capitulo
se menciond que Newton integraba a menudo funciones expresdndolas primero como
series de potencias, y que después integraba la serie término a término. No es posible
integrar la funcién f(x) = e *" con las técnicas conocidas hasta este momento, porque su
antiderivada no es una funcién elemental (véase la seccién 7.5). En el ejemplo siguiente
se aplica la idea de Newton para integrar esta funcion.

EJEMPLO 11
(a) Evalue je‘"z dx como una serie infinita.
(b) Evalie |$ e dx de tal manera que no difiera 0.001 del valor real.

SOLUCION

(a) Primero se encuentra la serie de Maclaurin para f(x) = ¢ *". Aunque es posible usar
el método directo, determinela simplemente mediante el reemplazo de x con —x* en la
serie para e¢* dada en la tabla 1.

—x2
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Por lo que, para todos los valores de x,

© (_x2)n % x2n x2 x4 x6
ef"ZZET:E(—l)” =l-—+ -+ -
n=0 . . . .

Ahora se integra término a término:

2 4 6 2n
—x2 — _x_ x__x_ — ”x
fe dx—j(l ]!—1—2! 3!+ + (=1) n!+ >dx
x3 xS x7 2n+1
=C+x-— + - +o ()t
T3 T s 73 D o T D

. . . . —x2
Esta serie es convergente para toda x porque la serie original para e”* converge para
toda x.

(b) El teorema fundamental del calculo da

1
3 5 7 9
1 X X X X
e dx=|x— + - + —
fo [ 31! 5-2! 7 - 3! 9 - 4! ]
Se puede tomar C = 0 en la

antiderivada del inciso a). =1—-3+

El teorema de estimacion de la serie alternante demuestra que el error implicado en esta
aproximacién es menor que

1 1
= —— < 0.001 [ ]
115! 1320

Otra aplicacidn de la serie de Taylor se ilustra en el ejemplo siguiente. El limite podria
ser calculado con la regla de L'Hdpital, pero en lugar de hacerlo asi se recurre a las series.

e —1—x
x2

EJEMPLO 12 Evaltie lin})

SOLUCION Al utilizar la serie de Maclaurin para ¢*, se tiene

Iim = :
x—0 x2 x—0 x2
Algunos sistemas algebraicos x? x? x*
computacionales calculan los 21 + 31 + 41 o
limites de esta manera. = lim 5
x—0 X

porque las series de potencias son funciones continuas. [ ]
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B Multiplicacién y division de series de potencias

Si las series de potencias se suman o restan, se comportan como polinomios (el teorema
11.2.8 lo demuestra). De hecho, como lo ilustra el ejemplo siguiente, las series también
se pueden multiplicar y dividir como los polinomios. Se determinan solo los primeros
términos porque los célculos para los siguientes se vuelven tediosos y los términos ini-
ciales son los mds importantes.

EJEMPLO 13 Calcule los primeros tres términos diferentes de cero de la serie de
Maclaurin para (a) e* sen x y (b) tan x.

SOLUCION
(a) Usando la serie de Maclaurin para e*y sen x en la tabla 1, se tiene

. Y P S S 2
e senx = TR TIEY Y

Al multiplicar esta expresién y agrupar por términos semejantes, al igual que con los

polinomios:
1+x+%x2+%x3+-
X x — i+
x + x2+%x3+éx4+-
+ —ixd = Ixt -
x + x2+%x3+~
Por lo que e'senx=x+ x>+ i3+

(b) Al utilizar la serie de Maclaurin en la tabla 1, se tiene

x3x
X =t -
sen x 3! 5!
tan x = = 3 T
CoS X X X
1-—4+—-
2! 4!

Se usa un procedimiento como el de la division larga:

)

x+%x3+ isx” +
_ 1.2 1 4 3 TG
2X° T+ X )x—gx X —
—(x—%x3 2174x5_ )
1.3 _ 1.5
3x 30x + -
—(%x%— x4 )
2 .5
X+
1 2
Por tanto, tanx:x+§x3+ﬁx5+.“ -

Aunque no se ha intentado justificar las manipulaciones formales que se utilizaron
en el ejemplo 13, son legitimas. Hay un teorema que establece que si tanto f{x) = 2 ¢,x"
como g(x) = 3b,x" convergen para | x | < Ry las series se multiplican como si fueran
polinomios, entonces la serie resultante también converge para | x | < R y representa
f(x)g(x). En cuanto a la division es necesario que b, # 0; la serie resultante converge para
| x | suficientemente pequefia.




11.10 EJERCICIOS

1. Sif(x) = 2= b,(x — 5)" para toda x, escriba una férmula
para b.

2. Se muestra la gréfica de f.

y

(a) Explique por qué la serie
1.6 —08(x — 1) + 0.4(x — 1)> = 0.1(x — 1)* + - - -

no es la serie de Taylor de f centrada en 1.
(b) Explique por qué la serie

28 —-05x—2)+15(x—2—01(x—2>+---
no es la serie de Taylor de f centrada en 2.

3. Siparaf™(0) = (n + 1)! paran = 0, 1, 2, ..., encuentre la
serie de Maclaurin para f'y su radio de convergencia.

4. Encuentre la serie de Taylor para f con centro en 4 si

(=1)"n!

f(")(4) - 3"(n + 1)

(Cuadl es el radio de convergencia de la serie de Taylor?

5-10 Utilice la definicién de una serie de Taylor para encontrar
los cuatro primeros términos distintos de cero de la serie para f{x)
centrada en el valor de a dado.

5. f(x) =xe*, a=0

7. f) =x, a=38
9. f(x) = senx, a=m/6

6. f(x) = a=2

1+x’
8. f(x) =Inx, a=1
10. f(x) = cos’x, a=0

11-18 Encuentre la serie de Maclaurin para f(x) usando la
definicion de la serie de Maclaurin. [Suponga que ftiene un
desarrollo en serie de potencias. No demuestre que R,(x) — 0.]
Determine también el radio asociado con la convergencia.

1. f(x) =1 —x)7?
13. f(x) = cos x

15. f(x) = 2*

17. f(x) = senh x

12. f(x) = In(1 + x)
14. f(x) = cos3x
16. f(x) = xe*

18. f(x) = cosh x

19-26 Calcule la serie de Taylor para f(x) centrada en el
valor dado de a. [Suponga que f tiene un desarrollo en serie de
potencias. No demuestre que R,(x) — 0.] También encuentre
el radio de convergencia asociado.

19. fr) =X +2° +x, a=2
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20. f(x) =x*—x*+2, a= -2
21. f(x) =Ilnx, a=2
23. f(x) =e*, a=3

22, f(x) =1/x, a= -3
24. f(x) =cosx, a=m/2

25. f(x) =senx, a=1 26. f(x)=\/;, a=16

27. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 13 representa
cos x para toda x.

28. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 25 representa
sen x para toda x.

29. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 17 representa
senh x para toda x.

30. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 18 representa
cosh x para toda x.

31-34 Use la serie binomial para desarrollar la funcién como una
serie de potencias. Establezca el radio de convergencia.

31. V1 —x 32. J/8 + x

1
34. (1 — x)*

33, ——
2+ x)?

35-44 Utilice la serie de Maclaurin que aparece en la tabla 1 para
obtener la serie de Maclaurin para la funcién dada.

35. f(x) = arctan(x?) 36. f(x) = sen(mwx/4)

37. f(x) = xcos 2x 38. f(x) = ¢ — ¥

39. f(x) = xcos(;lxz) 40. f(x) = cos(mx/2)

x2

X
W= e Ny

43. f(x) = sen’x [Sugerencia: use sen’x = 3(1 — cos 2x).]

41 42, f(x) =

X — senx
3

44. f(x) = X
i six=0

six#0

45-48 Encuentre la serie de Maclaurin para cada funcién f (por

cualquier medio) y su radio de convergencia. Grafique

fy los primeros polinomios de Taylor en la misma pantalla.
(Qué observa sobre la relacion de estos polinomios y f?

45. f(x) = cos(x?)
47. f(x) = xe ™"

46. f(x) = In(1 + x?)
48, f(x) = ¢ + cosx

49. Utilice la serie de Maclaurin para cos x para calcular cos 5°
correcta a cinco decimales.
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50. Utilice la serie de Maclaurin para e* para calcular 1/ %

correcto a cinco decimales.

51. (a) Utilice la serie binomial para desarrollar 1/4/1 — x2.
(b) Use el inciso (a) encontrar la serie de Maclaurin para
sen”'x.

52. (a) Desarrolle 1/+/1 + x como una serie de potencias.
(b) Utilice el inciso (a) para estimar 1/+/1.1 correcta con tres

decimales.

53-56 Evalte la integral indefinida como una serie infinita.

53. f\/l + x3 dx 54, fxzsen(xz) dx

=1
55. fxcos(x3) dx 56. f ¢ dx
X

57-60 Utilice series para aproximar la integral definida con la
precision indicada.

57. fol/z x*arctan x dx (cuatro decimales)
58. fol sen(x*) dx (cuatro decimales)

59. f:A V1 + x* dx (|err0r| <5X 10_6)

60. [ x?e=dx (lerror| < 0.001)

61-65 Utilice series para evaluar el limite.

— In(1 + 1 -
61. Iy XU TD 62. lim —
x—0 X =0 1 +x—e"
1.3
63. lim —~ > T o% ? e
x—0 X
T+x —1—1%
64. 1im \/x—ozx
x—0 X
*—3x + 3tan’
65. 1im M
x—0 X"
66. Utilice la serie del ejemplo 13(b) para evaluar
. tanx —x
Iim 3
x—0 X

Este limite se calcul6 en el ejemplo 4.4.4 utilizando la regla
de L’Hopital tres veces. ;Cudl método prefiere?

67-72 Ultilice la multiplicacion o la division de series de
potencias para determinar los primeros tres términos diferentes
de cero en la serie de Maclaurin para cada funcién.

67. y = e cosx 68. y = sec x

69. y =

70. y = ¢*In(l + x)
sen x

71. y = (arctan x)? 72. y = e*sen’ x

73-80 Determine la suma de la serie.

% x4n @ (71)17772’1
73. )" — 74. -_—
Z?)( ) n! =0 67'(2n)!
75. i (—1)”"—3" 76. i 3
n=1 nsn n=0 5"}’1!
_1 n 2n+1
77. > ()"

=0 4720 + 1))

2 3
(ln2)*  (In2) N
2! 3!

78. 1 —In2 +

79. 3+ —+ —+

80. — + - +

81. Demuestre que si p es una funcién polinomial de n-grado,
entonces

JAME))

o !

M-

plx+1)=

i

82. Sif(x) = (1 + x%)%*,  qué es f©¥(0)?

83. Demuestre la desigualdad de Taylor para n = 2, es decir,

demuestre que si | f”'(x) | < M para | x — a | < d entonces

M
|R2(x)|$?|xfa|3 para|x —a| <d

84. (a) Demuestre que la funcién definida por
o eV six#0

x) =
0 six=0

no es igual a su serie de Maclaurin.
(b) Trace la gréfica de la funcion del inciso (a) y comente su
comportamiento cerca del origen.

85. Utilice los pasos siguientes para demostrar (17).

(a) Seag(x) = =, (ﬁ)x”. Derive esta serie para demostrar
que

kg(x)

1+x

g'(x) = -1<x<1
(b) Sea h(x) = (1 + x)*g(x) demuestre que A'(x) = 0.
(¢) Deduzca que g(x) = (1 + x)~.

86. En el ejercicio 10.2.53 se demostrd que la longitud de la

elipsex =asen 6,y = bcos,donde a > b >0, es
L =4a jﬁ/z V1 — e?sen’d df
0

donde e = y/a? — b?/a es la excentricidad de la elipse.

Desarrolle el integrando como serie binomial y use el
resultado del ejercicio 7.1.50 para expresar L como una serie
de potencias de la excentricidad hasta el término en ¢°.
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PROYECTO DE LABORATORIO E® UN LiMITE ESCURRIDIZO

PROYECTO DE REDACCION

Este proyecto trata con la funcién

sen(tan x) — tan(sen x)

flx) =

arcsen(arctan x) — arctan(arcsen x)

1. Utilice su sistema algebraico computacional para evaluar f{x) parax = 1, 0.1, 0.01, 0.001 y
0.0001. ;Parece tener fun limite cuando x — 0?

2. Use el sAc para trazar la grafica de f cerca de x = (. ;Parece tener f un limite cuando x — 0?

3. Intente evaluar lim,—, f(x) con la regla de L’Hopital, usando el sAC para encontrar las deri-
vadas del numerador y el denominador. ;Qué descubrié? ;Cudntas aplicaciones de la regla
de I’Hospital se requieren?

4. Evalte lim,, f(x) con ayuda del sAC para encontrar la cantidad suficiente de términos de la
serie de Taylor del numerador y el denominador. (Utilice la instruccién taylor en Maple
0 series en Mathematica.)

5. Utilice la instruccién limite en su SAC para calcular directamente lim,—, f(x). (La mayoria de los
sistemas algebraicos computacionales utilizan el método del problema 4 para calcular limites.)

6. En vista de las respuestas a los problemas 4 y 5, ;como explica los resultados de los
problemas 1y 2?

COMO DESCUBRIO NEWTON LAS SERIES BINOMIALES

El teorema binomial, que proporciona el desarrollo de (¢ + D)X, ya lo conocian los matematicos
chinos muchos siglos antes de que naciera Newton, en especial para el caso donde el exponente
k es un entero positivo. En 1665, cuando Newton tenfa 22 afios, descubri6 por primera vez el
desarrollo de la serie infinita (a + b)* donde k es un exponente fraccionario, (positivo o nega-
tivo). No publicé sus descubrimientos, pero los planted y proporcioné ejemplos de como usarlos
en una carta con fecha del 13 de junio de 1676, carta (ahora conocida como epistola prior) que
envié a Henry Oldenburg, secretario de la Royal Society of London, para que la transmitiera a
Leibniz. Cuando €l contestd, le pregunt6 a Newton cdmo habia descubierto las series binomia-
les. Newton escribi6 una segunda carta, la epistola posterior, del 24 de octubre de 1676, en la
cual explica con lujo de detalles la manera como llegé a su descubrimiento mediante una ruta
muy indirecta. Estuvo investigando las dreas bajo las curvas y = (1 — x?)*/? de 0 a x para
n=0,1,2,3,4,.. Estas son féciles de calcular si n es par. Al observar patrones y al interpolar,
Newton fue capaz de adivinar las respuestas de valores impares de n. Entonces se dio cuenta de
que podia obtener las mismas respuestas expresando (1 — x?)"/2 como una serie infinita.
Escriba un ensayo sobre el descubrimiento de Newton. Inicie dando el enunciado de serie
binomial en la notaciéon de Newton (véase la epistola prior en la pagina 285 de [4] o la
pagina 402 de [2]). Explique por qué la versién de Newton es equivalente al teorema 17 de la
pagina 767. Luego lea la epistola posterior de Newton (pagina 287 de [4] o pagina 404 de [2])
y explique los patrones que descubrié Newton en las dreas bajo las curvas y = (1 — x2)"/2
Muestre cémo podia €l calcular el drea bajo las curvas restantes y como comprobd su res-
puesta. Por dltimo, explique como estos descubrimientos llevaron a las series binomiales. Los
libros de Edwards [1] y Katz [3] contienen comentarios de las cartas de Newton.

1. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus, Nueva York: Springer-Verlag,
1979, pp. 178-187.

2. John Fauvel y Jeremy Gray, eds., The History of Mathematics: A Reader, London:
MacMillan Press, 1987.

3. Victor Katz, A History of Mathematics: An Introduction, Nueva York: HarperCollins, 1993,
pp. 463-466.

4. D.J. Struik, ed., A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800, Princeton, N.J.: Princeton
University Press, 1969.
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11.11

CAPITULO 11

Sucesiones y series infinitas

Aplicaciones de los polinomios de Taylor

7
FIGURA 1

x=0.2 x=3.0
T-(x) 1.220000 8.500000
Ti(x) 1.221400 16.375000
Ts(x) 1.221403 19.412500
Ts(x) 1.221403 20.009152
Tio(x) 1.221403 20.079665
e* 1.221403 20.085537

En esta seccion se exploran dos tipos de aplicaciones de los polinomios de Taylor. Pri-
mero se examina como se usan para aproximar funciones; a los cientificos de la compu-
tacion les gustan porque las polinomiales son las mds sencillas de las funciones. Luego
se investiga cdmo los fisicos y los ingenieros los usan en campos como la relatividad,
Optica, radiacién de cuerpos negros, dipolos eléctricos, la velocidad de las ondas en el
agua y la construccién de carreteras en el desierto.

@ Aproximacion de funciones mediante polinomios

Suponga que f(x) es igual a la suma de su serie de Taylor en a:

® (n)
=3 L - gy

n=0 N

En la seccion 11.10 se introdujo la notacién 7,(x) para la n-ésima suma parcial de esta
serie y se le llam¢ polinomio de Taylor de n-ésimo grado de fen a. Por lo que

n (i)
mn=§i§2u—w

f@ oy L

BTE 3 (x—ay+- -+

(x —a)

= fla) + %

Ya que f'es la suma de su serie de Taylor, se sabe que 7,(x) — f(x) cuando n —>y de este
modo 7, se puede usar como una aproximacioén de f: f(x) = T,(x).
Observe que el polinomio de primer grado de Taylor

Ti(x) = fla) + f'(@)(x — a)

es lo mismo que la linealizacién de f en a que se estudi6 en la seccién 3.10. Note tam-
bién que 7 y su derivada tienen los mismos valores en a que fy f'. En general, se puede
demostrar que las derivadas de T, en a concuerdan con las de f hasta las derivadas de
orden n, inclusive.

Para ilustrar estas ideas, vea una vez mas las graficas de y = "y sus primeros poli-
nomios de Taylor, como se ilustran en la figura 1. La grafica de T, es la recta tangente a
y = e*en (0, 1); esta recta tangente es la mejor aproximacion lineal a e* cerca de (0, 1).
La gréfica de T, es la pardbolay = 1 + x + x?/2, y la gréfica de T; es la curva cibica
y=1+x+x2/2 + x*/6, que es un ajuste mds cercano a la curva exponencial y = ¢* que T>.
El polinomio de Taylor 7, siguiente seria una aproximacién mejor, y asi sucesivamente.

Los valores de la tabla dan una demostracién numérica de la convergencia de los poli-
nomios de Taylor 7,(x) a la funcién y = e*. Se ve que cuando x = 0.2 la convergencia es
muy rapida, pero cuando x = 3 es un poco mas lenta. De hecho, entre més lejos esté x de
0, es un poco mds lenta la convergencia de 7,(x) a e*.

Cuando se usa un polinomio de Taylor 7, para aproximar una funcién f, se debe pre-
guntar: ;qué tan buena es una aproximacién? ;Qué tan grande se debe tomar n con objeto
de que alcance una precisién deseada? Para responder estas preguntas, es necesario exa-
minar el valor absoluto del residuo:

|R,(x0) | = [f(x) = Tu() |
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Hay tres métodos posibles para estimar el tamafio del error:

1. Si cuenta con una calculadora que trace graficas o una computadora, la puede
usar para trazar la grafica | R,(x) | y de ahf estimar el error.

2. Sisucede que la serie es alternante, se puede aplicar el teorema de estimacién
de la serie alternante.

3. En todos los casos se puede aplicar la desigualdad de Taylor (teorema 11.10.9),
que establece que si | f®*)(x) | < M entonces

n+l

[Ri(0) | =< |x — a

_M
(n+1)!

EJEMPLO 1

(a) Obtenga una aproximacion de la funcién f(x) = Q/; por medio del polinomio
de Taylor de grado 2 ena = 8.

(b) ¢(Qué tan exacta es esta aproximacion cuando 7 < x < 9?

SOLUCION

@) fo) =3 =x" " f@®) =2
fi2) =507 f1®) =1
fr@) = =57 f1®) = iz
1) = Ha

Por lo que el polinomio de Taylor de segundo grado es

f'®) f"®)
1! 2!

T(x) = f(8) + (x —8) + (x — 8)?

=2+ 15(x — 8) — qg(x — 8)?
La aproximacién deseada es
Jx =To(x) =2+ 5(x — 8) — 55 (x — 8)

(b) La serie de Taylor no es alternante cuando x << 8, por lo que no se puede aplicar
el teorema de estimacién de la serie alternante en este ejemplo. Pero se puede usar la
desigualdad de Taylorconn =2y a = 8:

M
|Ry(x) | < ?|x -8

donde | " (x) | < M. Como x = 7, se tiene x*/* = 7%/ y de esa manera

10 1 _10 1

Por tanto se puede hacer M = 0.0021. También 7 < x < 9,porloque -1 =sx —8 =1

y | x — 8| =< 1. Entonces la desigualdad de Taylor da

0.0021 ~0.0021
3! -

3

|Ry(x)| < < 0.0004

En estos términos, si 7 < x < 9, la aproximacion en el inciso (a) no difiere en mas de
0.0004 del valor real. [ |
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2.5

0 15
FIGURA 2
0.0003
¥ =|Ry(x)]
7 9
0
FIGURA 3

Con la ayuda de una calculadora para trazar graficas o de una computadora com-
pruebe el célculo del ejemplo 1. En la figura 2 se muestra que las graficas de y = Ix y
y = Ty(x) estdn muy cercanas entre si cuando x estd cerca de 8. En la figura 3 se ilustra la
gréfica de | Ry(x) | calculada a partir de la expresién

[Ra(x)| =[x = Do)
Se ve de la gréfica que

| Ry(x) | < 0.0003

cuando 7 =< x < 9. Por lo que la estimacion de error mediante métodos gréficos es ligera-
mente mejor que cuando se hace a partir de la desigualdad de Taylor, en este caso.

EJEMPLO 2

(a) (Cuadl es el error maximo posible al utilizar la aproximacién

x3 x5

senx ~x — — + —
3! 5!

cuando —0.3 < x < 0.3? Utilice esta aproximacion para calcular sen 12° correcto a seis
cifras decimales.
(b) ¢Para qué valores de x esta aproximacién no difiere en mds de 0.00005 del valor real?

SOLUCION
(a) Observe que la serie de Maclaurin

3 xS .X7

senx=x—§+§—ﬁ+
es alternante para todos los valores no cero de x, y los términos sucesivos decrecen en
tamafio porque | x | < 1, por lo que se puede usar el teorema de estimacion de la serie alter-
nante. El error en la aproximacion de sen x por medio de los tres términos de su serie de
Maclaurin es tan pequefio como

_ x|
5040

7!

Si —0.3 < x < 0.3, entonces | x | < 0.3, por lo que el error es mds pequefio que

(0.3)7
5040

~43 x 107

Para calcular sen 12° primero se convierte a radianes:

120 — 127 _ K
sen sen 180 sen 5

T (mVE 7V 0701160
5 \15/)3 "\35) 57

Por lo que con una aproximacién de seis decimales, sen 12° = 0.207912.
(b) El error serd menor que 0.00005 si

1=l 6 00005
5040
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Al resolver la desigualdad para x, se obtiene
|x|” < 0.252 0 |x] < (0.252)"7 = 0.821

Por lo que la aproximacién dada no difiere en més de 0.00005 cuando | x | < 0.82. ®

En Module 11.10/11.11 se (Qué sucede si se recurre a la desigualdad de Taylor para resolver el ejemplo 2? Ya

muestran en forma gréfica los que fP(x) = —cos x, se tiene | fP(x)| < 1 y asi

residuos de las aproximaciones

de los polinomios de Taylor. |Re(x) | < 1 |x[

7!
43x10°
De este modo se llega a la misma estimacién que con el teorema de la estimacion de la
serie alternante.
y=|Rs(x)| (,Qué hay con respecto a los métodos graficos? En la figura 4 se ilustra la gréifica de
|Ro(x)| = |senx — (x — §x* + p5x°) |

-03 o 03y se observa que | Ry(x) | < 4.3 X 10~*cuando | x | < 0.3. Esta es la misma estimacién
que se obtuvo en el ejemplo 2. En el caso del inciso (b) se quiere | Rq(x) | < 0.00005,

FIGURA 4 por lo que se grafica tanto y = | Rs(x) | como y = 0.00005 en la figura 5. Si se coloca el

cursor en el punto de interseccion derecho, se vera que la desigualdad se cumple cuando
| x| < 0.82. Una vez mis se llega a la misma estimacién que se obtuvo en la solucién
0.00006 del ejemplo 2.

(T y=0.00005 IR Si se hubiera pedido que se aproximara sen 72° en lugar de sen 12° en el ejemplo 2,
T habria sido prudente utilizar los polinomios de Taylor en a = 7/3 (en lugar de a = 0),
porque son mejores aproximaciones al sen x para valores de x cercanos a 7/3. Observe
¥ = [Ro(x)] que 72° es cercano a 60° (o /3 radianes), y las derivadas de sen x son faciles de calcular
en /3.
1 | La figura 6 muestra las graficas de las aproximaciones de los polinomios de Maclaurin
0 3
e
FIGURA 5 Tix) = x B =x =3
x3 xS x3 xS x7
Ts(x)=x—§+§ T7(x)=x—§+§—7

a la curva seno. Se puede ver que cuando n aumenta, 7,(x) es una buena aproximacion a
sen x en un intervalo mds y mas grande.

0 X
y=senx
FIGURA 6 T, \T,

Las calculadoras y computadoras aplican el tipo de calculo hecho en los ejemplos 1
y 2. Por ejemplo, cuando usted presiona la tecla sen o e*de su calculadora, o cuando un
programador de computadoras utiliza una subrutina en el caso de una funcién trigono-
métrica o exponencial o de Bessel, en muchas maquinas se calcula una aproximacién
polinomial. Con frecuencia, el polinomio es uno de Taylor que ha sido modificado de
modo que el error se extiende de manera mas uniforme en todo el intervalo.
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La curva superior de la figura 7 es la
grifica de la expresién de la energia
cinética K de un objeto con veloci-
dad v en la relatividad especial. La
curva inferior muestra la funcién
usada para K en la fisica cldsica
newtoniana. Cuando v es mucho
mds pequefia que la velocidad de

la luz, las curvas son practicamente
idénticas.

K

K =mc?*—myc?

FIGURA 7

@ Aplicaciones en la fisica

Los polinomios de Taylor también se usan con mucha frecuencia en la fisica. Con objeto
de entender una ecuacion, los fisicos simplifican a menudo una funcién considerando
solo dos o tres términos de la serie de Taylor. En otras palabras, los fisicos usan un
polinomio de Taylor como una aproximacién de la funcién. La desigualdad de Taylor se
puede usar para medir la exactitud de la aproximacion. En el ejemplo siguiente se mues-
tra una manera en la cual esta idea se usa en la relatividad especial.

EJEMPLO 3 En la teorfa de la relatividad especial de Einstein, la masa de un objeto
que se desplaza con velocidad v es

mo
m=—/——
1 —v%/c?
donde m, es la masa del objeto cuando estd en reposo y c¢ es la velocidad de la luz. La
energia cinética del objeto es la diferencia entre su energia total y su energia en reposo:

K = mc®> — myc?

(a) Demuestre que cuando v es muy pequeila comparada con c, esta expresion para K
concuerda con la fisica clasica de Newton: K = %m()vz.

(b) Utilice la desigualdad de Taylor para estimar la diferencia en estas expresiones para
K cuando | v | < 100 m/s.

SOLUCION
(a) Utilizando las expresiones dadas para K y m, se obtiene

2 2\ -1/2
moc v
Wiy sy —mocz=mocz[(1 —?> — 1]

K = mc* — myc® =

Con x = —1?/c? la serie de Maclaurin para (1 + x) />es mds facil de calcular que una
serie binomial con k = —%. (Observe que | x | < 1 porque v < ¢.) Por tanto
L3 ) (3)(3
(1 +x) "2 = —%x-l—(Z)( 2)x2+(2)( gl 2)x3+---
2! 3!
=1 —Ix+3? -0+
K ’ 1+102+3v4+5v6+ 1
= myc ——t -+ —— -
Y ’ 2 ¢ 8 ¢ 16 ¢°
211124_31)44_51)6_’_
=myc |\ -5 +—-—F+——
N2 8¢t 16 (f

Si v es mucho mas pequefia que ¢, entonces todos los términos después del primero son
muy pequeflos cuando se les compara con el primer término. Si se omiten, se obtiene

1 ov?
K = mocz<5?> = %mov2
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(b) Six = —0v2/c f(x) = mpc*[(1 + x)~"> — 1] y M es un ndmero tal que | f"(x) | < M,
entonces se puede utilizar la desigualdad de Taylor para escribir

M
|Ri(x)| < ;xz

Se tiene £ (x) = 3mycX(1 + x)~52y se sabe que | » | < 100 m/s por lo que

3moc’ _ 3moc’
1= 0¥~ 4(1 - 100%/c*)™?

@] = 5 (=m)

Por lo que con ¢ = 3 X 10°m/s,

3moc? 100*

1 .
2 a1 — 1007t T (417 X 107%)mo

‘R](X)l =

Por lo que cuando | v | < 100 m/s, la magnitud del error al usar la expresién newtoniana
para la energia cinética es cuanto mucho (4.2 X 1071%)m,. [ ]

Otra aplicacion en la fisica sucede en ptica. La figura 8 se ha adaptado de Optics
4a. ed., de Eugene Hecht (San Francisco, 2002), pagina 153. Representa una onda de la
fuente puntual S que se encuentra una interfaz esférica de radio R centrado en C. El rayo
SA se refracta hacia P.

FIGURA 8 s,
Refraccion en una interfaz esférica

Fuente: Adaptado de E. Hecht, Optics, 4e (Upper
Saddle River, NJ: Pearson Education, 2002).

Al usar el principio de Fermat de que la luz viaja en el menor tiempo posible, Hecht
deduce la ecuacién

i mo w1 (ms  ms,
€, € R\ ¢ €,

donde n, y n, son indices de refraccion y €, €;, sy y s; son las distancias indicadas en la
figura 8. De acuerdo con la ley de los cosenos aplicada a los tridngulos ACS y ACP, se
tiene

@ €, =+/R>+ (s, + R)> — 2R(s, + R) cos ¢

En este caso utilice la identidad
cos(m — ¢p) = — cos ¢ €= R?>+ (si — R)> + 2R(s;, — R) cos ¢
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Como es un poco complicado trabajar con la ecuacién 1, Gauss, en 1841, la simplificé
usando la aproximacion lineal cos ¢ = 1 para valores pequeios de ¢. (Esto equivale
a usar el polinomio de Taylor de grado 1.) Por tanto, la ecuacién 1 se transforma en la
ecuacién mds sencilla, que se le pide demostrar en el ejercicio 34(a):

ny 1) ny — my
B Lol o

So S; R

La teoria dptica resultante se conoce como dptica de Gauss u optica de primer orden, y
se ha vuelto la herramienta tedrica bdsica para disefiar lentes.

Una teoria mds exacta se obtiene al aproximar cos ¢ por medio de su polinomio
de Taylor de grado 3 (que es el mismo que el polinomio de Taylor de grado 2). Esto
considera los rayos para los cuales ¢ no es tan pequefia, es decir, rayos que golpean la
superficie a mayores distancias & por arriba del eje. En el ejercicio 34(b) se le pide usar
esta aproximacién para deducir la ecuacién mas exacta

@ Mmoo e (L 1) m (1 1)
So S; R 25, \ S, R 2si \ R Si

La teorfa 6ptica resultante se conoce como dptica de tercer orden.
Otras aplicaciones de los polinomios de Taylor a la fisica y la ingenieria se exploran
en los ejercicios 32, 33, 35, 36, 37 y 38, y en el proyecto de aplicacién de la pdgina 783.

11.11 EJERCICIOS

A1 1. (a) Encuentre los polinomios de Taylor hasta de grado 5 para 8. f(x) =xcosx, a=0
f(x) = sen x centrada en a = 0. Trace la gréifica de fy .
estos polinomios en una misma pantalla. 9. f(x) =xe™, a=0

(b) Evalde fy estos polinomios en x = 7/4, w/2 y .
(c) Explique cémo los polinomios de Taylor convergen

aflx).

10. f(x) =tan'x, a=1

11-12 Use un sistema algebraico computacional para encontrar
los polinomios de Taylor 7, con centro en a paran = 2, 3, 4, 5.
Luego trace la grifica de estos polinomios y f'en la misma

2. (a) Encuentre los polinomios de Taylor hasta de grado 3
para f(x) = tan x centrada en a = 0. Grafique f'y estos
polinomios en una misma pantalla.

. - pantalla.
(b) Evalde f'y estos polinomios en x = 7/6, w/4y
/3. 11. f(x) = cotx, a=m/4
(c) Comente cdmo los polinomios de Taylor convergen N
aflx). 12 f) =Yl +x2, a=0
4 3-10 Determine los polinomios de Taylor T(x) para la funcién
. ) . 13-22
f centrada en el nimero a. Trace la grafica de f'y 7;en la misma ) ) ) )
pantalla. (a) Aproxime f mediante un polinomio de Taylor con grado n en
el nimero a.
3. f) = e, a=1 (b) Con la desigualdad de Taylor estime la exactitud de la aproxi-
o o macién f(x) = T,(x) cuando x estd en el intervalo dado.
4, = = /6
fl) = senx, a=m/ A (¢ Compruebe el resultado del inciso (b) mediante la grafica de
5. f(x) = cosx, a=m/2 | R,(x) |.
6. f)=x+e™, a=0 13. fx) =1/x, a=1, n=2, 07<x<13
7. f(x) =1/x, a=2 14. f(x) =x""2, a=4, n=2, 35<x<45




15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,

fx)=+vx, a=4, n=2, 4<x<42
fx)=x?% a=1 n=2 09sx<1.1

f(x) =secx, a=0, n=2, —02<x<02
f(x)=mn(1+2x), a=1, n=3, 05<x=<15

fx)y=e", a=0, n=3 0<x<0l

f(x)=xInx, a=1, n=3, 05<x=<15
f(x) =xsenx, a=0, n=4, —-1<x<1
f(x) =senh2x, a=0, n=5 —-1=<x=<1

23.

24,

25.

26.

Utilice la informacién del ejercicio 5 para estimar cos 80°
con una aproximacién de cinco decimales.

Use la informacién del ejercicio 16 para estimar sen 38°
con una aproximacién de cinco decimales.

Utilice la desigualdad de Taylor para determinar el nimero
de términos de la serie de Maclaurin para e* que se debe usar
para estimar ¢*' de tal manera que difiera menos de 0.00001
del valor real.

;Cudntos términos de la serie de Maclaurin para In(1 + x)
son necesarios para estimar In 1.4 con 0.001 de precisién?

4 27-29 Aplique el teorema de estimacion de la serie alternante
o la desigualdad de Taylor para estimar los valores de x para los
cuales la aproximacion dada es exacta y estd dentro del error
establecido. Compruebe grificamente su respuesta.

27.

28.

29.

x3
Sen X =~ Xx — —
6

(| error\ < 0.01)

x* xt
~] -+ = <0.
COS X > oy (| error | 0 005)
x3 xS
arctan x =~ x — ? + ? (| err0r| < 0.05)

30.

31.

Suponga que se sabe que

—1)"n!
m(4) = (
A 3"(n + 1)

y la serie de Taylor de f con centro en 4 converge a f(x) para
toda x en el intervalo de convergencia. Demuestre que el
polinomio de Taylor de quinto grado aproxima f(5) con error
menor a 0.0002.

Un vehiculo se desplaza a una velocidad de 20 m/s y a
una aceleracién de 2 m/s?en un instante dado. Usando un
polinomio de Taylor de segundo grado, estime qué tanto
se desplazara el automdvil en el segundo siguiente. ;Seria
razonable utilizar este polinomio para estimar la distancia
recorrida durante el minuto siguiente?

SECCION 11.11

32.

33.

34.

35.
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La resistividad p de un alambre conductor es el reciproco de la
conductividad y se mide en unidades ohms-metros ({2-m).

La resistividad de un metal dado depende de la temperatura
de acuerdo con la ecuacién

p(l‘) — pzoea(r—zo)
donde ¢ es la temperatura en °C. Hay tablas que dan los
valores de « (Ilamado coeficiente de temperatura) y p, (la re-
sistividad a 20 °C) para varios metales. Excepto a temperatu-
ras muy bajas, la resistividad varia casi en forma lineal con la
temperatura, por lo que es comuin aproximar la expresion para
p(t) mediante su polinomio de Taylor de primero o segundo
grados en t = 20.
(a) Encuentre expresiones para estas aproximaciones lineales
y cuadrdticas.
(b) Por lo que se refiere al cobre, las tablas dan
a =0.0039/°Cy py = 1.7 X 1073Q-m. Trace
la gréfica de la resistividad del cobre y las aproximacio-
nes lineales y cuadrdticas para —250 °C < ¢ < 1000 °C.
(c) (Para qué valores de ¢ la aproximacion lineal concuerda
con la expresion exponencial de tal manera que difiera
menos de 1% del valor real?

Un dipolo eléctrico consiste en dos cargas eléctricas de igual
magnitud y signos opuestos. Si las cargas son ¢ y —q y hay
una distancia d entre ellas, entonces el campo eléctrico E en
el punto P en la figura es

q q

=D~ w+rar

D2
Al desarrollar esta expresion para E como serie en potencias
de d/D, demuestre que E es aproximadamente proporcional a
1/D? cuando P estd alejada del dipolo.

| D g d—

(a) Deduzca la ecuacion 3 para la ptica de Gauss a partir
de la ecuacién 1 aproximando cos ¢ en la ecuacién 2
mediante su polinomio de Taylor de primer grado.

(b) Demuestre que si cos ¢ es reemplazado por su polinomio
de Taylor de tercer grado en la ecuacién 2, entonces la
ecuacion 1 se transforma en la ecuacion 4 para una éptica
de tercer orden. [Sugerencia: utilice los dos primeros tér-
minos de la serie binomial para €,'y €,7'. Use también

¢ = sen ¢.]

Si una onda de agua de longitud L se desplaza con una
velocidad v a través de un cuerpo de agua de profundidad d
como en la figura de la pagina 782, entonces

gL 2md

v? = ~—tanh
2
(a) Siel agua es profunda, demuestre que v = +/gL/(27).
(b) Si el agua es poco profunda, use la serie de Maclaurin
para tanh para demostrar que v = +/gd (Por lo que,
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en agua poco profunda, la velocidad de una onda tiende a 38. El periodo de un péndulo con longitud L que subtiende un
ser independiente de la longitud de la onda.) dngulo maximo 6, con la vertical es
(c) Utilice el teorema de estimacion de la serie alternante,
para demostrar que si L > 10d, entonces la estimacion \/L w2 dx
v? = gd es exacta dentro de 0.014gL. T=4~|— j _—
g Jo /1 — K*sen’x

donde k = sen(%@o) y g es la aceleracién debida a la grave-

dad. (En el ejercicio 7.7.42 se aproximo esta integral usando

la regla de Simpson.)

(a) Desarrolle el integrando como una serie binomial y use el
resultado del ejercicio 7.1.50 para demostrar que

de carga superficial o, como se ve en la figura. El potencial + Skt Skt
o . . 2 2°4 2°4°6

eléctrico V en un punto P a una distancia d a lo largo de la

perpendicular al eje central del disco es

36. Un disco uniformemente cargado tiene radio R y densidad L 12 1232 123252
T=2m\|—|1 Ko+ - .-

Si 6y no es demasiado grande, se usa a menudo la aproxi-
macién T = 2 /L /g, obtenida usando solo el primer
término de la serie. Se obtiene una mejor aproximacion
si se usan solo dos términos:

V = 2mko(Jd? + R> — d)

donde %, es una constante (llamada constante de Coulomb).

Demuestre que
L
. T~2w[(l +1k2)
= g

V= Tg para d grande

(b) Observe que todos los términos de la serie después del
primero tienen coeficientes que son cuanto mucho %. Use

R este hecho para comparar esta serie con una serie geomé-
d P trica y demuestre que
L 112 L 4 — 3k?
2r|— (1 + 1K) < T<2m|=— 5
g g 4 — 4k
37. Si un topégrafo mide diferencias en la altitud cuando hace (c) Use las desigualdades del inciso b), estime el perfodo
planos para una carretera que cruza un desierto, se deben de un péndulo con L = 1 metros y 6, = 10°.
hacer correcciones tomando en cuenta la curvatura de la (Como es si se le compara con la estimacion T = 27
Tierra. L/g? (Cémo es si 0, = 42°?
(@) SiReselradiodelaTierray L es la longitud de la car- 39. En la seccién 4.8 se utiliz6 el método de Newton para
retera, demuestre que la correccion es obtener un valor aproximado de una raiz r de la ecuacién
C = R sec(L/R) — R f(x) = 0, y a partir de una aproximacién inicial x; se obtuvo
aproximaciones sucesivas x,, Xs, . . . , donde
(b) Mediante un polinomio de Taylor demuestre que (x)
S (x
Xn+1 = Xn —
L? 5L* "(x,
C=—+ 3 f (.X )
2R 24R
Utilice la desigualdad de Taylorconn=1,a =x,yx=r
(c) Compare las correcciones dadas por las férmulas en los para demostrar que si f”(x) existe sobre un intervalo 7 que
incisos (a) y (b) para una carretera que mide 100 km de contiene a r, X, y X,+1, y | f”(x) | < M, | f'(x) | = K para toda
longitud. (Tome como radio de la Tierra 6370 km.) x € I, entonces
fe |xn+1—r|<ﬁ\xn—r|2
R R [Esto significa que si x, es exacta con d cifras decimales,

entonces X, €s exacta con una aproximacion de 2d deci-
males. Mds preciso, si el error en la etapa n es a lo mas 107,
entonces el error en la etapa n + 1 es a lo mas (M/2K)107>".]
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RADIACION DE LAS ESTRELLAS

© Luke Dodd / Science Source

Cualquier objeto emite radiaciones cuando se calienta. Un cuerpo negro es un sistema que
absorbe toda la radiacion que le llega. Por ejemplo, una superficie negra mate o una cavidad
grande con un pequefio agujero en su pared (como un alto horno) es un cuerpo negro y emite
radiacién de cuerpo negro. Incluso la radiacién que llega del Sol estd cerca de ser radiacion de
un cuerpo negro.

La ley de Rayleigh-Jeans, propuesta a fines del siglo X1X, expresa la densidad de energia
de radiacion de cuerpo negro de longitud de onda A como

8mkT
)\4

f) =

donde A se mide en metros, 7 es la temperatura en kelvins (K) y k es la constante de
Boltzmann. La ley de Rayleigh-Jeans concuerda con las mediciones experimentales para
longitudes de onda largas, pero no sucede lo mismo con las longitudes de onda cortas. [La ley
predice que fi\) —>cccuando A — 0" pero los experimentos han demostrado que f(\) — 0.]
Este hecho recibe el nombre de catdstrofe ultravioleta.

En 1900, Max Planck encontré un mejor modelo (que se conoce ahora como ley de
Planck) para la radiacién de cuerpo negro:

8mheh

f()\) = ehc/(AkT) =1

donde A\ se mide en metros, 7 es la temperatura en kelvins y

h = constante de Planck = 6.6262 X 10737J - s
¢ = velocidad de la luz = 2.997925 X 10°m/s
k = constante de Boltzmann = 1.3807 X 10~2J/K

1. Utilice la regla de L’'Hopital para demostrar que

Jim f(0) =0 y lim f(A) =0
para la ley de Planck. De este modo, esta ley modela la radiacién de cuerpo negro mejor
que la ley de Rayleigh-Jeans para longitudes de onda cortas.

2. Use un polinomio de Taylor para demostrar que, en el caso de las longitudes de onda
largas, la ley de Planck da aproximadamente los mismos valores que la ley de Rayleigh-
Jeans.

/A4 3. Trace la grifica de f de acuerdo con ambas leyes en una misma pantalla y comente sobre

las similitudes y las diferencias. Use 7 = 5700 K (la temperatura del Sol). (Quiza quiera
cambiar de metros a la unidad mds conveniente de micrometros: 1 mm = 107°m.)

4. Use la gréfica del problema 3 para estimar el valor de N para el cual f{\) es un maximo de
acuerdo con la ley de Planck.

] 5. Investigue cémo la grafica de f cambia cuando T varia. (Utilice la ley de Planck.) En particu-

lar, trace la grafica de f para las estrellas Betelgeuse (7 = 3400 K), Procyon (T = 6400 K) y
Sirio (T' = 9200 K), asi como para el Sol. ;Cémo varia la radiacién total emitida, es decir
(el drea bajo la curva), con respecto a 7?7 Apdyese en las graficas y explique por qué a
Sirio se le conoce como estrella azul y a Betelgeuse como una estrella roja.
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VERIFICACION DE CONCEPTOS

Las respuestas a la verificacién de conceptos se encuentran en las paginas finales del libro.

1.

b4

7.

(a) {Qué es una sucesién convergente?
(b) (Qué es una serie convergente?

(c) (Qué significa lim,—... a, = 3?

(d) (Qué significa ;- a, = 3?

(a) (Qué es una sucesion acotada?

(b) (Qué es una sucesién mondtona?

(c) (Qué puede decir con respecto a una sucesion mondtona
acotada?

(a) (Qué es una serie geométrica? {En qué circunstancias
es convergente? ;Cudl es su suma?

(b) (Qué es una serie p? {En qué circunstancias es
convergente?

Suponga que a, = 3y s, es la n-ésima suma parcial
de la serie. ;Qué es lim,—.. a,? {Qué es lim,—.. 5,7

Enuncie lo siguiente.

(a) Prueba de la divergencia

(b) Prueba de la integral

(c) Prueba por comparacion

(d) Prueba por comparacién del limite
(e) Prueba de la serie alternante

(f) Prueba de la razén

(g) Prueba de la raiz

. (a) {Qué es una serie absolutamente convergente?

(b) ¢(Qué puede decir acerca de dicha serie?
(c) (Qué es una serie condicionalmente convergente?

(a) Siuna serie es convergente de acuerdo con la prueba
de la integral, {cémo estima su suma?

EXAMEN VERDADERO-FALSO

8.

9.

10.

11.

12.

(b) Si una serie es convergente de acuerdo con la prueba por
comparacioén, ;como estima su suma?

(c) Siuna serie es convergente de acuerdo con la prueba
de la serie alternante, ;como estima su suma?

(a) Escriba la forma general de una serie de potencias.
(b) {Qué es el radio de convergencia de una serie de potencias?
(c) (Qué es el intervalo de convergencia de una serie

de potencias?

Suponga que f(x) es la suma de una serie de potencias con
radio de convergencia R.
(a) ¢(Coémo deriva f?7 ;Cudl es el radio de convergencia
de la serie para f'?
(b) ¢(Cdémo integra f? ;Cudl es el radio de convergencia
de la serie para | f(x)dx?

(a) Escriba una expresion para el polinomio de Taylor de
grado n-ésimo de f centrada en a.

(b) Escriba una expresion para la serie de Taylor de f cen-
trada en a.

(c) Escriba una expresion para la serie de Maclaurin de f.

(d) (Cémo demuestra que f(x) es igual a la suma de su serie
de Taylor?

(e) Enuncie la desigualdad de Taylor.

Escriba la serie de Maclaurin y el intervalo de convergencia
para cada una de las funciones siguientes.

(@ 1/(1 = x) (b) e

(d) cosx (e) tan 'x

(c) sen x

(f) In(1 + x)

Escriba el desarrollo de la serie binomial de (1 + x)*. ;Cudl
es el radio de convergencia de esta serie?

Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero,
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo
que refute el enunciado.

1.

o U A W N

®

. Laserie>,- n

Si lim,.. @, = 0, entonces 2a, es convergente.
—senleg convergente.

Si lim, .. a, = L, entonces lim,... d»,+; = L.

Si 2¢,6" es convergente, entonces 2.c¢,(—2)"es convergente.

Si X¢,6" es convergente, entonces 2.c,(—6)" es convergente.

Si X¢,x" diverge cuando x = 6, entonces diverge cuando
x = 10.

. La prueba de la razén se puede usar para determinar

si converge 31/n.

La prueba de la razén se puede usar para determinar
si converge %1/n!

10.

11.
12.
13.

14.

15.
16.

17.

Si0 =< a, < b,y b, diverge, entonces la serie a,
diverge.

Sy

o n! e

Si —1 < a < 1, entonces lim,—.. a" = 0.

Si Ya, es divergente, entonces ¥ | a, | es divergente.

Siflx) =2x—x+ %x3—... converge para toda x, entonces
£7(0) = 2.

Si{a,} y {b,} son divergentes, entonces {a, + b,} es

divergente.
Si{a,} y {b,} son divergentes, entonces {a,b,} es divergente.

Si{a,} es decreciente y a, > 0 para toda n, entonces {a,} es
convergente.

Si a, > 0y Xa, converge, entonces %(—1)"a, converge.



18. Sia, > 0y lim,—. (a,+/a,) < 1, entonces lim,—.. a, = 0.
19. 0.99999... =1

20. Silim,—.. a, = 2 entonces lim, . (a,+3 — a,) = 0.

EJERCICIOS
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21. Siun ndmero finito de términos se agrega a una serie
convergente, la nueva serie ain converge.

22. Si > a,= Ay b, = B, entonces >, a,b, = AB.

n=1 n=1 n=1

1-8 Determine si la sucesion es convergente o divergente. Si es
convergente, determine su limite.

] 2+ ) 9!
T T SR
n3
3. a,= T 4. a, = cos(nw/2)
n
5 __nsenn 6 _Inn
e . a, 7\/;

7. {(1 + 3/n)*"} 8. {(—10)"/n!}

9. Una sucesion se define recursivamente mediante las
ecuaciones a; = 1, a,.; = %(a,, + 4). Demuestre que {a,}
es creciente y a, < 2 para toda n. Deduzca que {a,} es
convergente y determine su limite.

10. Demuestre que lim,—.. n*e™" = 0 y use una gréfica para
determinar el valor mds pequefio de N que corresponde a
& = 0.1 en la definicién exacta de limite.

11-22 Determine si la serie es convergente o divergente.

e n * n2+1
1. 12.

gl nd+ 1 Zln‘+1
13 i"—B 14 517(_1)”

am1 " =1 +/n + 1

15,3 ! 15.§]1n( 1 >

7.3 ———— 18>

19. >

20. >

21. Y (—1)"*‘n—

22,

23-26 Determine si la serie es condicionalmente convergente,
absolutamente convergente o divergente.

23. 3 (1) 24. 3 (—-1)'n”
n=1 n=1

o (=1yn

S (=1)"(n + 1)3"

25, 26.
r?::l 22n+l = 111 n
27-31 Calcule la suma de la serie.
] (_3):1*1 % 1
27. —_— 28. —_—
n=1 23” ngl }’l(l’l + 3)
© B B %© (_l)n,n.n
29. tan '(n + 1) — tan™! 30.
”E:][ (n+1) n] go 37 (2n)]
62 e} 64
1.l —e+———+ —— ...
2! 3! 4!

32. Exprese el decimal periddico 4.17326326326... como
una fraccién.

33. Demuestre que coshx =1 + %xz para toda x.

34. ;Para qué valores de x converge la serie 2,-; (In x)"?

o _1 n+1
35. Calcule la suma de la serie 2 ——5— correcta a cuatro
decimales. e

36. (a) Determine la suma parcial s5 de la serie 2= 1/n®y
estime el error al usarla como aproximacién de la suma
de la serie.

(b) Calcule la suma de esta serie con una aproximacion
de cinco decimales.

37. Use la suma de los primeros ocho términos para aproximarse
ala suma de la serie 2,-; (2 + 5")"!. Estime el error
implicado en esta aproximacion.

® n

38. (a) Demuestre que la serie >, Y
n=1 n).

€s convergente.

n

(b) Deduzca que lim Z”n) :

39. Demuestre que si la serie 2= a, es absolutamente
convergente, entonces la serie

> +1
n=1 n

también es absolutamente convergente.
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40-43 Encuentre el radio de convergencia y el intervalo de
convergencia de la serie.

Z x" = (x+2)
40. -1 . 2 ——1

2::1 =1 n*s" ; n4"

z 2"(x — 2)" z 2"(x — 3)"
42, —_— 43, ——

ng] (n +2)! =0 /n+3

44, Calcule el radio de convergencia de la serie

z (2n)!

X
n=1 (n,)z

n

45. Determine la serie de Taylor de fix) = sen x en a = /6.

46. Encuentre la serie de Taylor de f(x) = cos xena = /3.

47-54 Encuentre la serie de Maclaurin para f'y su radio de
convergencia. Puede aplicar el método directo (definicion de
una serie de Maclaurin) o las series conocidas, como la serie

geométrica, serie binomial o la serie de Maclaurin para ¢*, sen x,

tan"'x y In(l + x).

)C2

1 +x

47. f(x) = 48. f(x) = tan '(x?)

49. f(x) = In(4 — x) 50. f(x) = xe™

51. f(x) = sen(x*) 52. f(x) = 10*

53. f(x) = 1/3/16 — x 54. f(x) = (1 — 3x)7°

x

, e .
55. Evalie f — dx como una serie infinita.
X

56. Use series para aproximar [ /1 + x* dx con dos digitos
decimales.

57-58

57.
58.

(a) Obtenga un valor aproximado de f mediante un polinomio
de Taylor de grado n en el nimero a.

(b) Trace la grafica de f'y T, en una misma pantalla.

(c) Use la desigualdad de Taylor para estimar la exactitud de
la aproximacién f(x) = T,(x) cuando x se encuentra en el
intervalo dado.

(d) Compruebe su resultado del inciso (c) mediante la grafica
de | R,(x) |-

f(x)=\/;, a=1, n=3, 0.

f(x) =secx, a=0,

59.

60.

61.

62.

Utilice series para evaluar el limite siguiente.

. osenx — Xx

lim ————
=0 x°

La fuerza debida a la gravedad que actia sobre un objeto de

masa m a una altura / arriba de la superficie de la Tierra es

mgR?
F=——0
(R + h)

donde R es el radio de la Tierra y g es la aceleracion de

la gravedad para un objeto en la superficie de la Tierra.

(a) Exprese F como una serie en potencias de //R.

(b) Observe que si aproxima F con el primer término de la
serie, se obtiene la expresion F = mg que se usa por lo
comtn cuando / es mucho més pequefia que R. Aplique
el teorema de la estimacion de la serie alternante para
calcular los valores de & para los cuales la aproximacion
F = mg difiere menos de 1% del valor real.

(Use R = 6400 km.)

Suponga que f(x) = X, ¢,x" para toda x.

(a) Sifesunafuncién impar, demuestre que
c=c=c=:=0

(b) Sifes una funcién par, demuestre que
ci=c3=c¢cs=---=0

(2n)!

Sif(x) = e*’, demuestre que f"(0) = .




Problemas
adicionales

Antes de ver la solucién del ejemplo,
ctibrala e intente resolver el problema
por si mismo.

Problemas

Py

FIGURA PARA EL PROBLEMA 4

EJEMPLO Encuentre la suma de la serie E

(x+2)
0 (n+ 3)°

SOLUCION El principio de resolucién de problemas es relevante aqui ya que hay

que reconocer algo familiar. ;La serie dada se parece a alguna que ya conozca?
Bueno, tiene algunos ingredientes en comtn con la serie de Maclaurin para la funcién
exponencial:

x2 X
=l4x+ =+ =
2! 3!

5X
n=0 N

Se puede hacer que esta serie se parezca mas reemplazando x por x + 2:

u+m"

(x+2)2+ (x+2)3+

=1+ x+2)+ o 3

Pero aqui el exponente en el numerador coincide con el factorial del ntimero en el deno-
minador. Para hacer que esto pase en la serie dada, se multiplicard y dividird por (x + 2)*

(x+2y 1 (x +2)*°
m+3)! (+2°5 (n+3)

o
>
n=0

(x + 2)° . (x + 2)* +]

G+ 2)3[ 3! 41

Vea que la serie entre paréntesis es justamente la serie para e*** con los tres primeros
términos faltantes. Por lo que

(x +2)

(x + 2)?
o (n + 3)!

= (x + 2)3[6”2 —1-(x+2 - 5

. Si f(x) = sen(x?), encuentre f19(0).

. Una funcién f'estd definida por

21171

f(x) = lim ol

n—w x4 1

(Dénde es continua f?

. (a) Demuestre que tan %x = cot %x — 2 cotx.

(b) Calcule la suma de la serie

. Sea {P,} una sucesién de puntos determinados de acuerdo con la figura.

Por tanto S | = 2"y el dngulo AP,P,., es un dngulo recto.
Calcule lim, ... ZP,AP,,.
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5. Para construir la curva del copo de nieve, inicie con un tridngulo equilétero de lados de

longitud igual a 1. El paso 1 de la construccion consta de dividir cada lado en tres partes

iguales, construir un tridngulo equildtero en la parte media y luego borrar la parte media

(véase la figura). El paso 2 es repetir el paso 1 en cada lado del poligono resultante.

Se repite este procedimiento en cada paso posterior. La curva del copo de nieve es la

curva que resulta de repetir este proceso indefinidamente.

(a) Sean s,, [,y p., respectivamente, el nimero de lados, la longitud de un lado y la longitud
total de la curva de aproximacion n-ésima (la curva obtenida después del paso n del
trazo). Encuentre férmulas para s, [, y p,.

(b) Demuestre que p, — % cuando n — .

(c) Sume una serie infinita para encontrar el drea encerrada por la curva del copo de nieve.

Nota: los incisos (b) y (c) demuestran que la curva del copo de nieve es infinitamente larga
pero encierra un area finita.

6. Calcule la suma de la serie

R R R R
l+ -+ -+ —+—+—+—+—+.-
2 3 4 6 8 9 12

donde los términos son los reciprocos de los enteros positivos cuyos factores primos son 2s
y 3s.
. (a) Demuestre que para xy # —1,

X—y
1+ xy

arctan x — arctan y = arctan

si el miembro izquierdo se encuentra entre —r/2 'y /2.
(b) Demuestre que arctan }%g — arctan 21@ =7/4.
(c) Deduzca la férmula siguiente de John Machin (1680-1751):
4 arctané — arctan Z;fg =
(d) Utilice la serie de Maclaurin del arctan para demostrar que

0.1973955597 < arctan% < 0.1973955616

SR P

(e) Demuestre que

FIGURAS PARA EL PROBLEMA 5 0.004184075 < arctan 55 < 0.004184077

(f) Deduzca que el valor siguiente es correcto con siete decimales 7 = 3.1415927.

Machin aplicé este método en 1706 para determinar 7 con 100 decimales. Recientemente,
con la ayuda de computadoras, se ha calculado cada vez con mayor exactitud el valor de 7.
iEn 2013 Shigeru Kondo y Alexander Yee calcularon el valor de 77 con mds de 12 billones de
decimales!

8. (a) Demuestre una formula similar a la del problema 7(a), pero que contenga arccot en lugar
de arctan.
(b) Calcule la suma de la serie 2,-, arccot(n* + n + 1).

9. Use el resultado del problema 7(a) para encontrar la suma de la serie 2~ arctan(2/n?).

10. Siay + a; + a, + - - - + a, = 0, demuestre que
Iim (ao\/;-i-al\/n—kl + a/n + 2 +~-+ak\/n+k):0

Si no ve como demostrarlo, intente la estrategia de resolucién de problemas usando
analogias (véase la pagina 71). Intente los casos especiales k = 1y k = 2 primero. Si puede
ver como demostrar la afirmacion para estos casos, probablemente verd como demostrarla en
general.




11. Determine el intervalo de convergencia de 2~ n*x" y calcule la suma.

12. Suponga que tiene una gran cantidad de libros, todos del mismo tamaiio, y que los apila en
% el borde de una mesa, y que cada libro sobresale un poco mds del borde de la mesa que el

libro anterior. Demuestre que es posible hacerlo de tal manera que el libro que quede
hasta encima estd por completo mds alld del borde de la mesa. En efecto, muestre que el
libro de hasta encima se puede acomodar a cualquier distancia mds alld del borde de la mesa
si la pila de libros tiene la altura suficiente. Utilice el método siguiente para apilar los libros:
la mitad del largo del libro de hasta arriba sobresale del segundo libro. El segundo libro
sobresale solo un cuarto de su largo con respecto al libro tercero. El tercer libro sobresale un
sexto de su largo con respecto al libro cuarto, y asi sucesivamente. (Inténtelo usted mismo
con un mazo de cartas.) Considere el centro de masa.

-

o\—{

FIGURA PARA EL PROBLEMA 12

= 1
13. Encuentre la suma de la serie Y, ln<1 - 7).
2

n=2
14. Sip > 1, evalde la expresion

111
t—+—+--
21’ 3P 4P

1 1 1

- — 4
2°p 3p 4r

1+

1

15. Suponga que circulos de igual didmetro estan acomodados apretadamente en # filas dentro
de un tridngulo equildtero. (La figura ilustra el caso n = 4.) Si A es el drea del tridngulo y A,
es el drea total ocupada por las 7 filas de circulos, demuestre que

i A, T
1m =
n—» A 2\/§

16. Una sucesion {a,} se define recursivamente mediante las ecuaciones

a=a, =1 nn—Da,=mn—1)n —2a,—, — (0 — 3)a,—

FIGURA PARA EL PROBLEMA 15 Calcule la suma de la serie >,-¢ a,.

17. Silacurvay = e /' sen x, x = 0, se rota alrededor del eje x, el sélido resultante se parece a
una cadena infinita decreciente de cuentas.
(a) Determine el volumen exacto de n-ésima cuenta. (Utilice, ya sea una tabla de integrales
0 un sistema algebraico computacional.)
(b) Encuentre el volumen total de las cuentas.

P, P; P, 18. Inicie con los vértices P;(0, 1), P»(1, 1), P5(1, 0), P40, 0) de un cuadrado, y localice puntos
como se muestra en la figura: Ps es el punto medio de P,P,, P, es el punto medio de P,Ps, P,
P es el punto medio de P;P,, y asi sucesivamente. La trayectoria espiral de la poligonal
o P,P,P;P,PsP¢P-... se aproxima al punto P dentro del cuadrado.
P (a) Silas coordenadas de P, son (x,, y,), demuestre que %xn + Xpr1 + Xpio + Xp3 =2
8 P, y encuentre una ecuacion similar para las coordenadas y.
(b) Determine las coordenadas de P.
Py 19. Encuentre la suma de la serie i i
n=1 (2}1 + 1)3”
P, P, Py 20. Realice los pasos siguientes para demostrar que
FIGURA PARA EL PROBLEMA 18 ! L ! LN

+ + +
1-2 3-4 5-6 7-8

(a) Use la férmula para la suma de una serie geométrica finita (11.2.3) para obtener una
expresion para

l_x+x2_x3+”'+x2n*2_x2n*l
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(b) Integre el resultado del inciso (a) de 0 a 1 para obtener una expresién para

1 1 1 1 1
l—-—4+———+ .+ —— = —
2 3 4 2n — 1 2n
como una integral.
(c) Delinciso (b) deduzca que
1 1 1 1 1 dx

1
+ oot - <('x»a
1.2 3.4 5-6 Qn—1D@2n) b 1+x fox *

(d) Utilice el inciso (c) para demostrar que la suma de la serie dada es In 2.

21. Encuentre todas las soluciones de la ecuacion

X x2 X Xt

1+ —+—4+—+—+...=0
2! 4! 6! 8!

[Sugerencia: considere los casos x = 0y x < 0 por separado.]

1 1 22. Se trazan tridngulos rectdngulos como en la figura. Cada uno de los tridngulos tiene una
g altura de 1 y su base es la hipotenusa del tridngulo precedente. Demuestre que esta sucesion
de tridngulos da una cantidad indefinida de vueltas alrededor de P mostrando que X 6, es una
Q serie divergente.

0, P) 23. Considere la serie cuyos términos son los reciprocos de los enteros positivos que se pueden
2 .y e ., . s . .
1 escribir con la notacién de base 10 sin usar el digito 0. Demuestre que esta serie es conver-

0,
s ! 1 . gente y que la suma es menor que 90.

FIGURA PARA EL PROBLEMA 22 24. (a) Demuestre que la serie de Maclaurin de la funcion es

3

f) = ——— es 2 fux"

2
1—x—x n=1

donde f, es el n-ésimo nimero de Fibonacci, es decir, fy = 1, =1y f, = fi-1 + fua
para n =3. [Sugerencia: escriba x/(1 — x — x*) = ¢y + ¢,x + cx* + - - - y multiplique
ambos lados de esta ecuacién por 1 — x — x.]

(b) Determine una férmula explicita para el n-ésimo niimero de Fibonacci, escribiendo f(x)
como una suma de fracciones parciales, y con ello, obtenga la serie de Maclaurin de una
manera distinta.

3 6 9

25.Sea u:1+§+a+a+
x4 X7 xl(J
v=x+ + -+t
4170 10!
2 X5 8
ST T TI

Demuestre que v’ + v° + w® — 3uvw =1.

26. Demuestre que sin > 1, la n-ésima suma parcial de la serie armonica no es un entero.

Sugerencia: sea 2¢ la maxima potencia de 2 que es menor o igual a n'y sea M el producto de
todos los enteros impares que sean menores o iguales a n. Suponga que s, = m, un entero.
Entonces M2%s, = M2'm. El lado derecho de esta ecuacion es par. Demuestre que el lado
izquierdo es impar al demostrar que cada uno de sus términos es un entero par, excepto el
dltimo.
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12

Cada uno de estos
engranajes tiene la forma

de un hiperboloide, tipo de
superficie que se estudiara
en la seccion 12.6. Esta forma
permite a los engranajes
transmitir movimiento entre
ejes sesgados (ni paralelos

ni intersecantes).

Vectores y la geometria
del espacio

EN ESTE CAPITULO SE PRESENTARAN los vectores y sistemas de coordenadas para el espacio
tridimensional. Este serd el fundamento para el estudio del cdlculo de funciones de dos

variables en el capitulo 14, porque la grafica de estas funciones es una superficie en el espacio.
En este capitulo se verd que los vectores ofrecen descripciones particularmente simples de rectas
y planos en el espacio.
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792 CAPITULO 12 Vectores y la geometria del espacio

12.1 Sistemas de coordenadas tridimensionales

%
y
X
FIGURA 1
Ejes de coordenadas
z
y
X
FIGURA 2
Regla de 1a mano derecha
FIGURA 3

P(a, b, c)

i '

FIGURA 4

@ Espacio tridimensional

Para localizar un punto en un plano se necesitan dos nimeros. Se sabe que cualquier
punto en el plano se puede representar como un par ordenado (a, b) de niimeros reales,
donde a es la coordenada x y b es la coordenada y. Por esta razén, se dice que un plano
es bidimensional. Para localizar un punto en el espacio se requieren tres nimeros. Se
representa cualquier punto en el espacio mediante una terna ordenada (a, b, ¢) de nime-
ros reales.

Para representar puntos en el espacio, primero se eligen un punto fijo O (el origen) y
tres rectas dirigidas que pasan por O y que son perpendiculares entre si, llamadas ejes de
coordenadas y denominadas eje x, eje y y eje z. Usualmente los ejes x y y se conciben
como horizontales y el eje z como vertical y la orientacion de los ejes se traza como en la
figura 1. La direccidn del eje z se determina por la regla de la mano derecha, como se
ilustra en la figura 2: si usted dobla los dedos de la mano derecha alrededor del eje z en la
direccién de una rotacidn de 90° contrarreloj del eje x positivo al eje y positivo, su pulgar
apuntard en la direccién positiva del eje z.

Los tres ejes de coordenadas determinan los tres planos coordenados ilustrados en la
figura 3(a). El plano xy es el plano que contiene los ejes x y y; el plano yz contiene los ejes
vy z; el plano xz contiene los ejes x y z. Estos tres planos coordenados dividen el espacio
en ocho partes, llamados octantes. El primer octante, al frente, estd determinado por
los ejes positivos.

S

X7 Plano
Plaﬂo Yz
0
s >
x&~ Y
(a) Planos coordenados (b)

Como muchas personas tienen cierta dificultad para visualizar diagramas de figu-
ras tridimensionales, podria resultar ttil hacer lo siguiente [véase figura 3(b)]. Identifi-
que cualquier esquina inferior de una habitacién y denominela el origen. La pared a su
izquierda es el plano xz; la pared a su derecha, el plano yz y el piso, el plano xy. El eje x
corre a lo largo de la interseccion del piso y la pared izquierda. El eje y corre a lo largo
de la interseccion del piso y la pared derecha. El eje z corre hacia arriba desde el piso en
direccion al techo a lo largo de la interseccidn de las dos paredes. Usted estd situado en el
primer octante y ahora puede imaginar otras siete habitaciones situadas en los otros siete
octantes (tres en el mismo piso y cuatro en el piso inferior), todos ellos relacionados por
el punto de esquina comtin O.

Abhora bien, si P es cualquier punto en el espacio, sea a la distancia (dirigida) del
plano yz a P; b, la distancia del plano xz a P, y ¢ la distancia del plano xy a P. Se repre-
senta el punto P con la terna ordenada (a, b, c) de nimeros reales y se llamana, by c a
las coordenadas de P; a es la coordenada x, b la coordenada y y ¢ la coordenada z. Asf,
para localizar el punto (a, b, c) se comienza por el origen Oy se desplaza a unidades a lo
largo del eje x, luego b unidades en paralelo al eje y y, por tltimo, ¢ unidades en paralelo
al eje z, como en la figura 4.



QOla, b, 0)

FIGURA S5

(a) z= 3, un plano en R’

FIGURA 7

SECCION 12.1 Sistemas de coordenadas tridimensionales 793

El punto P(a, b, c¢) determina una caja rectangular como en la figura 5. Si se traza una
recta perpendicular de P al plano xy se obtiene un punto Q con las coordenadas (a, b, 0),
llamado proyeccion de P en el plano xy. De igual manera, R(0, b, ¢) y S(a, 0, ¢) son las
proyecciones de P en el plano yz y el plano xz, respectivamente.

Como ilustraciones numéricas, los puntos (—4, 3, —5) y (3, —2, —6) se trazan en la

figura 6.
7\04
|
| y

FIGURA 6

El producto cartesiano R X R X R = {(x, y, 2) | X, v,z € R} es el conjunto de todas las
ternas ordenadas de nimeros reales y se denota con R®. Se ha dado una correspondencia
inyectiva entre puntos P en el espacio y ternas ordenadas (a, b, ¢) en R3. Esto se llama
sistema de coordenadas rectangulares tridimensional. Observe que, en términos de
coordenadas, el primer octante puede describirse como el conjunto de puntos cuyas coor-
denadas son todas positivas.

@ Superficies

En geometria analitica bidimensional, la grafica de una ecuacién que implica x y y es una
curva en R% En geometria analitica tridimensional, una ecuacién en x, y y z representa
una superficie en R3.

EJEMPLO 1 ;Qué superficies en 3 estdn representadas por las ecuaciones siguientes?
(@) z=3 (b) y=5

SOLUCION

(a) La ecuacién z = 3 representa el conjunto {(x, y, z) | z = 3}, el cual es el conjunto de
todos los puntos en R* cuya coordenada z es 3 (x y y pueden ser cualquier valor). Este es
el plano horizontal paralelo al plano xy y tres unidades arriba de €I, como en la figura 7(a).

\
I 5
\
|
0.

\ji\\-\ 0
\ x

x/ \ 5 \;
| ,
\
(b) y=5, un plano en R’ (c) y =5, una linea en R?

(b) Laecuacién y = 5 representa el conjunto de todos los puntos en R?* cuya coorde-
nada y es 5. Este es el plano vertical paralelo al plano xz y cinco unidades a la derecha
de €l, como en la figura 7(b). ]
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FIGURA 10
Elplanoy = x

NOTA Cuando se da una ecuacién, debe deducirse del contexto si representa una
curva en R? o una superficie en R*. En el ejemplo 1, y = 5 representa un plano en
R3, pero, desde luego, y = 5 también puede representar una recta en R* si se trata con
geometria analitica bidimensional. Véase la figura 7(b) y (c).

En general, si k es una constante, entonces x = k representa un plano paralelo al plano
vz, y = k es un plano paralelo al plano xz y z = k es un plano paralelo al plano xy. En la
figura 5, las caras de la caja rectangular estdn formadas por los tres planos coordenados
x = 0 (el plano yz), y = 0 (el plano xz) y z = 0O (el plano xy) y los planos x = a,y = b
yz=c.

EJEMPLO 2

(a) (Qué puntos (x, y, z) satisfacen las ecuaciones
Xty =1y z=3?
(b) ¢Qué representa la ecuacion x> + y?> = 1 como una superficie en R3?

SOLUCION

(a) Como z = 3, los puntos se encuentran en el plano horizontal z = 3 del ejemplo 1(a).
Como x? + y? = 1, los puntos se encuentran en el circulo con radio 1 y centro en el eje z.
Véase la figura 8.

(b) Dado que x> + y* = 1, sin ninguna restriccién en z, se ve que el punto (x, y, z)
podria situarse en un circulo en cualquier plano horizontal z = k. Asi, la superficie

x>+ y?> = 1 en R? consta de todos los posibles circulos horizontales x> + y*> = 1,z = k
y es, por tanto, el cilindro circular con radio 1 cuyo eje es el eje z. Véase la figura 9.

4 z

=

0
X Y X Y

FIGURA 8 FIGURA 9
Elcirculox* + y* = 1,z =3 El cilindro x> + y* = 1 ™

EJEMPLO 3 Describa y trace la superficie en R® representada por la ecuacién y = x.

SOLUCION Esta ecuacidn representa el conjunto de todos los puntos en R3 cuyas coor-
denadas x y y son iguales, es decir {(x, x, z) | x € R, z € R}. Este es un plano vertical
que interseca el plano xy en la recta y = x, z = 0. La porcién de este plano que se ubica
en el primer octante se traza en la figura 10. [ ]

@ Distanciay esferas

La férmula conocida para la distancia entre dos puntos en un plano puede extenderse
facilmente a la férmula tridimensional siguiente.
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Férmula de distancia en tres dimensiones La distancia | P,P,| entre los puntos
Pi(xi, y1, 21) y Py(x2, 2, 22) €5

| PPy = (x2 —x1)2+ (32 — y1)2 + (22 — 21)?

z Para ver por qué esta férmula es cierta, se ha construido una caja rectangular como
en la figura 11, donde P, y P, son vértices opuestos y las caras de la caja son paralelas a
los planos coordenados. Si A(x, yi, z1) Y B(x2, y2, z1) son los vértices de la caja indicada
en la figura, entonces

[PA|=[x—x| [AB[=]p=w| [BP.[=]|z—z]

Como los tridngulos P,BP, y P\AB son rectdngulos, dos aplicaciones del teorema de
Pitdgoras dan

|P1P2|2 = |[’1B|2 + |B1:)2|2

2 — 2 2

FIGURA 11 y |PB]? = |PA| + |AB|

Si se combinan estas ecuaciones, se obtiene

|P1P2|2 = |P1A|2 + |AB’2 + ‘BPQ’Z
=le-—xP+n-nP+|z-al
=(x» —x1)* + (y2 — y|)2 + (22 — z1)?
Por tanto, PP, = V(2 —x1)P + (32 — 12 + (22 — 21)?
EJEMPLO 4 La distancia del punto P(2, —1, 7) al punto Q(1, —3, 5) es
POl =0 =22+ (-3+1)2+(5-72=y1+4+4=3 |
z EJEMPLO 5 Determine una ecuacion de una esfera con radio r y centro C(h, k, [).
P(x, y, z) SOLUCION Por definicién, una esfera es el conjunto de todos los puntos P(x, y, z)
/ cuya distancia desde C es r. (Véase la figura 12.) Asi, P estd en esa esfera si y solo
r/ / si| PC | = r. Si se eleva al cuadrado ambos miembros, se tiene | PC |> = r? o
d
Ch, k1) x=—h+0O-k+C=-0)=r ]
Serad util recordar el resultado del ejemplo 5.
0
. / \ Ecuacién de una esfera Una ecuacién de una esfera con centro C(h, k, [)
y y radio r es
x—h?>+ QG —k>+@c—-1*=r

FIGURA 12 ( ) o ) (@ )

En particular, si el centro es el origen O, entonces una ecuacion de una esfera es

X+ +2=r
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EJEMPLO 6 Demuestre que x> + y*> + z> + 4x — 6y + 2z + 6 = 0 es la ecuacién de
una esfera y determine su centro y radio.

SOLUCION Se puede reescribir la ecuacién dada en la forma de una ecuacién de una
esfera si se completan los cuadrados:

C+dx+d)+ (P -6y + N+ (@ +2+1)=—6+4+9+1
C+2P+ (=3 +(+172=38

Al comparar esta ecuacion con la forma estandar, se ve que es la ecuaciéon de una
esfera con centro (—2, 3, —1) y radio \/g = 2\/5.

EJEMPLO 7 ;Qué region en R? estd representada por las desigualdades siguientes?
1= +y+22<4 z<0
SOLUCION Las desigualdades
sy +y +22<4
pueden reescribirse como

I<syx2+y2+z72<2

asi representan los puntos (x, y, z) cuya distancia desde el origen es de al menos 1y

a lo sumo 2. Pero también se da que z < 0, de manera que los puntos se sitdan en

o debajo del plano xy. Asi, las desigualdades dadas representan la regién que se ubica
entre (0 en) las esferas x> + y> + z2 = 1 y x*> + y*> + 2> = 4 y debajo de (o en) el
FIGURA 13 plano xy. Esto se traza en la figura 13.

12.1 EJERCICIOS

1. Suponga que comienza en el origen, se mueve a lo largo del 7. Describa y trace la superficie en R* representada por la
eje x una distancia de 4 unidades en la direccién positiva y ecuaciénx +y = 2.
después se mueve hacia abajo una distancia de 3 unidades.

p .. 8. Describa y trace la superficie en R? representada por la
(Cudles son las coordenadas de su posicién? y P P p

ecuacion x* + 22 = 9.
2. Trace los puntos (1, 5, 3), (0,2, —3),(—3,0,2)y (2, =2, —1)

N ! 9-10 Determine las longitudes de los lados del tridngulo POR.
en un solo conjunto de ejes de coordenadas.

(Es este un tridngulo rectangulo? ;Es un tridngulo isésceles?

3. ;Cual de los puntos A(—4,0, —1), B3, 1, —=5)y C(2, 4, 6) 9. P(3, -2, —3), 0(7,0, 1), R(L, 2, 1)
estd mas cerca del plano yz? ;Cudl de esos puntos

se encuentra en el plano xz? 10. P2, —1,0), 04,1, 1), R(4, =5, 4)

4. ;Cudles son las proyecciones del punto (2, 3, 5) en los
planos xy, yz y xz? Trace una caja rectangular con el origen
y (2, 3, 5) como vértices opuestos y con sus caras paralelas a
los planos coordenados. Etiquete todos los vértices de la caja.
Determine la longitud de la diagonal de la caja. 12. Determine la distancia de (3, 7, —5) a cada uno de los

elementos siguientes.

(a) El plano xy

(b) Elplano yz

(c) El plano xz

11. Determine si estos puntos se encuentran en una linea recta.
(a) AQ2,4,2),B3,7,—2),C(1,3,3)
(®) D(0,—5,5), E(1, —2,4), F(3,4,2)

5. ;(Qué representa la ecuacién x = 4 en R*? ;Qué representa en
R3? Tlustre con diagramas.

6. ;Qué representa la ecuacién y = 3 en R3? ;Qué representa
z = 57 (Qué representa el par de ecuaciones y = 3,z = 5? (d) Eleje x
En otras palabras, describa el conjunto de puntos (x, y, z) tal (e) Elejey
que y = 3y z = 5. Tlustre con un diagrama. (f) Eleje z



13.

14.

15.

16.

Determine una ecuacién de la esfera con centro (1, —4, 3)
y radio 5. ;Cudl es la interseccion de esta esfera con el
plano xz?

Determine una ecuacién de la esfera con centro (2, —6,4) y
radio 5. Describa su interseccion con cada uno de los planos
coordenados.

Determine una ecuacién de la esfera que pasa por el punto
(4,3, —1) y tiene centro (3, 8, 1).

Determine una ecuacién de la esfera que pasa por el origen y
cuyo centro es (1, 2, 3).

17-20 Demuestre que cada una de estas ecuaciones representa
una esfera y determine su centro y radio.

17.
18.
19.
20.

Xyt -2x—4y+8 =15
Xy A+ +8x—6y+2:24+17=0
2x% + 2y? + 222 =8x — 24z + 1
3x2 + 3y* + 322 =10 + 6y + 12z

21.

22,

23.

24,

(a) Pruebe que el punto medio del segmento de recta de
Pi(x1, 1, 21) @ Py(xa, 12, 22) €58

xit+tx2 ity otz
2 7 2 ’ 2

(b) Determine las longitudes de las medianas del tridngulo
con vértices A(1, 2, 3), B(—2,0,5)y C(4, 1, 5). (Una
mediana de un tridngulo es un segmento de recta que une
un vértice con el punto medio del lado opuesto.)

Determine una ecuacion de una esfera si uno de sus didmetros
tiene los puntos finales (5, 4, 3) y (1, 6, —9).

Determine ecuaciones de las esferas con centro (2, —3, 6) que
tocan (a) el plano xy, (b) el plano yz, (c) el plano xz.

Determine una ecuacion de la esfera mas grande con centro
(5, 4, 9) contenida en el primer octante.

25-38 Describa en palabras la regién de R® representada por cada
ecuacion (ecuaciones) o desigualdad.

25.
27.
29.
31.
33.
35.
37.

x=9 26. x = —3

z <8 28. z = —1
0<:<6 30. y’ =4
xP+yi=4, z=-1 32, x4+ 1y =4
x>+ y2+z2=4 34, x>+ y? +22<4
I<x*+y?+z2<5 36. y2+z° =16
x*+z2<9 38. x* 4+ y2+ 22> 2z

39-42 Escriba desigualdades para describir la region.

39.

La regioén entre el plano yz y el plano vertical x = 5

SECCION 12.1

40.

41.

42,

797
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El cilindro sélido que se encuentra sobre o debajo del plano
z = 8 y sobre o arriba del disco en el plano xy con centro en
el origen y radio 2

La regién que consta de todos los puntos entre (pero no
sobre) las esferas de radio r y R centradas en el origen, donde
r<<R

El hemisferio superior sélido de la esfera de radio 2 centrada
en el origen

43.

44,

45.

46.

47.

48.

La figura muestra una recta L, en el espacio y una segunda

recta L, la cual es la proyeccion de L; en el plano xy. (En

otras palabras, los puntos en L, estdn directamente abajo,

o arriba, de los puntos en L;.)

(a) Determine las coordenadas del punto P en la recta L,.

(b) Localice en el diagrama los puntos A, By C, donde la
recta L, interseca el plano xy, el plano yz y el plano xz,
respectivamente.

z

L

Considere los puntos P tales que la distancia de P a
A(—1,5, 3) sea el doble de la distancia de P a B(6, 2, —2).
Demuestre que el conjunto de todos esos puntos es una
esfera y determine su centro y radio.

Determine una ecuacién del conjunto de todos los puntos
equidistantes de los puntos A(—1, 5, 3) y B(6, 2, —2).
Describa ese conjunto.

Determine el volumen del sélido que se ubica dentro de las
dos esferas

X+ y+2+4x—2y+4z2+5=0
y X+ y + =4

Determine la distancia entre las esferas x> + y* + 22 = 4
yxX+y +22=4x+4y +4z — 11.

Describa y trace un sélido con las propiedades siguientes.
Cuando es iluminado por rayos paralelos al eje z, su sombra
es un disco circular. Si los rayos son paralelos al eje y, su
sombra es un cuadrado. Si los rayos son paralelos al eje x,
su sombra es un tridngulo isésceles.
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12.2 Vectores

A

FIGURA 1
Vectores equivalentes

A

FIGURA 2

~— \,

FIGURA 5

El término vector es usado por los cientificos para indicar una cantidad (como desplaza-
miento, velocidad o fuerza) que posee tanto magnitud como direccién. Un vector suele
representarse con una flecha o un segmento de recta dirigido. La longitud de la flecha repre-
senta la magnitud del vector y la flecha apunta en la direccién del vector. Se denota un
vector imprimiendo una letra en negritas (v) o poniendo una flecha sobre la letra (7).

Por ejemplo, suponga que una particula se mueve a lo largo de un segmento de recta
del punto A al punto B. El vector de desplazamiento v correspondiente, el cual se mues-
tra en la figura 1, tiene el punto,inicial A (la cola) y el punto terminal B (la punta), lo
que se indica escribiendo v = AB. Observe que el vector u = CD tiene la misma longitud
y la misma direccién que v aunque esté en una posicion diferente. Se dice que u'y v son
equivalentes (o iguales) y se escribe u = v. El vector cero, denotado por 0, tiene longi-
tud 0. Este es el inico vector sin direccion especifica.

B Combinacion de vectores

Suponga que una particula se mueve de A a B, asi que su vector de desplazamiento es
AB. Luego la particula cambia de direccion y se mueve de B a C, con vector de despla-
zamiento BC como en la figura 2. El efecto combinado de estos desplazamigntos es que
la particula se ha movido de A a C. El vector resultante de desplazamiento AC se llama la
suma de AB'y BC'y se escribe

— —> —>
AC = AB + BC

En general, se comienza con los vectores u y v, primero se mueve v de tal forma que
su cola coincida con la punta de u y se defina la suma de u y v como sigue.

Definicion de la adicion de vectores Siuy v son vectores posicionados de
tal manera que el punto inicial de v estd en el punto terminal de u, entonces
la suma u + v es el vector del punto inicial de u al punto terminal de v.

La definicion de la adicion de vectores se ilustra en la figura 3. Usted puede ver por
qué esta definicion suele llamarse la ley del triangulo.

u
utv v v
\4
u u
FIGURA 3 FIGURA 4

La ley del tridngulo La ley del paralelogramo

En la figura 4 se comienza con los mismos vectores u'y v como en la figura 3 y se
traza otra copia de v con el mismo punto inicial que u. Al completar el paralelogramo,
se observa que u + v = v + u. Esto también da otra forma de construir la suma: si se
coloca u y v de tal manera que comiencen en el mismo punto, entonces u + v se ubica
a lo largo de la diagonal del paralelogramo con u y v como lados. (Esto se llama ley del
paralelogramo.)

EJEMPLO 1 Trace la suma de los vectores a 'y b que se muestran en la figura 5.

SOLUCION Primero se mueve b y se coloca su cola en la punta de a, cuidando de
trazar una copia de b que tenga la misma longitud y direccién. Luego se traza el vector
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a + b [véase la figura 6(a)] comenzando en el punto inicial de a y terminando en el
punto terminal de la copia de b.

O bien, se podria colocar b de tal modo que empiece donde comienza a y construir
a + b por la ley del paralelogramo como en la figura 6(b).

Visual 12.2 muestra cémo
funcionan las leyes del tridngulo
y del paralelogramo para varios
vectores a 'y b. b

FIGURA 6 (a) (b) u

Es posible multiplicar un vector por un nimero real c. (En este contexto al nimero
real ¢ se le llama escalar para distinguirlo de un vector.) Por ejemplo, si se quiere que 2v
sea un vector igual a v + v, el cual tiene la misma direccién que v pero es dos veces mas
largo. En general, un vector por un escalar se multiplica como sigue.

Definicion de la multiplicacion por un escalar Si ¢ es un escalar y v un vector,
entonces el multiplo escalar cv es el vector cuya longitud es | ¢ | veces la longitud
de v y cuya direccion es la misma que vsic > 0O yopuestaavsic <0.Sic=0o0
v = 0, entonces cv = 0.

Esta definicion se ilustra en la figura 7. Vea que los niimeros reales operan aqui como
factores de escalamiento; por eso se llaman escalares. Observe que dos vectores dife-
rentes de cero son paralelos si son miltiplos escalares entre si. En particular, el vector
—v = (—1)v tiene la misma longitud que v pero apunta en la direccion opuesta. Se llama
negativo de v.

FIGURA 7 v 2v
Miuiltiplos escalares de v

-v —1.5v

=
<

Por la diferencia u — v de dos vectores se entiende
u—v=u-+(-v)

Asi, se puede construir u — v trazando primero el negativo de v, —v, y sumdndolo después
au por la ley del paralelogramo como en la figura 8(a). O bien, como v + (u — v) = u, el
vector u — v, cuando se suma v, da u. Asi, se podria construir u — v como en la figura
8(b) por la ley del tridngulo. Observe que si u 'y v comienzan en el mismo punto inicial,
entonces u — v une la punta de v con la punta de u.

FIGURA 8
Trazodeu — v (a) (b)
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A

FIGURA 9
—2b \
a—2b
FIGURA 10
FIGURA 11
Y 4.5)
1,3) P32

0

FIGURA 12

Representaciones de a = (3, 2)

vector de
posicién de P

Play, ay, a)

x# Alx,y,z) Blta.yta,zta)

FIGURA 13
Representaciones de a = (a,, a,, as)

y

EJEMPLO 2 Siay b son los vectores que se muestran en la figura 9, trace a — 2b.

SOLUCION Primero se traza el vector —2b apuntando en la direccién opuesta a by
del doble de su largo. Se le coloca con la cola en la punta de a y luego se emplea la
ley del tridngulo para trazar a + (—2b) como en la figura 10. [ |

B Componentes

Para ciertos propésitos es mejor introducir un sistema de coordenadas y tratar los vec-
tores algebraicamente. Si se coloca el punto inicial de un vector a en el origen de un
sistema de coordenadas rectangular, el punto terminal de a tiene coordenadas de la forma
(ai, ay) o (ay, a,, a;), dependiendo de si el sistema de coordenadas es bi o tridimensional
(véase la figura 11). Estas coordenadas se llaman los componentes de a y se escribe

a = (a,, a) o a = (a, a, as)

Se usa la notacién {a,, a,) para el par ordenado que se refiere a un vector para no confun-
dirla con el par ordenado (a,, a,), que se refiere a un punto en el plano.

a={(a, a,) a={(a,, a,, as)

Por ejemplo, los vectores que aparecen en la figura 12 son todos ellos equivalentes
al vector OP = (3, 2) cuyo punto terminal es P(3, 2). Lo que tienen en comun es que el
punto terminal se alcanza desde el punto inicial por un desplazamiento de tres unidades
a la derecha y dos arriba. Todos estos vectores geométricos pueden concebirge como
representaciones del vector algebraico a = (3, 2). La representacién particular OP del ori-
gen al punto P(3, 2) se llama vector de posicién del punto P.

En tres dimensiones, el vector a = OP = {(a;, a,, as) es el vector de posicj)’)n del
punto P(a, a,, as). (Véase la figura 13.) Considere cualquier otra representaciéon AB de a,
donde el punto inicial es A(x;, y;, z;) y el punto terminal es B(x,, y,, z,). Debe tener
xXi1ta =xu,y +a=y,yz +a;=z,demaneraque a; = x, — X, 4 = Y2 — Y1, ¥
as = z, — z;. Se tiene asi el resultado siguiente.

N
m Dados los puntos A(xy, i, z1) y B(xa, 2, 22), €l vector a con representacion AB es

3:<x2_x1,)’2_)’1,22_21>

EJEMPLO 3 Determine el vector representado por el segmento de recta dirigida con
punto inicial A(2, —3, 4) y punto terminal B(—2, 1, 1).

s
SOLUCION Por (1), el vector correspondiente a AB es

a=(-2-2,1—(=3),1 —4)=(—4,4,-3) [ ]
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La magnitud o longitud del vector v es la longitud de cualquiera de sus representa-
ciones y se denota con el simbolo | v | o || v ||. Por el uso de la férmula de la distancia para
calcular la longitud de un segmento OP, se obtienen las férmulas siguientes.

La longitud del vector bidimensional a = (a,, a,) es

la] = Va2 + a2

y La longitud del vector tridimensional a = (a,, a,, as) es

(@, + by, a, + by)
la| = \Jal+ a} + a2

(Cémo se suman algebraicamente los vectores? La figura 14 muestra que sia = (a,, a,)
y b = (b, b)), lasumaesa + b = (a, + b, a, + by), al menos para el caso en que
los componentes son positivos. En otras palabras, para sumar vectores algebraicos se
suman los componentes correspondientes. De igual manera, para restar vectores se res-
tan los componentes correspondientes. En los tridngulos similares de la figura 15 se ve
que los componentes de ca son ca; y ca,. Asi, para multiplicar un vector por un escalar
FIGURA 14 se multiplica cada componente por ese escalar.

Sia = (a;, ay) y b = (b,, b,), entonces

|
|
\
\
\ \
} \
|
\ \ ca = {cay, ca,)
_ A

ca ca, a+b=<a1+b1,a2+b2> a_b=<a1_b|,a2_b2>
a a,
@ i De igual manera, para vectores tridimensionales,
FIGURA 15

<611, ay, a3> + <b1, by, b3> = <a1 + by, a, + by, a3 + bs>
(@, az, as) — (b, by, b3) = {a; — by, ay — by, a; — bs)

clay, ax, az) = {ca, cay, cas)

EJEMPLO 3 Sia = (4,0,3)yb = (-2, 1, 5), determine | a | y los vectores a + b,
a—b,3by2a+5h.

SOLUCION la| =42+ 02+32=,25=5
a+b=(4073)+(-215)
=@+ (-2),0+ 1,3 +5)=(21,8)
a—b=(4073)—(-215)
=@ —(-2),0—-1,3-35)=(6,—1,-2)
3b = 3(—2,1,5) = (3(—2), 3(1), 3(5)) = (-6, 3, 15)

2a + 5b =2(4,0,3) + 5(=2,1,5)
= (8,0,6) + (—10, 5,25) = (2,5, 31) m
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Vectores en n dimensiones se usan Se denota con V, el conjunto de todos los vectores bidimensionales y con V; el conjunto
para enlistar varias cantidades en de todos los vectores tridimensionales. Mds en general, después se tendrd que considerar
forma organizada. Por ejemplo, el conjunto V, de todos los vectores n-dimensionales. Un vector n-dimensional es una
los compone_ntes de un vector n-ada ordenada:

hexadimensional

P = {P1. P2 P3s Pas Ps» Pe) a={a,a,... a)

podrian representar los precios donde a,, a,, . . . , a, son ndmeros reales llamados componentes de a. La adicion y la
de seis diferentes ingredientes multiplicacién por un escalar se definen en términos de componentes justo como en los

requeridos para hacer un producto
particular. Vectores tetradimensiona-
les (x, y, z, ) se emplean en la teoria

casosn =2yn=3.

de la relatividad, donde los tres pri- Propiedades de los vectores Sia, by ¢ son vectores en V, y ¢ y d son escalares,
meros COmpOnenteS eSpeClﬁCan una
. . entonces

posicién en el espacio y el cuarto

representa el tiempo. l.a+b=b+a 2.at(bte)=(@+th)+ec
3.a+0=a 4. a+(—a)=0
5. ca+b)=ca+cb 6. (ctda=ca+da
7. (cd)a = c(da) 8. la=a

Estas ocho propiedades de los vectores pueden verificarse rapidamente en t€rminos
geométricos o algebraicos. Por ejemplo, la propiedad 1 puede verse en la figura 4 (es
equivalente a la ley del paralelogramo) o como sigue para el caso n = 2:

a+b= <a1, Clz) + <b1, bz) = (al + b], ar + b2>

0 = <b1 +a, b, + a2> = <b1, b2> + <al, 612>

=b+a

(a+b)+ec
=a+(b+c) Se puede ver por qué la propiedad 2 (la ley asociativa) es cierta si se examina la figura
16 y se aplica la ley del tridngulo varias veces: el vector PQ se obtiene ya sea constru-
yendo primero a + b y después sumando ¢ o sumando a al vector b + c.

Tres vectores en V; desempefian un papel especial. Sea
P

FIGURA 16
i=(1,0,0) j=10,1,0 k =(0,0,1)

Estos vectores i, j y k se llaman vectores de base estandar. Tienen longitud 1 y apuntan
en la direccion de los ejes x, y y z positivos. De igual forma, en dos dimensiones se defi-
nioi = (1,0)yj = (0, 1). (Véase la figura 17.)

y T
0, 1)—
J kK & .
T J
0 i X .
1
(1,0) - \5
FIGURA 17 X

Vectores de base estdndaren V,y Vs (a) (b)



(ay, ay)

arj

0 a)i X

(@a=aita,j

(bya=ajita,j+ak

FIGURA 18

Gibbs

Josiah Willard Gibbs (1839-1903), profe-
sor de fisica matematica en Yale College,
publicé el primer libro sobre vectores,
Vector Analysis, en 1881. Objetos mas
complicados, llamados cuaterniones,
habian sido previamente inventados
por Hamilton como herramientas
matemadticas para describir el espacio,
pero no eran faciles de usar por los
cientificos. Los cuaterniones tienen una
parte escalar y una parte vectorial. La
idea de Gibbs fue usar la parte vectorial
por separado. Maxwell y Heaviside
tuvieron ideas similares, pero el enfoque
de Gibbs ha resultado ser el modo mas
conveniente de estudiar el espacio.
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Sia = {(aj, ay, as), se puede escribir

a = {(a;, @, az) = (a,,0, 0) + (0, a», 0) + (0, 0, as)

al<1’ 07 0> + a2<09 1’ 0) + a3<0’ 07 1>

@ a=ali+ aj+ ak

Asi, cualquier vector en V5 puede expresarse en términos de i, j y k. Por ejemplo,
(1, =2,6) =i— 2j + 6k

De igual modo, en dos dimensiones, se puede escribir

@ a = {a;, a) = aji + aj

Véase la figura 18 para la interpretacion geométrica de las ecuaciones 3 y 2 y compare
con la figura 17.

EJEMPLO5 Sia =i+ 2j — 3kyb = 4i + 7k, exprese el vector 2a + 3b en térmi-
nosdei, jyk
SOLUCION Usando las propiedades 1, 2, 5, 6 y 7 de los vectores, se tiene
2a + 3b = 2(i + 2j — 3k) + 3(4i + 7k)
=2i+4j—6k+ 12i + 21k = 14i + 4j + 15k [ ]

Un vector unitario es un vector cuya longitud es 1. Por ejemplo, i, j y k son vectores
unitarios. En general, si a # 0, entonces el vector unitario con igual direccién que a es

@ u:La:%

|a| a

Para comprobar esto, sea ¢ = 1/| a |. Entonces u = ca y ¢ es un escalar positivo, asf que
u tiene la misma direccidn que a. Asimismo,

EJEMPLO 6 Determine el vector unitario en la direccién del vector 2i — j — 2k.

SOLUCION El vector dado tiene longitud

12i —j—2k| =22+ (-1 + (-2 =9 =3
asi, por la ecuacion 4, el vector unitario con la misma direccién es

5Qi—j -2k =3i-5j -3k u

@ Aplicaciones

Los vectores son ttiles en muchos aspectos de la fisica y la ingenieria. En el capitulo 13
se verd como describen la velocidad y aceleracion de objetos que se mueven en el espa-
cio. Aqui se examinardn las fuerzas.

Una fuerza se representa con un vector porque tiene tanto magnitud (medida en libras
o newtons) como direccién. Si varias fuerzas actdan sobre un objeto, la fuerza resul-
tante experimentada por el objeto es la suma vectorial de esas fuerzas.
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FIGURA 19

FIGURA 20

EJEMPLO 7 Una carga con masa de 100 kg cuelga de dos alambres, como se muestra
en la figura 19. Determine las tensiones (fuerzas) T, y T, en ambos alambres y las mag-
nitudes de las tensiones.

50° 32°

100

SOLUCION Primero se expresa T, y T, en términos de sus componentes horizontales y
verticales. De la figura 20 se deduce que

(5] T, = —|Ti| cos 50°i + | T; | sen 50° j

(6] T, = | T»|cos 32°i + | T, |sen 32° j

La fuerza de gravedad que actiia sobre la carga es F = —100(9.8)j = —980j. La resul-
tante T, + T, de las tensiones sirve de contrapeso a F, asi que se debe tener

Por tanto,
(=| T\ |cos 50° + | T2| cos 32°) i + (| Ty |sen50° + |T,|sen32°)j = 980
Igualando componentes, se tiene
—|Ty|cos 50° + | T, |cos 32° = 0
| T, |sen 50° + | T, |sen 32° = 980

Si se despeja | T, | en la primera de estas ecuaciones y se sustituye en la segunda, se
obtiene
| T| cos 50°
cos 32°

| T, |sen 50° + sen 32° = 980

Asi, las magnitudes de las tensiones son

ITy| = 980 ~ 839N
: sen 50° + tan 32° cos 50°

| Ti]cos 50°

T,| = =~ 636 N
y | 2| cos 32°

Al sustituir estos valores en (5) y (6), se obtienen los vectores de tension
T, = —539i + 643j

T, =~ 539i + 337j [ ]



12.2 EJERCICIOS

1. ;Las cantidades siguientes son vectores o escalares? Explique

su respuesta.

(a) El costo de un boleto de cine

(b) La corriente de un rio

(c) La trayectoria de vuelo inicial de Houston a Dallas
(d) La poblacién mundial

2. ;Cuadl es la relacion entre el punto (4, 7) y el vector (4, 7)?
Ilustre con un diagrama.

3. Mencione todos los vectores iguales en el paralelograma que
se muestra aqui.

A B

D C

4. Escriba cada combinacion de vectores como un vector.
— — —> —
(a) PQ + OR (b) RP + PS
— — — —> —>
(c) OS — PS (d) RS + SP + PQ

P

R

5. Copie los vectores de la figura y dselos para trazar los
vectores siguientes.

(@ u+v (b) u+w
(c) v+w (du—v
e) v+tu+w f)u—w-—v

N\

w

6. Copie los vectores de la figura y uselos para trazar los
vectores siguientes.

(@) a+bh (by a—b
(c) 5a d —3b
(e) a+2b (f) 2b —a

PN

7. En la figura, la punta de ¢ y la cola de d son ambos el punto
medio de OR. Exprese ¢ y d en términos de a y b.

SECCION 12.2 Vectores 805

8. Si los vectores en la figura satisfacen [u | = |v| =1y
u+v+w=0,,quées|w|?

9-14 Determine un vector a con representacion dada por el
segmento de recta dirigida AB. Trace AB y la representacion
equivalente comenzando en el origen.

9. A(-2, 1), B(1,2) 10. A(=5, — 1), B(—3,3)
11. A3, —1), B2, 3) 12. A3, 2), B(1, 0)
13. A(0,3, 1), B2, 3, —1) 14. A0, 6, —1), B(3, 4, 4)

15-18 Determine la suma de los vectores dados e ilustre
geométricamente.

15. (—1,5), (6, —1)
17. (3,0, 1), (0, 8, 0)

16. (3, —3),(1,6)
18. (1, 3, —2),(0, 0, 6)

19-22 Determine a + b, 4a + 2b,
19. a=(-3,4,b=(9, 1)

20. a=5i+3j,b=—i—2j

21. a=4i —3j+2k,b=2i — 4k
22, a=(8,1,—4),b=(5-2,1)

alyla—b]|

23-25 Determine un vector unitario que tenga la misma direccién
que el vector dado.

23. (6, —2)
25. 8i — j + 4k

24, —5i+3j — k

26. Determine el vector con la misma direccién que (6, 2, —3),
pero con longitud 4.

27-28 ;Cuadl es el dngulo entre el vector dado y la direccién
positiva del eje x?

27. i + V/3j 28. 8i + 6j

29. Si v se ubica en el primer cuadrante y hace un dngulo /3
con el eje x positivo y | v | = 4, determine v en forma de
componente.

30. Si un nifio tira de un trineo en la nieve sobre un camino
parejo con una fuerza de 50 N ejercida a un dngulo de 38°
sobre la horizontal, determine los componentes horizontal y
vertical de la fuerza.

31. Un mariscal de campo lanza un balén con un dngulo de
elevacion de 40° y una rapidez de 60 pies/s. Determine los
componentes horizontal y vertical del vector de velocidad.
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32-33 Determine la magnitud de la fuerza resultante y el 4ngulo
que forma con el eje x positivo.

32. y 33.
20N 200N
45° 300 N 60°
0 30° X 0 X
16 N
34. La magnitud de un vector de velocidad se llama rapidez.

35.

36.

37.

Suponga que un viento sopla desde la direccion N45°0O

con una rapidez de 50 km/h. (Esto significa que la direccion
desde la que sopla el viento se encuentra 45° al oeste de la
direccidn norte.) Un piloto conduce un avién en la direccion
N60°E a una rapidez propia (rapidez en aire quieto) de

250 km/h. El curso real, o trayectoria, del avién es la
direccidn de la resultante de los vectores de velocidad

del avién y el viento. La rapidez en tierra del avién es la
magnitud de la resultante. Determine el curso real y la rapidez
en tierra del avion.

Una mujer camina al oeste en la cubierta de un barco a 5
km/h. El barco se dirige al norte a una rapidez de 35 km/h.
Determine la rapidez y direccion de la mujer en relacién con
la superficie del agua.

Sogas de 3 y 5 m de longitud son sujetadas a un elemento
decorativo suspendido sobre una plaza publica. La decoracion
tiene una masa de 5 kg. Las sogas, sujetadas a diferentes
alturas, forman dngulos de 52° y 40° con la horizontal.
Determine la tensién en cada alambre y la magnitud de cada
tension.

40°

Un aparejo de poleas estd suspendido en una bodega con
sogas de 2 y 3 m de longitud. El aparejo pesa 350 N. Las
sogas, sujetadas a diferentes alturas, forman dngulos de 50° y
38° con la horizontal. Determine la tension en cada soga y la
magnitud de cada tension.

2m

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

La tension T en cada extremo de una cadena tiene una
magnitud de 25 N (véase la figura). ;Cudl es el peso de la
cadena?

N e

~ -
~ -
37° 37°
A F
N >
~ 7

Un barquero desea cruzar un canal de 3 km de ancho y quiere
desembarcar en un punto 2 km rio arriba de su punto de
partida. La corriente del canal fluye a 3.5 km/h y la rapidez
de la embarcacién es de 13 km/h.

(a) (Qué direccion debe seguir el barquero?

(b) ¢(Cuanto tiempo durard el trayecto?

Tres fuerzas actdan sobre un objeto. Dos de ellas estdn en un
angulo de 100° entre si y tienen magnitudes de 25 Ny 12 N.
La tercera es perpendicular al plano de esas dos fuerzas y
tiene una magnitud de 4 N. Calcule la magnitud de la fuerza
que contrarrestaria exactamente a estas tres fuerzas.

Determine los vectores unitarios paralelos a la recta tangente
ala pardbola y = x? en el punto (2, 4).

(a) Determine los vectores unitarios paralelos a la recta
tangente a la curva y = 2 sen x en el punto (7/6, 1).

(b) Determine los vectores unitarios perpendiculares a esa
recta tangente.

(c) Trace la curvay = 2 sen x y los vectores de los incisos (a)
y (b) comenzando en (7/6, 1).

SiA, By Cson los vértices de un tridangulo, determine
— —> —>
AB + BC + CA
Sea C el punto del segmento de recta AB que estd dos veces

mds lejos de Bque de A. Sia = OA,b = OB,y ¢ = OC,
demuestre que ¢ = 3a + 1 b.

(a) Trace los vectoresa = (3,2),b = (2, —1)yec = (7, 1).

(b) Demuestre, por medio de un diagrama, que hay escalares
sy ttales que ¢ = sa + tb.

(c) Use el diagrama para estimar los valores de s y 7.

(d) Determine los valores exactos de sy .

Suponga que a 'y b son vectores diferentes de cero no
paralelos y que ¢ es cualquier vector en el plano determinado
por ay b. Dé un argumento geométrico para demostrar que ¢
puede escribirse como ¢ = sa + tb para escalares adecuados
sy t. Dé después un argumento usando componentes.

Sir = (x,y,z)yry= (X0, Yo, Z0), describa el conjunto de todos
los puntos (x, , z) tales que |r — ro| = 1.

Sir=(x,y), r; = {x;,y))y r, = (X, y,), describa el conjunto
de todos los puntos (x, y) tales que |r — 1, + |r — 1y = &,
donde k> |1, — 1.

La figura 16 da una demostraciéon geométrica de la propiedad
2 de los vectores. Use componentes para dar una prueba
algebraica de este axioma para el caso n = 2.
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50. Pruebe algebraicamente la propiedad 5 de los vectores para al rayo inicial. (Cientificos espaciales estadounidenses
el caso n = 3. Use después tridngulos similares para dar una emplearon este principio, junto con rayos laser y una serie
prueba geométrica. de espejos angulares sobre la luna, para calcular con gran

precision la distancia de la Tierra a la luna.)
51. Use vectores para comprobar que la recta que une los puntos

medios de dos lados de un tridngulo es paralela al tercer lado z
y de la mitad de su longitud.

52. Suponga que tres planos coordenados han sido cubiertos
con espejos y que un rayo luminoso dado por el vector
a = (a,, a,, a3) cae primeramente sobre el plano xz, como
se muestra en la figura. Use el dato de que el dngulo de
incidencia es igual al dngulo de reflexién para demostrar que
la direccién del rayo reflejado estd dada por b = {a,, —as, as).
Deduzca que, después de ser reflejado por los tres espejos
mutuamente perpendiculares, el rayo resultante es paralelo

12.3 El producto punto

Hasta aqui se han sumado dos vectores y multiplicado un vector por un escalar. Surge
la pregunta: ;es posible multiplicar dos vectores de tal manera que su producto sea una
cantidad 1til? Un producto asi es el producto punto, cuya definicién aparece enseguida.
Otro es el producto cruz, que se analizara en la seccién siguiente.

[i] Definicion Sia = (a,, a;, as) y b = (b,, b,, bs), el producto punto de ay b es
el ndmero a - b dado por

a- b = albl + azbz + agbg

Asi, para determinar el producto punto de a y b, se multiplican los componentes
correspondientes y se suman. El resultado no es un vector. Es un niimero real, es decir un
escalar. Por esta razén, al producto punto también se le conoce como producto escalar
(o producto interno). Aunque la definicién 1 se da para vectores tridimensionales, el
producto punto de vectores bidimensionales se define en forma similar:

(@i, az) = by, by) = a\b; + azb,

EJEMPLO 1
2,4y -(3,-1)=23) +4(-1) =2
(—1,7,4) - (6,2, =) = (=1)(6) + 72) + 4(-}) = 6
i+2j—3k) - -@2j—k) =10)+22) + (=3)(-1) =7 [}

El producto punto obedece muchas de las leyes que se aplican a los productos ordina-
rios de nimeros reales. Estas se enuncian en el teorema siguiente.

@ Propiedades del producto punto Si a, by ¢ son vectores en V;y ¢ es un
escalar, entonces

l.a-a=|al 2.a-b=b-a
3.a-(b+c)=a-b+a-c 4. (ca)-b=c(a-b)=a- (cb)
5.0-a=0
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Estas propiedades se comprueban facilmente usando la definicién 1. Por ejemplo, he
aqui las comprobaciones de las propiedades 1y 3:
l.a-a=al +al +ai=|al
3.a-(b+c¢)=(a,ana) b+ ci,br + 2, b5 + c3)
=a,(by + 1) + axb, + ) + asz(b; + ¢3)

aib, + aici + ab, + aer + asbs + ascs

(d]bl + azb2 + d3b3) + (6116‘1 + aCy + a303)

=a-b+a-c
Las comprobaciones de las propiedades restantes se dejan como ejercicios. [ |

El producto punto a - b puede recibir una interpretacién geométrica en términos del
angulo 6 entre a y b, el cual se define como el dngulo entre las representaciones de a
y b que parten del origen, dgnde 0 < 6 < 7. En otras palabras, 6 es el dngulo entre los
segmentos de recta OA y OB de la figura 1. Observe que si a y b son vectores paralelos,
entonces @ =000 = 7.

La férmula del teorema siguiente es usada por los fisicos como la definicion del pro-
ducto punto.

FIGURA 1 @ Teorema Si 6 es el dngulo entre los vectores a y b, entonces

a-b=|al|b|cos0

COMPROBACION Si se aplica la ley de los cosenos al tridngulo OAB de la figura 1, se
obtiene

(4] |AB|> = |OA|* + |OB|> — 2| OA || OB| cos 6
(Observe que la ley de los cosenos no deja de aplicarse en los casos limite en que 6 = 0

omoa=00b=0)Pero|OA|=|a|,|OB|=|b|y|AB|=|a — b/, asi quela
ecuacion 4 se convierte en

(5] la—b|>=|al’+ |b|* —2]a||b]|cos 6

Si se usan las propiedades 1, 2 y 3 del producto punto, el miembro izquierdo de esta
ecuacion puede reescribirse como sigue:

la—bl>=(a—b)-(a—h)

=a-a—a‘b—b-a+b-Db

[a]* —2a-b+ |b]?
Por tanto, la ecuacién 5 da

lal>—2a-b+ |[bP =|af + |b]> = 2|a||b]|cos 0
Asi, —2a-b=—-2|al|b|cos@

0 a-b=|al|b|cosb ]
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EJEMPLO 2 Silos vectores a 'y b tienen longitudes de 4 y 6 y el dngulo entre ellos es
/3, determine a - b.

SOLUCION Usando el teorema 3, se tiene
a-b:|a||b|cos(71-/3):4.6_%:12 .

La férmula del teorema 3 también permite determinar el dngulo entre dos vectores.

@ Corolario Si 0 es el dngulo entre los vectores diferentes de cero a y b, entonces
a'b
ENLY

cos O =

EJEMPLO 3 Determine el dngulo entre los vectores a = (2,2, —1)y b = (5, =3, 2).
SOLUCION Como

a| =VZFZF(CIF=3  y  [b|={5F (T2 =B
y como
a-b=205)+2(-3)+(—DH2)=2

del corolario 6 se desprende que
a'b 2

la||b|  3./38

cos O =

Asi, el dngulo entre ay b es

2
0 = cos™! —) ~ 146 (o0 84° ]
(3\/38 (0849

Dos vectores diferentes de cero a y b se llaman perpendiculares u ortogonales si el
angulo entre ellos es 0 = 77/2. Entonces, el teorema 3 da

a-b=|al|b|cos(m/2) =0
y, alainversa, sia - b = 0, entonces cos 6 = 0, asi que 6 = /2. El vector cero 0 se con-

sidera perpendicular a todos los vectores. En consecuencia, se tiene el método siguiente
para determinar si dos vectores son ortogonales.

Dos vectores a 'y b son ortogonales siy solosia-b = 0.

EJEMPLO 4 Demuestre que 2i + 2j — Kk es perpendicular a 5i — 4j + 2Kk.
SOLUCION Como

(21 + 2j — k) - (5i — 4 +2K) = 2(5) + 2(—4) + (—=1)(2) = 0

estos vectores son perpendiculares por (7). [ |
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aV a-b>0
b 0 agudo
a-b=0
;\0/ 0= /2
a-b<0
0 b 6 obtuso

a

FIGURA 2

Visual 12.3A muestra una
animacion de la figura 2.

FIGURA 3

Comocos > 0si0<0<m/2ycos <0sim/2<0=<m,sevequea - b es posi-
tivo para 6 < 7r/2 y negativo para 6 > /2. Se puede concebir que a - b mide el grado
en que a y b apuntan en la misma direccion. El producto punto a - b es positivosiay b
apuntan en la misma direccién general, O si son perpendiculares, y negativo si apuntan
en direcciones generalmente opuestas (véase la figura 2). En el caso extremo en que a 'y
b apuntan exactamente en la misma direccion, se tiene 6 = 0, asique cos 0 = 1y

a-b=lal|b]

Si a y b apuntan en direcciones exactamente opuestas, entonces se tiene = r, asi que
cosf=—1lya-b=—|a||b]

B Angulos de direccion y cosenos directores

Los angulos de direcciéon de un vector a diferente de cero son los angulos a, By 7y (en
el intervalo [0, 77]) que a forma con los ejes x, y y z positivos, respectivamente. (Véase
la figura 3.)

Los cosenos de estos dngulos de direccidn, cos «, cos By cos vy, se llaman cosenos
directores del vector a. Usando el corolario 6 con b reemplazada por i, se obtiene

cosa = ———— = 9L

lalli]  a]

(Esto también puede deducirse directamente de la figura 3.)
De igual manera, también se tiene

@ cosB=£ cosy = 4
al |a|

Tras elevar al cuadrado las expresiones en las ecuaciones 8 y 9 y sumar, se observa que

cos’a + cos’B + cos’y = 1
También se pueden usar las ecuaciones 8 y 9 para escribir
a=(an,a,a) = (|a|cosa,l|a|cos B, |alcos y)
= |a{cos a, cos B, cos y)
Por tanto,
[E] ﬁa = (cos a, cos B, cos y)

lo que indica que los cosenos directores de a son los componentes del vector unitario en
la direccidn de a.

EJEMPLO 5 Determine los dngulos de direccién del vector a = (1, 2, 3).

SOLUCION Como |a| = /12 + 22 + 32 = /14, las ecuaciones 8 y 9 dan
3

1
COS = — COS = COS =
T /4 P="7a LY

asf que

o 1 o 2 o 3
a=cos | ——|)=74° B =cos | —— | =58° y=cos | ——| = 37°
14 14 14



Visual 12.3B muestra c6mo
cambia la figura 4 cuando
se variaayb.

lm P 0
s\
proy, b
FIGURA 4

Proyecciones vectoriales

P

|b| cos 6 = comp, b

FIGURA S5

Proyeccién escalar

FIGURA 6

SECCION 12.3 El producto punto 811

@ Proyecciones

—> —>
La figura 4 muestra representaciones PQ y PR de dos vectores a y b con el mismo punto

inicial P. Si S es el pie de la perpendicular de R a la recta que contiene PQ, entonces el
vector con representacion PS se llama proyeccion vectorial de b en a y se denota con
proy, b. (Usted puede concebir esto como una sombra de b.)

La proyeccion escalar de b en a (también llamada componente de b a lo largo de
a) se define como la magnitud con signo de la proyeccion vectorial, la cual es el nimero
|b| cos 6, donde 6 es el dngulo entre a y b. (Véase la figura 5.) Esto se denota con comp, b.
Obsérvese que esta cantidad es negativa si 7/2 < 6 < 7. La ecuacién

a-b=|a||b|cosf =]|a|(|b]cos6)
muestra que el producto punto de a y b puede interpretarse como la longitud de a multi-
plicada por la proyeccidn escalar de b en a. Como
a-b a

—— - b
EINENEY

|b|cos 6 =

el componente de b a lo largo de a puede calcularse tomando el producto punto de b
con el vector unitario en la direccién de a. Estas ideas se resumen como sigue.

Proyeccién escalar de b en a: comp, b =

Proyeccion vectorial de b en a: proyab = (

Observe que la proyeccion vectorial es la proyeccion escalar multiplicada por el vector
unitario en la direccién de a.

EJEMPLO 6 Determine la proyeccion escalar y la proyeccién vectorial de
b=(,1,2ena=(-23 1)

SOLUCION Como |a| = +/(=2)> + 32 + 12 = /14, la proyeccién escalar de b en a
es

a‘h (=) +31)+102) _ 3

ab: -
comp ] N N

La proyeccién vectorial es esta proyeccion escalar multiplicada por el vector unitario en
la direccion de a:

Lo 3 a3 39 3 .
TOV, = T = = ., T, T
PO =14 Ja| 14 7714 14

Un uso de las proyecciones ocurre en fisica al calcular trabajo. En la seccién 6.4 se
defini6 el trabajo hecho por una fuerza constante F al mover un objeto por una distancia
d como W = Fd, pero esto solo se aplica cuando la fuerza se dirige a lo largo de la linea
de movjmiento del objeto. Suponga, sin embargo, que la fuerza constante es un vector
F = PR que apunta en otra direccion, como en la figura 6. Si esa fuerza mueve el objeto
de P a Q, el vector de desplazamiento es D = PQ. El trabajo realizado por esta fuerza
se define como el producto del componente de la fuerza a lo largo de D y la distancia
recorrida:

W=(F|cos6)|D|



812 CAPITULO 12 Vectores y la geometria del espacio
Pero por el teorema 3 se tiene
(12 W=|F||D|cos§ =F-D

Asi, el trabajo realizado por una fuerza constante F es el producto punto F - D, donde D
es el vector de desplazamiento.

EJEMPLO 7 Una carretilla es tirada por una distancia de 100 m a lo largo de una

730 _ trayectoria horizontal por una fuerza constante de 70 N. El tirador de la carretilla se
mantiene en un angulo de 35° sobre la horizontal. Determine el trabajo efectuado por la
fuerza.

F SOLUCION Si F y D son los vectores de fuerza y de desplazamiento, como se ilustra en
350 la figura 7, el trabajo realizado es
D W=F-D=|F||D| cos 35°
FIGURA 7 = (70)(100) cos 35° ~ 5734 N-m = 5734 ) n

EJEMPLO 8 Una fuerza estd dada por un vector F = 3i + 4j + 5k y mueve una
particula del punto P(2, 1, 0) al punto Q(4, 6, 2). Determine el trabajo realizado.

SOLUCION El vector de desplazamiento es D = P_Q) =(2, 5, 2), asi que por la
ecuacion 12 el trabajo realizado es
W=F-D=¢(3,4,5)-(2,5,2)

=6+20+ 10 =36

Si la unidad de longitud es metros y la magnitud de la fuerza se mide en newtons,
entonces el trabajo realizado es 36 J. [ ]

12.3 EJERCICIOS

1. ;(Cuadles de las expresiones siguientes tienen sentido? ;Cudles 11-12 Si u es un vector unitario, determineu - vy u - w.
. 0 .

no lo tienen? Explique su respuesta. n. 12. u
(a) (a-b)-c 1
(b) (a-b)e
(© |al(b- o) v
da-(b+o w L 1
(e)a-b+c
(®) lal-(b+0) w

2-10 Determine a - b. 1
2. a=(5-2),b=(3,4)
3. a=(1.504),b=(-4,6)
.a=(6,4,1),b=(2,5 -9)

13. (a) Demuestrequei-j=j-k=k-i=0.
(b) Demuestrequei-i=j-j=k-k=1.
4 14. Un vendedor ambulante vende a hamburguesas, b hot dogs y
5. a=(1.9,3.6,—1.1),b = (2.1, =2.2, —4.1) ¢ refrescos en un dia dado. Cobra $4 por hamburguesa, $2.50
_ — 4 por hot dog y $1 por refresco. Si A = (a, b,c)y P = (4,2.5, 1),
6. a={(s2539,b={t —151) (cudl es el significado del producto punto A - P?
7. a=i—2j+ 3k b=>5i+9k . . .
a=i=2j+3kb=51+9 15-20 Determine el dngulo entre los vectores. (Determine
8. a=1i—3j+4k,b=28i+ 2j+ 6k primero una expresion exacta y después aproxime al grado mas
9 cercano.)

15.a=(4,3),b=(2, —1)
16. a = (=2,5),b = (5, 12)

. |al| =7,|b| =4, el dngulo entre a y b es 30°
10. |a| = 80, |b| = 50, el 4ngulo entre a y b es 37/4




17. a= (1, —4,1),b = (0,2, —2)
18. a=(—1,3,4),b=(5,2,1)

19.a=4i—-3j+kb=2i—k
20. a=8i —j+ 4k, b = 4j + 2k

21-22 Determine, al grado mds cercano, los tres angulos de cada
tridngulo con los vértices dados.

21. P(2,0), 0(0,3),R(3,4)
22. A(1,0, 1), B(3, =2,0), C(1, 3, 3)

23-24 Determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos
o ninguno de los dos.

23. (a) a=(9,3),b=(=2,6)
(b) a={4,5 -2),b=3,—1,5)
(c) a= —8i+ 12j +4k,b = 6i — 9j — 3k
(da=3i—j+3k,b=5i+9j—2k
24, (a) u=(-5,4,-2),v=(3,4,—-1)
(b) u=9i— 6 + 3k, v=—6i + 4 — 2k
) u={c,cc)v={,0,—c)

25. Use vectores para decidir si el tridngulo con vértices
P(1, =3, =2), 02,0, —4) y R(6, —2, —5) es rectangulo.

26. Determine los valores de x tales que el dngulo entre los
vectores (2, 1, —1) y (1, x, 0) sea de 45°.

27. Determine un vector unitario que sea ortogonal tanto ai + j
comoai+ k.

28. Determine dos vectores unitarios que formen un angulo de
60°con v = (3, 4).

29-30 Determine el dngulo agudo entre las rectas.
29. 2x —y=3,3x+y=17
30 x +2y=7,5x—y=2

31-32 Determine los dngulos agudos entre las curvas en sus
puntos de interseccion. (El angulo entre dos curvas es el angulo
entre sus rectas tangentes en el punto de interseccion.)

3l. y=x4,y=x

32. y=senx, y=cosx, 0<x<m/2

33-37 Determine los cosenos directores y dngulos de direccién
del vector. (D€ los dngulos de direccién al grado mds cercano.)

33. (2, 1,2)

34. (6,3, —2)

35. i — 2j — 3k

36. li+j+k

37. {c,c,c), dondec >0

SECCION 12.3 El producto punto 813

38. Si un vector tiene dngulos de direcciéon a = w/4y B = /3,
determine el tercer dngulo de direccién 7.

39-44 Determine las proyecciones escalar y vectorial de b en a.
39.a=(4,3),b=(6,7)

40. a=(—1,6),b=(2,5)

41. a=(4,7,—4),b=(3,—-1,1)

42, a=(—1,4,8),b=(12,1,2)

43. a=3i—-3j+k b=2i+4j—k

44, a=i+2j+3k,b=5i—k

45. Demuestre que el vector ort,b = b — proy,b es ortogonal a a.
(Esto se llama proyeccién ortogonal de b.)

46. Para los vectores del ejercicio 40, determine ort,b e ilustre
trazando los vectores a, b, proy,b y ort,b.

47. Sia = (3,0, —1), determine un vector b tal que comp,b = 2.

48. Suponga que a 'y b son vectores diferentes de cero.
(a) ¢(En qué circunstancias comp,b = comppa?
(b) ¢En qué circunstancias proy,b = proy,a?

49. Determine el trabajo realizado por una fuerza F = 8i — 6j + 9k
que mueve un objeto del punto (0, 10, 8) al punto (6, 12, 20)
a lo largo de una linea recta. La distancia se mide en metros y
la fuerza en newtons.

50. Un camidn de remolque arrastra un automévil descompuesto
a lo largo de una calle. La cadena forma un angulo de 30°
con la calle y la tensién en la cadena es de 1500 N. ;Cudnto
trabajo realiza el camion para tirar del auto a lo largo de
1 km?

51. Una mujer ejerce una fuerza horizontal de 140 N sobre una
caja al subirla por una rampa de 4 m de largo e inclinada en
un dngulo de 20° sobre la horizontal. Determine el trabajo
realizado sobre la caja.

52. Determine el trabajo efectuado por una fuerza de 100 N que
actda en la direcciéon N50°W al mover un objeto 5 m al oeste.

53. Use una proyeccion escalar para demostrar que la distancia de
un punto P(x;, y;) alarectaax + by + ¢ = 0Oes

|axi + by + ¢
Va? + b?

Emplee esta férmula para hallar la distancia del punto (—2, 3)
alarecta3x —4y +5=0.

54, Sir = (x,y,2),a = {a, a, as) y b = (b, b, b3), demuestre
que la ecuacidn vectorial (r — a) - (r — b) = O representa
una esfera y determine su centro y radio.

55. Determine el dngulo entre una diagonal de un cubo y una de
sus aristas.
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56. Determine el dngulo entre una diagonal de un cubo y una 60. Suponga que todos los lados de un cuadrildtero son
diagonal de una de sus caras. iguales en longitud y que los lados opuestos son paralelos.
Use métodos vectoriales para demostrar que las diagonales

57. Una molécula de metano, CH,, se compone de cuatro dtomos .
son perpendiculares.

de hidrégeno en los vértices de un tetraedro regular y un

atomo de carbono en el centroide. El dngulo de enlace es 61. Use el teorema 3 para comprobar la desigualdad de
el dngulo formado por la combinacién H—C—Hj este es el Cauchy-Schwarz:

dngulo entre las rectas que unen el d&tomo de carbono con la-b|<|al|b]

dos de los atomos de hidrégeno. Demuestre que el angulo

de enlace es de alrededor de 109.5°. [Sugerencia: tome los 62. La desigualdad del tridngulo para vectores es
vértices del tetraedro como los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0), la+b|<|a|+|b|

(0,0, )y (1, 1, 1), como se muestra en la figura. Entonces

11

el centroide es (% L 2).] (a) Dé una interpretacion geométrica de la desigualdad del

tridngulo.

(b) Emplee la desigualdad de Cauchy-Schwarz del ejercicio
61 para comprobar la desigualdad del tridngulo. [Suge-
rencia: use el dato de que |[a + b|> = (a + b) - (a + b)
y emplee la propiedad 3 del producto punto.]

63. La ley del paralelogramo sostiene que
l[a+b|>+]a—bPP=2a]>+2|b]
(a) Dé una interpretacion geométrica de la ley del paralelo-
gramo.

(b) Compruebe la ley del paralelogramo. (Véase la sugeren-
cia del ejercicio 62.)

64. Demuestre que siu + vy u — v son ortogonales, entonces

58. Sic=|a|b + |b|a, donde a, b y ¢ son vectores diferentes : :
los vectores u 'y v deben tener la misma longitud.

de cero, demuestre que ¢ biseca el dngulo entre a 'y b.

59. Compruebe las propiedades 2, 4 y 5 del producto punto 65. Si 6 es el dngulo entre los vectores a y b, demuestre que

(teorema 2). proy,b - proy,a = (a - b) cos? 0

12.4 El producto cruz

Dados los dos vectores diferentes de cero a = {a,, a,, as) y b = (b, b,, bs), es muy titil
poder determinar un vector ¢ diferente de cero perpendicular tanto a a como a b, como
se verd en la seccidn siguiente y en los capitulos 13y 14. Si ¢ = {cy, ¢, c3) €s ese vector,
entoncesa- ¢ =0yb-c=0,y por tanto

E] a . cy + a)Cy + azC; = 0
@ bl(,‘] + b2C2 + b3C3 =0

Para eliminar ¢; se multiplica (1) por b; y (2) por a; y se resta:
E] (aibs — asby)ey + (abs — asbr)c, = 0

La ecuacidn 3 tiene la forma pc, + gc, = 0, para la que una solucién obviaes ¢, = gy
¢, = —p. Asi, una solucion de (3) es

¢ = @by — asb, ¢ = asb, — a\b;
Al sustituir estos valores en (1) y (2) se obtiene
¢ = ab, — axb,
Esto significa que un vector perpendicular tanto a a como a b es
(c1, €2, €3) = {axbs — ashy, ash, — arbs, a\b, — axb,)

El vector resultante se llama producto cruz de ay by se denota con a X b.




Hamilton

El producto cruz fue inventado por el
matemadtico irlandés sir William Rowan
Hamilton (1805-1865), quien habia
creado un precursor de los vectores,
llamado cuaterniones. Cuando tenia
cinco afos de edad, Hamilton ya sabia
leer en latin, griego y hebreo. A los ocho
anos afadié el francés e italiano y a los
diez ya sabia leer en drabe y sanscrito.

A los 21, cuando aun era estudiante

de licenciatura en el Trinity College de
Dublin, ifue nombrado profesor de as-
tronomia de la universidad y astronomo
real de Irlanda!
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@ Definicion Sia = (a,, a,, a3) y b = (b,, b,, bs), €l producto cruzde ay b es
el vector

a X b = {ab; — asby, asb, — aibs, a\b, — axby)

Observe que el producto cruz a X b de dos vectores a y b, a diferencia del pro-
ducto punto, es un vector. Por esta razén también se le conoce como producto vectorial.
Noétese que a X b se define solo para el caso en que a 'y b son vectores tridimensionales.

A fin de recordar con mas facilidad la definicion 4, se usa la notacién de los determi-
nantes. Un determinante de orden 2 se define con

a b

e d = ad — bc

(Multiplique las diagonales y reste.) Por ejemplo,
2 1

=2(4) — 1(—6) = 14

‘ o 4| 2@ 10

Un determinante de orden 3 puede definirse en términos de determinantes de segundo
orden como sigue:

a, d; as
(5] bi by bsy|=a

¢t C C3

by bs

C (3

by bs

i G

by b,

i C

das as

Observe que cada término en el miembro derecho de la ecuacion 5 involucra un nimero q;
en la primera fila del determinante y que a; se multiplica por el determinante de segundo
orden obtenido del miembro izquierdo eliminando la fila y columna en la que aparece a;.
Adviértase también el signo menos en el segundo término. Por ejemplo,

b2l 0 1 3 30
30 1|=1 -2 + (=1

4 2 -5 2 ~5 4
-5 4 2

10 —4) — 26 + 5) + (=1)(12 — 0) = —38

Si se reescribe ahora la definiciéon 4 usando determinantes de segundo orden
y los vectores de base estandar i, j y k, se vera que el producto cruz de los vectores
a=ai+ ajt+akyb=>bi+ bj+ bkes

a das
by, bs

ay as

by b

a, ap
by b

(6] axb= i— i+ k

En vista de la semejanza entre las ecuaciones 5 y 6, a menudo se escribe

i j ok
axXb= a, d as
by by b

Aunque la primera fila del determinante simbdlico de la ecuacién 7 consta de vectores,
si se desarrolla como si fuera un determinante ordinario usando la regla de la ecuacién 5,



816 CAPITULO 12 Vectores y la geometria del espacio

axXb

n

FIGURA 1
La regla de la mano derecha da la
direccién de a X b.

se obtiene la ecuacién 6. La férmula simbdlica de la ecuacién 7 es probablemente la
manera mas facil de recordar y calcular productos cruz.

EJEMPLO 1 Sia = (1,3,4)yb = (2,7, —5), entonces

i j Kk
aXb=|1 3 4
2 7 -5
I TS I B .
7 51" |2 =5 2 7

(=15 —28)i— (=5 —8)j+ (7 — 6)k = —43i + 13j + k o

EJEMPLO 2 Demuestre que a X a = 0 para cualquier vector a en V;.
SOLUCION Si a = {a,, a,, as), entonces

i j k
aXa=|a a a
a dx as

= (araz — azax)i — (a1as — asan) j + (a1a — axa)) k

—0i—0j+0k=0 o

Se construye el producto cruz a X b para que fuera perpendicular tanto a a como a b.
Esta es una de las propiedades mds importantes de un producto cruz, asi que enfaticelo y
compruébelo en el teorema siguiente y dé una prueba formal.

‘ Teorema El vector a X b es ortogonal tanto a a como a b.

COMPROBACION A fin de demostrar que a X b es ortogonal a a, se calcula su producto
punto como sigue:

da, ds

by b

a, das

by b

a, a;

aXb)-a=
( ) b b,

a, — ar as

= ai(axbs — asb,) — ax(a\bs — asb) + as(a\b, — axby)
- a1a2b3 - a1b2a3 - a1a2b3 + b1a2a3 + a1b2a3 - b1a2a3
=0

Un célculo similar demuestra que (a X b) - b = 0. Por tanto, a X b es ortogonal
aayab. [ ]

Si a y b se representan con segmentos de recta dirigida con el mismo punto inicial
(como en la figura 1), el teorema 8 indica que el producto cruz a X b apunta en una direc-
cioén perpendicular al plano que pasa por a y b. Resulta que la direccion de a X b estd
dada por la regla de la mano derecha: si usted dobla los dedos de su mano derecha en la



Visual 12.4 muestra cémo
cambia a X b al cambiar b.

Caracterizacion geométricade a X b

\
b/ | |b| sen 6

\
\
0

FIGURA 2
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direccién de una rotacidn (a través de un dngulo de menos de 180°) de a a b, su pulgar
apuntard en la direcciéon de a X b.

Ahora que se conoce la direccién del vector a X b, para completar su descripcién
geométrica falta su longitud | a X b |. Esta estd dada por el teorema siguiente.

E] Teorema Si 6 es el dngulo entre a y b (de tal manera que 0 < 6 < ), entonces

laxb|=|a||b]|sen8

COMPROBACION De las definiciones del producto cruz y la longitud de un vector se
deduce que

|a X b|* = (a:bs — asby)* + (ashby — aibs)* + (a1by — a>b)?

= aibi — 2aiasb,b; + aibi + aib? — 2a,a3bbs + aib3
+ atb; — 2a,a:b1by + aib?

= (a? + a? + a})(b? + b? + b3) — (b + a:b, + asbhs)?
= [a[[b[* = (a- b)’
= |a’|b|* — |a*|b|*cos*d (por el teorema 12.3.3)
=|al]*|b|*(1 — cos’)
= |a|*|b|*sen’d

Si se toman las raices cuadradas y se observa que 4/sen’0 = sen 6 porque sen 6 = 0
cuando 0 < 6 < mr, se tiene

laxXb|=|a||b]|senb [ ]

Como un vector estd completamente determinado por su magnitud y direccidn, ahora
puede decirse que a X b es el vector perpendicular tanto a a como a b, cuya orientacién
es determinada por la regla de la mano derecha y cuya longitud es |a||b| sen 6. De
hecho, asi es justamente como los fisicos definen a X b.

Corolario Dos vectores diferentes de cero a y b son paralelos si y solo si

axXb=0

COMPROBACION Dos vectores diferentes de cero a y b son paralelos si y solosi 0 = 0
o 7. En cualquier caso, sen § = 0, asi que |[a X b | = 0y por tantoa X b = 0. [ |

La interpretacion geométrica del teorema 9 puede verse examinando la figura 2. Si a
y b se representan con segmentos de recta dirigida con el mismo punto inicial, entonces
determinan un paralelogramo con base |a|, altura |b| sen 0 y rea

A =|al|(|b|sen6)=]axb|

Se tiene entonces la siguiente manera de interpretar la magnitud de un producto cruz.
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La longitud del producto cruz a X b es igual al drea del paralelogramo determinado
porayb.

EJEMPLO 3 Determine un vector perpendicular al plano que pasa por los puntos
P(1,4,6),0(—2,5, —1)yR(, —1, 1).

SOLUCION El vector P_Q) X IZ?) es perpendicular tanto a P_Q) como a IZ?), y por tanto
perpendicular al plano que pasa por P, Q y R. Por (12.2.1) se sabe que

PO=(-2-1)i+G-4j+ (-1 -6k=-3i+j—7k

PR=(1-1)i+ (-1 -4)j+(1—-6k=—5j— 5k

Se calcula el producto cruz de estos vectores:

i j k
— —>
PO X PR =|-3 1 =7
0 -5 =5

(=5-35i—-(15-0)j+ (15-0k= —40i — 15j + 15k

Asi, el vector (—40, —15, 15) es perpendicular al plano dado. Cualquier miltiplo
escalar diferente de cero de este vector, como (—8, —3, 3), también es perpendicular
al plano. [ |

EJEMPLO 4 Determine el drea del tridngulo con vértices P(1, 4, 6), 0(—2,5, —1)y
R(1, —1,1).

—> —>
SOLUCION En el ejemplo 3 se calculé que PQ X PR = (—40, —15, 15). El 4rea del
paralelogramo con lados adyacentes PQ y PR es la longitud de este producto cruz:

|PQ X PR| = (407 + (—15) + 152 = 5./82

El 4drea A del tridngulo POR es la mitad del area de este paralelogramo,

es decir 3/82. u
Si se aplican los teoremas 8 y 9 a los vectores de base estdndar i, j y k usando 6 = /2,
se obtiene
iXj=k ixXk=i kXi=j
jXi=-k kXxj=-I iXk=—j

Observe que
iXj#jXi
B Asi,el producto cruz no es conmutativo. Asimismo,
iXAXj)=ixXk=—j
mientras que

(iXDXj=0xj=0
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B Asila ley asociativa de la multiplicacién no suele aplicarse; es decir, en general,
(@aXb)yXc#aX((bXc

Sin embargo, algunas de las leyes usuales del dlgebra si se aplican a los productos cruz.
El teorema siguiente resume las propiedades de los productos vectoriales.

@ Propiedades del producto cruz Sia, b y ¢ son vectores y ¢ es un escalar,
entonces

1.aXb=-bXa

2. (ca) X b =c(aXb)=a X (cb)
3.axXx(b+c)=axXb+aXce

4. (a+b)Xc=aXc+bXc
5.a-(bXc¢c)=(@Xh)-c

6. aX(bXce)=(a-c)b—(a-b)

Estas propiedades pueden comprobarse escribiendo los vectores en términos de sus
componentes y usando la definicién de producto cruz. Se da la comprobacién de la pro-
piedad 5 y se dejan las comprobaciones restantes como ejercicios.

COMPROBACION DE LA PROPIEDAD 5 Sia = {ay, ay, as), b = (by, by, b3} y ¢ = {c1, ¢, ¢3),
entonces

@ a- (b X C) = Cl](b2C3 - b3C2) + Clz(b3C| - b|C3) + a3(b|(32 - szl)
= ai1b,c; — a\bscy + a)bsey — axbics + asbic; — asbac
= (a2b3 - a3b2)01 + (a3b1 - a1b3)02 + (Cl]bz - a2b|)C3

=(@xb)-c m

@ Productos triples

El producto a - (b X ¢) que ocurre en la propiedad 5 se llama triple producto escalar de
los vectores a, b y ¢. Observe en la ecuacién 12 que se puede escribir el producto triple
escalar como un determinante:

a a das
(13] a-(bxXe)=|b b b

C1 Cr C3

El significado geométrico del producto triple escalar puede verse considerando el
paralelepipedo determinado por los vectores a, b y ¢. (Véase la figura 3.) El drea de

bXxc ﬂ la base del paralelogramo es A = | b X ¢|. Si 6 es el dngulo entre a y b X ¢, entonces la
/ altura h del paralelepipedo es 4 = | a || cos 0 |. (Debe usar | cos 6 | en vez de cos 6 en el
nilo/a // caso 0 > 1/2.) Asi, el volumen del paralelepipedo es
¢ S4—————— —

V=Ah=|bXc||al||cosO|=]a-(bXc)|

FIGURA 3 Se ha demostrado entonces la férmula siguiente.
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El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores a, by ¢ es la
magnitud de su triple producto escalar:

V=|a-(bXc]

Si se usa la férmula en (14) y se descubre que el volumen del paralelepipedo determi-
nado por a, by ¢ es 0, entonces los vectores deben situarse en el mismo plano; es decir,
son coplanares.

EJEMPLO 5 Use el triple producto escalar para demostrar que los vectores
a= (1,4, -7),b=(2,—1,4)yc =0, -9, 18) son coplanares.

SOLUCION Use la ecuacién 13 para calcular su producto triple escalar:

1 4 -7
a-(bXe¢=|2 -1 4
0 -9 18
-1 4 2 4 2 -1
=1 — -7
-9 18 0 18 0 -9

1(18) — 4(36) — 7(—18) = 0

Asf, por (14), el volumen del paralelepipedo determinado por a, by ces 0.
Esto significa que a, b y ¢ son coplanares. [ ]

El producto a X (b X ¢) que ocurre en la propiedad 6 se llama triple producto vecto-
rial de a, b y ¢. La propiedad 6 se usard para derivar la primera ley de Kepler del movi-
miento de los planetas en el capitulo 13. Su comprobacién se deja como ejercicio 50.

B Momento de torsion

La idea de un producto cruz ocurre a menudo en fisica. En particular, se considera una
fuerza F que actia sobre un cuerpo rigido en un punto dado por un vector de posicién r.
(Por ejemplo, si se aprieta un tornillo aplicando una fuerza a una llave como en la figura
4, se produce un efecto de torsion.) El momento de torsién 7 (en relacion con el origen)
se define como el producto cruz de los vectores de posicién y de fuerza

T=rXF

y mide la tendencia del cuerpo a rotar alrededor del origen. La direccion del vector de
momento de torsién indica el eje de la rotacién. De acuerdo con el teorema 9, la magni-
tud del vector de momento de torsidn es

|7|=|rXF|=|r||F|sen6

donde 6 es el dngulo entre los vectores de posicion y fuerza. Observe que el tinico com-
ponente de F que puede causar una rotacién es el perpendicular a r, es decir | F | sen 6.
La magnitud del momento de torsion es igual al drea del paralelogramo determinada por
ryF.

EJEMPLO 6 Un tornillo se aprieta aplicando una fuerza de 40 N a una llave de 0.25 m
como se muestra en la figura 5. Determine la magnitud del momento de torsion
alrededor del centro del tornillo.
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SOLUCION La magnitud del vector de momento de torsion es

7]

|r X F| = |r||F|sen75° = (0.25)(40) sen75°
10 sen 75° = 9.66 N-m

Si el tornillo es de rosca derecha, entonces el vector de momento de torsion es

T=|7|n=9.66n

donde n es un vector unitario dirigido hacia el pie de la pagina (por la regla de la

mano derecha).

12.4 EJERCICIOS

1-7 Determine el producto cruz a X b y compruebe que es
ortogonal tanto a a como a b.

1.a=(2,3,0, b=(10,5)

2.a=(4,3,-2), b=(2,-1,1)

3.a=2j—4k, b=-i+3j+k

4. a=3i+3j—3k, b=3i—-3j+3k
5.a=3i+3j+5k b=i+2j-3k

6. a=1ti+cosrj+sentk, b=1i—sentj+ costk
7.a= (1, 1,1/, b= (1)

8. Sia=1i—2kyb =j + Kk, determine a X b. Tracea,b y
a X b como vectores a partir del origen.

9-12 Determine el vector, no con determinantes, sino usando
propiedades del producto cruz.

9. (i X j) X k
10. i X (i X k)

M. G —i) X (k — i)
12. (i+k) X (i — k)

13. Indique si cada una de estas expresiones tiene sentido. De no
ser asi, explique por qué. Si lo tiene, indique si se trata de un
vector o de un escalar.
(a) a-(bXe)

(c) aX(bXc)
(e) (a-b) X (c-d)

(b) axX(b-o)
(d)a-(b-o

) (@aXb)-(cXd)
14-15 Determine | u X v |y establezca si u X v se dirige a la
pagina o fuera de la pagina.

14. Iv|=6 15.

600 1500
lu|=7 75>

lul=5 [v|=10

16. La figura muestra un vector a en el plano xy y un vector b en
la direccion de k. Sus longitudes son |a| =3y |b|= 2.
(a) Determine |a X b |.

(b) Use laregla de la mano derecha para decidir si los com-
ponentes de a X b son positivos, negativos o 0.

1

17. Sia= (2, —1,3)yb = (4,2, 1), determinea X by b X a.

18. Sia=(1,0,1),b= (2,1, —1) y ¢ = (0, 1, 3), demuestre que
aX (b Xe)#(aXb)Xe.

19. Determine dos vectores unitarios ortogonales tanto a (3, 2, 1)
comoa{—1,1,0).

20. Determine dos vectores unitarios ortogonales tanto a j — k
comoai + j.

21. Demuestre que 0 X a = 0 = a X 0 para cualquier vector a
en Vi.

22. Demuestre que (a X b) - b = 0 para todos los vectoresay b
en V.

23-26 Compruebe la propiedad de productos cruz (teorema 11).
23. Propiedad 1:a X b= —b X a

24, Propiedad 2: (ca) X b = c(a X b) = a X (cb)

25, Propiedad3:a X (b+c)=aXb+aXc

26. Propiedad4: (a+b) Xc=aXc+bXc¢

27. Determine el drea del paralelogramo con vértices A(—3, 0),
B(—1,3),C(5,2)y D@3, —1).

28. Determine el drea del paralelogramo con vértices P(1, 0 2),
0(3,3,3),R(7,5,8)y 55,2, 7).

29-32 (a) Determine un vector diferente de cero ortogonal al
plano que pasa por los puntos P, Q 'y Ry (b) determine el drea del
tridngulo POR.

29. P(1,0, 1), O(=2, 1,3), R(4,2,5)
30. P(—1,3,1),000,5,2), R4,3, —1)
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31. P(0, —2,0), 04,1, =2), R(5,3, 1)
32. P2, -3,4), 0(—1, =2,2),R(3, 1, =3)

33-34 Encuentre el volumen del paralelepipedo determinado por
los vectores a, b y c.

33.a=(6,3-1), b=(0,1,2), c=(4 -2,5)
3. a=i+j-k b=i—j+k c=-i+tj+k

35-36 Determine el volumen del paralelepipedo con extremos
adyacentes PQ, PRy PS.

35. P(—2,1,0),0(2,3,2),R(1,4, —1), 53,6, 1)
36. P(3,01),0(—1,2,5) R(5, 1, —1), 50, 4, 2)

37. Use el triple producto escalar para comprobar que los
vectoresu =1+ 5j — 2k, v=3i —jyw = 5i + 9j — 4k son
coplanares.

38. Use el triple producto escalar para determinar si los puntos
A(1,3,2),B(3, —1,6), C(5,2,0)y D(3, 6, —4) estan en el
mismo plano.

39. Un pedal de bicicleta es empujado por un pie con una fuerza
de 60 N, como se muestra. El eje del pedal es de 18 cm
de largo. Determine la magnitud del momento de torsién
alrededor de P.

40. Encuentre la magnitud del momento de torsion alrededor de
P si una fuerza de 240 N se aplica como se muestra.

2m

41. Una llave de 30 cm de largo se tiende a lo largo del eje y
positivo y sujeta un tornillo en el origen. Una fuerza se aplica
en la direccion (0, 3, —4) al extremo de la llave. Determine la
magnitud de la fuerza necesaria para proporcionar al tornillo
un momento de torsién de 100 N - m.

42. Seav = 5jy seau un vector con longitud 3 que parte del
origen y rota en el plano xy. Determine los valores maximo
y minimo de la longitud del vector u X v. ;En qué direccién
apunta u Xv?

43, Sia-b=./3 yaXxb=(l,2,2), determine el 4ngulo entre a
y b.

44. (a) Determine todos los vectores v tales que
(1,2, ) Xv=0@,1-5)
(b) Explique por qué no hay ningtin vector v tal que

(,2,1) Xv={3,1,5)

45. (a) Sea P un punto no en la recta L que pasa por los puntos Q
y R. Demuestre que la distancia d del punto P a la recta L
es

_ |laxb]|

d
|a|

donde a = Q_)Ryb = Q_)P

(b) Use la féormula del inciso (a) para determinar la distancia
del punto P(1, 1, 1) a la recta que pasa por Q(0, 6, 8) y
R(—1,4,7).

46. (a) Sea P un punto no en el plano que pasa por los puntos Q,
Ry S. Demuestre que la distancia d de P al plano es

. X
d:|a (b X ¢)]
|[a XDb|

donde a = Q_R),b = Q_)S,yc = Q_P)

(b) Use la féormula del inciso (a) para determinar la distancia
del punto P(2, 1, 4) al plano que pasa por los puntos
0(1,0,0), R0, 2, 0), y S(0, 0, 3).

47. Demuestre que [a X b > =|a|]*|b|* — (a - b)%
48. Sia + b + ¢ = 0, demuestre que
aXb=bXc=cXa
49. Demuestre que (a — b) X (a + b) = 2(a X b).
50. Demuestre la propiedad 6 de los productos cruz, es decir
axX(MbXc)=(-cb—(a-b)
51. Use el ejercicio 50 para comprobar que
aX(bXc)+bX((ecXa)+eX@Xb)=0
52. Demuestre que

a-c b-c

(axXb) - (exd = ad b-d

53. Suponga que a # 0.
(a) Sia-b =a-c, ;deesto sesigue que b = ¢?
(b) Sia X b =a Xc, ;deesto se sigue que b = ¢?
(c) Sia*b=a-cyaXb=aXc,;deesto se sigue
que b = ¢?
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54. Siv,, v,y v; son vectores no coplanares, sea (Estos vectores ocurren en el estudio de la cristalografia.
V. X ¥ Vectores de la forma n,v, + n,v, + n3vs;, donde cada n; es
K =—"2 un entero, forman una red para un cristal. Vectores escritos
Vi (V2 Xvs) de modo similar en términos de k;, k, y ks forman la red
vy X v reciproca.)
k. = 4‘,1 (> X 1) (a) Demuestre que k; es perpendicular a v; si i # j.
(b) Demuestre que k; - v, = 1 parai = 1, 2, 3.
K v X vy 1
3= . X =
Vi (v X ¥2) (c) Demuestre que k; - (ko X Kk3) v X v
PROYECTO DE i
DESCUBRIMIENTO LA GEOMETRIA DE UN TETRAEDRO
P Un tetraedro es un sélido con cuatro vértices, P, Q, Ry S, y cuatro caras triangulares, como se
muestra en la figura.
1. Sean vy, v,, V5 y v, vectores con longitudes iguales a las dreas de las caras opuestas a los
vértices P, O, Ry S, respectivamente, y direcciones perpendiculares a las respectivas caras
y que apuntan hacia fuera. Demuestre que
Q R V1+V2+V3+V4=0

2. El volumen V de un tetraedro es un tercio la distancia de un vértice a la cara opuesta multi-
plicado por el drea de esa cara.
(a) Determine una férmula para el volumen de un tetraedro en términos de las coordenadas
de sus vértices P, O, Ry S.
(b) Determine el volumen del tetraedro cuyos vértices son P(1, 1, 1), O(1, 2, 3), R(1, 1, 2)
y S(3, —1,2).

3. Suponga que el tetraedro de la figura tiene un vértice trirrectangular S. (Esto significa que
los tres dngulos en S son rectos.) Sean A, By C las dreas de las tres caras que se encuentran
en S,y sea D el drea de la cara opuesta POR. Usando o no el resultado del problema 1,
demuestre que

D*=A+B+C

(Esta es una version tridimensional del teorema de Pitagoras.)

12.5 Ecuaciones de rectas y planos

B Rectas

Una recta en el plano xy se determina cuando se dan un punto en la recta y la direccién de
la recta (su pendiente o dngulo de inclinacién). La ecuacién de la recta puede escribirse
entonces usando la forma punto-pendiente.

De igual manera, una recta L en el espacio tridimensional se determina cuando se
conoce un punto Poy(x,, yo, Zo) en Ly la direccidon de L. En tres dimensiones, la direccion de
unarecta es convenientemente descrita por un vector, asi que sea v un vector paralelo a L.
Sea P(x, y, z) un punto arbitrario en i yseanryyr los vectores de posicion de Py y Iﬁs
decir, que tienen representaciones OP, y OP). Si a es el vector con representacion P, P,
como en la figura 1, la ley del tridngulo para la adicién de vectores dar = r, + a. Pero como
FIGURA 1 ay v son vectores paralelos, hay un escalar ¢ tal que a = #v. Asi,
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E] r=r,ttv

la cual es una ecuacion vectorial de L. Cada valor del parametro ¢ da el vector de
posicién r de un punto en L. En otras palabras, al variar 7, la recta es trazada por la punta
del vector r. Como indica la figura 2, valores positivos de ¢ corresponden a puntos en
L situados a un lado de P,, mientras que valores negativos de ¢ corresponden a puntos
situados al otro lado de P,.

Si el vector v que da la direccién de la recta L se escribe en forma de componente
como v = {a, b, ¢), se tiene tv = (ta, tb, tc). También puede escribirse r = (x, y, z) y
ro = (X0, Yo, Zo) asi que la ecuacidn vectorial (1) se convierte en

FIGURA 2

X, y,2) = {xo + ta, yo + th, zy + tc)

Dos vectores son iguales si y solo si sus componentes correspondientes son iguales. Por
tanto, se tienen tres ecuaciones escalares:

X =x,+ at y =y, + bt z=7zy+ ct

donde ¢t € R. Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la recta L que
pasa por el punto Py(xo, yo, zo) ¥ paralela al vector v = {(a, b, ¢). Cada valor del pardmetro
t da un punto (x, y, z) en L.

@ Ecuaciones paramétricas para una recta que pasa por el punto (xo, y,, zo) y para-
lela al vector de direccién {a, b, c) son

X =x,+ at y =yt bt z=1zy+ ct

La figura 3 muestra la recta L del

ejemplo 1y su relacién con el EJEMPLO 1

punto;ado y con el vector que (a) Determine una ecuacion vectorial y ecuaciones paramétricas para la recta que pasa
da su direcci6n. por el punto (5, 1, 3) y es paralela al vector i + 4j — 2k.

(b) Determine otros dos puntos en esa recta.

SOLUCION
(a) Aquiry=(5,1,3) =5i +j+ 3kyv =i+ 4j — 2Kk, asi que la ecuacion vectorial
(1) se convierte en

=i+4j—2k r=(5i+j+3k) +i+4j—2k)

0 r=G+Di+0+40j+ 3 -2k

Las ecuaciones paramétricas son

FIGURA 3
x=5+1¢ y=1+4t z=3-—2t

(b) La seleccién del valor paramétricor = 1 dax =6,y =5y z = 1, de modo que
(6,5, 1) es un punto en la recta. De igual forma, t = —1 da el punto (4, —3, 5). [ |

La ecuacién vectorial y las ecuaciones paramétricas de una recta no son tnicas. Si
se cambia el punto o el pardmetro o se elige un vector paralelo diferente, entonces las
ecuaciones cambian. Por ejemplo, si en lugar de (5, 1, 3), se elige el punto (6, 5, 1) en el
ejemplo 1, entonces las ecuaciones paramétricas de la recta se convierten en

xX=6+1 y=5+4t z=1-—2t




La figura 4 muestra la recta L del
ejemplo 2 y el punto P donde
interseca el plano xy.

FIGURA 4
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O si se mantiene el punto (5, 1, 3) pero se elige el vector paralelo 2i + 8j — 4k, se llega
a las ecuaciones

x=5+2t y=1+ 8t z=3—4

En general, si un vector v = (a, b, c¢) se usa para describir la direccién de una recta
L, los nimeros a, b y ¢ se llaman nimeros de direccién de L. Como cualquier vector
paralelo a v podria usarse también, se ve que tres nimeros cualesquiera proporcionales
a a, by c podrian usarse igualmente como un conjunto de nimeros de direccion para L.
Otra manera de describir una recta L es eliminar el pardmetro ¢ de las ecuaciones 2. Si
ni a ni b ni ¢ son 0, se puede despejar 7 en cada una de estas ecuaciones:
X=X y=y i)

=

t:
a b c

Al igualar los resultados, se obtiene

E] )C_)Co:y_y()_Z_Zo
a b c

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones simétricas de L. Observe que los nimeros a, b
y ¢ que aparecen en los denominadores de las ecuaciones 3 son nimeros de direccién
de L, es decir componentes de un vector paralelo a L. Si de a, b y ¢ alguno es 0, aun as{
se puede eliminar z. Por ejemplo, si a = 0, se podrian escribir las ecuaciones de L como

Yy — Yo Z — Iy
X = X - =

b c

Esto significa que L se sitia en el plano vertical x = x,.

EJEMPLO 2

(a) Determine las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones simétricas de la recta que
pasa por los puntos A(2, 4, —3) y B(3, — 1, 1).
(b) (En qué punto interseca esta recta el plano xy?

SOLUCION
(a) No se da explicitamente un vector paralelo a la recta, pero observe que el vector v
con representacion AB es paralelo a la recta y

v=03-2,-1—-4,1—-(=3)=(1, —5,4)

Asi, los ndmeros de direccién sona = 1, b = —5y ¢ = 4. Tomando el punto (2, 4, —3)
como P, las ecuaciones paramétricas (2) son

x=2+t y=4—>5t z= -3+ 4t

y las ecuaciones simétricas (3) son

(b) Larecta interseca el plano xy cuando z = 0, asi que se pone z = 0 en las ecuaciones
simétricas y se obtiene

Estodax = % yy= }1, de manera que la recta interseca el plano xy en el punto
11

(11 0). [ ]
49 4>
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Las rectas L; y L, del ejemplo 3,
mostradas en la figura 5, son rectas
sesgadas.

L, L

FIGURA 5

En general, el procedimiento del ejemplo 2 muestra que los nimeros de direccion de la
recta L que pasa por los puntos Po(xo, Yo, Zo) Y Pi{X1, Y1, Z1) SON X; — X0, i — Yo Y Z1 — Zo,
asi que las ecuaciones simétricas de L son

X—Xo Y~ Yo I ZIo

X1 — Xo Yi— Yo Z1 — 2o

A menudo se necesita una descripcién no de una recta entera, sino de solo un seg-
mento de recta. ;Coémo podria describir, por ejemplo, el segmento de recta AB del ejem-
plo 2? Si pone 7 = 0 en las ecuaciones paramétricas del ejemplo 2(a), se obtiene el punto
(2,4, —3), y si se pone r = 1 se obtiene (3, —1, 1). Asi, el segmento de recta AB se
describe con las ecuaciones paramétricas

x=2+t y=4-5t z=-3+4 O0sts<I|
o con la correspondiente ecuacion vectorial
r0=02+4—-5,-3+4) 0<r=<]1

En general, por la ecuacién 1 se sabe que la ecuacion vectorial de una recta que pasa
por (la punta de) el vector r, en la direccién de un vector ves r = r, + v. Si la recta
también pasa por (la punta de) r, se puede tomar v = r; — I,y su ecuacion vectorial es

r=r,+ tr, —ry) = —0ry, + tr,

El segmento de recta de r, a r, estd dado por el intervalo paramétrico 0 < r < 1.

@ El segmento de recta de r, a r; estd dado por la ecuacién vectorial

r(t) = (1 — Hry, + 0=st=1

EJEMPLO 3 Demuestre que las rectas L, y L, con ecuaciones paramétricas
Li: x
Ly x

1+1 y=-2+43t z=4—1

2s y=3+ys z= -3+ 4s

son rectas sesgadas; es decir, no intersecan ni son paralelas (y por tanto no estan en el
mismo plano).

SOLUCION Las rectas no son paralelas porque los vectores de direccién correspondien-
tes (1, 3, —1) y (2, 1, 4) no son paralelos. (Sus componentes no son proporcionales.) Si
L, y L, tuvieran un punto de interseccion, habria valores de ¢ y s tales que

1 +1t=2s
—2+3t=3+ys
4—t=-3+4s

Pero si se resuelven las dos primeras ecuaciones, se obtiene = 1571 ys= %, y estos
valores no satisfacen la tercera ecuacién. En consecuencia, no hay valores de ¢ y s que
satisfagan las tres ecuaciones, asi que L, y L, no intersecan. Por tanto, L, y L, son

rectas sesgadas. [ |

@ Planos

Aunque una recta en el espacio estd determinada por un punto y una direccién, un plano en
el espacio es mds dificil de describir. Un vector paralelo a un plano no basta para sugerir



FIGURA 6

(6,0,0)

X

FIGURA 7
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la “direccién” del plano, pero un vector perpendicular al plano especifica por completo
su direccion. Asi, un plano en el espacio estd determinado por un punto Py(x,, Yo, Zo) €
el plano y un vector n ortogonal al plano. Este vector ortogonal n se llama vector nor-
mal. Sea P(x, y, z) un punto arbitrario en el plano, y sean r, yﬁrlos vectores de posicion
de P, y P. Entonces, el vector r — r, estd representado por P,P. (Véase la figura 6.) El
vector normal n es ortogonal a todos los vectores en el plano dado. En particular, n es
ortogonal ar — ry, asi que se tiene

[E] ‘ n-(r—r)=0 ’

lo que puede reescribirse como

@ ‘ n‘r=n-r, ’

La ecuacion 5 o la ecuacion 6 se llama ecuacion vectorial del plano.
Para obtener una ecuacion escalar del plano, se escribe n = {a, b, ¢),r = (x, y, z) y
ro = (X0, Yo. Zo). Asi, la ecuacion vectorial (5) se convierte en

{a,b,c) - {(x — X0,y — Yo,z — 20) =0

a(x —xp) + by —yo) +clz—20) =0

Una ecuacién escalar del plano que pasa por el punto P(x,, o, Zo) con vector
normal n = (a, b, c) es

a(x — xp) + b(y — yo) T c(z —29) =0

EJEMPLO 4 Determine una ecuacién del plano que pasa por el punto (2, 4, —1) con
vector normal n = (2, 3, 4). Determine las intersecciones y trace el plano.

SOLUCION Siseincluyea=2,b=3,c=4,x0=2,y0=4yz = —lenla

ecuacion 7, se observa que una ecuacién del plano es
20—2)+3y—4) +4z+ 1) =0

o 2x + 3y +4z=12

Para determinar la interseccion en x se establece y = z = 0 en esta ecuacion y

se obtiene x = 6. De igual modo, la interseccién en y es 4 y la interseccién en z es 3.
Esto permite trazar la porcion del plano que se sitda en el primer octante (véase

la figura 7). |

Al reunir términos en la ecuacién 7 como se hizo en el ejemplo 4, puede reescribir la
ecuacion de un plano como

ax+by+tcz+d=0

donde d = —(ax, + by, + czy). La ecuacion 8 se llama ecuacion lineal en x, y y z. A la
inversa, puede demostrarse que si @, b y ¢ no son 0, la ecuacion lineal (8) representa un
plano con vector normal {a, b, c). (Véase el ejercicio 83.)
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La figura 8 muestra la porcion del
plano del ejemplo 5 encerrada por
el tridngulo POR.

R(5,2,0)

FIGURA 8

n, 6 n,
S A

—

FIGURA 9

La figura 10 muestra los planos del
ejemplo 7 y su recta de interseccion L.

x+y+tz= x—2y+3z=1

6
4
2
z 0
-2
-4
y 2 2 X
FIGURA 10

EJEMPLO 5 Determine una ecuacién del plano que pasa por los puntos P(1, 3, 2),
03, —1,6)yR(, 2, 0).

SOLUCION Los vectores a y b correspondientes a PQ y PR son
a= (2, —4,4) b=, ~-1,-2)

Puesto que tanto a como b estdn en el plano, su producto cruz a X b es ortogonal al plano
y puede tomarse como el vector normal. Asf,

i j k
n=axb=|2 -4 4|=12i+20j+ l4k
4 -1 -2

Con el punto P(1, 3, 2) y el vector normal n, una ecuacién del plano es
26— 1)+ 20y =3)+ 14z—2)=0

o 6x + 10y + 7z = 50 [ ]

EJEMPLO 6 Determine el punto en el que la recta con ecuaciones paramétricas
x=2+3t,y= —4t,z =5 + tinterseca el plano 4x + 5y — 2z = 18.

SOLUCION Se sustituyen las expresiones para x, y y z de las ecuaciones paramétricas en
la ecuacidn del plano:

42+ 30+ 5(—46) — 25+ 1 = 18

Esto se simplifica en — 10t = 20, asi que t = —2. Por tanto, el punto de interseccion ocurre
cuando el valor paramétrico es t = —2. Entonces x =2 + 3(—2) = —4,y = —4(—2) =8,
z =35 — 2 = 3 yel punto de interseccion es (—4, &, 3). [ |

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos. Por ejemplo, los
planos x + 2y — 3z = 4y 2x + 4y — 6z = 3 son paralelos porque sus vectores normales
sonn; = (1,2, =3)yn, = (2,4, —6) y n, = 2n,. Si dos planos no son paralelos, entonces
intersecan en una linea recta y el dngulo entre los dos planos se define como el dngulo
agudo entre sus vectores normales (véase el dangulo 0 de la figura 9).

EJEMPLO 7
(a) Determine el dngulo entre los planosx + y +z=1yx —2y + 3z = 1.
(b) Determine ecuaciones simétricas para la recta de interseccion L de esos dos planos.

SOLUCION
(a) Los vectores normales de estos planos son

n =(,1,1) n, = (1, —2,3)
de manera que si 6 es el dngulo entre los planos, el corolario 12.3.6 da

n -n 1(1) + 1(_2) + 1(3) _ 2

I fm|  JTH1+1/1+4+9 J42

2
#=cos | — | = 72°
<V42>

(b) Primero se debe hallar un punto en L. Por ejemplo, se puede determinar el punto
en el que la recta interseca el plano xy estableciendo z = 0 en las ecuaciones de ambos

cos O =




Otra forma de determinar la recta de
interseccion es despejar dos de las
variables de las ecuaciones de los
planos en términos de la tercera, que
puede tomarse como el pardmetro.

FIGURA 11

La figura 11 muestra cémo la recta L
del ejemplo 7 también puede consi-
derarse la recta de interseccion de los
planos deducida de sus ecuaciones
simétricas.

Py

FIGURA 12
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planos. Esto da las ecuaciones x + y = 1 yx — 2y = 1, cuya soluciénes x = 1,y = 0.
Asi, el punto (1, 0, 0) estd en L.

Ahora se observa que como L estd en ambos planos, es perpendicular a los dos vecto-
res normales. Asi, un vector v paralelo a L estd dado por el producto cruz

i j Kk
v=n Xn =|1 1 1 |=51—-2j—3k
1 =2 3

y las ecuaciones simétricas de L pueden escribirse como

x=-1_ vy __z m
5 -2 -3

NOTA Como una ecuacién lineal en x, y y z representa un plano y dos planos no
paralelos intersecan en una recta, de esto se sigue que dos ecuaciones lineales pueden
representar una recta. Los puntos (x, y, z) que satisfacen tanto a,x + by + ¢z +d, =0
como ax + b,y + ¢,z + d, = 0 estdn en esos dos planos, asi que ese par de ecuacio-
nes lineales representa la recta de interseccion de los planos (si no son paralelos). Por
ejemplo, en el ejemplo 7 la recta L fue dada como la recta de interseccion de los planos
x+y+z=1yx—2y+ 3z = 1. Las ecuaciones simétricas que se determinaron para

L podrian escribirse como

lo que es de nuevo un par de ecuaciones lineales. Estas exhiben a L como la recta de
interseccion de los planos (x — 1)/5 = y/(=2) y y/(—=2) = z/(—3). (Véase la figura 11.)
En general, cuando se escriben las ecuaciones de una recta en la forma simétrica

.X_.X()_y_y()_Z_Z()

a b c

se puede considerar la recta como la recta de interseccion de los dos planos
XX _ YT R
a b b c

@ Distancias

EJEMPLO 8 Determine una férmula para la distancia D de un punto P,(x,, y,, z;) al
plano ax + by + cz +d = 0.

SOLUCION Sea Py(x, Yo, Zo) cualquier punto en el plano dado y sea b el vector
—>
correspondiente a P,P,. Entonces

b = (x; — X0, Y1 — Yo, 21 — Zo)

En la figura 12 puede verse que la distancia D de P, al plano es igual al valor absoluto de
la proyeccion escalar de b en el vector normal n = {a, b, c). (Véase la seccién 12.3.) Asi,
[n - b

D
n|

|comp,b| =
|a(xi — xo) + b(y1 — yo) + clzi — 2o) |
var + b* + c?

| (axi + by + czi) — (axo + by + czo)|

Va? + b* + c?
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FIGURA 13

Las rectas sesgadas, como las del
ejemplo 10, siempre estdn en planos
paralelos (no idénticos).

Como P, estd en el plano, sus coordenadas satisfacen la ecuacién del plano, asi que se
tiene ax, + by, + czy + d = 0. Por tanto, la férmula para D puede escribirse como

@ D:|ax1+by1+czl+d|

Va? + b? + c?

EJEMPLO 9 Determine la distancia entre los planos paralelos 10x + 2y — 2z = 5
yS5x+y—z=1.

SOLUCION Se seiiala primero que los planos son paralelos porque sus vectores nor-
males (10, 2, —2) y (5, 1, —1) son paralelos. Para determinar la distancia D entre los
planos, se elige cualquier punto en un plano y se calcula su distancia al otro plano. En
particular, si se incluye y = z = 0 en la ecuacién del primer plano, se obtiene 10x = 5
y (%, 0, 0) es un punto en este plano. Por la férmula 9, la distancia entre (%, 0,0)yel
plano5x + y —z—1=0es

5)+10 -1 -1 _ 5 _ 3
V34124 (1) 3/3 6

D =

Asti, la distancia entre los planos es \/§ /6. [ |
EJEMPLO 10 En el ejemplo 3 se demostrd que las rectas
Lox=1+1¢ y= -2+ 3¢ z=4—1t¢

L x=2s y=3+s z=—3+4s

son sesgadas. Determine la distancia entre ellas.

SOLUCION Como las dos rectas L, y L, son sesgadas, pueden verse como tendidas
en dos planos paralelos P, y P,. La distancia entre L; y L, es igual a la distancia entre
P,y P,, la que puede calcularse como en el ejemplo 9. El vector normal comtn para
ambos planos debe ser ortogonal tanto a v, = (1, 3, —1) (la direccién de L,) como
av, = (2, 1,4) (la direccién de L,). Asi, un vector normal es

i j k
n=vixXv=|1 3 —-1|=13i—-6j— 5k
2 1 4

Si se incluye s = 0 en las ecuaciones de L,, se obtiene el punto (0, 3, —3) en L,,
de modo que una ecuacion para P, es
Bx—-—0—-6(y—3)—5(z+3)=0 0 1B3x—6y—5z+3=0

Si ahora se establece r = 0 en las ecuaciones para L;, se obtiene el punto (1, —2, 4) en
P,. Asi, la distancia entre L, y L, es igual a la distancia de (1, —2,4) a
13x — 6y — 5z + 3 = 0. Por la férmula 9, esta distancia es

_[1Bm) —6(-2)-54) +3] _ 8
V132 + (—6)2 + (—5)? V230

~ 0.53 [ ]



12.5 EJERCICIOS

1. Determine si cada uno de los enunciados siguientes es cierto
o falso en R°.
(a) Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas.
(b) Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas.
(c) Dos planos paralelos a uno tercero son paralelos.
(d) Dos planos perpendiculares a uno tercero son paralelos.
(e) Dos rectas paralelas a un plano son paralelas.
(f) Dos rectas perpendiculares a un plano son paralelas.
(g) Dos planos paralelos a una recta son paralelos.
(h) Dos planos perpendiculares a una recta son paralelos.
(1) Dos planos se intersecan o son paralelos.
(j) Dos rectas se intersecan o son paralelas.
(k) Un plano y una recta intersecan o son paralelos.

2-5 Determine una ecuacion vectorial y ecuaciones paramétricas
para la recta.

2. Larecta que pasa por el punto (6, —5, 2) y paralela al vector
(1,3, -3

3. Larecta que pasa por el punto (2, 2.4, 3.5) y paralela al vector
3i+2j—k

4. Larecta que pasa por el punto (0, 14, —10) y paralela a la
rectax=—1+2t,y=6—-3t,z=3+ 9t

5. Larecta que pasa por el punto (1, 0, 6) y perpendicular al
planox + 3y +z =15

6-12 Determine ecuaciones paramétricas y ecuaciones simétricas
para la recta.

6. Larecta que pasa por el origen y el punto (4, 3, —1)
7. Larecta que pasa por los puntos (0O, % Dy@2,1-3)
8. La recta que pasa por los puntos (4, —6,6)y (2,3, 1)
9. Larecta que pasa por los puntos (8,4, —1) y (5, 4, 6)

10. Larecta que pasa por (2, 1, 0) y perpendicular tanto a i + j
comoaj+ k

11. La recta que pasa por (—6, 2, 3) y paralela a la recta
%x = %y =z+1

12. Larecta de interseccion de los planos x + 2y + 3z =1
yx—y+z=1

13. ;Larecta que pasa por (—4, —6, 1) y (—2, 0, —3) es paralela
ala que pasa por (10, 18, 4) y (5, 3, 14)?

14. ;Larecta que pasa por (8, 0, 5) y (4, 2, —3) es perpendicular
ala que pasapor (4,3,7)y (7, 1,3)?

15. (a) Determine ecuaciones simétricas para la recta que
pasa por el punto (1, —5, 6) y es paralela al vector
(—=1,2,=3).
(b) Determine los puntos en los que la recta requerida en el
inciso (a) interseca los planos coordenados.

16. (a) Determine ecuaciones paramétricas para la recta que pasa
por (2, 4, 6) y es perpendicular al planox — y + 3z = 7.

17.

18.

SECCION 12.5 Ecuaciones de rectas y planos 831

(b) ¢(En qué puntos interseca esa recta los planos
coordenados?

Encuentre una ecuacién vectorial para el segmento de recta
de (6, —1,9)a (7,6,0).

Encuentre ecuaciones paramétricas para el segmento de recta
de (—2,18,31)a (11, —4,48).

19-22 Determine si las rectas L, y L, son paralelas, sesgadas o
intersecantes. Si se intersecan, encuentre el punto de interseccion.

19.

20.

21.

22,

Li:x=3+4+2t, y=4—1 z=1+73t

Ly x=1+4s, y=3—2s, z=4+ 5s
L:x=4—-6t, y=1+3t, z=-5+2t
Ly x=5+18, y=6—91, z=3—6t

L x—2=y—3=2—1

1 -2 -3
L x—3:y+4:z—2
1 3 -7
leizy—l:z—Z
1 -1 3
L x—2=y—3=£
2 -2 7

23-40 Determine una ecuacion del plano.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

El plano que pasa por el punto (6, 3, 2) y perpendicular al
vector (=2, 1, 5)

El plano que pasa por el punto (4, 0, —3) y con vector
normal j + 2k

El plano que pasa por el punto (—1, %, 3) y con vector normal
i+4j+k

El plano que pasa por el punto (2, 0, 1) y perpendicular a la
rectax =3t,y=2—1t,z=3+ 4t

El plano que pasa por el punto (1, —1, —1) y paralelo al
planoSx —y —z=16

El plano que pasa por el punto (3, —2, 8) y paralelo al plano
z=x+Yy

El plano que pasa por el punto (l, %, %) y paralelo al plano
x+y+z=0

El plano que contiene larectax =1 + £,y =2 — ¢,
z =4 — 3ty paralelo al plano 5x + 2y + z =1

El plano que pasa por los puntos (0, 1, 1), (1,0, 1) y (1, 1, 0)

El plano que pasa por el origen y los puntos (3, =2, 1) y
(L1, 1)

El plano que pasa por los puntos (2, 1, 2), (3, =8, 6) y
(=2,-3,1
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34. El plano que pasa por los puntos (3,0, —1), (=2, —=2,3)y 57-58 (a) Determine ecuaciones paramétricas para la recta de
(7,1, —=4) interseccion de los planos y (b) encuentre el dngulo entre los
planos.

35. El plano que pasa por el punto (3, 5, —1) y que contiene la
rectax=4—ty=2t—1,z= -3¢ 57. x+ty+z=1,x+2y+2z=1

L3x—2ytz= +y—3z=
36. El plano que pasa por el punto (6, —1, 3) y que contiene la 8. 3x—2ytz=l2aty-3=3

recta con ecuaciones simétricas x/3 =y + 4 = z/2
59-60 Determine ecuaciones simétricas para la recta de

37. El plano que pasa por el punto (3, 1, 4) y que contiene la interseccién de los planos.
recta de interseccion de los planos x + 2y + 3z =1y
x—y+z=-3 59. 4x —y+2z=3,2x+y+7z=9

60. z=3x+2y+1l,z=4x+y+3
38. El plano que pasa por los puntos (0, —2,5)y (—1,3, 1) yes - e - Yy

perpendicular al plano 2z = 5x + 4y
) 61. Determine una ecuacién para el plano que consta de todos los
39. El plano que pasa por el punto (1, 5, 1) y es perpendicular a puntos equidistantes de los puntos (1, 0, =2) y (3, 4, 0).

losplanos2x + y —2z=2yx+3z=4 ] y
62. Determine una ecuacién para el plano que consta de todos los

40. El plano que pasa por la recta de interseccién de los planos puntos equidistantes de los puntos (2, 5, 5) y (=6, 3, 1).
x —z=1yy+ 2z =3y es perpendicular al plano 63

5 1 . Determine una ecuacidn del plano con interseccion a en x,
x+y—2z=

interseccion b en y e interseccién ¢ en z.

64. (a) Encuentre el punto en el que intersecan las rectas dadas:

r=(1,1,0) + «1, —1,2)

41-44 Use intersecciones para trazar el plano.
41. 2x + 5y +z =10 42. 3x +y+2:=6
43, 6x — 3yt 4z=6 44, 6x + 5y —3z=15 r=4(2,0,2)+s(—1,1,0)

(b) Halle una ecuacién del plano que contiene estas rectas.
45-47 Determine el punto en el que la recta interseca el plano

dado. 65. Determine ecuaciones paramétricas para la recta que pasa
por el punto (0, 1, 2), paralela al planox + y + z =2y
45. x=2-2t, y=3t, z=1+1 x+2y—z=7 perpendicularalarectax=1+1ry=1—12z =2t
4. x=1—1, y=1+2t, z=3—-1 3x—y+2z=5 66. Determine ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por
47. 5x=y/2=z+2 10x—Ty+3z+24=0 el punto (0, 1, 2), perpendicular a larectax = 1 + 1,
y =1 — 1,z = 2ty que interseca esta recta.
48. ;Doénde interseca la recta que pasa por (=3, 1,0) y (—1, 5, 6) 67. ;Cuales de los cuatro planos siguientes son paralelos?
elplano 2x + y — z = —22 (Algunos de ellos son idénticos?
Pi:3x+6y—32=6 Py d4x — 12y + 8z =5

49. Determine nimeros de direccién para la recta de interseccion
delosplanosx +y +z=1yx+z=0. P;: 9y =1 + 3x + 6z Py:z=x+2y—2

50. Determine el coseno del angulo entre los planos

68. ;Cudles de las cuatro rectas siguientes son paralelas?
x+ty+tz=0yx+2y+3z=1.

(Algunas de ellas son idénticas?

5_1-56 Determine si los planos son paralelos, perpendiculares o Lix=1+61, y=1—-3 z=12t+5
ninguno de los dos. En este caso, encuentre el dngulo entre ellos.

(Redondee a un decimal.) Ly x=1+2t y=1t z=1+4¢

5. x+4y—3z=1, -3x+6y+72=0 Ly:2x—2=4—-4y=z+1

52, Ox =3y + 6z =2, 2y=06x+ 4z Ly r=¢(3,1,5) +1(4,2,8)
53.x+2y—z=2, 2x—2y+:z=1

69-70 Use la formula del ejercicio 12.4.45 para determinar la
distancia del punto a la recta dada.

55. 2r =3y =z 4dx=3+6Gy+2 69. (4,1,-2); x=1+1 y=3-21, z=4-3
56. 5x + 2y +32=2, y=4x—6z 70. (0,1,3); x=2t, y=6-2t, z=3+1

5. x —y+3z=1 3x+y—z=2
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71-72 Determine la distancia del punto al plano dado. 81. Dos tanques participan en un simulacro de batalla. El tanque
_ _ _ A estd en el punto (325, 810, 561) y el tanque B en el punto

71. (—2,2,1), 3x—5y+:z=5 (765. 675. 599).

72. (4,0,4), x— 6y +3z=-25 (a) Determine ecuaciones paramétricas para la linea de mira
entre los tanques.

(b) Si se divide la linea de mira en 5 segmentos iguales, las
elevaciones del terreno en los cuatro puntos intermedios

73. 2x —3y+z=44x -6y +2:=3 del tanque A al tanque B son 549, 566, 586 y 589. ;Los

74, 6z =4y —2x,9z=1—3x + 6y tanques pueden verse entre si?

73-74 Determine la distancia entre los planos paralelos dados.

75. Demuestre que la distancia entre los planos paralelos
axt+by+czt+d=0yax+by+cz+d,=0es

ldi — d|

va?r + b2+ ¢?

76. Determine ecuaciones de los planos paralelos al plano
x + 2y — 2z = 1y ados unidades de distancia de €l.

D =

77. Demuestre que las rectas con ecuaciones simétricas x =y = z
yx + 1 =1y/2 = z/3 son sesgadas y determine la distancia

entre ellas. o ) -
) ) ) 82. D¢ una descripcidon geométrica de cada familia de planos.
78. Halle la distancia entre las rectas sesgadas con ecuaciones (@ x+y+z=c

paramétricasx =1 +,y =1+ 61,z =2tyx =1+ 2s, by x+y+ecz=1

y=5+ 155,z = =2+ 6s. (c) ycosO + zsenf =1

79. Sea L, larecta que pasa por el origen y el punto (2, 0, —1). 83
Sea L, la recta que pasa por los puntos (1, —1, 1) y (4, 1, 3).
Determine la distancia entre L, y L,.

. Sia, by cno son 0, demuestre que la ecuacién
ax + by + cz + d = 0 representa un plano
y {a, b, ¢) es un vector normal al plano.

80. Sea L, la recta que pasa por los puntos (1, 2, 6) y (2, 4, 8). Sugerencia: suponga a # 0y reescriba la ecuacion
Sea L, la recta de interseccién de los planos P; y P,, donde en la forma
Pieselplanox —y + 2z + 1 = 0y P,el plano que pasa por
los puntos (3, 2, —1), (0,0, 1) y (1, 2, 1). Calcule la distancia a(x n d) +bh(y—0)+cz—0)=0
entre L, y L. a

PROYECTO DE LABORATORIO PONER LA TRIDIMENSIONALIDAD EN PERSPECTIVA

Los programadores de graficos para computadora enfrentan el mismo reto que los grandes pin-
tores del pasado: cémo representar una escena tridimensional como una imagen plana en un
plano bidimensional (una pantalla o un lienzo). Para crear la ilusién de perspectiva, en la que
los objetos cercanos parecen mas grandes que los lejanos, los objetos tridimensionales en la
memoria de la computadora se proyectan en una ventana rectangular desde el punto de vista en
el que se localiza el 0jo, o la cdmara. El volumen de visualizacion —la porcién de espacio que
serd visible— es la region contenida por los cuatro planos que pasan por el punto de vista y un
extremo de la ventana. Si los objetos en la escena se extienden mas alld de esos cuatro planos,
deben ser truncados antes de que datos de pixeles sean enviados a la pantalla. Por tanto, estos
planos se llaman planos de corte.

1. Suponga que la pantalla esta representada por un rectdngulo en el plano yz con vértices
(0, £400, 0) y (0, =400, 600) y que la cdmara se encuentra en (1000, 0, 0). Una recta L
en la escena pasa por los puntos (230, —285, 102) y (860, 105, 264). ;En qué puntos debe
ser cortada L por los planos de corte?

2. Si el segmento de recta cortado se proyecta en la ventana, identifique el segmento de recta
resultante.
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3. Use ecuaciones paramétricas para trazar las orillas de la ventana, el segmento de recta cortado
y su proyeccion en la ventana. Afiada después las lineas de mira que unen el punto de vista
con cada extremo de los segmentos cortados para comprobar que la proyeccion es correcta.

4. Un rectangulo con vértices (621, —147, 206), (563, 31, 242), (657, —111, 86) y (599, 67, 122)
se agrega a la escena. La recta L interseca este rectangulo. Para hacer que el rectdngulo
parezca opaco, un programador puede usar representacion de lineas ocultas, que elimina
porciones de objetos que estdn detrds de otros objetos. Identifique la porcién
de L que deberia eliminarse.

12.6 Cilindros y superficies cuadricas

FIGURA 1
La superficie z = x*es
un cilindro parabdlico.

Ya se examinaron dos tipos especiales de superficies: planos (en la seccién 12.5) y esfe-
ras (en la seccién 12.1). Aqui se investigaran otros dos tipos de superficies: cilindros y
superficies cuddricas.

Para trazar la gréafica de una superficie es ttil determinar las curvas de interseccién
de la superficie con planos paralelos a los planos coordenados. Estas curvas se llaman
trazas (o secciones transversales) de la superficie.

@ Cilindros

Un cilindro es una superficie que consta de todas las rectas (llamadas generatrices)
paralelas a una recta dada y que pasan por una curva plana dada.

EJEMPLO 1 Trace la grafica de la superficie z = x%.

SOLUCION Observe que la ecuacién de la gréfica, z = x?, no implica a y. Esto significa
que cualquier plano vertical con la ecuacién y = k (paralela al plano xz) interseca la
grafica en una curva con la ecuacién z = x°. Asi, estas trazas verticales son pardbolas.
La figura 1 muestra cémo se forma la gréfica tomando la pardbola z = x?en el plano xz
y moviéndola en la direccidon del eje y. Esta grafica es una superficie, llamada cilindro
parabdlico, y estd compuesta por numerosas copias infinitamente desplazadas de la
misma pardbola. Aqui las generatrices del cilindro son paralelas al eje y.

Se sefiala que la variable y estd ausente en la ecuacién del cilindro del ejemplo 1.
Esto es habitual en una superficie cuyas generatrices son paralelas a uno de los ejes de
coordenadas. Si una de las variables x, y y z falta en la ecuacién de una superficie, esta
es un cilindro.

EJEMPLO 2 Identifique y trace las superficies.
(a *+y' =1 (b) y¥+22=1



FIGURA 2
X+yr =1

FIGURA 3
yV+z22=1

FIGURA 4

El elipsoide x? +

4

=1
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SOLUCION

(a) Como z estd ausente y las ecuaciones x> + y*> = 1, z = k representan un circulo con
radio 1 en el plano z = k, la superficie x> + y> = 1 es un cilindro circular cuyo eje es el
eje z. (Véase la figura 2.) Aqui las generatrices son lineas verticales.

(b) En este caso falta x y la superficie es un cilindro circular cuyo eje es el eje x.
(Véase la figura 3.) Esto se obtiene tomando el circulo y* + z2 = 1, x = Oenel
plano yz y moviéndolo en paralelo al eje x. [ ]

NOTA Cuando se trata con superficies, es importante advertir que una ecuacién como
x> + y* = 1 representa un cilindro y no un circulo. La traza del cilindro x*> + y* = 1 enel
plano xy es el circulo con ecuaciones x> + y* = 1,z = 0.

B Superficies cuadricas

Una superficie cuadrica es la grafica de una ecuacion de segundo grado en tres variables
X, yy z. La mds general de esas ecuaciones es

AxX*+ByY + C>+ Dxy+ Eyz+ Fxz+ Gx+Hy +Iz+J=0

donde A, B, C,..., J son constantes, pero por traslacién y rotacién puede convertirse en
una de estas dos formas estandar

AX*+ By +C*+J=0 o A¥*+By+Iz=0

Las superficies cuadricas son la contraparte en tres dimensiones de las secciones conicas
en el plano. (Véase la seccién 10.5 para un repaso de las secciones conicas.)

EJEMPLO 3 Use trazas para diagramar la superficie cuddrica con la ecuacién
2 2
y z
=+ —=1
I
SOLUCION Al sustituir z = 0 se halla que la traza en el plano xy es x> + y?/9 = 1,

la que se reconoce como una ecuacion de una elipse. En general, la traza horizontal
enel plano z = kes

x2+%=1—— z=k

la cual es una elipse, siempre y cuando k> < 4, es decir —2 < k < 2.
De igual manera, las trazas verticales paralelas a los planos yz y xz también son elipses:

yZ ZZ
2 k2
x2+%:1_? y=k (si—3<k<3)

La figura 4 muestra cémo al diagramar algunas trazas, se esboza la forma de la
superficie. Esta se llama elipsoide porque todas sus trazas son elipses. Observe

que es simétrica con respecto a cada plano coordenado; esto es un reflejo del hecho

de que su ecuacidn solo implica potencias pares de x, y y z. [ |

EJEMPLO 4 Use trazas para diagramar la superficie z = 4x? + y*.

SOLUCION Si se establece x = 0, se obtiene z = y?, asf que el plano yz interseca la
superficie en una pardbola. Si se aplica x = k (una constante), se obtiene z = y*> + 4k%
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FIGURA 5

La superficie z = 4x*> + y’ es un
paraboloide eliptico. Las trazas
horizontales son elipses; las trazas
verticales son pardbolas.

FIGURA 6

Las trazas verticales son pardabo-
las; las trazas horizontales son
hipérbolas. Todas las trazas se
rotulan con el valor de k.

FIGURA 7
Trazas desplazadas a sus planos
correctos

En Module 12.6A puede

Esto significa que si se corta la gréafica con cualquier plano paralelo al plano yz,

se obtiene una pardbola que se abre hacia arriba. De igual modo, siy = k, la traza es

z = 4x* + k2, 1a que es de nueva cuenta una pardbola que se abre hacia arriba. Si se
aplica z = k, se obtienen las trazas horizontales 4x> + y*> = k, que se reconocen como
una familia de elipses. En conocimiento de las formas de las trazas, se puede diagramar
la grafica en la figura 5. A causa de las trazas elipticas y parabdlicas, la superficie
cuddrica z = 4x? + y? se llama paraboloide eliptico. [ |

EJEMPLO 5 Trace la superficie z = y> — x2

SOLUCION Las trazas en los planos verticales x = k son las pardbolas z = y* — k?, que
se abren hacia arriba. Las trazas en y = k son las pardbolas z = —x? + k%, que se abren
hacia bajo. Las trazas horizontales son y*> — x> = k, una familia de hipérbolas. Se dibu-
jan las familias de trazas en la figura 6 y se muestran cémo aparecen las trazas cuando
se colocan en sus planos correctos en la figura 7.

: 1
0 -1
0
y X
*1
*2 1
Las trazasen x = ksonz = y> — k% Las trazaseny = ksonz = —x*> + k> Las trazasen z = k son y* — x*> = k.
% z
Sl -/
- )
/ y
X -1 .
0 1
1 0 1
Trazasen x = k Trazaseny = k Trazasenz = k

En la figura 8 se retinen las trazas de la figura 7 para formar la superficie z = y* — &%,

investigar como las trazas determi-  un paraboloide hiperbdlico. Observe que la forma de la superficie cerca del origen se

nan la forma de una superficie.

FIGURA 8
Dos vistas de la superficie z = y* — x?,
un paraboloide hiperbélico

asemeja a la de una silla de montar. Esta superficie se investigard mas a fondo en la sec-
cioén 14.7 cuando se analicen los puntos de silla.
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2 ZZ

EJEMPLO 6 Trace la superﬁcie% + y? = o 1.

SOLUCION La traza en cualquier plano horizontal z = k es la elipse
x2 2
—+y'=1+— =k
4 7 4

pero las trazas en los planos xz y yz son las hipérbolas

x* z?
— =1 =0 - —=1 =0
PR y y -7 x
Esta superficie se llama hiperboloide de una hoja y se representa en la figura 9. [ ]

FIGURA 9

La idea de usar trazas para dibujar una superficie se emplea en el software de grafica-
cion tridimensional. En la mayoria de esos programas, las trazas en los planos verticales
x = kyy = kse dibujan para valores igualmente espaciados de k y partes de la grafica se
omiten usando la eliminacion de lineas ocultas. La tabla 1 muestra graficos elaborados
en computadora de los seis tipos basicos de superficies cuddricas en forma estdndar.
Todas las superficies son simétricas con respecto al eje z. Si una superficie cuddrica es
simétrica en relacién con un eje diferente, su ecuacién cambia en consecuencia.

Tabla 1 Grificos de superficies cuddricas

Superficie Ecuacion Superficie Ecuacion

Elipsoide x2 P
JR— + J—

a’>  b*>  c?

72 Cono 2 2y
Tl PP

W
QN

Las trazas horizontales son

Todas las trazas son elipses.
elipses.

Sia = b = c, el elipsoide es

5
S ‘\‘\!\!“‘!‘!‘!{f‘,‘.‘,!""” una esfera "{z‘\\\\\\\\\\ Las trazas verticales en los
: /;:;.:,Q:‘Q\“\\\\\\\\\;\\\\\\\ planos x = ky y = k son
4,’;,,::':",:.:‘&‘&&\\\\\\\\* hipérbolas si k # 0, pero
pares de rectas si k = 0.
Paraboloide eliptico z_ xi N )i Hiperboloide de una hoja ﬁ N yi B i .
¢ a? b2 2 b2 2
a c

Las trazas horizontales Las trazas horizontales son

. A '.V-'—

son elipses. \:‘\‘\‘\:“fffgﬁ,’;:// elipses.
. \ele% 7/ )
Las trazas verticales \\\\""?{ Las trazas verticales son
P 7aNBRA .2

son pardbolas. x m hipérbolas.

. // N . . .
La variable clevada a la W}:‘s‘“\\\\\\;\\\\\ El eje de simetrfa corres-
primera potencia indica el HEALRRRRED ponde a la variable cuyo
eje del paraboloide. coeficiente es negativo.

Paraboloide hiperbolico Xy x> y? N 2 |

z
¢ a* b a2

Las trazas horizontales son Las trazas horizontales en

VY 4 « . _ . ; >
///,’/{,;?"‘.:.' hipérbolas. f) . i si)rcl'ehpses sik>c
,/‘A%Q Las trazas verticales son

Las trazas verticales son

Y| pardbolas. hipérbolas

"“’,;/[/
)
4!4/

Se ilustra el caso en el que

<0 GRS - Los dos signos menos
c .

indican dos hojas.
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En Module 12.6B puede
ver como cambios ena, by ¢ en
la tabla 1 afectan la forma de la
superficie cuddrica.

FIGURA 10
4 —y*+222+4=0

FIGURA 11
X+222—6x—y+10=0

EJEMPLO 7 Identifique y trace la superficie 4x*> — y> + 222 + 4 = 0.

SOLUCION Dividiendo entre —4, primero se pone la ecuacién en forma estandar:
2 2
2, Y z
't == —=1
4 2

Al comparar esta ecuacion con la tabla 1, se ve que representa un hiperboloide de dos
hojas, siendo la tnica diferencia que en este caso el eje del hiperboloide es el eje y.
Las trazas en los planos xy y yz son las hipérbolas

2 2 2
—x2+%=1 z=0 y %—%=1 x=0

Esta superficie no tiene ninguna traza en el plano xz, pero las trazas en los planos verti-
cales y = k para | k | > 2 son las elipses

22k
Tt —=—-1 =k
YT Ty Y
las cuales pueden escribirse como
x? z?
RN bt
SN | o)
4 4 !
Estas trazas se usan para hacer el diagrama de la figura 10. |

EJEMPLO 8 Clasifique la superficie cuddrica x> + 222 — 6x — y + 10 = 0.
SOLUCION Completando el cuadrado se reescribe la ecuacién como
y—1=(—3)?>+27

Al comparar esta ecuacion con la tabla 1, vea que representa un paraboloide eliptico.
Aqui, sin embargo, el eje del paraboloide es paralelo al eje y, y ha sido desplazado para
que su vértice esté en el punto (3, 1, 0). Las trazas en el plano y = k (k > 1) son las elipses

x—=32+22=k—1 y=k

La traza en el plano xy es la pardbola con la ecuaciény = 1 + (x — 3)?, z = 0. El parabo-
loide se representa en la figura 11.
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@ Aplicaciones de las superficies cuadricas

Ejemplos de superficies cuddricas pueden hallarse en el mundo a nuestro alrededor. De
hecho, el mundo mismo es un buen ejemplo. Aunque la Tierra es cominmente modelada
como una esfera, un modelo mds acertado es una elipsoide, porque la rotacién de la Tie-
rra ha causado un aplanamiento en los polos. (Véase el ejercicio 49.)

Paraboloides circulares, obtenidas mediante rotacién de una pardbola alrededor de su
eje, se usan para recolectar y reflejar luz, sonido y sefiales de radio y television. En un
radiotelescopio, por ejemplo, sefales de estrellas distantes que impactan la concavidad
son reflejadas al receptor en el foco y, por tanto, amplificadas. (Esta idea se explica en
el problema 22 de la pagina 273.) El mismo principio se aplica a los micréfonos y los
platillos satelitales en forma de paraboloides.

Las torres de enfriamiento de reactores nucleares suelen disefarse en forma de hiper-
boloides de una hoja por razones de estabilidad estructural. Pares de hiperboloides se
usan para transmitir movimiento rotacional entre ejes sesgados. (Las ruedas dentadas
de los engranajes son las lineas generatrices de los hiperboloides. Véase el ejercicio 51.)

F I

=i

© Mark C. Burnett / Science Source

© David Frazier / Spirit / Corbis

Un platillo satelital refleja sefiales al foco Los reactores nucleares tienen torres de Hiperboloides producen la
de un paraboloide. enfriamiento en forma de hiperboloides. transmision de engranajes.

12.6 EJERCICIOS

1. (a) ;/Qué representa la ecuacién y = x* como una curva 5. z=1—)" 6. y=7"
en R??

7. xy =1 8. z = sen
(b) (Qué representa como una superficie en R*? Y Y

(¢) (Qué representa la ecuacién z = y*? . ) ) .
9. (a) Determine e identifique las trazas de la superficie

2. (a) Trace la grifica de y = ¢* como una curva en [R2, cuddrica x*> + y* — z2 = 1 y explique por qué la grifica se
(b) Trace la grifica de y = e* como una superficie en R. parece a la grafica del hiperboloide de una hoja de
(c) Describa y trace la superficie z = ev. la. tabla 1. ) ) o
(b) Si se cambia la ecuacién del inciso (a) ax*> — y*> + 22 = 1,
3-8 Describa y trace la superficie. (como se ve afectada la gréfica?

(c) (Y sise cambiara la ecuacion del inciso (a) a
3.y2+422:4 4, =4 —-x x2+y2+2y—22:()?
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10. (a) Determine e identifique las trazas de la superficie
cuddrica —x? — y* + z> = 1 y explique por qué esta
gréfica se parece a la grafica del hiperboloide de dos
hojas de la tabla 1.

(b) Sila ecuacién del inciso (a) cambia a x> — y> — 22 = 1,
(qué le sucede a la grafica? Trace la nueva gréfica.

11-20 Use trazas para diagramar e identificar la superficie.

1. x2 =y + 477 12. 4x* 4+ 9y* + 927 = 36

13. x? = 4y? + 72 14. 22 —4x* —y* =4

15. 9y? + 422 = x> + 36 16. 3x> +y+3z2=0
x2 yZ ZZ

17. —+ -+ —=1 18. 3x* —y* + 322 =0
9 25 4 oy

19. y = 22 — x? 20, x = y> — 7?

21-28 Asocie la ecuacion con su grifica (rotuladas [-VIII). Dé
razones de su eleccion.

21, x>+ 4y2 + 922 =1 22, 2+ 4yr+ 2 =1
23, X2 —yr 42 =1 24, —x*+y' -z =1
25, y = 2x? + 7? 26. y> = x* + 277

27. x>+ 22 =1 28, y=x*— 22

111 z v z

VII

29-30 Dibuje e identifique una superficie cuddrica que pudiera
tener las trazas mostradas.

29. Trazasenx = k Trazaseny = k

z z

1
k=-2

~

%

Trazasenz = k

AR

30. Trazasenx =k

z y
k==*2

*

\Y

31-38 Reduzca la ecuacién a una de las formas estandar,
clasifique la superficie y tracela.
31. y2=)cz+$z2 32, 4x* —y + 222 =
33. x>+ 2y —222=0 34, y2=x>+ 42>+ 4
35, x>+ y2—2x— 6y —z+ 10=10

36. x> —y?—z2—4x—2:+3=0

37. x> —y*+ 22 —4x—22=0

38. 4x* + 2+ 222 —24x — 8y + 4z +55=0

39-42 Use una computadora con software de graficacion

tridimensional para graficar la superficie. Experimente con puntos
de vista y dominios para las variables hasta que obtenga una vista

satisfactoria de la superficie.
39, —4x? —yr+z2=1 40. x> —y*—z=0

4. —4x* —y? +22=0 42, x* —6x+ 4y’ —z=0

43. Trace la regién delimitada por las superficies z = v/x2? + y?
yx>+y’=lparal <z<2.

44, Trace la regién delimitada por los paraboloides z = x> + y*y
z=2—=x—y.



45.

46.

47.

48

49

Determine una ecuacion para la superficie obtenida de la
rotacién de la curvay = V/x alrededor del eje x.

Determine una ecuacién para la superficie obtenida de la
rotacién de la recta z = 2y alrededor del eje z.

Determine una ecuacion para la superficie que consta de
todos los puntos equidistantes del punto (—1, 0, 0) y del
plano x = 1. Identifique la superficie.

Determine una ecuacién para la superficie que consta de
todos los puntos P para los que la distancia de P al eje x
es dos veces la distancia de P al plano yz. Identifique la
superficie.

Tradicionalmente, la superficie de la Tierra ha sido modelada

como una esfera, pero el World Geodetic System of 1984

(WGS-84) usa una elipsoide como un modelo mds acertado.

Este coloca el centro de la Tierra en el origen y el polo norte

en el eje z positivo. La distancia del centro a los polos es

de 6356.523 km y la distancia a un punto en el ecuador de

6378.137 km.

(a) Determine una ecuacion de la superficie de la Tierra tal
como la usa WGS-84.

(b) Curvas de igual latitud son trazas en los planos z = k.
(Cudl es la forma de estas curvas?

(c) Los meridianos (curvas de igual longitud) son trazas en
los planos de la forma y = mx. ;Cudl es la forma de estos
meridianos?

[ 12 TTEY)

VERIFICACION DE CONCEPTOS

50.

51

52

53,
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Una torre de enfriamiento de un reactor nuclear debe
construirse con la forma de un hiperboloide de una hoja
(véase la foto de la pagina 839). El didmetro en la base es
de 280 m y el didmetro minimo, 500 m arriba de la base,
es de 200 m. Halle una ecuacién para la torre.

Demuestre que si el punto (a, b, ¢) estd en el paraboloide
hiperbélico z = y> — x?, entonces las rectas con ecuaciones
paramétricasx =a + t,y=b + t,z=c + 2(b — a)ty
x=a+t,y=b—1tz=c— 2(b + a)seubican por com-
pleto en este paraboloide. (Esto muestra que el paraboloide
hiperbdlico es lo que se llama una superficie reglada; es
decir, puede ser generado por el movimiento de una linea rec-
ta. De hecho, este ejercicio indica que a través de cada punto
en el paraboloide hiperbélico hay dos lineas generatrices.
Las otras superficies cuddricas que también son superficies
regladas son los cilindros, los conos y los hiperboloides de
una hoja.)

Demuestre que la curva de interseccion de las superficies
X2+ 2y — 22+ 3x = 1y2x? + 4y> — 22> — 5y = 0 se ubica
en un plano.

Grafique las superficies z = x> + y’y z = 1 — y*en una
pantalla comtin usando el dominio | x| < 1.2,|y|=<1.2

y observe la curva de interseccion de estas superficies.
Demuestre que la proyeccién de esta curva en el plano xy es
una elipse.

Las respuestas a la verificacion de conceptos se encuentran en las paginas finales del libro.

10.

(Cudl es la diferencia entre un vector y un escalar?

(Como se suman geométricamente dos vectores? ;COmo se
suman algebraicamente?

Si a es un vector y ¢ un escalar, ;como se relaciona ca con a
geométricamente? ;Cémo se determina ca algebraicamente?

. (Coémo se determina el vector de un punto a otro?

(Como se determina el producto punto a * b de dos vectores
si se conocen sus longitudes y el dngulo entre ellos? ;Y si se
conocieran sus componentes?

(Qué utilidad tienen los productos punto?

Escriba expresiones para las proyecciones escalar y vectorial
de b en a. Ilustre con diagramas.

(Como se determina el producto cruz a X b de dos vectores
si se conocen sus longitudes y el dngulo entre ellos? ;Y si se
conocieran sus componentes?

(Qué utilidad tienen los productos cruz?

(a) (Como se establece el drea del paralelogramo
determinado por ay b?

(b) (Cdémo se establece el volumen del paralelepipedo deter-
minado por a, by ¢?

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(Cémo se determina un vector perpendicular a un plano?
(Coémo se determina el dngulo entre dos planos intersecantes?

Escriba una ecuacidn vectorial, ecuaciones paramétricas y
ecuaciones simétricas para una recta.

Escriba una ecuacion vectorial y una ecuacién escalar para un
plano.

(a) ({Como se sabe si dos vectores son paralelos?
(b) (Cdémo se sabe si dos vectores son perpendiculares?
(c) (Cdmo se sabe si dos planos son paralelos?

(a) Describa un método para determinar si tres puntos
P, Oy R estdn en la misma recta.

(b) Describa un método para determinar si cuatro puntos
P, O, Ry S estan en el mismo plano.

(a) (Coémo se determina la distancia de un punto a una recta?
(b) (Cdémo se determina la distancia de un punto a un plano?
(c) (Como se determina la distancia entre dos rectas?

(Cudles son las trazas de una superficie? ;Como se les
determina?

Escriba ecuaciones en forma estandar de los seis tipos de
superficies cuddricas.
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EXAMEN VERDADERO-FALSO

Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 11. Para cualesquiera vectores u, vy wen Vj,
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo
. u-(vxw)=@mxv) w
que refute el enunciado.
1. Siu = (u, )y v = (i, v2), entonces u * v = {uv, usvs). 12. Para cualesquiera vectores u, vy wen Vj,
X X = X X
2. Para cualesquiera vectoresuy ven Vs, [u+v| = |u| +|v|. uX@EXw=@xXvXxXw
13. P 1 i t Vi, @ X v)-u=0.
3. Para cualesquiera vectoresuy ven Vs, |u - v| = [u]|v]. ara cualesquiera vectores u y v en Vs, (u X'v) - u
. 14. Para cualesquiera vectoresuyven V3, (u + v) X v=u X v.
4, Para cualesquiera vectoresuy ven Vs, [u X v| = |u]||v|.
) 15. El vector (3, —1, 2) es paralelo al plano
5. Para cualesquiera vectoresuyven V;,u-v=v-u
) 6x —2y+4z=1
6. Para cualesquiera vectoresuyven V;,u X v=v X u.
7. Para cualesquiera vectores uy ven Vs, [u X v| = |v X ul. 16. Una ecuacién lineal Ax + By + Cz + D = 0 representa una
recta en el espacio.
8. Para cualesquiera vectores u'y v en Vsy cualquier escalar &, )
17. El conjunto de puntos {(x, y, z) | x> + y> = 1} es un circulo.
k(u - v) = (ku) - v . .
18. En R®la grifica de y = x? es un paraboloide.
9. Para cualesquiera vectores u 'y v en V3y cualquier escalar k, 19. Siu-v = 0.entonces u = 00 v = 0
k(u Xv) = (ku) X'v 20. Siu X v=0,entoncesu=00v=0.
10. Para cualesquiera vectores u, vy wen V;, 21. Siu-v=0yu X v=0,entoncesu=00v =0.
W+ Xw=uXw+vXw 22. Siuy vestdn en Vs, entonces |u - v| < |ul|v].
EJERCICIOS
1. (a) Determine una ecuacion de la esfera que pasa por el 4. Calcule la cantidad dada si
punto (6, -2, 3) y tiene centro (-1, 2, 1). a=i+j— 2k
(b) Determine la curva en la que esa esfera interseca el . .
plano yz. b=3i—2j+k
(c) Determine el centro y radio de la esfera c=j—5k
x2+y2+zz—8x+2y+62+1=0 (a) 2a + 3b (b)‘b|
2. Copie los vectores en la figura y dselos para trazar cada uno (c)a-b (d axb
de los vectores siguientes. (e) [bxcl (f) a-(bXo
(@a+b (a—-b (c)-3a (d2a+bh (g) eXe (h) a X (b Xc)
(i) comp,b () proy.b
(k) El angulo entre a y b (al grado mds cercano)
3 5. Determine los valores de x tales que los vectores (3, 2, x)
b y (2x, 4, x) sean ortogonales.
6. Determine dos vectores unitarios ortogonales tanto a j + 2k
como ai — 2j + 3k.
3. Siuy vson los vectores mostrados en la figura, determine 7. Suponga que u - (v X w) = 2. Determine
u-vy|uXvl| juXvestddirigida a la pagina o fuera de (@) (U X v)-w
ella? (b) u+ (WX v)
() v:-(uXw
(d (@Xv)-v
lv|=3
8. Demuestre que si a, b y ¢ estdn en V;, entonces
45° @xXb)-[(bXec)X((exXa)]=[a-(bXc)]
lu|=2 9. Determine el 4ngulo agudo entre dos diagonales de un cubo.



10.

11.

12.

13.

14.

Dados los puntos A(1, 0, 1), B(2,3,0), C(—1,1,4)y
D(0, 3, 2), encuentre el volumen del paralelepipedo
con lados adyacentes AB, AC 'y AD.

(a) Determine un vector perpendicular al plano que pasa
por los puntos A(1, 0, 0), B(2,0, —1)y C(1, 4, 3).
(b) Determine el area del tridngulo ABC.

Una fuerza constante F = 3i + 5j + 10k mueve un objeto
a lo largo del segmento de recta de (1, 0, 2) a (5, 3, 8).
Determine el trabajo realizado si la distancia se mide en
metros y la fuerza en newtons.

Un bote es tirado hacia la playa usando dos cuerdas, como se
muestra en el diagrama. Si se necesita una fuerza de 255 N,
determine la magnitud de la fuerza en cada cuerda.

y 20° 255N

© D
J30°

Determine la magnitud del momento de torsién alrededor de
P si una fuerza de 50 N se aplica como se muestra.

50N

15-17 Determine ecuaciones paramétricas para la recta.

15.
16.

17.

La recta que pasapor (4, —1,2)y (1, 1,5)

La recta que pasa por (1, 0, —1) y es paralela a la recta
x—4=ly=z+2

La recta que pasa por (-2, 2, 4) y es perpendicular al plano
2x—y+5z=12

18-20 Determine una ecuacién del plano.

18.

19.
20.

El plano que pasa por (2, 1, 0) y es paralelo a
x+4y—3z=1

El plano que pasa por (3, —1, 1), (4,0,2) y (6,3, 1)

El plano que pasa por (1, 2, —2) y que contiene la recta
x=2t,y=3—t,z=1+3t

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

CAPITULO 12 Repaso 843

Encuentre el punto en el que la recta con ecuaciones
paramétricas x =2 — f,y = | + 3¢, z = 4t interseca el plano
2x—y+z=12.

Determine la distancia del origen alarectax = 1 + ¢,
y=2—t,z=—1+2t

Determine si las rectas dadas por las ecuaciones simétricas

x—1 y—-2 z-3
2 3 4
x+1 y—-3 z+45
Y 6 -1 2

son paralelas, sesgadas o intersecantes.

(a) Demuestre que los planosx +y —z =1y
2x — 3y + 4z = 5 no son paralelos ni perpendiculares.
(b) Determine, al grado mds cercano, el dngulo entre esos
planos.

Determine una ecuacién del plano que pasa por la recta
de interseccion de los planosx —z=1yy + 2z =3y
perpendicular al plano x + y — 2z = 1.

(a) Encuentre una ecuacion del plano que pasa por los puntos
A2,1,1),B(—1,—1,10)y C(1, 3, —4).

(b) Determine ecuaciones simétricas para la recta que pasa
por By que es perpendicular al plano del inciso (a).

(c) Un segundo plano pasa por (2, 0, 4) y tiene vector normal
(2, —4, —3). Demuestre que el dngulo agudo entre los
planos es de aproximadamente 43°.

(d) Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta de inter-
seccion de los dos planos.

Determine la distancia entre los planos 3x + y —4z =2
y3x+y—4z=24.

28-36 Identifique y trace la grifica de cada superficie.

28.
30.
32.
34.
35.
36.

x=3 29. x =z

y = z? 31, x? = y> + 477

dx —y+2z=4 33. 4x’+y* -4 =4
y2 4z =1+ x?

4x* + 4y? =8y +z2=0
x=y"+z2—-2y—4z+5

37.

38.

Una elipsoide se crea rotando la elipse 4x* + y* = 16
alrededor del eje x. Determine una ecuacion del elipsoide.

Una superficie consta de todos los puntos P tales que la
distancia de P al plano y = 1 es dos veces la distancia de P al
punto (0, —1, 0). Determine una ecuacion para esta superficie
e identifiquela.



P ro b I emas 1. Cada arista de una caja ctbica tiene una longitud de 1 m. La caja contiene nueve pelotas
o o esféricas con el mismo radio r. El centro de una pelota estd en el centro del cubo y toca
ad iIciona I es a las otras ocho. Cada una de estas otras toca tres lados de la caja. Asi, las pelotas estdn
cefiidamente empacadas en la caja (véase la figura). Determine . (Si tiene dificultades con
este problema, lea acerca de la estrategia para la resolucién de problemas titulada Utilice
analogias en la pagina 71.)

2. Sea B una caja sélida con longitud L, ancho W'y altura H. Sea S el conjunto de todos los
puntos que estdn a una distancia de a lo sumo 1 de algin punto de B. Exprese el volumen
de S en términos de L, Wy H.

3. Sea L larecta de interseccién de los planoscx + y + z=cyx — cy + ¢z = —1, donde ¢
I'm Im es un ndmero real.
(a) Determine ecuaciones simétricas para L.
FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 (b) Al variar el nimero c, la recta L se desplaza por una superficie S. Determine una ecua-
cion para la curva de interseccion de S con el plano horizontal z = ¢ (la traza de S en el
plano z = 7).
(c) Determine el volumen del sélido delimitado por Sy los planosz =0y z = 1.

4. Un aeroplano es capaz de volar con una rapidez de 180 km/h en aire quieto. El piloto
despega de un campo de aviacién y se dirige al norte de acuerdo con la brdjula del avidn.
Después de 30 minutos de vuelo, el piloto se da cuenta de que, debido al viento, el avién ha
recorrido en realidad 80 km en un dngulo de 5° este del norte.

(a) (Cudl es la velocidad del viento?
(b) (Qué direccion deberia haber seguido el piloto para llegar al destino previsto?

5. Suponga que v, y v, son vectores con |v,| = 2, |v,| =3y v, - v, =5.
Sea vy = proy, Vs, V4 = Proy,Vs, Vs = Proy,sV, y asi sucesivamente. Calcule ;| v, |.

6. Determine una ecuacion de la esfera mds grande que pasa por el punto (-1, 1, 4) y que es tal
que cada uno de los puntos (x, y, z) dentro de la esfera satisface la condicién

X+ y + 22 <136 +2(x + 2y + 32)

N 7. Suponga que un bloque de masa m se coloca en un plano inclinado, como se muestra en la
figura. El descenso del bloque por el plano es retardado por la friccidn; si 6 no es demasiado
grande, la friccién impedird que el bloque se mueva en lo mds minimo. Las fuerzas que
acttian sobre el bloque son el peso W, donde | W| = mg (g es la aceleracién debida a la
gravedad); la fuerza normal N (el componente normal de la fuerza de reaccién del plano
sobre el bloque), donde |N| = n; y la fuerza F debida a la friccion, que actda en paralelo con
9 el plano inclinado, en oposicion a la direccién del movimiento. Si el bloque estd en reposo y
0 aumenta, [Fl también debe aumentar hasta que, en definitiva, F\ llegue a su maximo, mds
all4 del cual el bloque comienza a deslizarse. En este dngulo 6, se ha observado que |F| es
proporcional a n. Asf, cuando |Fl llega a su méximo, puede decirse que |F| = w2, donde pu,
se llama coeficiente de friccion estdtica y depende de los materiales que estdn en contacto.
(a) Observe que N + F + W = 0y deduzca que pu, = tan(6,).

(b) Suponga que, para 6 > 6, una fuerza externa adicional H se aplica al bloque, horizon-
talmente desde la izquierda, y sea |H| = h. Si & es pequeiia, el bloque puede deslizarse
de todas maneras por el plano; si es lo bastante grande, el bloque subird por el plano.
Sea h,, el valor mds pequeno de i que permite que el bloque permanezca inmévil (de
tal forma que | F | es maxima).

Eligiendo los ejes de coordenadas de tal modo que F se ubique a lo largo del eje x,
resuelva cada fuerza en componentes paralelos y perpendiculares al plano inclinado y
demuestre que

FIGURA PARA EL PROBLEMA 7

hmimsend + mgcosf = n y N cOSO + puyn = mg sen

(c) Demuestre que Nmin = mg tan(0 — 6,)

(Esta ecuacidn parece razonable? ; Tiene sentido para 6 = 6,? ;Tiene sentido
conforme # — 90°? Explique su respuesta.
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(d) Sea hy, el valor mds grande de i que permite que el bloque permanezca inmovil.
(;Qué direccioén sigue F?) Demuestre que

I = mg tan(6 + 6,)
(Esta ecuacidn parece razonable? Explique su respuesta.

. Un sélido tiene las propiedades siguientes. Cuando es iluminado por rayos paralelos al eje z,
su sombra es un disco circular. Si los rayos son paralelos al eje y, su sombra es un cuadrado.
Si los rayos son paralelos al eje x, su sombra es un tridngulo isdsceles. (En el ejercicio
12.1.48 se le pidi6 describir y trazar un ejemplo de un sélido como este, pero hay muchos
so6lidos de este tipo.) Suponga que la proyeccion en el plano xz es un cuadrado cuyos lados
tienen longitud 1.

(a) (Cudl es el volumen del mds grande de esos sélidos?

(b) ¢(Hay un volumen al que se pueda calificar como el mds reducido?

845






1 3 Funciones vectoriales

Las trayectorias de objetos
que se mueven en el espacio,
como los jets que aparecen
aqui, pueden describirse
con funciones vectoriales.

En la seccién 13.1 ,

vera como usar estas S ';,

funciones vectoriales para
determinar si dos objetos asi j i -

pueden chocar o no. .
© Natalia Davydenko/Shutterstock.com

LAS FUNCIONES QUE SE HAN usado hasta aqui han sido funciones con valores reales. Ahora
se estudiaran funciones cuyos valores son vectores porque tales funciones son necesarias para
describir curvas y superficies en el espacio. También se usardn funciones con vectores como
valores para describir el movimiento de objetos en el espacio. En particular, se empleardn para
derivar las leyes del movimiento de los planetas de Kepler.

847



848 CAPITULO 13 Funciones vectoriales

13.1 Funciones vectoriales y curvas en el espacio

Si lim,_,r(r) =L, esta definicién
equivale a decir que la longitud y
direccidn del vector r(t) aproxima

la longitud y direccién del vector L.

En general, una funcién es una regla que asigna a cada elemento en el dominio un ele-
mento en el rango. Una funcién con un vector como valor, o funcién vectorial, es
simplemente una funcién cuyo dominio es un conjunto de nimeros reales y cuyo rango
es un conjunto de vectores. Interesan en particular las funciones vectoriales r cuyos valores
son vectores tridimensionales. Esto significa que para cada nimero 7 en el dominio de r
hay un vector tnico en V., denotado por r(#). Si (1), g(r) y h(t) son los componentes del
vector r(?), f, g y h son funciones de valores reales llamadas funciones componentes
de r y se pueden escribir

r() =(f(®,9 @), k) =fOi+gnj+hnk

Se usa la letra ¢ para denotar la variable independiente porque representa el tiempo
en la mayoria de las aplicaciones de funciones vectoriales.

EJEMPLO 1 Si

r()) = (¢,1G — 0, V1)
entonces las funciones componentes son

[ =r g() =In(3 — 1) () =t

Por efecto de la convencién usual, el dominio de r consta de todos los valores de ¢ para
los que se define la expresion r(z). Las expresiones 3, In(3 — 1) y \/; se definen
en su totalidad cuando 3 — t > 0 y t = 0. Asi, el dominio de r es el intervalo [0, 3). W

@ Limites y continuidad

El limite de una funcién vectorial r se define tomando los limites de sus funciones com-
ponentes como sigue.

(1] Sir() = (f (), g(t), h(2)), entonces
lim r(t) = <t1£n 1), lim g(1), lim h(f)>

siempre y cuando los limites de las funciones componentes existan.

En términos equivalentes, se podria haber usado una definicion £-6 (véase el ejercicio 54).
Los limites de las funciones vectoriales obedecen las mismas reglas que los limites de
funciones con valores reales (véase el ejercicio 53).

sent

EJEMPLO 2 Determine 1in(1) r(s),donder(r) = (1 + £3)i + te”'j + k.
t—

SOLUCION De acuerdo con la definicién 1, el limite de r es el vector cuyos componen-
tes son los limites de las funciones componentes de r:

. e et P v o |y sent
}Lmor(t) [}E%(l””)]ﬁ[}g%fe ],]-f—[[lgl(l) , ]k

=i+ Kk (por la ecuacién 3.3.2) [ |
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FIGURA 1

C es trazada por la punta de un vector
de posicion en movimiento r(z).

Visual 13.1A muestra varias
curvas trazadas por vectores de
posicién, incluidas las de las figuras
ly?2.

X

FIGURA 2
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Una funcidn vectorial r es continua en a si

}gl1 r(t) = r(a)

En vista de la definicién 1, vemos que r es continua en a si, y solo si, sus funciones com-
ponentes f, g y h son continuas en a.

@ Curvas en el espacio

Existe una estrecha relacion entre funciones vectoriales continuas y curvas en el espacio.
Suponga que f, g y h son funciones continuas con valores reales en un intervalo /. Enton-
ces el conjunto C de todos los puntos (x, y, z) en el espacio, donde

(2] x=f() y =g z = h(1)

y ¢ varia a todo lo largo del intervalo 7, se llama una curva en el espacio. Las ecuaciones
en (2) se llaman ecuaciones paramétricas de C y ¢ se llama un parametro. Se puede
concebir C como trazada por una particula en movimiento cuya posicién en el tiempo
tes (f(1), g(r), h(1)). Si se considera ahora la funcién vectorial r(r) = (1), g(2), h(?)),
entonces r(7) es el vector de posicién del punto P( f(7), g(¢), h(t)) en C. Asi, toda funcién
vectorial continua r define una curva en el espacio C trazada por la punta del vector en
movimiento r(¢), como se muestra en la figura 1.

EJEMPLO 3 Describa la curva definida por la funcién vectorial
r()) =(1 + 12+ 5, —1 + 61)
SOLUCION Las ecuaciones paramétricas correspondientes son
x=1+1¢ y=2+5t z=—1+ 6t

las que con base en las ecuaciones 12.5.2 se reconocen como ecuaciones paramétricas
de una recta que pasa por el punto (1, 2, —1) y paralela al vector (1, 5, 6). O bien, podria
observar que la funcién puede escribirse como r = r, + rv, donde ry = (1,2, —1) y

v = (1,5, 6), y esta es la ecuacion vectorial de una recta dada por la ecuacién 12.5.1. H

Curvas en un plano también pueden representarse en notacioén vectorial. Por ejemplo,
la curva dada por las ecuaciones paramétricas x = 1> — 2ty y = t + 1 (véase el ejemplo
10.1.1) también podrian describirse con la ecuacién vectorial

r() ={* =26t + 1)=@*—20i+ @t + 1)j
donde i = (1,0)yj =0, 1).
EJEMPLO 4 Trace la curva cuya ecuacion vectorial es
r(f) = costi+ sentj+ tk

SOLUCION Las ecuaciones paramétricas para esta curva son

I
-

X = cost y=sent z

Como x> + y? = cos’t + sen’t = 1 para todos los valores de ¢, la curva debe estar en

el cilindro circular x> + y* = 1. El punto (x, y, z) se sitda directamente arriba del punto
(x, y, 0), el cual se mueve a contrarreloj alrededor del circulo x> + y*> = 1 en el plano xy.
(La proyeccion de la curva en el plano xy tiene la ecuacién vectorial () = {cos t, sen z, 0).
Véase el ejemplo 10.1.2.) Como z = t, la curva sube en espiral alrededor del cilindro

al incrementarse ¢. Esta curva, la cual se muestra en la figura 2, se llama hélice. [ |
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La forma de sacacorchos de la hélice del ejemplo 4 es conocida por su ocurrencia en
resortes. También aparece en el modelo del ADN (4cido desoxirribonucleico, el material
genético de las células vivas). En 1953 James Watson y Francis Crick demostraron
que la estructura de la molécula del ADN es la de dos hélices paralelas y enlazadas como
en la figura 3.

En los ejemplos 3 y 4 se dieron ecuaciones vectoriales de curvas y se pidié una des-
cripcién geométrica o diagrama. En los dos ejemplos siguientes se dard una descripcion
geométrica de una curva y se pedird determinar ecuaciones paramétricas para la misma.

EJEMPLO 5 Determine una ecuacion vectorial y ecuaciones paramétricas para el seg-
FIGURA 3 mento de recta que une al punto P(1, 3, —2) con el punto Q(2, —1, 3).

Una hélice doble SOLUCION En la seccién 12.5 se determiné una ecuacién vectorial para el segmento de
recta que une la punta del vector r, con la punta del vector ry:

La ﬁgura4muest.ra el segmento r() = (1 — Hro + 1ry 0<t<1
de recta PQ del ejemplo 5.

(Véase la ecuacion 12.5.4) Aqui se tomar, = (1, 3, —2) y r; = (2, —1, 3) para obtener
una ecuacién vectorial del segmento de recta de P a Q:

r() = (1 —1<(l,3, =2) + (2, —1,3) 0<r=<1

o r() =1+ t,3 — 41, =2 + 51) 0<r=<1

Las ecuaciones paramétricas correspondientes son

P(1,3,-2) x=1+1 y=3—4t z7=-2+5¢ 0<r=<1 -

FIGURA 4
EJEMPLO 6 Determine una funcién vectorial que represente la curva de interseccion

del cilindro x> + y* — 1 yelplanoy + z = 2.

SOLUCION La figura 5 muestra cémo interesecan el plano y el cilindro, y la figura 6 la
curva de interseccion C, la cual es una elipse.

ytz=2 0, -1, 3)

(—1,0,2)

(1,0,2)

L

0,1, 1)

/’\
xu y x y

FIGURA 5 FIGURA 6

NI
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La proyeccién de C en el plano xy es el circulo x* + y* = 1, z = 0. Asi, por el ejemplo
10.1.2 se sabe que se puede escribir

X =cost y =sent O0st=<2mw
De la ecuacion del plano se tiene
z=2—y=2—sent
Asi, se puede escribir ecuaciones paramétricas para C como
X =cost y =sent z=2—sent O0st=2w
La ecuacién vectorial correspondiente es
r(f) = costi +sentj+ (2 —sent)k 0<rt<2mw

Esta ecuacidn se llama parametrizacion de la curva C. Las flechas de la figura 6 indican
la direccién en la que se traza C al incrementarse el pardmetro 7. [ ]

B Uso de computadoras para trazar curvas en el espacio

Las curvas en el espacio son inherentemente mas dificiles de trazar a mano que las curvas
en un plano; para una acertada representacion se debe usar tecnologia. Por ejemplo,
la figura 7 muestra una gréafica generada por computadora de la curva con ecuaciones
paramétricas

x = (4 + sen201) cos ¢ y = (4 +sen 201) sen ¢ z = cos 20t

Esta curva se llama espiral toroidal porque se sitda en un toro. Otra curva interesante,
el nudo de trébol, con ecuaciones

x =(2 + cos 1.57) cos t y = (2 + cos 1.51) sent zZ = sen1.5¢

se grafica en la figura 8. No seria facil trazar a mano ninguna de estas curvas.

X

FIGURA 7 FIGURA 8

Una espiral toroidal Un nudo de trébol

Aun cuando se usa una computadora para trazar una curva en el espacio, las ilusiones
Opticas dificultan obtener una buena impresion de la apariencia verdadera de la curva.
(Esto es especialmente cierto en la figura 8. Véase el ejercicio 52.) El ejemplo siguiente
muestra como lidiar con este problema.

EJEMPLO 7 Use una computadora para trazar la curva con ecuacién vectorial
r(r) = (1, t %, 1 ). Esta curva se llama ciibica torcida (también se conoce como
cubica alabeada).

SOLUCION Se comienza usando la computadora para trazar la curva con ecuaciones
paramétricas x = 1,y = t% z — ¢ 3 para —2 < ¢ < 2. El resultado aparece en la figura
9(a), pero es dificil ver la verdadera naturaleza de la curva con base tinicamente en esa
grafica. La mayoria de los programas de cémputo de graficacién tridimensional
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FIGURA 9

Vistas de la ctbica torcida

En Visual 13.1B usted puede
rotar la caja de la figura 9 para ver la
curva desde cualquier punto de vista.

FIGURA 10
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permiten al usuario encerrar una curva o superficie en una caja en lugar de exhibir
los ejes de coordenadas. Cuando se examina la misma curva en una caja en la figura
9(b), se tiene una imagen mucho mads clara de la curva. Se puede ver que sube de una
de las esquinas inferiores de la caja a la esquina superior mds cercana a la persona, y
que se tuerce al subir.

6
z 0
0 0
2 X
y 42
(©
8 8
41 4 +
z 07T z 0T
74 -+ 74 +
—8 + + —8 + +
2 1 0 -1 -2 0 1 2 3 4
x y
(e ()

Se obtiene una idea todavia mejor de la curva cuando se ve desde diferentes perspec-
tivas. La parte (c) muestra el resultado de rotar la caja para dar otro punto de vista. Las
partes (d), (e) y (f) muestran las vistas que se obtiene cuando se examina directamente
una de las caras de la caja. En particular, la parte (d) muestra la vista directa desde
arriba de la caja. Esta es la proyeccion de la curva en el plano xy, es decir la pardbola
y = x%. La parte (e) muestra la proyeccion en el plano xz, la curva ctibica z = x*. Ahora
es obvio por qué la curva dada se llama ctbica torcida. [ |

Otro método para visualizar una curva en el espacio es dibujarla en una superficie.
Por ejemplo, la cibica torcida del ejemplo 7 se tiende en el cilindro parabdlico y = x°.
(Elimine el pardmetro de las dos primeras ecuaciones paramétricas, x =ty y = °). La
figura 10 muestra tanto el cilindro como la ctbica torcida, y se ve que la curva se mueve
hacia arriba desde el origen a lo largo de la superficie del cilindro. También se utiliza
este método en el ejemplo 4 para visualizar la hélice tendida en el cilindro circular
(véase la figura 2).
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Un tercer método para visualizar la cubica torcida es reparar en que también se tiende
en el cilindro z = x*. Asi, puede verse como la curva de interseccién de los cilindros
y=x"yz=x% (Véase la figura 11.)

Visual 13.1C muestra cémo 81 I
surgen las curvas como interseccio- al
nes de superficies.
z 01 =
_4 1 H 1
-8 i I
FIGURA 11 X Y

Algunos sistemas algebraicos por Se ha visto que una curva en el espacio interesante, la hélice, ocurre en el modelo
computadora brindan una imagen del ADN. Otro ejemplo notable de una curva en espacio en la ciencia es la trayectoria de
mis clara de una curva en el espacio una particula positivamente cargada en campos eléctrico y magnético ortogonalmente

encerrdndola en un tubo. Un diagrama  orientados E y B. Dependiendo de la velocidad inicial dada a la particula en el origen,
asi permite vefr Stuna partz de,unda la trayectoria de la particula es una curva en el espacio cuya proyeccion en el plano
curva pasa al frente o por detrds de horizontal es el cicloide que se estudi6 en la seccién 10.1 [figura 12(a)] o una curva cuya

ggirzaﬁeiiiz ti;ﬁiii;?g??g;ﬁfa proyeccién es el trocoide que se investigé en el ejercicio 10.1.40 [figura 12(b)].

12(b) producida por el comando
tublepot en Maple.

J
t t
3 3
(a) r(t) = (t—sent, 1 —cost,t) (b) r(t) = <z —5sent, 1— 3 cost, t>
FIGURA 12 FIGURA 13
Movimiento de una particula cargada Para mds detalles concernientes a la fisica implicada y la animacién de las trayectorias
en campos eléctrico y magnético de las particulas, véanse los siguientes sitios web:

ortogonalmente orientados = www.physics.ucla.edu/plasma-exp/Beam/

= www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/index.php?topic=36

13.1 EJERCICIOS

1-2 Determine el dominio de la funcién vectorial. 3-6 Determine el limite.

t2
3. lim (e’”i + —ztj + cos 2tk>
sen

) :<ln(t " ﬁ 2'> - lim

=1\ t—

. . 1 2
. = + + =t t
2 0 ScostitInij+ ook a. h’m( RIS R k)
n
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7-14 Trace la curva con la ecuacién vectorial dada. Indique con
una flecha la direccion en la que se incrementa .

7. r(t) = (sent, t) 8. r(t)=(*— 1,1
9. r(t) =(t,2 — ,2¢) 10. r(¢) = (3, 1)
1. r(t) =(3,1,2 — %)
12. r(f) =2costi + 2sentj + k
13. r(r) =1 + t*j + 1°k
14. r(t) =121 + tj + 2k

15-16 Trace las proyecciones de la curva en los tres planos de
coordenadas. Use estas proyecciones para trazar la curva.

15. r(t) = (¢, sent, 2 cos 1) 16. r(1)= (1,1, 1%)

17-20 Determine una ecuacion vectorial y ecuaciones
paramétricas para el segmento de recta que une P con Q.

17. P(0,0,0), 0(1,2,3) 18. P(1,0,1), 0(2,3,1)
19. P(0, —1,1), 0(3 %%  20. P(a,b,c), Ou,v, w)

21-26 Asocie las ecuaciones paramétricas con las graficas
(rotuladas I-VI). D€ razones de sus decisiones.

1 z
y
X
N : v :
. y
P y
v z VI z
* y

21. x
22, x
23. x=1t, y=1/(0+1}), z=1¢

tcost, y=t z=tsent, t=0

cost, y=sent, z=1/(1+ %)

24, x = cost, y =sent, z = cos?2t
25, x
26. x

cos8t, y=sen8t, z=2¢e" =0

cos’t, y =sen’t, z =t

27. Demuestre que la curva con ecuaciones paramétricas x = £ cos ¢
y=tsent, z=tsesitiaen el cono z> = x> + y? y use este
hecho para trazar la curva.

28. Demuestre que la curva con ecuaciones paramétricas x = sen t,
y = cos t, z = sen’t es la curva de interseccién de las superficies
z = x>y x* +)* = 1. Use este hecho para trazar la curva.

29. Determine tres superficies diferentes que contengan la curva
r(H) =2ti+e'j+ ¥k

30. Determine tres superficies diferentes que contengan la curva
r)=~ri+Intj+ (1/0k

31. (En qué puntos la curvar(r) = ti + (2 — ¢ %) k interseca el
paraboloide z = x* + y*?
32. ;En qué puntos la hélice r() = (sen 1, cos f, ) interseca la

esfera x? + y* + 22 = 5?

33-37 Use una computadora para graficar la curva con la
ecuacion vectorial dada. Cercidrese de elegir un dominio de
pardmetros y puntos de vista que revelen la verdadera naturaleza
de la curva.

33. r(r) = (cos t sen 2¢, sen f sen 2, cos 21)

34. r(1) = (te', e ', 1)

35. r(1) = <sen 3t cos t, %t, sen 3 sen t>

36. r(7) = (cos(8 cos 1) sent, sen(8 cos t) sent, cos 1)

37. r(t) = (1, tsent, t cos t)

38. Grafique la curva con ecuaciones paramétricas x = sen f,
y = sen 2t, z = cos 4t. Explique su forma graficando sus
proyecciones en los tres planos de coordenadas.

A 39. Grafique la curva con ecuaciones paramétricas
x = (1 + cos 161) cos t

y = (1 + cos 167) sent

z =1+ cos 16t

Explique la apariencia de la grafica al mostrar que se ubica en
un cono.

40. Grafique la curva con ecuaciones paramétricas

x=+/1 — 0.25cos2107 cos ¢

y =+/1 — 0.25 cos210z sen ¢
z =0.5cos 10t
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Explique la apariencia de la grafica al mostrar que se ubica
en una esfera.

. Demuestre que la curva con ecuaciones paramétricas
x=1%y=1=23tz=1++ t3pasa por los puntos (1, 4, 0)
y (9, —8, 28), pero no por el punto (4, 7, —6).

-46 Determine una funcion vectorial que represente la curva de

interseccion de las dos superficies.

42

43.

a4
45
46

. Elcilindro x* + y*> = 4 y la superficie z = xy
Elconoz = /x2+ y? yelplanoz=1+y

El paraboloide z = 4x*> + y?y el cilindro parabdlico y = x?

. El hiperboloide z = x* — y*y el cilindro x> + y* = 1

. El semielipsoide x> + y*> + 42> = 4,y = 0, y el cilindro
x¥*+z2=1

47

[
(T

A4 48

49

50

Intente trazar a mano la curva de interseccion del cilindro
circular x* + y*> = 4 y el cilindro parabdlico z = x2 Luego
determine ecuaciones paramétricas para esta curva y use estas
ecuaciones y una computadora para trazar la curva.

. Intente trazar a mano la curva de interseccién del cilindro
parabélico y = x? y la mitad superior del elipsoide
x? + 4y? + 422 = 16. Luego determine ecuaciones
paramétricas para esta curva y use estas ecuaciones y una
computadora para graficar la curva.

Si dos objetos viajan por el espacio a lo largo de dos curvas
diferentes, a menudo es importante saber si chocardn. (;Un
misil impactard su blanco mévil? ;Dos aviones chocardn?)
Las curvas podrian intersecar, pero se necesita saber si los
objetos estardn en la misma posicién al mismo tiempo.
Suponga que las trayectorias de las dos particulas estan dadas
por las funciones vectoriales

r(t) =7t — 12, 1% r,(t) = (4t — 3,1, 5t — 6)

para t = 0. ;Las particulas chocardn?

Dos particulas viajan a lo largo de las curvas en el espacio
ri(t) = (1, 1> 1) r(t) =1 + 21,1 + 61,1 + 141)

(Las particulas chocaran? ;Sus trayectorias intersecaran?

855

51. (a) Grafique la curva con ecuaciones paramétricas

27 sen 81 — % sen 18t

X = 3
y = —%cos 8t + %cos 18t
2 =1 gen 51

(b) Demuestre que la curva se ubica en el hiperboloide de
una hoja 144x? + 144y? — 2522 = 100.

52. La vista del nudo de trébol mostrada en la figura 8 es exacta,

53

pero no revela toda la historia. Use las ecuaciones paramétricas

x = (2 + cos 1.5¢1) cos t

y = (2 + cos 1.5t) sen t

z = sen 1.5¢

para trazar a mano la curva vista desde arriba, con brechas que
indiquen dénde pasa la curva sobre ella misma. Comience por
demostrar que la proyeccién de la curva en el plano xy tiene
coordenadas polares » = 2 + cos 1.5ty 6§ = t, de manera que
rvaria entre 1 y 3. Después demuestre que z tiene valores
maximo y minimo cuando la proyeccion estd a medio camino
entrer =1lyr=3.

Al terminar su diagrama, use una computadora para trazar
la curva con punto de vista directamente arriba y compérela
con su diagrama. Use luego la computadora para trazar la
curva desde otros puntos de vista. Podrd obtener una mejor
impresion de la curva si traza un tubo con radio 0.2 alrededor de
la curva. (Use el comando tubeplot en Maple o el comando
tubecurve o Tubecommand en Mathematica.)

Suponga que u y v son funciones vectoriales que fijan
limites cuando 7 — a y sea ¢ una constante. Compruebe
las siguientes propiedades de los limites.

(a) }im [u(z) + v(r)] = }im u(r) + }fm v(1)
(b) th’m cu(t) =c¢ tlfm u(r)
(c) th’m [u(z) - v(r)] = /h’m u(z) - }im v(1)

(d) }fm [u(r) X v(1)] = }fm u(r) X }fm v(1)

54. Demuestre que lim,_,, r(z) = b si, y solo si, para cada ¢ > 0
hay un nimero & > 0 tal que

Si 0<|r—a| <& entonces |r(1) —b|<e

13.2 Derivadas e integrales de funciones vectoriales

Mais adelante en este mismo capitulo se usardn funciones vectoriales para describir el
movimiento de los planetas y otros objetos en el espacio. Aqui se preparard el camino
desarrollando el cdlculo de funciones vectoriales.

@ Derivadas

La derivada r’ de una funcién vectorial r se define casi de la misma manera que las fun-
ciones con valores reales:
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d t+h) —r(
dt h—0 h

si este limite existe. La significacion geométrica de esta definicion aparece en la figura
1. Si los puntos Py Q tienen vectores de posicion r(f) y r(¢ + h), entonces PQ representa
el vector r(t + h) — r(f), el cual puede considerarse un vector secante. Si & > 0, el multiplo

Notese que cuando 0 < h < 1, escalar (1/h)(r(t + h) — r(?)) tiene la misma direccion que r(t + k) — r(¢). Cuando
multiplicar el vector secante por 1/h h — 0, parece que este vector se aproxima a un vector que estd en la recta tangente. Por
alarga el vector, como se muestra esta razon, el vector r'(7) se llama vector tangente a la curva definida por r en el punto
en la figura 1(b). P, siempre y cuando r'(7) exista y r'(f) # 0. La recta tangente a C en P se define como la

recta que pasa por P paralela al vector tangente r’'(¢). También se tendra ocasién de con-
siderar el vector tangente unitario, el cual es

r'(r)
T =
[r' ()]
Visual 13.2 muestra una anima- z 2 r(t+h)—r(y)
cién de la figura 1. r(t+h)—r() r(6) /h
p——E b
r(t+h) r(t+h)
ford <
0 0
x y P / y
FIGURA 1 (a) El vector secante I@ (b) El vector tangente r'(f)

El siguiente teorema da un método conveniente para calcular la derivada de una fun-
cion vectorial r: sencillamente se deriva cada componente de r.

(2] Teorema Sir(r) =(f(1). g(r)., (1)) =f()i + g(t) j + (1) k, donde f, g,
y h son funciones derivables, entonces

r'(@) =0, g0, Q) =fOi+gnj+hDk

COMPROBACION

r'(r) = A1tiin0 ALt [r(t + Ar) — r(1)]

= Alzfgloiw(t + A0, gt + Ao, h(t + AD) — (1), 9(0), h(1))]

— tim flt+ At — f(t) gt + Ar) — g(t) h(zr + At) — h(2)
At ' At ' At

im————, lim ——————, lim
Ar—0 At Ar—0 At Ar—0 At

_ < e+ AD — £ g+ A0 —g() | b+ Ar) — h(t)>

={f'0).9'0), K'(®) u




FIGURA 2

Notese en la figura 2 que el vector
tangente apunta en la direccién de ¢
creciente. (Véase el ejercicio 58.)

La hélice y la recta tangente del
ejemplo 3 aparecen en la figura 3.

FIGURA 3
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EJEMPLO 1
(a) Determine la derivada de r(r) = (1 + %) i + te ' j + sen 2t k.
(b) Determine el vector tangente unitario en el punto donde ¢ = 0.

SOLUCION
(a) De acuerdo con el teorema 2, se deriva cada componente de r:

r'() =31+ (1 — e 'j + 2cos 2tk
(b) Como r(0) =iyr'(0) = j + 2K, el vector tangente unitario en el punto (1, 0, 0) es

r'0) _ j+2k

r'0)| JT+4

L

2
NN

T(0) =

k |

EJEMPLO 2 Paralacurvar(r) =+/7 i + (2 — #) j, determine r'(7) y trace el vector
de posicion r(1) y el vector tangente r'(1).

SOLUCION Se tiene

1

1
") = . ) =Li—i
r'(7) 2\51 J y r'(1) Si—l

La curva es una curva en un plano y la eliminacion del pardmetro de las ecuaciones

x =1, y=2—rtday=2—x%x=0.Enlafigura 2 se traza el vector de posicién
r(1) =i + j a partir del origen y el vector tangente r'(1) a partir del punto correspon-
diente (1, 1). [ |

EJEMPLO 3 Determine ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la hélice con
ecuaciones paramétricas

x =2cost y =sent z =t

en el punto (0, 1, 7/2).

SOLUCION La ecuacién vectorial de la hélice es r(r) = (2 cos 1, sen ¢, t), asi que
r'(f) =(—2sent,cost 1)

El valor del pardmetro correspondiente al punto (0, 1, 77/2) es t = /2y, asi que el
vector tangente ahf es r'(7/2) = (-2, 0, 1). La recta tangente es la recta que pasa por
(0, 1, 7/2) paralela al vector (-2, 0, 1), de modo que por las ecuaciones 12.5.2 sus
ecuaciones paramétricas son

x=-2t y=1I z=%+t |
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En la seccién 13.4 se verd como r'(7) Igual que las funciones con valores reales, la segunda derivada de una funcién vec-
y r’(¢) pueden interpretarse como los torial r es la derivada de r’, es decir r” = (r’)’". Por ejemplo, la segunda derivada de la
vectores de velocidad y aceleracién funcién del ejemplo 3 es

de una particula que se mueve en el ,

espacio con un vector de posicién r'(t) = (=2 cost, —sent, 0)

r(7) en el momento ¢.

B Reglas de derivacion

El siguiente teorema demuestra que las férmulas de derivacidn para funciones con valores
reales tienen sus contrapartes para funciones con un vector como valor.

' \
E] Teorema Suponga que u 'y v son funciones vectoriales derivables, ¢ un escalar
y funa funcién con valores reales. Entonces

L () + ¥0] = w0 + V()

2. % feu] = cu')

3 S 0u0] = w0 + 70w

4 ) 0] =00 -0 + u) - V()

5. < Tu() X v(] = w() X ¥() + u) X V0

6. L [u(F)] =FOU(W)  Geghadeacadena)

\ J

Este teorema puede comprobarse directamente de la definicién 1 o usando el teo-
rema 2 y las correspondientes formulas de derivacién para funciones con valores reales.
La comprobacién de la férmula 4 se da a continuacidn, las férmulas restantes se dejan
como ejercicios.

COMPROBACION DE LA FORMULA 4 Sea

u(®) = (/i(0), L0, ) v(1) ={g:(1), 92(0), g5(1))

Entonces  u(?) - v(t) = fi(t) g1(t) + £2(1) g2(0) + f3(1) g5(2) = glfi(f) gi()
asi que la regla del producto ordinaria da

3

() ¥0] =4 2060 = S0 6(0]

= 2 [£/(0gi(0) + £ g/(0)]

= 2 090 + 2 040

=u'(t) - v(r) + ul®) - v'() ]

EJEMPLO 4 Demuestre que si ’ r(?) ‘ = ¢ (una constante), entonces r'(¢) es ortogonal
ar(f) para todas las 7.
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SOLUCION Como
r(0) - x(0) = |r@®) > = c?

y ¢? es una constante, la férmula 4 del teorema 3 da
d ! ! !
0= E[r(z‘) cr(0)] =r'@) @) + () - v'(t) =2r'@) - r(r)

Asi, r'(f) - v(f) = 0, lo que indica que r’(f) es ortogonal a r(f).

En términos geométricos, este resultado indica que si una curva estd en una esfera
con centro en el origen, el vector tangente r'(7) siempre es perpendicular al vector
de posicion r(7). (Véase la figura 4.) [ |

@ Integrales

La integral definida de una funcién vectorial continua r(#) puede definirse casi igual
que las funciones con valores reales, salvo que la integral es un vector. Pero entonces se
puede expresar la integral de r en términos de las integrales de sus funciones componen-
tes f, g y h como sigue. (Se usa la notacién del capitulo 5.)

j "r(0) dr = 1im S r(5F) At
a n—ow i=1

= lim [(if(t,-*) At) i+ (E g(t") At)j + (E h(t") At) k]

y por tanto

Lb r(r) dr = ( L” 1) dt) i+ ( Lb g(1) dt)j + ( L” h(r) dt) K

Esto significa que se puede evaluar una integral de una funcién vectorial integrando cada
funcién componente.

Se puede extender el teorema fundamental del cdlculo a las funciones vectoriales
continuas como sigue:

j "r(t) dt =R()]' = R(®) - R(a)

donde R es una antiderivada de r, es decir R'(¢) = r(¢). Se usa la notacion j‘ r(f) dt para
integrales indefinidas (antiderivadas).

EJEMPLO 5 Sir(f) = 2costi + sentj + 2t k, entonces

fr(t)dtz(fzcostdz>i+ (j sentdt)j + (fztdr>k

=2senti—costj+ t’k + C
donde C es una constante vectorial de integracion y

/2 o . . ,7/2_ . . 772
fo r(t)dt—[2sent1—costj+t2k]0 _21+J+Tk -
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13.2 EJERCICIOS

1. L(a)ﬁgura muestra una curva C dada por una funcién vectorial 13. r(f) = tsenti + e'cos tj + sent cos rk
r(?).
(a) Trace los vectores r(4.5) — r(4) y r(4.2) — r(4). 14. r(r) =sen’ari + te” j + cos’crk
(b) Trace los vectores 15. r() =a + tb + 2¢
r(4.5) — r(4) y r(4.2) — r(4) 16. r(t) =ra X (b + r¢)
0.5 0.2
(c) Escriba expresiones para r'(4) y el vector tangente unita- 17-20 Determine el vector tangente unitario T(#) en el punto con
rio T(4). el valor dado del pardmetro ¢.
(d) Trace el vector T(4). 17. v(1) = <12 — 201+ 31, %t3 + %t2>, t =2
y 18. r(r) =(tan 't,2¢*, 8te'), t =0
Cc R
19. r(r) =costi+ 3rj + 2 sen2tk, t =0
4.
1 r(-5) 0 20. r(t) =(*+ 31, 1>+ 1,3t + 4), t =1
r(4.2)
P 21. Sir(r) = {1, t 1), determine r'(¢), T(1), r"(¢) y ¥'(¢) X ¢"(2).
) 22, Sir(r) = (e, e %, te* ), determine T(0), r"(0) y r'(¢) - ¥" ().
0 1 X 23-26 Determine ecuaciones paramétricas para la recta tangente
a la curva con las ecuaciones paramétricas dadas en el punto
2. (a) Haga un diagrama grande de la curva descrita por la especificado. .
funcién vectorial r(r) = (t2,1),0 <t < 2, y trace los 23. x =t +1, y =4\/;, z=e" (2,4,1)
vectores r(1), r(1.1) y r(1.1) — r(1). _ _ —t
24, x =In(r + 1 =t 2t =2 (0,0,1
(b) Trace el vector r'(1) a partir de (1, 1) y compdrelo con x =In( by cos el = > 0.0.1)
el vector 25. x =e¢'cost, y=e'sent, z =e'; (1,0,1)
r(1.1) — r(1) 26. x =1+2Jt, y=—1, z=+1 (3,02

0.1

Explique por qué estos vectores estdn tan cerca entre si

en longitud y direccién. 27. Determine una ecuacion vectorial para la recta tangente a la

curva de interseccion de los cilindros x> + y* — 25y

3-8 )
. . +2z2-20 1 to (3, 4, 2).
(a) Trace la curva en un plano con la ecuacién vectorial dada. Y : en el punto ( )
(b) Determine r’ (7). 28. Determine el punto en la curva r() = (2 cos t, 2 sen t, e’),
(c) Trace el vector de posicion r(f) y el vector tangente r'(f) para 0 < ¢ =< 7, donde la recta tangente es paralela al plano
el valor dado de 7. V3x+y=1.
3.r() =@ —2,t>+1), t=-1 . . L
29-31 Determine ecuaciones paramétricas para la recta tangente
4. r(1) = (% 1%), =1 a la curva con las ecuaciones paramétricas dadas en el punto
5.1() =e¥i+e'j, 1=0 especificado. Ilustre en una grafica tanto la curva como la recta
tangente en una pantalla comun.
6. r(t) =e'i+2tj, t=0
2. x=t,y=e ', z=2t—1* (0,1,0)
7. r(t1) =4senti — 2costj, t=23m/4
30. x =2cost, y =2sent, z = 4cos 2t; (ﬂ, 1,2)
8. r(t) =(cost+ 1)i+ (sent — 1)j, t=—-7/3
31. x =tcost, y=t, z=tsent; (—m, m0)

9-16 Determine la derivada de la funcién vectorial. . . .
32. (a) Determine el punto de interseccién de las rectas tangentes

9. r(1) = <\/l —-2,3, 1/t2> ala curva r(f) = (sen 71, 2 sen 7t, cos 7rf) en los puntos
10. r(r) =(e™, 1t — ’,In1) donde? =0y = 05
A (b) Ilustre en una grafica la curva y ambas rectas tangentes.
1. r(r) =i + t?)j + sen’tk
r(7) i+ cos(r) j + sen , 33. Las curvas r(f) = (t, 1, %) y ry(f) — (sen t, sen 2t, 1)
12. r(r) = 1 i+ ! j+ ! intersecan en el origen. Determine su dngulo de interseccion
1+ 1 +1 al grado mds cercano.

t 1+t




34. ;En qué punto intersecan las curvas
60 =61 -3+ 1)yns) =03 —s5s5s—2:5)?

Determine su dngulo de interseccion al grado mds cercano.

35-40 Evalte la integral.
35. JO‘ (613 + tj — 8°K) dr

36. JT (221 + (1 + 1)/ K) dr

rl 1 1 t
37. i+ j + k| dt
Jo<z+1l el e )
/4 . . 2
38. L (secttanti + tcos 2rj + sen® 2z cos 2t k) dr
39. j(e'i+2tj+1nzk)dz

40. j (cos mri + sen 7t j + k) dr

41. Determine r(f) sir'(r) = 311 — 8tj + 8t°ky
r(1) = 3i + 7j.

42, Determine r(?) sir'(f) = 2 sen2ri + costj + 3 cos 3tk
yr(m/6) =i+ j + 3k

43. Compruebe la férmula 1 del teorema 3.
44. Compruebe la férmula 3 del teorema 3.
45. Compruebe la férmula 5 del teorema 3.
46. Compruebe la férmula 6 del teorema 3.

47. Siu(r) = (sent, cost, 1)y v(r) = (t, cos t, sen ) use la
férmula 4 del teorema 3 para determinar

d
SACOR)

13.3 Longitud de arco y curvatura

X

FIGURA 2

48.

49.
50.
51.
52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

z B Longitud de una curva
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Siuy v son las funciones vectoriales del ejercicio 47, use la
férmula 5 del teorema 3 para determinar

() X ¥(9]
Determine f'(2), donde f () = u(z) - v(2),
u?) = (1,2, =1),u'(2) = (3,0,4) y v(r) = (t, t2, t3).

Sir(z) = u(r) X v(z), donde u y v son las funciones
vectoriales del ejercicio 49, determine r’(2).

Sir(r) = acos wt + b sen 7 wt, donde a y b son vectores
constantes, demuestre que r(r) X r'(f) = wa X b.

Sir es la funcién vectorial del ejercicio 51, demuestre que
r'(t) + wr() = 0.

Demuestre que si r es una funcién vectorial tal que r” existe,
entonces

e X r0] = x() X ')

d
Determine una expresion para & [u(®) - (v(zr) X w()].

d
Sir(¢) # 0, demuestre que o [r(r)| = r(?) - r'(r).

1
[r()|
[Sugerencia: | v(t) | = x(z) - x(1)]

Si una curva tiene la propiedad de que el vector de posicion r(r)

siempre es perpendicular al vector tangente r'(7), demuestre
que la curva estd en una esfera con centro en el origen.

Siu(?) = r() - [r'(r) X r"(r)], demuestre que
u'(t) =r@) - [r'() X r"(@)]

Demuestre que el vector tangente a una curva definida
por una funcién vectorial r(f) apunta en la direccién de ¢
creciente. [Sugerencia: Remitase a la figura 1 y considere
los casos h > 0y h < 0 por separado.]

En la seccién 10.2 se defini6 la longitud de una curva en un plano con ecuaciones para-
métricas x = f (1), y = ¢g(t), a < t < b, como el limite de longitudes de poligonos inscri-
tos, y para el caso donde f' y g’ son continuas, se arriba a la férmula

@ = VTOrmera=| \/ <‘;—f) ' (%) dr

La longitud de una curva en el espacio se define exactamente de la misma manera

(véase la figura 1). Suponga que la curva tiene la ecuacion vectorial r(f) = (f(£), g(2), h(?)),

La longitud de una curva en el espacio
es el limite de las longitudes de los
poligonos inscritos.

a <t =< b o, en términos equivalentes, las ecuaciones paramétricas x = f (), y = ¢(1),
z = h(t), donde f', g’ y h' son continuas. Si la curva es recorrida exactamente una vez
cuando 7 se incrementa de a a b, es posible demostrar que su longitud es
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L= ["VIFOP + [g@OP + WOT ar
@ 2 2 2
IG5
a dt dt dt

Notese que ambas férmulas de longitud de arco (1) y (2) pueden ponerse en la forma
mads compacta

En la siguiente seccion se verda que b
si 1(7) es el vector de posicién de un E] L= j | r'(?) | dt
objeto en movimiento en el momento ‘
t, r'(1) es el vector de velocidad y
r'(¢) | la rapidez. Asi, la ecuacion 3
indica que para calcular la distancia

recorrida se integra la rapidez. |r’(t)\ — |f'(t)i + g’(t)j| — \/[f'(t)]z T

porque para curvas en un plano r(f) = f(¢) i + ¢(7) j,

y para curvas en el espacio r(f) = f ()i + g(©) j + h(?) k,

Ir@|=1f0Oi+g0j+hrHOk| =IO+ [dOF + [HO]

EJEMPLO 1 Determine la longitud del arco de la hélice circular con ecuacién vecto-

La figura 2 muestra el arco de la rial r(f) = costi + sentj + t k del punto (1, 0, 0) al punto (1, 0, 27).

hélice cuya longitud se calcula
en el ejemplo 1. SOLUCION Comor'(f) = —senti + cos tj + k, se tiene

|r'(t)| =+/(—sent)® + cos’t + 1 =42

4

El arco de (1,0, 0) a (1, 0, 27 ) es descrito por el intervalo paramétrico 0 < t < 27y por
tanto de la formula 3 se obtiene

I , — 2m —
L—fo |v'(¢) | dt fo V2dt =22 u

Una curva C puede representarse con mds de una funcién vectorial. Por ejemplo, la
cubica torcida

FIGURA 2
(4] ri(f) ={1, 1%, %) 1<r<2

también podria representarse con la funcién

(5] ) =" e e  0<u<In2

donde la relacion entre los parametros ¢y u estd dada por 1 = e". Se dice que las ecuaciones
4y 5 son parametrizaciones de la curva C. Si se deberia usar la ecuacion 3 para calcular
la longitud de C se obtendria la misma respuesta que usando las ecuaciones 4 y 5. En
general, puede demostrarse que cuando se usa la ecuacion 3 para calcular la longitud de
arco, la respuesta es independiente de la parametrizacion utilizada.

@ La funcion longitud de arco

Suponga ahora que C es una curva dada por una funcién vectorial

r() =f(0i + g(0j + h(Hk a<t<b




FIGURA 2

Visual 13.3A muestra vectores
tangentes unitarios animados, como
los de la figura 4, para varias curvas
en un plano y curvas en el espacio.

FIGURA 4

Vectores tangentes unitarios en puntos
igualmente espaciados en C

SECCION 13.3 Longitud de arco y curvatura 863

donde r’ es continua y C es recorrida exactamente una vez al incrementarse ¢ de a a b.
Se define su funcién longitud de arco s con

@ o=free=[ 5] (&) (2) -

Asi, s(7) es la longitud de la parte de C entre r(a) y r(f). (Véase la figura 3.) Si se derivan
ambos miembros de la ecuacién 6 usando la parte 1 del teorema fundamental del célculo,
se obtiene

ds ,
E:|l‘(l)|

Suele ser util parametrizar una curva con respecto a la longitud de arco porque
la longitud de arco se desprende naturalmente de la forma de la curva y no depende de
un sistema de coordenadas particular. Si una curva r(¢) ya estd dada en términos de un
pardmetro ¢y () es la funcion longitud de arco dada por la ecuacién 6, se puede despejar ¢
como funcién de s: ¢ = ¢(s). La curva puede reparametrizarse entonces en términos de s
sustituyendo 7: r = r(#(s)). Asi, si s = 3 por ejemplo, r(¢(3)) es el vector de posicion del
punto 3 unidades de longitud a lo largo de la curva desde su punto de partida.

EJEMPLO 2 Reparametrice la hélice r(r) = cos ti + sen ¢ j + 1k con respecto
a la longitud de arco medida desde (1, 0, 0) en la direccion de ¢ creciente.

SOLUCION El punto inicial (1, 0, 0) corresponde al valor paramétrico ¢ = 0.
Del 1 se tiene

ds
i Ir'@)| =2
asi que s:s(t):Ll]r’(uﬂdu:fo[\/fdu:ﬂt

Por tanto 1 = s//2 y la reparametrizacién requerida se obtiene sustituyendo #:

r(1(s)) = cos(s/v/2) i + sen(s/v2) j + (s/v2) k m

@ Curvatura

Una parametrizacion r(f) se llama suave en un intervalo / si r’ es continua y r'(z) # 0

en /. Una curva se llama suave si tiene una parametrizacion suave. Una curva suave no

tiene esquinas agudas o ctspides; cuando el vector tangente gira, lo hace continuamente.
Si C es una curva suave definida por la funcién vectorial r, recuerde que el vector

tangente unitario T(#) esta dado por

r'(r)
[r'(0) |

T() =

e indica la direccidn de la curva. En la figura 4 puede verse que T(#) cambia de direccién
muy lentamente cuando C es casi recta, pero cambia de direccién mds rapido cuando C
se dobla o tuerce en forma mds pronunciada.

La curvatura de C en un punto dado es una medida de lo rdpido que la curva cambia
de direccion en ese punto. Especificamente, se define como la magnitud de la razén de
cambio del vector tangente unitario con respecto a la longitud de arco. (Se usa la longitud
de arco para que la curvatura sea independiente de la parametrizacién.) Como el vector
tangente unitario tiene longitud constante, solo cambios en direccidn contribuyen a la
razén de cambio de T.
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' p

Definicion La curvatura de una curva es

ar
ds

K =

donde T es el vector tangente unitario.

La curvatura es mas facil de calcular si se expresa en términos del parametro 7 que en
s, asi que se usa la regla de la cadena (teorema 13.2.3, férmula 6) para escribir

dr _dT ds
dt ds dt

ar
ds

dT/dt
ds/dt

K=

Pero ds/dt = | r'(y) \ de la ecuacioén 7, de modo que

_T®]
9] O =]

EJEMPLO 3 Demuestre que la curvatura de un circulo de radio a es 1/a.

SOLUCION Se puede suponer que el circulo tiene su centro en el origen y entonces una
parametrizacién es

r(f) =acosti+ asentj

Por tanto r'(f)y = —asenti+ acostj y | r'(1) | =a
r'(z

asi que T() = ,() = —sen ti+ costj
|r'(1)|

y T'(f) = —costi—sentj

Esto da | T'(7) \ = 1, de manera que usando la férmula 9 se tiene

_To| _1 =
[r'(2) | a

k(1)

El resultado del ejemplo 3 muestra que circulos reducidos tienen una gran curvatura
y que circulos grandes tienen una curvatura reducida, de acuerdo con la intuicién. Se
puede ver directamente de la definicién de curvatura que la curvatura de una linea recta
es siempre de 0, porque el vector tangente es constante.

Aunque la férmula 9 puede usarse en todos los casos para calcular la curvatura, la
férmula dada por el teorema siguiente suele ser mds facil de aplicar.

Teorema La curvatura de la curva dada por la funcion vectorial r es

|r'(r) X ()]

(@]

k(1) =
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COMPROBACION Como T =r'/

r'|y [r'| = ds/dt, se tiene

d
r' =|r'|T = “r
dt
asi que la regla del producto (teorema 13.2.3, férmula 3) da
d’s ds
"N — T + - T!
r dr? dt

Al usar el hecho de que T X T = 0 (véase el ejemplo 12.4.2) se tiene

ds \?
rxr"=(—)] (T XT)
dt

Ahora ‘ T() ‘ = 1 para todas las 7, asi que T y T’ son ortogonales por el ejemplo 13.2.4.
En consecuencia, por el teorema 12.4.9,

) , ds \? , ds \? ) ds \* ..,
e’ <[ =|—) [TXT[=|—])|T[|T|=(—] [T
dt dt dt

) |r’ X 1" |r’ X r”|
A T | = =
S ’ | (dS/dl)2 |I', |2
_ |T’| _ |r’><r”|
y K |r/| |r;|3 u

EJEMPLO 4 Determine la curvatura de la cibica torcida r(r) = (z, 12, t) en un punto
general y en (0, 0, 0).

SOLUCION Primero se calculan los ingredientes requeridos:

r'() =1, 2t, 3t%) r’(1) =0, 2, 6¢)
()| =T+ 47 91
i j Kk
r'() Xr'@) =11 2t 32| =6"i—6tj+ 2k
0O 2 ot

|v'() X r"(H)| =+/36t* + 3612+ 4 =2./9t* + 912 + 1

El teorema 10 da entonces

_ [r'() X r"(r)| _ 2+/1 + 9£2 + 9¢*

IFOF 1+ 42+ 9

k()

En el origen, donde ¢ = 0, la curvatura es «(0) = 2. |

Para el caso especial de una curva en un plano con ecuaciéon y = f(x), se elige a x como
el parametro y se escribe r(x) = xi + f(x) j. Entonces r'(x) —i + f'(x) jy r'(x) = f"(x) j.
Comoi X j=kyjXj=0,deestosesigue que r'(x) X r"(x) = f"(x) k. También se tiene

'r'(x)| = /1 + [f(x)]?y por tanto, por el teorema 10,

_ | f"(x) ]
n D) = T
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FIGURA 5

La pardbola y = x? y su funcién
curvatura

FIGURA 6

La figura 7 ilustra el ejemplo 6
mostrando los vectores T, Ny B en
dos lugares en la hélice. En general,
los vectores T, N y B, que parten de
diversos puntos en una curva, forman
un conjunto de vectores ortogonales
llamado la estructura TNB, que se
mueve a lo largo de la curva al variar
t. Esta estructura TNB desempefia un
importante papel en la rama de las
matemadticas conocida como geome-
tria diferencial y en sus aplicaciones
al movimiento de naves espaciales.

S}

-

X

FIGURA 7

EJEMPLO 5 Determine la curvatura de la pardbola y = x2 en los puntos (0, 0), (1, 1)
y (2, 4.

SOLUCION Como y" = 2xy” = 2, la férmula 11 da

/I| 2

k(x) = [y =
L+ GPP2 (4 4x)?

La curvatura en (0, 0) es k(0) = 2. En (1, 1), es k(1) = 2/5%? = 0.18. En (2, 4) es
k(2) = 2/17%% = 0.03. Se observa en la expresion para k(x) o en la grafica de k en la
figura 5 que k(x) — 0 cuando x— *oo. Esto se corresponde con el hecho de que
la pardbola parece aplanarse cuando x— *oo. [ ]

@ Los vectores normal y binormal

En un punto dado en una curva suave en el espacio r(), hay muchos vectores que son
ortogonales al vector tangente unitario T(7). Se destacard uno observando que, como
\ T(r) \ = 1 para todas las ¢, se tiene T(¢) - T'() = 0 por el ejemplo 13.2.4, asi que T'(¢)
es ortogonal a T(¢). Adviértase que, por lo general, T'(¢) no es en si mismo un vector uni-
tario. Pero en cualquier punto donde k # 0 se puede definir el vector normal unitario
principal N(7) (o simplemente normal unitario) como

T'(z)

N =)

El vector normal unitario puede concebirse como indicacién de la direccién en la que
gira la curva en cada punto. El vector B() = T() X N(#) se llama vector binormal. Es
perpendicular tanto a T como a N y es también un vector unitario. (Véase la figura 6.)

EJEMPLO 6 Determine los vectores normal y binormal unitarios para la hélice circular
r(f)y =costi+sentj+tk
SOLUCION Primero se calculan los ingredientes necesarios para el vector normal unitario:

Ir'(n] =2

r'(f) = —senti+ costj+ k

_reo _ 1t .
T(t)_|r'(t)| \/5( sen i+ costj+ k)
T'(1) - L (—costi — sentj) |'T'(1) | - L
72 costi — sentj 7
T _ . . _
N(r) = O] = —costi—sentj = (—cost, —sent,0)

Esto demuestra que el vector normal en cualquier punto en la hélice es horizontal y
apunta al eje z. El vector binormal es

1 i i K
B(r) =T(r) X N(t) =—=| —sent cost 1

V2 0

—Cost —sent

(sent, —cost, 1) [ ]

L
NG



Visual 13.3B muestra como la
estructura TNB se mueve a lo largo
de varias curvas.

La figura 8 muestra la hélice y el
plano osculador del ejemplo 7.

FIGURA 8

y
circulo y=x
osculador

\

=

FIGURA 9

Notese que el circulo y la pardbola
parecen doblarse en forma similar
en el origen.

Visual 13.3C muestra cémo
cambia el circulo osculador cuando
un punto se mueve a lo largo de una
curva.
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El plano determinado por los vectores normal y binormal N y B en el punto P en una
curva C se llama plano normal de C en P. Consta de todas las rectas ortogonales al vec-
tor tangente T. El plano determinado por los vectores T y N se llama plano osculador
de C en P. Este nombre procede del latin osculum, que significa “beso”. Es el plano que
estd mds cerca de contener la parte de la curva préxima a P. (Para una curva en un plano,
el plano osculador es simplemente el plano que contiene la curva.)

El circulo que se ubica en el plano osculador de C en P tiene la misma tangente que C
en P, se ubica en el lado concavo de C (hacia el que apunta N) y tiene radio p = 1/ (la
reciproca de la curvatura) se llama circulo osculador (o circulo de curvatura) de C en
P. Es el circulo que describe mejor la forma en que se comporta C cerca de P; comparte
la misma tangente, normal y curvatura de P.

EJEMPLO 7 Determine ecuaciones del plano normal y el plano osculador de la hélice
del ejemplo 6 en el punto P(0, 1, 7/2).

SOLUCION El punto P corresponde a t = 77/2 y el plano normal ahi tiene vector normal
r'(m/2) = (—1,0, 1), asi que una ecuacion es

T T
—1(x—0)+0(y—1)+1<z—7>=0 0 Z:X‘f‘?

El plano osculador en P contiene los vectores T y N, asf que su vector normal es T X N = B.
Del ejemplo 6 se obtiene

_ 1 T\ 1 1
B(r) —f(sent, —cost, 1) B<?> = <ﬁ’ 0, ﬁ>

Un vector normal mds simple es (1, 0, 1), de manera que una ecuacién del plano oscu-
lador es

1(x—0)+0(y—1)+1<z—%>=0 0 Z:—x+% ]

EJEMPLO 8 Determine y grafique el circulo osculador de la pardbola y = x?en el
origen.

SOLUCION Con base en el ejemplo 5, la curvatura de la pardbola en el origen es
k(0) = 2. Asi, el radio del circulo osculador en el origen es 1/k = % y su centro es (0, %).
Su ecuacioén es entonces

=i
—

Para la grafica de la figura 9 se usa ecuaciones paramétricas de este circulo:

¥+ (y -

=

=1 =141
X =5cost y =5 t 3sent |

Aqui se resumen las férmulas para los vectores tangente unitario, normal unitario y
binormal y para la curvatura.

' \

_r@ _ T _
T() = 0] N@) = T B(r) =T(z) X N(z)
dT [ T'(r) | _ |r'(r) X r"() |

K —

ds | [r0)| Ir'() P
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13.3 EJERCICIOS

1-6 Determine la longitud de la curva. 17-20

1. r(r) =(2 cost, \/57,7 2sent), —2<it<?2 (a) Determine los vectores tangente unitario y normal unitario

. , T() y N(@).

2. r(1) =%, 61,31%), 0<1<3 (b) Use la férmula 9 para determinar la curvatura.

3.1(t) =\2ti+e'jte'k O=<t<I 17. r(t) =(t,3 cos t,3 sent)

4, r(r) =12ti + 8172 + 3k, 0=<r<1 18. r(¢1) =(¢>,sent — tcost,cost + tsent), t>0

5.r(t) =i+ t*j+1'k 0st=<1 19. r(t):<ﬂt o eﬂ>

6. r(r) =2i+9j+4r’’k, 1<r<4

20. r(r) = (1, 112 1%)

7-9 Determine la longitud de la curva con cuatro decimales. (Use 21-23 Use el teorema 10 para determinar la curvatura.
una calculadora para aproximar la integral.) 21, r(1) = 14§ + 2Kk

7. v(r) =33 14), 0st1<2
8. r(t) =(Vr.0r?), 1<i1<4
9. r(t1) =({(cos mt, 2t, sen 2mt), de (1,0,0) a(1,4,0)

22. r(r) =ti+tj+ (1 +1H)k
23. r(t) =617 + 21j + 217k

10. Grafique la curva con ecuaciones paramétricas x = sen t, 24. Halle la curvatura de r(r) = (e’ cos t, ¢' sen t, #) en el punto
y = sen 2t, z = sen 3t. Determine la longitud total de esta (1,0,0).
curva con cuatro decimales. 25. Determine la curvatura de r(z) = (7,2 ¢ ) enel punto (1, 1, 1).
11. Sea C la curva de interseccién del cilindro parabélico x* = 2y [/ 26, Grafique la curva con ecuaciones paramétricas x = cos ,
y la superficie 3z = xy. Determine la longitud exacta de C del y = sent, z = sen 5t y determine la curvatura en el punto (1, 0, 0).

origen al punto (6, 18, 36).
27-29 Use la férmula 11 para determinar la curvatura.
12. Determine con cuatro decimales la longitud de la curva de

interseccion del cilindro 4x2 + y2 =4 yel planox + y + z = 2. 27. y=x’ 28. y=cosx 29. y=xlInx
13-14 (a) Halle la funcién longitud de arco para la curva
medida desde el punto P en la direccién de ¢ creciente y después 30-31 (En qué punto la curva tiene maxima curvatura?
reparametrice la curva con respecto a la longitud de arco a partir ¢Qué sucede con la curvatura cuando x — %?
de P, y (b) determine el punto 4 unidades a lo largo de la curva (en 30. y=Inx 31, y=e"

la direccion de 7 creciente) desde P.

1B.r()) =G - 0i+ @r=3)j+3k P4 13) 32. Determine una ecuacion de una pardbola con curvatura 4 en

14. r(r) =e'senti+ e'costj + +2e'k, P(O, 1, \/5) el origen.
33. (a) ;Lacurvatura de la curva C mostrada en la figura es
15. Suponga que parte del punto (0, 0, 3) y se mueve 5 unidades mayor en P o en Q7 Explique su respuesta.
alolargodelacurvax = 3sent,y =4z, z = 3 cos ten la (b) Estime la curvatura en Py en Q trazando los circulos
direccion positiva. ;Donde se encuentra ahora? osculadores en esos puntos.
16. Reparametrice la curva y »
c
2 2t
r() =\—-———-1]i+ j
® < 41 ) Z+1)
con respecto a la longitud de arco medida desde el punto (1, 0) I
en la direccién de 7 creciente. Exprese la reparametrizacién en su 0
forma mads simple. ;Qué puede concluir acerca de la curva? 0 : >
1




34-35 Use una calculadora graficadora o una computadora para
graficar tanto la curva como su funcion curvatura k(x) en la misma
pantalla. ;La gréifica de k es la que usted esperaria?

34, y =x* — 2x? 35. y =x?

36-37 Trace la curva en el espacio y su funcion curvatura k(7).

Comente como refleja la curvatura la forma de la curva.
36. r(t) =(t —sent, 1 —cost,4cos(t/2)), 0<1t<38m

37. r(t) = <te’, e, \/5t>, —-5<t<5

38-39 Se muestran dos gréficas, a y b. Una es una curvay = f(x)
y la otra la gréfica de su funcién curvatura y = k(x). Identifique
cada curva y explique sus decisiones.

38. 39.
y y

\b b

40. (a) Grafique la curva r(r) = (sen 3z, sen 21, sen 3¢ ). ;En
cudntos puntos en la curva parece que la curvatura tiene
un maximo local o absoluto?

(b) Use un SAC para determinar y graficar la funcién curvatu-
ra. (Esta grafica confirma su conclusion del inciso (a)?

La gréfica de r(r) = < —3senrs, 1 —3 cost, t> se muestra
en la figura 13.1.12(b). ;Dénde piensa usted que la curvatura
es mayor? Use un SAC para determinar y graficar la funcién
curvatura. /Para cudles valores de ¢ la curvatura es mayor?

G4 41.

42. Use el teorema 10 para demostrar que la curvatura de una
curva paramétrica en un plano x = f (), y = ¢g(¢) es
e
- [x2 + }32 ]3/2
donde los puntos indican derivadas con respecto a 7.
43-45 Use la férmula del ejercicio 42 para determinar la curvatura.
43, x=1% y=¢

44, x =acoswt, y =bsen wt

45. x =e'cost, y —e'sent

46. Considere la curvatura en x = 0 para cada miembro de la
familia de funciones f (x) = e . ;Para cudles miembros k(0)
es mayor?
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47-48 Determine los vectores T, N y B en el punto dado.
47. r(n) = (12 26%, 1), (1,2,1)

48. r(r) =(cost,sent,Incost), (1,0,0)

49-50 Determine ecuaciones del plano normal y el plano
osculador de la curva en el punto dado.

49. x = sen2t, y = —cos 2t, z =4t
0,2, 1)

0, 1, 2m)
50. x=1Int, y =21, z =t%

51. Determine ecuaciones de los circulos osculadores de la
elipse 9x2 + 4y2 = 36 en los puntos (2, 0) y (0, 3). Use una
calculadora graficadora o computadora para graficar la elipse

y ambos circulos osculadores en la misma pantalla.

) 52. Determine ecuaciones de los circulos osculadores de la
pardbola y = 5 x? en los puntos (0, 0) y (1, %) Grafique ambos

circulos osculadores y la pardbola en la misma pantalla.

53. (En qué punto en la curvax = 73,y = 31, z = t* el plano
normal es paralelo al plano 6x + 6y —8z = 1?

Fd 54. ;Hay un punto en la curva del ejercicio 53 donde el plano
osculador sea paralelo al plano x + y + z = 1?7 [Nota:
Necesitard un sAC para derivar, simplificar y calcular un

producto cruz.]

55. Halle ecuaciones de los planos normal y osculador de la curva
de interseccion de los cilindros parabdlicos x = y?y z = x?
en el punto (1, 1, 1).

56. Demuestre que el plano osculador en cada punto en la curva
r(n) = <t +2,1—1 %12> es el mismo plano. ;Qué puede
concluir acerca de la curva?

57. Demuestre que en cada punto en la curva
r(r) =(e'cost, e'sent, e')

el dngulo entre el vector tangente unitario y el eje z es el mis-
mo. Luego demuestre que el mismo resultado es valido para
los vectores normal unitario y binormal.

58. El plano rectificante de una curva en un punto es el plano que
contiene los vectores T y B en ese punto. Determine el plano
rectificante de la curvar(r) = senti + costj + tan rk en el

punto (\/5/2, V2 /2, 1).
59. Demuestre que la curvatura k estd relacionada con los
vectores tangente y normal por la ecuacion

dT
~— — kN
ds “

60. Demuestre que la curvatura de una curva en un plano es
K= ‘ d¢/ds |, donde ¢ es el dngulo entre T e i; es decir, ¢ es
el angulo de inclinacién de la recta tangente. (Esto demuestra
que la definicién de curvatura es congruente con la definicién
de curvas en un plano dada en el ejercicio 10.2.69.)
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. (a) Demuestre que dB/ds es perpendicular a B.

(b) Demuestre que dB/ds es perpendicular a T.

(c) Deduzca de los incisos (a) y (b) que dB/ds = —7(s)N
para algtin nimero 7(s) llamado la torsién de la curva.
(La torsién mide el grado de giro de una curva.)

(d) Demuestre que para una curva en un plano la torsion es
7(s) = 0.

Las férmulas siguientes, llamadas formulas de Frenet-Serret,
son de importancia fundamental en la geometria diferencial:

1. dT/ds = kN

2. dN/ds = —«kT + 7B

3. dB/ds = —1N

(La férmula 1 procede del ejercicio 59 y la férmula 3 del
ejercicio 61). Use el hecho de que N = B X T para deducir la
férmula 2 de las férmulas 1y 3.

Use las férmulas de Frenet-Serret para comprobar cada una
de las ecuaciones siguientes. (Las primas denotan derivadas
con respecto a t. Comience como en la comprobacion del
teorema 10.)

(@ r"=s"T + k(s')°’N

64.

65.

66.

67.

68.

Demuestre que la hélice circular r(f) = {(a cos t, a sen 1, br),
donde a y b son constantes positivas, tiene curvatura constante
y torsion constante. [Use el resultado del ejercicio 63(d).]

Use la férmula del ejercicio 63(d) para determinar la torsién
delacurvar(r) = <t, i %t3>.

Determine la curvatura y torsion de la curva x = senh 1,
y = cosh ¢,z =ten el punto (0, 1, 0).

La molécula del ADN tiene la forma de una hélice doble
(véase la figura 3 de la pagina 850). El radio de cada hélice es
de alrededor de 10 dngstroms (1 A = 1078 cm). Cada hélice
se eleva alrededor de 34 A durante cada vuelta completa, y
hay unas 2.9 X 10?® vueltas completas. Estime la longitud de
cada hélice.

Considere el problema de disefiar un riel de ferrocarril para

hacer una transicion suave entre secciones de vias rectas.

Rieles existentes a lo largo del eje x negativo deberdn

unirse armoniosamente con un riel a lo largo de la linea

y = 1parax=1.

(a) Determine un polinomio P = P(x) de grado 5 tal que la
funcién F definida por

e 0  Six=0
(b) ' X" =x(s')'B F) ={P(x) Sio<x<l1
(© 7 =[5" — YT + [3rs's” + <P IN + krls')'B I six=1

(r/ X I'”) .
d)r=—""—"75—
( ) ‘I'/ X r/r‘z

sea continua y tenga pendiente continua y curvatura continua.
(b) Grafique F.

13.4 Movimiento en el espacio: velocidad y aceleracion

En esta seccion se mostrard como las ideas de vectores tangente y normal y de curvatura
pueden usarse en fisica para estudiar el movimiento de un objeto, incluidas su velocidad
y aceleracion, a lo largo de una curva en el espacio. En particular, se seguirdn los pasos
de Newton al usar estos métodos para derivar la primera ley del movimiento de los pla-
netas de Kepler.

. r(t+h) —r(r) Suponga que una particula se mueve en el espacio de tal forma que su vector de posicién
h en el momento 7 es r(¢). Notese en la figura 1 que, para valores reducidos de 4, el vector
0o\ v+ ) — x(0)
P (] —
iy T(t+h) aproxima la direccion de la particula que se mueve a lo largo de la curva r(7). Su mag-
nitud mide el tamafio del vector de desplazamiento por unidad de tiempo. El vector (1)
V da la velocidad promedio durante un intervalo de tiempo de longitud 4 y su limite es el
9 vector velocidad v(7) en el tiempo t:
e |
r(t + h) — r(z
FIGURA 1 (2) v(r) = %13%) % =r'(r)

Asi, el vector velocidad es también el vector tangente y apunta en la direccidn de la recta
tangente.

La rapidez de la particula en el momento ¢ es la magnitud del vector velocidad, es
decir ’ v(t) ’ Esto es apropiado porque de (2) y de la ecuacién 13.3.7 se deduce que

ds
[v(e)| = |r'(0)| = i razén de cambio de la distancia respecto al tiempo




FIGURA 2

Visual 13.4 muestra vectores
velocidad y aceleracién animados
para objetos que se mueven a lo
largo de varias curvas.

La figura 3 muestra la trayectoria
de la particula del ejemplo 2 con
los vectores velocidad y aceleracién
cuando 7 = 1.

4

1
y
X

FIGURA 3
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Como en el caso del movimiento unidimensional, la aceleracion de la particula se
define como la derivada de la velocidad:

ai) =v'@) =1r"(r)

EJEMPLO 1 El vector de posicién de un objeto que se mueve en un plano estd dado
por r(f) = 31 + t? j. Determine su velocidad, rapidez y aceleracion cuandot = 1 e
ilustre geométricamente.

SOLUCION La velocidad y aceleracién en el momento ¢ son

v(t) =1'(1) =321 + 2t

a(n) =r"(t) = 61i + 2j
y la rapidez es

Iv()| = (32 + (202 =/9r* + 42

Cuando 7 = 1, se tiene
v(l) =3i+2j a(l) =6i+2j [v(1)| =13
Estos vectores velocidad y aceleracion se muestran en la figura 2. [ |

EJEMPLO 2 Determine la velocidad, aceleracion y rapidez de una particula con vec-
tor de posicién r(r) = (t% e, te').

SOLUCION
v(r) =r'(t) =(2t, ¢, (1 + te")

ar) =v'(r) =(2,¢', (2 + pe')

|v(t)| =412 + e + (1 + 1)2e™ ]

Las integrales vectoriales que se introdujeron en la seccién 13.2 pueden usarse para
encontrar vectores de posicion cuando los vectores velocidad o aceleracidn son conoci-
dos, como en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 3 Una particula en movimiento parte de una posicion inicial

r(0) = (1, 0, 0), con velocidad inicial v(0) = i — j + K. Su aceleracién es
a(r) = 4ri + 6¢j + k. Halle su velocidad y posicién en el momento .

SOLUCION Como a(f) = v'(1), se tiene
0 :fa(t)dt :j(4ti + 61§ + k) dt

=2t*i+3j+tk + C

Para determinar el valor del vector constante C se usa el hecho de que v(0) =i — j + k.
La ecuacion precedente da v(0) = C,asique C=i—j+ ky

v(it) =271+ 37%j+tk+i—j+k

=2+ Di+ G- 1Dj+ @+ 1k
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La expresion para r(f) que se obtuvo
en el ejemplo 3 se usé para trazar la
trayectoria de la particula en la figura
4paraQ<r=3.

FIGURA 4

El objeto en movimiento con posi-
cién P tiene rapidez angular

® = db/dt, donde 6 es el dngulo
que se muestra en la figura 5.

FIGURA 5

Vo

FIGURA 6

Como v(t) = r'(7), se tiene

r() = | v(o) dr
zf[(zz2 FDi+ G —Dj+ (c+ Dk]dr
=3P +0)i+ @ —0j+ (G +)k+D
Con =0, se descubre que D = r(0) = i, asi que la posicién en el momento ¢ esta dada por
r)=0Gr+r+1)i+ @ —0j+ (P + 1)k n

En general, las integrales vectoriales permiten recuperar la velocidad cuando se conoce
la aceleracidn y la posicién cuando se conoce la velocidad:

vm:wm+ﬁmmw r@:mm+fwmw

Si se conoce la fuerza que actda sobre una particula, la aceleracion puede determinarse
a partir de la segunda ley del movimiento de Newton. La versién vectorial de esta ley
establece que si en cualquier momento 7 una fuerza F() actia sobre un objeto de masa m
y produce una aceleracion a(z), entonces

F(r) = ma(r)

EJEMPLO 4 Un objeto con masa m que se mueve en una trayectoria circular con
rapidez angular constante w tiene el vector de posicion r(f) = a cos wt i + a sen wt j.
Determine la fuerza que actia sobre el objeto y demuestre que se dirige al origen.

SOLUCION Para determinar la fuerza, primero se debe conocer la aceleracién:
v(t) =r'(f) = —aw sen wt i + aw cos wt j
a(t) =v'(t) = —aw’cos wti — aw’sen wt j
Por tanto, la segunda ley de Newton da la fuerza como
F(t) = ma(t) = —mow*(a cos wti + a senwt j)

Noétese que F(r) = —mw?* r(f). Esto demuestra que la fuerza actta en la direccion opuesta
al vector radio r(7) y que por tanto apunta al origen (véase la figura 5). A una fuerza asi
se le conoce como fuerza centripeta (que busca el centro). [ |

B Movimiento de proyectiles

EJEMPLO 5 Un proyectil es disparado con un dngulo de elevacién « y velocidad
inicial vo. (Véase la figura 6.) Suponiendo que la resistencia del viento es insignificante
y que la dnica fuerza externa se debe a la gravedad, determine la funcion posicién r(7)
del proyectil. ;Qué valor de @ maximiza el rango (la distancia horizontal recorrida)?

SOLUCION Se establecen los ejes de tal manera que el proyectil parta del origen. Como
la fuerza debida a la gravedad actda hacia abajo, se tiene

F=ma=—-mgj



Si se elimina ¢ de las ecuaciones 4, se
verd que y es una funcién cuadrética
de x. Asi, la trayectoria del proyectil
forma parte de una parabola.
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donde g = |a| < 9.8 m/s2 Asi

Como V'(f) = a, se tiene
v(t)= —gtj+C

donde C = v(0) = v,. Por tanto

r'()=v(t)=—gtj+ vy
Integrando otra vez, se obtiene

r() = —3g%j + tvo + D
Pero D = r(0) = 0, asi que el vector de posicion del proyectil estd dado por

(3] r() = —Lg1%j + 1vo

Se escribe | Vo ’ = v, (la rapidez inicial del proyectil), entonces

Vo = vpcos @i + vpsena j
y la ecuacién 3 se convierte en

I'(t) = (1)0COS a)ti + I:(UOSCII CY)Z _ %gtz]j

Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria son entonces

x = (vycos a)t y = (vosena)t — ygt*

La distancia horizontal d es el valor de x cuando y = 0. Si se establece y = 0, se obtiene
t=001= (2v,sen a)/g. Este segundo valor de 1 da entonces

2opsena  vy(2sena cosa)  ug sen 2a
9 9

Es evidente que d alcanza su valor maximo cuando sen 2a = 1, es decir o = 45°. [ |

d =x = (vo cos a)

EJEMPLO 6 Un proyectil es disparado con una rapidez de caién de 150 m/s y un
angulo de elevacion de 45° desde una posicién de 10 m sobre la superficie. ;[ Dénde
impacta el proyectil la superficie y con qué rapidez?

SOLUCION Si se coloca el origen en la superficie, la posicion inicial del proyectil es
(0, 10), asi que se debe ajustar las ecuaciones 4 sumando 10 a la expresion para y.
Conv, = 150 m/s, @ = 45°y g = 9.8 m/s?, se tiene

x =150 cos(45°)r =752 ¢
y =10 + 150 sen(45°) ¢ — 2(9.8)> =10 + 7521 — 4.91°

El impacto ocurre cuando y = 0, es decir 4.91* — 75 \/5 t — 10 = 0. Al usar la férmula
cuadrdtica para resolver esta ecuacion (y tomar solo el valor positivo de ?), se obtiene

- 7542 + /11250 + 196

9.8

=~ 21.74

Entonces x = 75\/5 (21.74) = 2306, asi que el proyectil impacta la superficie a una
distancia de alrededor de 2306 m.
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La velocidad del proyectil es

Vi) =1'(1) = 75v2 i + (7542 — 9.81) j

Asi, su rapidez en el impacto es

Iv(21.74)| = V(7542 ) + (75¢2 — 9.8 - 21.74)* = 151 m/s n

B Componentes tangencial y normal de la aceleracién

Cuando se estudia el movimiento de una particula, suele ser ttil resolver la aceleracion
en dos componentes, uno en la direccion de la tangente y otro en la direccién de la normal.
Si se escribe v = \ v | para la rapidez de la particula, entonces

'@ v _v
TO=To0T = Tvol ~
asi que v =T

Si se derivan ambos miembros de esta ecuacidn con respecto a ¢ se obtiene
(5] a=v =0T+ 0T’

Si se usa la expresion para la curvatura dada por la ecuacién 13.3.9 se tiene

(6] K = = asique |T'| =«kv

El vector normal unitario fue definido en la seccién precedente como N = T’/ \ T’ |, de

modo que (6) da
T =|T'|N = xoN

y la ecuacién 5 se convierte en

7 a=0T+ kv>N

Al escribir a; y ay para los componentes tangencial y normal de la aceleracion se tiene

a:aTT+aNN
donde

ar =1 y ay = Kv?

Esta resolucion se ilustra en la figura 7.

FIGURA7 Se examinard qué indica la férmula 7. Lo primero por notar es que el vector binormal
B estd ausente. Sin importar como se mueva un objeto en el espacio, su aceleracion siem-
pre reside en el plano de T y N (el plano osculador). (Recuérdese que T da la direccién
del movimiento y N apunta en la direccién de giro de la curva.) Se advierte después
que el componente tangencial de la aceleracién es v’, la razén de cambio de la rapidez,
y que el componente normal de la aceleracion es kv 2, la curvatura multiplicada por el
cuadrado de la rapidez. Esto tiene sentido si se piensa en un pasajero en un automoévil;
una vuelta pronunciada en una calle significa un valor grande de la curvatura «, asi que
el componente de la aceleracion perpendicular al movimiento es grande y el pasajero es
arrojado contra la puerta del auto. Una rapidez alta al dar la vuelta tiene el mismo efecto;
de hecho, si se duplica la rapidez, ay aumenta en un factor de 4.
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Aunque se tienen expresiones para los componentes tangencial y normal de la acele-
racién en las ecuaciones 8, es deseable tener expresiones que solo dependan de r, r’ y r”.
Con este fin se toma el producto punto de v = ¢'T con a como dado por la ecuacién 7:

v-a=oT- - @'T+ «kv’N)
=T T+ ko’T - N
=’ (yaqueT-T=1y T -N=0)
Por tanto

@ , _vea 1@ -r@

ar =v = ” = |I"(l‘)|

Usando la férmula para la curvatura dada por el teorema 13.3.10, se tiene

, @) X ") ] [r'(r) X r"(1) |

ay = Kv- = | (1) ‘ 3 |r’(t) |2 = |1"(t) |

EJEMPLO 7 Una particula se mueve con una funcién posicién r(z) = (¢2, 2, 1% ).
Determine los componentes tangencial y normal de la aceleracion.

SOLUCION r(f) = *i+ *j + 'k
r'(f) = 2ti + 2tj + 3r°k
r'() = 2i + 2j + 6rk

|r'(r) | = /8% + 9¢*

En consecuencia, la ecuacién 9 da el componente tangencial como

'@ -r"(@) 8+ 187

00 Be o

i j k
Dado que r'() Xr'"(t) = |2t 2t 3t*| = 61*i — 617
2 2 6t

la ecuacioén 10 da el componente normal como

|r'(5) X r"(p) | 62 1 ]
av = =
N Ir'(r) | V812 + 9

B Leyes del movimiento de los planetas de Kepler

Ahora se describird uno de los grandes logros del cdlculo mostrando cémo el material
de este capitulo puede usarse para comprobar las leyes del movimiento de los planetas de
Kepler. Después de 20 afios de estudiar las observaciones astronémicas del astrénomo
danés Tycho Brahe, el matemadtico y astronomo aleman Johannes Kepler (1571-1630)
formuld las tres leyes siguientes.
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Leyes de Kepler

1. Un planeta gira alrededor del sol en una drbita eliptica con el sol en un foco.

2. Larecta que une al sol con un planeta recorre areas iguales en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo de revolucion de un planeta es proporcional al cubo de la
longitud del eje mayor de su 6rbita.

En su libro Principia Mathematica de 1687, Sir Isaac Newton fue capaz de demos-
trar que estas tres leyes son consecuencia de dos de sus propias leyes, la segunda ley
del movimiento y la ley de la gravitacién universal. En lo que se sigue comprobara la
primera ley de Kepler. Las leyes restantes se dejan como ejercicios (con sugerencias).

Como la fuerza gravitacional del sol sobre un planeta es mucho mayor que las fuer-
zas ejercidas por otros cuerpos celestes, se puede ignorar sin riesgo todos los cuerpos
en el universo excepto el sol y un planeta que gira alrededor de €l. Se usa un sistema de
coordenadas con el sol en el origen y se concede que r = r(f) es el vector de posicion del
planeta. (En forma igualmente satisfactoria, r podria ser el vector de posicion de la luna
o un satélite que se mueve alrededor de la Tierra o un cometa que se mueve alrededor de
una estrella.) El vector velocidad es v = r’ y el vector aceleracion es a = r”. Se usan las
siguientes leyes de Newton:

Segunda ley del movimiento: F =ma

. GMm
Ley de la gravitacion: F=- e r= e u

donde F es la fuerza gravitacional sobre el planeta, m y M las masas del planeta y del sol,
G la constante gravitacional, r = ] r ] y u = (1/r)r el vector unitario en la direccién de r.

Primero se demostrara que el planeta se mueve en un plano. Igualando las expresiones
para F en las dos leyes de Newton, se determina que

GM

r3

a — — r

asi que a es paralela ar. De esto se sigue que r X a = (. Se usa la férmula 5 del teorema
13.2.3 para escribir

d ’ !
E(rXV):r Xv4+rXv
=vXv+rxXxa=0+0=0

Por tanto rXv=h

donde h es un vector constante. (Se podria suponer que h # 0; es decir, que r y v no
son paralelos.) Esto significa que el vector r = r(#) es perpendicular a h para todos los
valores de ¢, asi que el planeta siempre se ubica en el plano que pasa por el origen perpen-
dicular a h. De este modo, la érbita del planeta es una curva en un plano.

Para comprobar la primera ley de Kepler se reescribe el vector h como sigue:

h:er:rXr’:ruX(ru)'
=ruX (ru’ + r'u) = r*(u X ') + rr'(u X u)

:rz(u X u’)
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Entonces

—GM

}"2

axh= uX (FPfuXu)=-GMu X (u X u)

=—GM[(u-u')u — (u-uwu'] (porel teorema 12.4.11, propiedad 6)

Perou-u= | u |2 = 1,y como \ u(r) | = 1, del ejemplo 13.2.4 se sigue que

u-u =0
En consecuencia axXh=GMu'
asi que (vXh) =v'"Xh=aXh=GMu’

Integrando ambos miembros de esta ecuacién se obtiene
[E] vXh=GMu+c¢

donde ¢ es un vector constante.

En este punto es conveniente elegir los ejes de coordenadas de tal manera que el vector
de base estandar k apunte en la direccién del vector h. Entonces, el planeta se mueve
en el plano xy. Puesto que tanto v X h como u son perpendiculares a h, la ecuacion 11
indica que c se tiende en el plano xy. Esto significa que se puede elegir los ejes x y y de
tal forma que el vector i se tienda en la direccién de ¢, como se muestra en la figura 8.

Si 6 es el angulo entre ¢ y r, entonces (r, 6) son las coordenadas polares del planeta.
De la ecuacién 11 se obtiene que

r-(vxh=r-(GMu+c¢)=GMr-u+r-c

= GMru-u + |r||c|cos® = GMr + rc cos

donde ¢ = | c | Entonces

_r-(vxh _ 1 r-(vxh)
R =
GM + ccos6 GM 1 + ecos@

donde e = ¢/(GM). Pero
r-(vXxh)=(@Xv)-h=h-h=|h|>?=hr"

donde i = | h|. Asi

_ h/(GM)  eh’/c
" 1+ecosh 1+ ecosh

Al escribir d = h?/c se obtiene la ecuacién

i3 po e
"1+ ecosd

Al comparar con el teorema 10.6.6, se ve que la ecuacién 12 es la ecuacién polar de una
seccién conica con foco en el origen y excentricidad e. Se sabe que la 6rbita de un pla-
neta es una curva cerrada y por tanto que la conica debe ser una elipse.

Esto completa la derivacion de la primera ley de Kepler. Se guiard en la derivacién
de la segunda y tercera leyes en el proyecto de aplicacién de la pagina 880. Las com-
probaciones de estas tres leyes muestran que los métodos de este capitulo brindan una
herramienta eficaz para describir algunas de las leyes de la naturaleza.
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13.4 EJERCICIOS

1. La tabla da las coordenadas de una particula que se mueve en M) =V2ti+ej+e'k
el espacio a lo largo de una curva suave. . .
(a) Determine las velocidades promedio durante los interva- 12. r(1) = #i + 2t + Inrk

los de tiempo [0, 11, [0.5, 1], [1, 2] y [1, 1.5]. 13. r(t) = e’(cos ti+ sen tj + tk)

(b) Estime la velocidad y rapidez de la particulaen t = 1. 14. r() = tsen 1i + tcostj + 1k

g X Y ‘ 15-16 Determine los vectores velocidad y posicion de una particula
0 2.7 9.8 3.7 con la aceleracion dada y la velocidad y posicion inicial dada.
0.5 3.5 7.2 33 15. a(r) = 2i + 2tk, v(0)=3i—j, r(0)=j+k
1.0 4.5 6.0 3.0 16. a(r) = senri + 2costj + 61Kk,
1.5 5.9 6.4 2.8 v(0) = -k, r0)=j— 4k
2.0 7.3 7.8 2.7
. ) 17-18
2. La figura muestra la trayectoria de una particula que se mueve (a) Halle el vector de posicién de una particula con la aceleracién

con un vector de posicién r(¢) en el momento 7.

(a) Dibuje un vector que represente la velocidad promedio de A2 (b)
la particula en el intervalo de tiempo 2 < ¢ < 2.4.

(b) Dibuje un vector que represente la velocidad promedio en 17. a() = 2ti + sentj + cos 2tk, v(0)=1i, r(0)=j
el intervalo de tiempo 1.5 < ¢ < 2. 18.a()=ti+e'j+e'k vi)=k r0)=j+k

(c) Escriba una expresion para el vector velocidad v(2).

(d) Dibuje una aproximacién al vector v(2) y estime la rapi-
dez de la particulaen r = 2.

dada y la velocidad y posicion inicial especificada.
Use una computadora para graficar la trayectoria de la particula.

19. La funcién posicion de una particula estd dada por
r() — (t% 5t,t* — 16t ). {En qué momento su rapidez
alcanza un valor minimo?

y
20. ;Qué fuerza se requiere para que una particula de masa m
tenga la funcién posicién r(r) = i + 1% j + 13 k?
r(2.4
@4 21. Una fuerza con magnitud 20 N actda directamente hacia
27 r(2) arriba del plano xy sobre un objeto con masa 4 kg. El objeto
parte del origen con velocidad inicial v(0) = i — j. Determine
T r(L5) su funcién posicién y su rapidez en el momento 7.
" " 22. Demuestre que si una particula se mueve con una rapidez
0 1 2 * constante, los vectores velocidad y aceleracion son
ortogonales.
3-8 Determine la velocidad, aceleracion y rapidez de una 23. Un proyectil es disparado con una rapidez inicial de 200 m/s
particula con la funcién posicién dada. Trace la trayectoria de y un dngulo de elevacién de 60°. Determine (a) el rango del
la particula y dibuje los vectores velocidad y aceleracion para proyectil, (b) la altura maxima alcanzada y (c) la rapidez en
el valor especificado de 7. el impacto.
.r() = <—%t ot >, t=2 24, Repita el ejercicio 23 si el proyectil es disparado desde una
() = (1)), 1= 1 posicién de 100 m sobre la superficie.

25. Una pelota es lanzada en un dngulo de 45° a la superficie. Si

. r(f)= 3costi+ 2sentj, t= /3 . . . . .
@ J / aterriza a una distancia de 90 m, ;cudl fue su rapidez inicial?

- 1) = <2 — h AV >’ =1 26. Un proyectil es disparado de un tanque con rapidez inicial
.rt)=ti+7j+2k =1 de 400 m/s. Determine dos dngulos de elevacion que pueden
usarse para impactar un blanco a una distancia de 3000 m.

® N o u » W

.r(f)=ti+ 2costj+ sentk, =0
27. Un arma se dispara con un dngulo de elevacion de 30°. ;Cuadl es
la rapidez de cafién si la altura maxima de la bala es de 500 m?

9-14 Determine la velocidad, aceleracion y rapidez de una
particula con la funcién posicién dada.

9. r(t) = (> + 1,13,t* — 1)

28. Un bateador golpea una pelota 3 pies sobre la superficie hacia
la cerca del jardin central, la cual tiene 10 pies de altura y se
encuentra a 400 pies de home. La pelota se separa del bate con
10. r(r) = (2 cost,3t,2sent) una rapidez de 115 pies/s y un dngulo de 50° sobre la horizontal.
(Es un jonrén? (En otras palabras, ;la pelota cruza la cerca?)
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29. Una ciudad medieval tiene la forma de un cuadrado y estd
protegida por murallas con una longitud de 500 m y una altura
de 15 m. Usted es el comandante de un ejército agresor y lo
mas que puede acercarse a la muralla son 100 m. Su plan es
prender fuego a la ciudad catapultando rocas incandescentes
sobre la muralla (con una rapidez inicial de 80 m/s). ;A
qué rango de dngulos debe ordenar a sus hombres colocar
la catapulta? (Suponga que la trayectoria de las rocas es
perpendicular a la muralla.)

30. Demuestre que un proyectil llega a tres cuartos de su altura
maxima en la mitad del tiempo necesario para alcanzar su

altura maxima.

31

Una pelota es lanzada al aire en direccién al este desde el
origen (en la direccion del eje x positivo). La velocidad inicial
es 501 + 80 k, con rapidez medida en metros por segundo. El
giro de la pelota resulta en una aceleracion al sur de 4 m/s?, de
modo que el vector aceleracion es a = —4j — 32k. ;Dénde
aterrizard la pelota y con qué rapidez?

32. Una pelota con masa 0.8 kg es lanzada al aire con direccién al
sur y una velocidad de 30 m/s en un dngulo de 30°. Un viento
del oeste aplica una fuerza constante de 4 N sobre la pelota
en direccidn al este. (Donde aterriza la pelota y con qué

velocidad?

£ 33. Agua que corre a lo largo de una porcién recta de un rio

normalmente lo hace mds rdpido en medio, y la rapidez se

reduce a casi cero en las orillas. Considere un trecho largo y

recto de un rio que corre al norte con orillas paralelas a 40 m

de distancia entre si. Si la rapidez maxima del agua es de

3 m/s, se puede usar una funcién cuadritica como un modelo

basico para la razén de flujo del agua a x unidades de la orilla

oeste: f(x) = ﬁx(40 - X).

(a) Un bote avanza a una rapidez constante de 5 m/s desde
un punto A en la orilla oeste mientras mantiene una direc-
cion perpendicular a la orilla. ;A qué distancia rio abajo
en la orilla opuesta tocara tierra? Grafique la trayectoria
del bote.

(b) Suponga que se quiere pilotar el bote a tierra en el punto
B de la orilla este, directamente frente a A. Si se mantiene
una rapidez constante de 5 m/s y una direccién constante,
determine el dngulo en el que el bote deberia orientarse.
Luego grafique la trayectoria efectiva que sigue el bote.
(La trayectoria parece realista?

34. Otro modelo razonable para la rapidez del agua del rio del
ejercicio 33 es una funcién seno: f (x) = 3 sen(mx/40). Si
un barquero quisiera cruzar el rio de A a B con direccion
constante y una rapidez constante de 5 m/s, determine el

angulo en el que el bote deberia orientarse.

35. Una particula tiene una funcién posicion r(z).
Sir'(f) = ¢ X r(f), donde ¢ es un vector constante,

describa la trayectoria de la particula.

36. (a) Siuna particula se mueve a lo largo de una linea recta,
(,qué podria decir usted sobre su vector aceleracion?
(b) Si una particula se mueve con una rapidez constante
a lo largo de una curva, ;qué podria decir usted
sobre su vector aceleracién?

37-40 Determine los componentes tangencial y normal del vector
aceleracion.

37.r() = (P + Di+ ), t=0
38. r(1) = 2% + (3 — 21)

39. r(r) = costi +senrj + tk
40. r(r) =ti+ 2e'j+ ek

41-42 Determine los componentes tangencial y normal del vector
aceleracion en el punto dado. B
4. r()=Inti+ (2 +30j+4Jtk (0,4,4)

1 1 1
42. r(1) = 7] + ITJ + ?k, (1,1, 1)

43. La magnitud del vector aceleracién a es 10 cm/s2 Use la
figura para estimar los componentes tangencial y normal de a.

y

44. Si una particula con masa m se mueve con un vector de
posicién r(7), su cantidad de movimiento angular se define
como L(¢) = mr(f) X v(¢) y su momento de torsiéon como
(1) = mr(r) X a(r). Demuestre que L'(r) = 7(¢). Deduzca que
si 7(f) = 0 para todas las 7, entonces L(#) es constante. (Esta es la
ley de la conservacion de la cantidad de movimiento angular.)

45

La funcién posicion de una nave espacial es

r(s) = (3+t)i+(2+1nt)j+(7—[frl>k

y las coordenadas de una estacion espacial son (6, 4, 9). El
capitdn desea que la nave se deslice hasta la estacion espacial.
(En qué momento deberian apagarse los motores?

46. Un cohete que consume su combustible a bordo al moverse
en el espacio tiene una velocidad v(7) y una masa m(f) en

el momento 7. Si los gases escapan con una velocidad v, en

relacion con el cohete, de la segunda ley del movimiento de

Newton puede deducirse que

dv._dm o
" dr ¢
m(0)

m(r)

(b) Para que el cohete acelere en una linea recta desde su es-
tado de reposo hasta dos veces la velocidad de sus gases
de escape, ;qué fraccion de su masa inicial tendria que
consumir como combustible?

(a) Demuestre que v(r) = v(0) — In Ve.
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PROYECTO DE APLICACION LEYES DE KEPLER

Johannes Kepler enunci6 las siguientes tres leyes del movimiento de los planetas sobre la base
de inmensas cantidades de datos acerca de las posiciones de los planetas en diversos momentos.

Leyes de Kepler

1. Un planeta gira alrededor del sol en una érbita eliptica con el sol en un foco.

2. Larecta que une al sol con un planeta recorre dreas iguales en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo de revolucién de un planeta es proporcional al cubo de la
longitud del eje mayor de su orbita.

Kepler formuld estas leyes porque se ajustaban a los datos astrondmicos. No fue capaz de ver
por qué eran ciertas o como se relacionaban entre si. Pero Sir Isaac Newton, en su Principia
Mathematica de 1687, mostré cémo deducir las tres leyes de Kepler de dos de sus propias leyes, la
segunda ley del movimiento y la ley de la gravitacién universal. En la seccién 13.4 se comprueba
la primera ley de Kepler usando el calculo de funciones vectoriales. En este proyecto serd guiado
por las comprobaciones de la segunda y tercera leyes de Kepler y se exploraran algunas de sus
consecuencias.

1. Siga los pasos que se indican a continuacién para comprobar la segunda ley de Kepler. La
notacidn es la misma que la de la comprobacién de la primera ley en la seccién 13.4. En
particular, use coordenadas polares para que r = (rcos ) i + (r sen 0) j.

(a) Demuestre que h= 2 % k.
do
(b) Deduzca que r> P h

(c) SiA = A(1) es el drea recorrida por el vector radio r = r(7) en el intervalo de tiempo [#, ],
como en la figura, demuestre que

(d) Deduzca que

L) tant
—— = 3h = constante
e ?

Esto indica que la razén en la que se recorre A es constante y comprueba la segunda ley
de Kepler.

2. Sea T el periodo de un planeta alrededor del sol; es decir, T es el tiempo requerido para que
recorra una vez su Orbita eliptica. Suponga que las longitudes del eje mayor y menor de la
elipse son 2a y 2b.

(a) Use el inciso (d) del problema 1 para demostrar que T = 2mab/h.

h? b?
(b) Demuestre que =ed=—.
GM a

2
3

a’.
GM

(c) Use los incisos (a) y (b) para demostrar que T2 =

Esto comprueba la tercera ley de Kepler. [Nétese que la constante de proporcionalidad
472/(GM) es independiente del planeta.]
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3. El periodo de la érbita de la Tierra es de aproximadamente 365.25 dias. Use este hecho
y la tercera ley de Kepler para encontrar la longitud del eje mayor de la érbita terrestre.
Necesitard la masa del sol, M = 1.99 X 10* kg, y la constante gravitacional,

G = 6.67 X 107 "' N-m?/kg>.

4. Es posible poner un satélite en orbita alrededor de la Tierra para que permanezca fijo sobre
un lugar dado en el ecuador. Calcule la altitud necesaria para ese satélite. La masa de la
Tierra es 5.98 X 10% kg y su radio 6.37 X 10° m. (Esta 6rbita se llama 6rbita geoestaciona-
ria Clarke, en honor a Arthur C. Clarke, quien fue el primero en proponer esta idea, en 1945.
El primer satélite de este tipo, Syncom II, se lanzé en julio de 1963.)

@E) reraso

VERIFICACION DE CONCEPTOS

Las respuestas a la verificacion de conceptos se encuentran en las paginas finales del libro.

1.

(Qué es una funcién vectorial? ;Cémo se encuentra su derivada
y su integral?

. (Cudl es la relacién entre funciones vectoriales y curvas en el

espacio?

. (Cémo se determina el vector tangente a una curva suave en

un punto? ;Cémo se determina la recta tangente? ;El vector
tangente unitario?

. Siuy v son funciones vectoriales derivables, ¢ un escalar y f

una funcién con valores reales, escriba las reglas para derivar
las siguientes funciones vectoriales.
@ u() + v() (b) cu()

(d) u() - v() (e) u(?) X v(1)

© f(Hu@)
() u(f@)

. (Coémo se determina la longitud de una curva en el espacio

dada por una funcién vectorial r(#)?

EXAMEN VERDADERO-FALSO

6.

(a) (Cuadl es la definicion de curvatura?

(b) Escriba una férmula para la curvatura en términos de r'(¢)
y T' ().

(c) Escriba una formula para la curvatura en términos de r'(¢)
y r'(1).

(d) Escriba una férmula para la curvatura de una curva en un
plano con ecuacién y = f(x).

. (a) Escriba férmulas para los vectores normal unitario y

binormal de una curva suave en el espacio r(z).
(b) ¢(Qué es el plano normal de una curva en un punto? ;Qué
es el plano osculador? ;Qué es el circulo osculador?

. (a) (Cdémo se determina la velocidad, rapidez y aeleracion

de una particula que se mueve a lo largo de una curva
en el espacio?

(b) Escriba la aceleracion en términos de sus componentes
tangencial y normal.

. Enuncie las leyes de Kepler.

Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero,
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo
que refute el enunciado.

1.

La curva con ecuacién vectorial r(r) = 131 + 213 j + 31’k es
una recta.

. Lacurvar(r) = (0, t2, 4t ) es una parabola.

. Lacurvar(r) = (21,3 —1¢,0 ) es una recta que pasa por el

origen.

. La derivada de una funcién vectorial se obtiene derivando

cada funcién componente.

. Siu(?) y v(z) son funciones vectoriales derivables, entonces

L1 x 0] = w0 X V)

. Sir(f) es una funcion vectorial derivable, entonces

d ’
LI = |r o]

10.

11.

12.

13.

14.

. Si T(?) es el vector tangente unitario de una curva suave,

la curvatura es k = | dT/dt |.

. El vector binomial es B(r) = N(¢) X T(r).

. Suponga que fes dos veces continuamente derivable. En

un punto de inflexién de la curva y = f(x), la curvatura es 0.

Si k(f) = 0 para todas las ¢, la curva es una linea recta.

Si \ r(7) \ = 1 para todas las ¢, | r'(¢) | es una constante.

Si ‘ r(t) ‘ = 1 para todas las ¢, r'(f) es ortogonal a r(¢) para
todas las t.

El circulo osculador de una curva C en un punto tiene el
mismo vector tangente, vector normal y curvatura que C
en ese punto.

Diferentes parametrizaciones de la misma curva resultan
en vectores tangentes idénticos en un punto dado en la curva.
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EJERCICIOS

1. (a) Trace la curva con funcién vectorial
r(r) = ti + cosmwtj + senmtk t=0
(b) Determine r'(7) y r'(¢)

Sear(t) = (V2 — 1, (e' — 1)/t,In(t + 1))
(a) Determine el dominio de r.

(b) Determine 1im,—q r(z).

(¢) Determine r'(7).

N

3. Encuentre una funcidn vectorial que represente la curva de
interseccién del cilindro x> + y> = 16 y el plano x + z = 5.

/4 4. Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la
curvax = 2sent,y = 2 sen 2t, z = 2 sen 3t en el punto
(1, V3, 2). Grafique la curva y la recta tangente en una
pantalla comun.

Sir(r) =17+ tcos mtj+ sen wrk, evalte [ r(r) dt.

o

Sea Cla curva con ecuaciones x =2 -1y =2t—1,z = Int.
Determine (a) el punto donde C interseca el plano xz,

(b) ecuaciones paramétricas de la recta tangente en (1, 1, 0)
y (¢) una ecuacion del plano normal a Cen (1, 1, 0).

7. Use laregla de Simpson con n = 6 para estimar la longitud
del arco de la curva con ecuaciones x = 1%,y = 3,z = t*

0=r=<23.

8. Determine la longitud de la curva r(f) — (2¢%/2, cos 21, sen 21),
O0=sr=<1.

9. Lahélice ri(f) = cos ti + sentj + t k interseca la curva
r(f) = (1 +1)i+t2j+ t3kenel punto (1,0, 0). Determine
el dngulo de interseccidn de estas curvas.

10. Reparametrice la curvar(f) = e'i + e'sentj + e’ costk
con respecto a la longitud de arco medida desde el punto
(1,0, 1) en la direccion de ¢ creciente.

11. Para la curva dada por r(f) = (sen®, cos 3 1, sen 1),

0 <1< /2, determine

(a) el vector tangente unitario,
(b) el vector normal unitario,
(c) el vector binormal unitario y
(d) la curvatura.

12. Halle la curvatura de la elipse x = 3 cost,y = 4 sen ¢
en los puntos (3, 0) y (0, 4).

13. Halle la curvatura de la curva y = x* en el punto (1, 1).

nY -z 3

14. Halle una ecuacion del circulo osculador de la curva
y = x*—x?en el origen. Grafique tanto la curva como
su circulo osculador.

15. Determine una ecuacion del plano osculador de la curva

x =sen2t,y=t,z=cos?2tenel punto (0, 7, 1).

16. La figura muestra la curva C trazada por una particula con

17

18

19

20

21

22

23

vector de posicion r(7) en el momento 7.

(a) Dibuje un vector que represente la velocidad promedio
de la particula en el intervalo de tiempo 3 < ¢t < 3.2.

(b) Escriba una expresion para la velocidad v(3).

(c) Escriba una expresion para el vector tangente unitario
T(3) y dibijela.

Y

Una particula se mueve con funcién posicién
r(t) =tlnri+ tj + e k. Determine la velocidad, rapidez
y aceleracidn de la particula.

Determine la velocidad, rapidez y aceleracion de la particula
en movimiento con funcién posicién r(f) = (212 —3)i + 2¢j.
Trace la trayectoria de la particula y dibuje los vectores de
posicién, velocidad y aceleracién para ¢ = 1.

Una particula parte del origen con velocidad inicial i —j + 3k.
Su aceleracién es a(f) = 67 + 1212 j — 61 k. Determine su
funcién posicion.

Un atleta realiza un lanzamiento a un dngulo de 45° con la
horizontal y una rapidez inicial de 13 m/s. Este se separa de
su mano 2 m arriba de la superficie.

(a) ¢(Donde estd el lanzamiento 2 segundos después?

(b) ¢(Qué tan alto llegara el lanzamiento?

(c) (Donde aterrizard el lanzamiento?

Un proyectil se lanza con una rapidez inicial de 40 m/s desde
el piso de un tinel cuya altura es de 30 m. ;Qué dngulo de
elevacion deberia usarse para alcanzar el maximo rango
horizontal posible del proyectil? ;Cuél es el rango maximo?

Determine los componentes tangencial y normal del vector
aceleracion de una particula con funcién posicién

r()) =ti+2tj+1’k
Un disco de radio 1 rota en direccion a contrarreloj a una
rapidez angular constante de ». Una particula parte del centro
del disco y se mueve hacia el extremo a lo largo de un radio

fijo de tal manera que su posicion en el momento 7, = 0, estd
dada por



e

24

r(r) = tR(7), donde

(a)

(b)

(©

R(7) = cos wti + sen wt j

Demuestre que la velocidad v de la particula es

v =coswti+ senwtj + tvy

donde v, = R’(?) es la velocidad de un punto en el extre-
mo del disco.
Demuestre que la aceleracion a de la particula es

a=2v,+ta,

donde a, = R"(¢) es la aceleracién de un punto en el

extremo de disco. El término extra 2v, se llama acelera-

cion de Coriolis; es resultado de la interaccion de

la rotacion del disco y el movimiento de la particula. Es

posible obtener una demostracion fisica de esta acele-

racion caminando hacia el extremo de un carrusel en
movimiento.

Determine la aceleracion de Coriolis de una particula

que se mueve en un disco en rotacion de acuerdo con la an
ecuacion

r(f) = e 'cos wti + e 'sen wt j

Al disefiar curvas de transferencia para unir secciones

de rieles de ferrocarril rectos, es importante comprender

que la aceleracién del tren debe ser continua para que la
fuerza reactiva ejercida por el tren sobre el riel también sea
continua. A causa de las férmulas para los componentes de la
aceleracion en la seccion 13.4, este serd el caso si la curvatura
varia continuamente.

(a)

Un candidato 16gico para que una curva de transferencia
una rieles existentes dado por y = 1 parax < 0
y+/2 — xparax = 1/4/2 podria ser la funcién
f(x) =1 —x20<x<1//2, cuya gréfica es el arco
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de un circulo mostrado en la figura. Esto parece razona-
ble a primera vista. Demuestre que la funcién

six=<0
si0<x<1/y2
six=1/y2

1
F(x) =3 4/1 — x2

N

es continua y tiene pendiente continua, pero no curvatura
continua. Asi, fno es una curva de transferencia apropiada.

y=Fx)

.
€
2

Determine un polinomio de quinto grado que sirva como
curva de transferencia entre los siguientes segmentos de
recta: y = O parax < 0y y = x parax = 1. ;Esto podria
hacerse con un polinomio de cuarto grado? Use una cal-
culadora graficadora o computadora para trazar la grafica
de la funcidén “conectada” y compruebe que luzca como
la de la figura.

y
y=x
AN
y=0 curva de transferencia
0 i X




P ro b I emas 1. Una particula P se mueve con rapidez angular constante  alrededor de un circulo

o o cuyo centro estd en el origen y cuyo radio es R. Se dice que esta particula estd en
a d lClo na I es movimiento circular uniforme. Suponga que el movimiento es a contrarreloj y que la
particula estd en el punto (R, 0) cuando ¢ = 0. El vector de posicién en el momento ¢ = 0
esr(f) = Rcos wti + R sen wt j.

y . .
(a) Determine el vector velocidad v y demuestre que v - r = 0. Concluya que v es tangente
al circulo y apunta en la direcciéon del movimiento.
(b) Demuestre que la rapidez \ v | de la particula es la constante wR. El periodo T
v de la particula es el tiempo requerido para una revolucién completa. Concluya que
2R 2w
X T = ==
vl o

(c) Determine el vector aceleraciéon a. Demuestre que es proporcional a r y que apunta al
origen. Una aceleracidn con esta propiedad se llama aceleracion centripeta. Demuestre
FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 que la magnitud del vector aceleracion es | a | = Rw>.
(d) Suponga que la particula tiene masa m. Demuestre que la magnitud de la fuerza F que se
requiere para producir este movimiento, llamada fuierza centripeta, es

) = 2vE
R
2. Una curva circular de radio R sobre una autopista estd peraltada en un angulo 6 de manera
que un automdvil puede recorrer la curva sin riesgo a derrapar cuando no hay friccién entre
F el pavimento y las llantas. La pérdida de friccion podria ocurrir, por ejemplo, si el pavimento
estuviera cubierto por una capa fina de agua o hielo. La rapidez de régimen vy de la curva es
la rapidez mdxima que un auto puede alcanzar sin derrapar. Suponga que un auto de masa m
recorre la curva a la rapidez de régimen v. Dos fuerzas acttian sobre el vehiculo: la fuerza
vertical, mg, debida al peso del automdvil, y una fuerza F ejercida por, y normal a, el camino
(véase la figura).
El componente vertical de F balancea el peso del auto, de manera que | F | cos 0 = myg.

El componente horizontal de F produce una fuerza centripeta sobre el auto, asi que, por la
segunda ley de Newton y el inciso (d) del problema 1,

FIGURA PARA EL PROBLEMA 2 mog
|F|sen6 =

(a) Demuestre que v = Rg tan 6.

(b) Determine la rapidez de régimen de una curva circular con radio 120 m peraltada en un
angulo de 12°.

(c) Suponga que los ingenieros disefiadores desean mantener el peralte en 12°, pero quieren
aumentar la rapidez de régimen en 50%. ;Cual deberia ser el radio de la curva?

3. Un proyectil es disparado desde el origen con dngulo de elevacion « y rapidez inicial v,.
Suponiendo que la resistencia del aire es insignificante y que la tnica fuerza que actda sobre
el proyectil es la gravedad, g, en el ejemplo 13.4.5 se demostré que el vector de posicién del
proyectil es

y r() = (vocos a)ti + [(vo sena)t — %gt2:|j

También se demostré que la distancia horizontal maxima del proyectil se alcanza cuando

a = 45° y que en este caso el rango es R = vi/g.

(a) ¢(En qué dngulo deberia dispararse el proyectil para alcanzar su altura maxima y cudl es
la altura maxima?

R 0 R x (b) Fije la rapidez inicial v, y considere la pardbola x> + 2Ry — R*> = 0, cuya gréfica
aparece en la figura de la izquierda. Demuestre que el proyectil puede impactar cual-
FIGURA PARA EL PROBLEMA 3 quier blanco dentro de o en la frontera de la regién delimitada por la parabola

y el eje x, y que no puede impactar ningtin blanco fuera de esta region.
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 5

R

(c) Suponga que el arma es elevada a un dngulo de inclinacién « a fin de apuntar a un
objetivo suspendido a una altura / directamente sobre un punto D unidades bajo el rango
(véase la figura inferior). El objetivo es liberado en el instante en que se dispara el arma.
Demuestre que el proyectil siempre impacta el objetivo, sea cual fuere el valor de vy, a
condicién de que el proyectil no impacte la superficie “antes” que D.

. (a) Un proyectil es disparado desde el origen por un plano inclinado que forma un dngulo 6

con la horizontal. El 4ngulo de elevacién del arma y la rapidez inicial del proyectil son a
y 0y, respectivamente. Halle el vector de posicion del proyectil y las ecuaciones
paramétricas de la trayectoria del proyectil como funciones del tiempo 7. (Ignore la
resistencia del aire.)

Demuestre que el dngulo de elevaciéon o que maximizard el rango de descenso es el

angulo a medio camino entre el plano y la vertical.

(c) Suponga que el proyectil es disparado hacia arriba en un plano inclinado cuyo dngulo
de inclinacién es 6. Demuestre que, a fin de maximizar el rango (de ascenso), el proyec-
til deberia dispararse en la direccién a medio camino entre el plano y la vertical.

(d) En un trabajo presentado en 1686, Edmond Halley resumio las leyes de la gravedad y el
movimiento de proyectiles y las aplicé a la artilleria. Uno de los problemas que planted
implicaba disparar un proyectil para que impactara a un objetivo a una distancia R en lo
alto de un plano inclinado. Demuestre que el dngulo en que el proyectil deberia dispa-
rarse para impactar el objetivo usando el menor monto de energia es el mismo que en el
inciso (c). (Use el hecho de que la energia necesaria para disparar el proyectil es propor-
cional al cuadrado de la rapidez inicial, de manera que minimizar la energia equivale a
minimizar la rapidez inicial.)

(b

=

. Una pelota rueda desde una mesa con una rapidez de 0.5 m/s. La mesa es de 1.2 m de alto.

(a) Determine el punto en el que la pelota alcanza el suelo y determine su rapidez en el
instante del impacto.

(b) Encuentre el dngulo 6 entre la trayectoria de la pelota y la recta vertical que pasa por el
punto de impacto (véase la figura).

(c) Suponga que la pelota rebota desde el suelo en el mismo dngulo con que lo alcanzd,
pero pierde 20% de su rapidez debido a la energia absorbida por la pelota en el
impacto. ;| Ddnde alcanzara la pelota el suelo en el segundo golpe?

. Halle la curvatura de la curva con ecuaciones paramétricas

t t
x= J‘ sen(%w@z)dﬂ y= [ cos(%w@z)dﬂ
0 Jo
Si un proyectil se dispara con dngulo de elevacién « y rapidez inicial v, entonces las
ecuaciones paramétricas para esta trayectoria son

x=(wcosa)t y=(vsena) — sgr*

(Véase el ejemplo 13.4.5.) Se sabe que el rango (distancia horizontal recorrida) se maximiza
cuando a = 45°. ;Qué valor de @ maximiza la distancia total recorrida por el proyectil?
(Enuncie su respuesta al grado mds cercano.)

. Un cable tiene radio r y longitud L y se enrolla en un carrete con radio R sin empalmar.

(Cudl es la longitud mds corta a lo largo del carrete cubierto por el cable?

. Demuestre que la curva con ecuacion vectorial

I'(l) = <alt2 + bt + Cl,azlz + bot + ¢, (l3l2 + bst + C3>

reside en un plano y determine una ecuacién del plano.
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Derivadas parciales
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HASTA ESTE CAPITULO SE HA ABORDADO ¢l cilculo de las funciones de una variable. En
el mundo real, las cantidades fisicas dependen a menudo de dos o mds variables. Este capitulo

se enfocard en las funciones de diversas variables y se ampliardn las nociones bésicas del calculo
diferencial a esas funciones.
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CAPITULO 14 Derivadas parciales

Funciones de varias variables

14.1
y
\/1
0 X
D
FIGURA 1

/\' Flx.y)
(x.y)

fla,b)

En esta seccidn se estudiardn funciones de dos o mds variables desde cuatro puntos de
vista:

» verbalmente, mediante una descripcion

* numéricamente con una tabla de valores

* algebraicamente mediante una férmula explicita

 visualmente con una grafica o curvas de nivel

@ Funciones de dos variables

La temperatura 7 en un punto en la superficie de la Tierra en cualquier momento dado
depende de la longitud x y la latitud y del punto. 7 puede concebirse entonces como una
funcién de dos variables, x y y, o una funcién del par (x, y). Se indica esta dependencia
funcional escribiendo T = f(x, y).

El volumen V de un cilindro circular depende de su radio r y su altura 4. De he-
cho, se sabe que V = 7rr?h. Se dice que V es una funcién de r y h y se escribe
V(r, h) = @r*h.

Definicion Una funcién f de dos variables es una regla que asigna a cada par orde-
nado de nimeros reales (x, y) en un conjunto D un nimero real tnico denotado por
f(x, y). El conjunto D es el dominio de /'y su rango es el conjunto de valores que f
adopta, es decir { f(x, y) | (x, y) € D}.

A menudo se escribe z = f(x, y) para explicitar el valor adoptado por f en el punto
general (x, f). Las variables x y y son variables independientes y z es la variable depen-
diente. [Compare con la notacién y = f(x) para funciones de una sola variable.]

Una funcién de dos variables es sencillamente una funcién cuyo dominio es un sub-
conjunto de R y cuyo rango es un subconjunto de R. Una manera de visualizar una
funcién de este tipo es por medio de un diagrama con flechas (véase la figura 1), donde
el dominio D es representado como un subconjunto del plano xy y el rango como un
conjunto de nimeros en una recta real, mostrada como eje z. Por ejemplo, si f(x, y)
representa la temperatura en un punto (x, y) en una placa metdlica plana en forma de D,
el eje z puede concebirse como un termémetro que presenta las temperaturas registradas.

Si una funcién f es dada por una férmula y no se especifica ningtin dominio, se
entiende que el dominio de f es el conjunto de todos los pares (x, y) para los cuales la
expresion dada es un niimero real satisfactoriamente definido.

EJEMPLO 1 Para cada una de las funciones siguientes, evalde f(3, 2); determine y
trace el dominio.

Vx+y+1
@ flxy) = % b) f(x.y) = xIn(y? — x
SOLUCION
@ fap=L3r2F1_ 6

3—-1 2

La expresion para ftiene sentido si el denominador no es 0 y la cantidad bajo el signo
de raiz cuadrada es no negativa. Asi, el dominio de fes

D={(xy |x+y+1=0, x# 1}

Ladesigualdadx + y + 1 = 0,0y = — x — 1 describe los puntos que se encuentran en o



x+y+1=0
I
}x=l
|
1
-1 -0 i X
|
-1 |
|
|
FIGURA 2

Vx+y+1

Dominio de f(x, y) = =1

FIGURA 3
Dominio de f(x, y) = xIn(y* — x)

El indice de viento-frio

El indice de viento-frio mide cémo
se siente el frio cuando hay viento,
basdndose en un modelo que calcula
la rapidez con que un rostro humano
pierde calor. El modelo se desarrollé
mediante pruebas clinicas en las que
voluntarios se expusieron a varias
temperaturas y a velocidades del
viento en un tinel aerodindmico
refrigerado.
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sobre larectay = — x — 1, mientras que x # 1 significa que los puntos sobre la recta
x = 1 deben excluirse del dominio. (Véase la figura 2.)

(b) f(3,2) =3In(2* =3)=3In1=0

Como In(y*> — x) se define solo cuando y*> — x > 0, es decir x < y?, el dominio de fes
D = {(x,y) | x < y*}. Este es el conjunto de puntos a la izquierda de la pardbola x = y?.
(Véase la figura 3.) [ |

No todas las funciones pueden representarse con férmulas explicitas. La funcién en
el ejemplo siguiente se describe verbalmente y mediante estimaciones numéricas de sus
valores.

EJEMPLO 2 En regiones con clima severo en invierno, el indice de viento-frio suele
usarse para describir la aparente severidad del frio. Este indice W es una temperatura
subjetiva que depende de la temperatura real 7'y la velocidad del viento v. Asi, W

es una funcién de T'y v, y se puede escribir W = f (T, v). La tabla 1 registra valores
de W compilados por el US National Weather Service y el Meteorological Service of
Canada.

Tabla 1 Indice de viento-frio como funcién de temperatura del aire y velocidad del viento

Velocidad del aire (km/h)
i ¢ 5 10 15 20 25 30 40 50 60 70 80
5 4 3 2 1 1 0 -1 -1 -2 -2 -3
0 -2 | =3 —4 =5 -6 -6 -7 -8 -9 -9 | —10

=S5 | =7 -9 |-11|—-12|—-12| —13| —14 | —-15| —16| —16 | —17
—10 | =13 | =15 | =17 | =18 | =19 | =20 | =21 | =22 | =23 | =23 | —24
—15|—19| =21 | =23 | =24 | =25 | =26 | =27 | =29 | =30 | =30 | —31
—20 | 24| —27| —-29 | =30 | =32 | =33 | =34 | =35 | =36 | —37| —38
=25 | =30 | =33 | =35 | =37 | =38 | =39 | —41 | —42 | —43 | —44 | —45
=30 | =36 | =39 | —41 | —43 | —44 | —46 | —48 | —49 | =50 | =51 | =52
—35| —41| —45| —48 | =49 | =51 | =52 | =54 | =56 | —57 | —58 | —60
—40 | —47 | =51 | =54 | =56 | =57 | =59 | —61 | —63 | —64 | —65 | —67

Temperatura real (°C)

Por ejemplo, la tabla muestra que si la temperatura es de -5 °C y la velocidad del
viento de 50 km/h, subjetivamente se sentird frio y una temperatura cercana a —15 °C
sin viento. Asi,

f(=5,50) = —15 ]

EJEMPLO 3 En 1928 Charles Cobb y Paul Douglas publicaron un estudio en el que
expusieron el crecimiento de la economia estadounidense durante el periodo 1899-1922.
Consideraron una visién simplificada de la economia en la que la produccion es deter-
minada por la cantidad de mano de obra implicada y la cantidad de capital invertido.
Aunque también muchos factores afectan el desempefio econdmico, este modelo
resulté notablemente atinado. La funcién que esos autores usaron para establecer la
produccién fue de la forma

(1] P(L,K) = bL°K'™

donde P es la produccion total (el valor monetario de todos los bienes producidos en un
afno), L la cantidad de mano de obra (el nimero total de horas-hombre trabajadas en
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Tabla 2
Afio P L K
1899 100 100 100
1900 101 105 107
1901 112 110 114
1902 122 117 122
1903 124 122 131
1904 122 121 138
1905 143 125 149
1906 152 134 163
1907 151 140 176
1908 126 123 185
1909 155 143 198
1910 159 147 208
1911 153 148 216
1912 177 155 226
1913 184 156 236
1914 169 152 244
1915 189 156 266
1916 225 183 298
1917 227 198 335
1918 223 201 366
1919 218 196 387
1920 231 194 407
1921 179 146 417
1922 240 161 431
z
(x, 3 fx, )

FIGURA 5

un afio) y K la cantidad de capital invertido (el valor monetario de toda la maquinaria,
equipo y edificios involucrados). En la seccién 14.3 se mostrara como la forma de la ecua-
cion 1 se desprende de ciertos supuestos economicos.

Cobb y Douglas usaron datos econdmicos publicados por el gobierno para obtener la
tabla 2. Tomaron el afio 1899 como linea base y a P, L'y K se les asign6 el valor de 100
para ese afio. Los valores para los demds afos se expresaron como porcentajes de las
cifras de 1899.

Cobb y Douglas usaron el método de minimos cuadrados para ajustar los datos de la
tabla 2 a la funcién

(2] P(L,K) = 1.01L°7K"%

(Véase el ejercicio 81 para mas detalles.)
Si se usa el modelo dado por la funcién de la ecuacién 2 para calcular la produccién
de los afios 1910 y 1920, se obtienen los valores

P(147,208) = 1.01(147)*75(208)°% ~ 161.9
P(194, 407) = 1.01(194)°75(407)*> ~ 235.8

los cuales estan muy cerca de los valores reales, 159 y 231.

La funcién de produccién (1) se ha usado subsecuentemente en muchos campos,
desde empresas particulares hasta la economia global, y se le conoce como funciéon de
produccién de Cobb-Douglas. Su dominio es {(L, K) | L = 0, K = 0} porque L y K
representan mano de obra y capital y por tanto nunca son negativas. |

EJEMPLO 4 Determine el dominio y el rango de g(x, y) = /9 — x? — y2.
SOLUCION El dominio de g es

D={xy|9-x=y*=0={(xy [x*+y*<9}

el cual es un disco con centro (0, 0) y radio 3. (Véase la figura 4.) El rango de g es
{z|z=m,(x,y)€D}
Como z es una raiz cuadrada positiva, z = 0. Asimismo, como 9 — x> — y? < 9, setiene
Sy =3
Asi, el rango es

{z|0=<z=<3}=]0,3] ]

B Graficas

Otra manera de visualizar el comportamiento de una funcién de dos variables es consi-
derar su grafica.

Definicidon Si f es una funcién de dos variables con dominio D, la gréfica de f es
el conjunto de todos los puntos (x, y, z) en R tales que z = f{x, y) y (x, y) esté en D.

Asi como la gréfica de una funcion f de una variable es una curva C con ecuacién y = f(x),
la grafica de una funcién f de dos variables es una superficie S con ecuacion z = f(x, y). Se
puede visualizar la grifica S de f como tendida directamente arriba o abajo de su dominio D
en el plano xy (véase la figura 5).
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FIGURA 7
Gréficade g(x, y) = \/9 —x?—y?

FIGURA 8
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EJEMPLO 5 Trace la gréfica de la funcién f(x, y) = 6 — 3x — 2y.

SOLUCION La grifica de f'tiene la ecuacionz = 6 — 3x — 2y,03x + 2y + z = 6,

que representa un plano. Para graficar el plano se determinan primero las intersecciones.
Siy =z = 0, en la ecuacion se obtiene x = 2 como la interseccién en x. De igual for-
ma, la interseccién en y es 3 y la interseccion en z es 6. Esto ayuda a trazar la porcién
de la gréfica que reside en el primer octante de la figura 6. [ ]

La funcién del ejemplo 5 es un caso especial de la funcién
fx,y) =ax + by + ¢

la cual se llama funcién lineal. La grifica de esa funcién tiene la ecuacion
z=ax + by +c o ax+by—z+c=0

que es un plano. Asi como las funciones lineales de una variable son importantes en el
célculo de una variable, se verd que las funciones lineales de dos variables desempefian
un papel central en el cdlculo de miltiples variables.

EJEMPLO 6 Trace la grafica de g(x, y) = /9 — x> — y2.

SOLUCION La griéfica tiene la ecuacion z = /9 — x2 — y2. Eleve al cuadrado ambos
miembros de esta ecuacién para obtener z> = 9 — x* — y% 0 x? + y* + z2 =9,

la cual se reconoce como una ecuacién de la esfera con centro en el origen y radio 3. Pero
como z = 0, la gréfica de g es solo la mitad superior de esta esfera (véase la figura 7). [ ]

NOTA Una esfera entera no puede representarse con una sola funcién de x y y. Como
se vio en el ejemplo 6, el hemisferio superior de la esfera x*> + y? + z? = 9 es repre-
sentado por la funcién g(x, y) = 4/9 — x> — y2. El hemisferio inferior estd representado
por la funcién h(x, y) = —/9 — x? — y2.

EJEMPLO 7 Use una computadora para dibujar la grafica de la funcién de produccion
de Cobb-Douglas P(L, K) = 1.01L*"K"®,

SOLUCION La figura 8 muestra la grafica de P para valores de la mano de obra L'y

el capital K, que se ubican entre 0 y 300. La computadora ha dibujado la superficie
diagramando trazas verticales. De estas trazas se deduce que el valor de la produccién
P aumenta cuando L o K aumenta, como se preveia.

EJEMPLO 8 Determine el dominio y el rango y trace la gréfica de h(x, y) = 4x> + y*

SOLUCION Nétese que h(x, y) se define para todos los posibles pares ordenados de
ndmeros reales (x, y), asi que el dominio es R?, 1a totalidad del plano xy. El rango de

h es el conjunto (0, ©) de todos los niimeros reales no negativos. [Nétese también que
x2=0yy* =0, asi que h(x, y) = 0 para todas las x y y.] La gréfica de & tiene la ecuacién
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z = 4x* + y?, que es el paraboloide eliptico que se trazé en el ejemplo 12.6.4. Las trazas
horizontales son elipses y las verticales pardbolas (véase la figura 9).
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FIGURA 9 |

Grifica de h(x, y) = 4x* + y?
Es fécil conseguir programas de computo para graficar funciones de dos variables.
En la mayoria de estos, las trazas en los planos verticales x = k'y y = k se dibujan para
valores igualmente espaciados de k y partes de la grifica son omitidas usando la elimi-
nacién de lineas ocultas.
La figura 10 muestra graficas generadas por computadora de varias funciones. Observe
la imagen completa de una funcién cuando puede rotarse y mostrar diferentes perspectivas.
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FIGURA 11

Visual 14.1A anima la figura 11
mostrando las curvas de nivel corres-
pondientes a las gréficas de funciones.
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En las partes (a) y (b) la grafica de f es muy plana y estd cerca del plano xy, excepto
cerca del origen; esto se debe a que e~ 72 es muy reducida cuando x o y tienen valores
grandes.

@ Curvas de nivel

Hasta aqui dispone de dos métodos para visualizar funciones: diagramas con flechas y
graficas. Un tercer método, tomado de los cartgrafos, es un mapa de contorno en el que
puntos de elevacion constante se unen para formar curvas de contorno o curvas de nivel.

Definicion Las curvas de nivel de una funcién f de dos variables son las curvas con
ecuaciones f(x, y) = k, donde k es una constante (en el rango de f).

Una curva de nivel f{x, y) = k es el conjunto de todos los puntos en el dominio de fen
los que f adopta un valor k dado. En otras palabras, muestra dénde la gréfica de f tiene
altura k.

En la figura 11 se observa la relacion entre curvas de nivel y trazas horizontales. Las
curvas de nivel f(x, y) = k son las trazas de la gréifica de fen el plano horizontal z = k
proyectadas en el plano xy. Si se dibujan las curvas de nivel de una funcién para visuali-
zarlas en la altura indicada, es posible crearse una imagen de la grafica. La superficie es
pronunciada donde las curvas de nivel se juntan y es mas plana donde estdn separadas.

FIGURA 12

Un ejemplo comiin de curvas de nivel se observa en mapas topograficos de regiones
montafiosas, como el mapa de la figura 12. Las curvas de nivel son curvas de elevacién
constante sobre el nivel del mar. Si se recorre una de esas lineas de contorno, no se
asciende ni desciende. Otro ejemplo comiin es la funcidén temperatura que se presento al
principio de esta seccion. En este caso, las curvas de nivel se llaman isotermas y unen



894 CAPITULO 14 Derivadas parciales
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lugares con la misma temperatura. La figura 13 es un mapa de climas del mundo con las
temperaturas promedio en julio. Las isotermas son las curvas que separan las bandas de
distinto tono.

En mapas de climas de presién atmosférica, como funcion de la longitud y la latitud,
las curvas de nivel se llaman isobaras y unen lugares con la misma presién. (Véase el
ejercicio 34.) Los vientos superficiales tienden a fluir desde areas de alta presion a lo
largo de las isobaras hacia dreas de baja presion, y son mds fuertes donde las isobaras
estan mds estrechamente cefiidas entre si.

En el mapa de contorno de la precipitaciéon mundial (véase la figura 14), las curvas de
nivel no estan rotuladas, pero distinguen las regiones con distintas tonalidades de gris y
la cantidad de precipitacion se indica en las acotaciones.

EJEMPLO 9 En la figura 15 se muestra un mapa de contorno para una funcién f.
Estime los valores de f(1, 3) y f(4, 5).

SOLUCION El punto (1, 3) se ubica en parte entre las curvas de nivel con valores de z
de 70 y 80. Se estima que

£(1,3) =73
De igual manera, se estima que (4, 5) = 56 [ |

EJEMPLO 10 Trace las curvas de nivel de la funcién f (x, y) = 6 — 3x — 2y para los
valores k = —6,0, 6, 12.

SOLUCION Las curvas de nivel son

6 —3x—2y=k 0 3x+2y+(k—6)=0

Esta es una familia de rectas con pendiente — % Las cuatro curvas de nivel particulares
conk=-6,0,6y12son3x +2y —12=0,3x +2y —6=0,3x + 2y =0,y
3x + 2y + 6 = 0.Y estdn trazadas en la figura 16. Las curvas de nivel son rectas parale-
las igualmente espaciadas porque la grafica de f'es un plano (véase la figura 6).

y

0 X

=, =, =, =,

N\ N\ N\ N\
o

/T) o o \
|

EJEMPLO 11 Trace las curvas de nivel de la funcién

glx,y) = m para k=0,1,2,3
SOLUCION Las curvas de nivel son

VO9—x2=y2=k o xX*+y’=9-k

Esta es una familia de circulos concéntricos con centro (0, 0) y radio /9 — k2. Los
casos k = 0, 1, 2, 3 se muestran en la figura 17. Intente visualizar estas curvas de nivel
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elevandolas para formar una superficie y compdrelas con la grafica de g (hemisferio) de
la figura 7. (Véase TEC Visual 14.1A.)

k=3
k=2
A ke

k=0

0 73,00 x
FIGURA 17
Mapa de contorno de

glxy) =9 —x2 =y ]

EJEMPLO 12 Trace algunas curvas de nivel de la funcién h(x, y) = 4x* + y* + L.
SOLUCION Las curvas de nivel son

2 2

x y
+
k=1 k=1

4x*+y*+ 1=k 0 =1

lo que, para k > 1, describe una familia de elipses con semiejes %\/ k—1 yvk—1.La
figura 18(a) muestra un mapa de contorno de / dibujado en computadora. La figura 18(b)
muestra estas curvas de nivel elevadas para componer la grafica de 4 (un paraboloide
eliptico), donde se convierten en trazas horizontales. Se ve en la figura 18 cémo la grafica
de h se forma a partir de las curvas de nivel.

y

—\\\;J
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Visual 14.1B demuestra la \ >
N

I~

relacion entre superficies y sus mapas
de contorno.

~

)
<

-~ ~

=
FIGURA 18 X
La grifica de h(x,y) = 4x> + y* + 1 3
se forma elevando las curvas de nivel.
(a) Mapa de contorno (b) Las trazas horizontales son curvas de nivel elevadas [

EJEMPLO 13 Trace curvas de nivel para la funcién de produccién de Cobb-Douglas
del ejemplo 3.

SOLUCION En la figura 19 se usa una computadora para dibujar un diagrama de con-
torno para la funcién de produccién de Cobb-Douglas

P(L,K) = 1.01L"PK*»
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K Las curvas de nivel se han rotulado con el valor de la produccién P. Por ejemplo,
300 1 la curva de nivel sefialada como 140 muestra todos los valores de la mano de obra L y la
inversion de capital K que resultan en una produccién de P = 140. Se ve que, para un
valor fijo de P, cuando L aumenta, K disminuye y viceversa. [ ]
200 +
Para algunos propdsitos, un mapa de contorno es mds util que una grafica, como en
220 el ejemplo 13. (Compare la figura 19 con la figura 8.) Y también para estimar valores de
100 140 180 funciones, como en el ejemplo 9.
100 La figura 20 muestra algunas curvas de nivel generadas por computadora y sus corres-
pondientes gréficas. Nétese que las curvas de nivel de la parte (c) se apilan cerca del
. . . origen debido a que la gréfica en la parte (d) es mas pronunciada al acercase a ese punto.
100 200 300 L
FIGURA 19
y
VN
/} y /I,"‘:\ﬁ\
i) \\\ | :/II/I““
7 sl (R
x 'a.q::\\\\\ \“v"‘/// II'I[,'O&&: 55
K i N “\ “‘W
— \ f
W ‘ “‘A"’//
(a) Curvas de nivel de f(x, y) = —xye *
y
UL
i 3‘!}\‘“"“\"&@*\
X 0’:“{\ ".' !
= s\\\\\: “" /1177 Y
X [z
Curvas de nivel d - d S
(c) Curvas de nivel de f(x, y) = e ) flx, y) = 2yl
FIGURA 20

B Funciones de tres o mas variables

Una funcién de tres variables, f, es una regla que asigna a cada terna ordenada (x, y, z)
en un dominio D C R?® un nimero real tnico denotado por f(x, v, z). Por ejemplo, la tempe-
ratura 7 en un punto de la superficie terrestre depende de la longitud x y la latitud y del
punto y del momento ¢, asi que se puede escribir 7' = f(x, y, t).

som
&
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EJEMPLO 14 Determine el dominio de f'si
f(x,v,z) =1In(z — y) + xysen z

SOLUCION La expresién para f(x, y, z) estd definida mientras z —y > 0, asi que el
dominio de fes

D={(xyz ER| z>y}

Este es un semiespacio que consta de todos los puntos que se ubican arriba del plano
zZ=y. |

Una funcién fde tres variables es dificil de visualizar porque su gréfica tendria que repre-
sentarse en un espacio tetradimensional. Sin embargo, se hard una idea de f examinando
sus superficies de nivel, las cuales son las superficies con ecuaciones f(x, y, z) = k, donde
k es una constante. Si el punto (x, y, z) se mueve a lo largo de una superficie de nivel, el
valor de f(x, y, z) se mantiene fijo.

EJEMPLO 15 Determine las superficies de nivel de la funcién
fl,y,z) = x>+ y> + 22

SOLUCION Las superficies de nivel son x> + y> + z* = k, donde k = 0. Estas forman
una familia de esferas concéntricas con radio \/E . (Véase la figura 21.) Asi, cuando
(x, v, z) varfa en cualquier esfera con centro O, el valor de f(x, y, z) se mantiene fijo. W

Las funciones pueden tener cualquier nimero de variables. Una funcién de n varia-
bles es una regla que asigna un nimero z = f(x, X2, . .., x,) a una n-ada (x;, xa, . . . , X,,)
de nimeros reales. Se denota con R" el conjunto de todas esas n-adas. Por ejemplo, si una
compaiiia usa n ingredientes diferentes para hacer un producto alimenticio, c; es el costo
por unidad del i-€simo ingrediente y x; son las unidades usadas del ingrediente i-€simo,

FIGURA 21 de modo que el costo total C de los ingredientes es una funcién de las n variables xi, x»,
oy X
@ C=f(xi,x2,...,%,) = cix; + caxa + -+ + cux,

La funcidn fes una funcién con valores reales cuyo dominio es un subconjunto de R".
A veces se usara la notacidn vectorial para escribir tales funciones en forma mas com-
pacta: si X = {x, X2, ..., X,), a menudo se escribe f(x) en lugar de f(xi, x2, ..., X,).
Con esta notacién se puede reescribir la funcién definida en la ecuacién 3 como

fx)=c-x

donde ¢ = {ci, 2, ..., €a) y € - X denota el producto punto de los vectores ¢y x en V,.

En vista de la correspondencia inyectiva entre los puntos (x, x, . . . , x,) en R" y sus
vectores de posiciéon X = (x1, X2, ..., x,)en V,, se tienen tres maneras de considerar una
funcioén f definida en un subconjunto de R":

1. Como una funcidn de n variables reales x;, x5, . . . , X,
2. Como una funcién de una variable puntual (x;, x,, . . . , x,)
3. Como una funcién de una variable vectorial x = (x;, x2, ..., X,)

Verd que estos tres puntos de vista son igualmente Ttiles.
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14.1 EJERCICIOS

1. En el ejemplo 2 se consider6 la funcion W = f (T, v), donde explicada en el ejemplo 3 que la produccion se duplicara si
W es el indice de viento-frio; T, la temperatura real y v, la se duplica tanto la cantidad de mano de obra como la
velocidad del viento. En la tabla 1 de la pagina 889 se ofrece cantidad de capital. Determine si esto también se aplica
una representacion numérica. a la funcién de produccién general
(a) (Cudl es el valor de f(-15, 40)? ;Cual es su significado?

(b) Explique el significado de la pregunta “;Para qué valor P(L,K) = bL°K'™®
de v es f(—20, v)=—30?" Después responda la pregunta.

(c) Explique el significado de la pregunta ““; Para qué valor 5. Un modelo para el drea de un cuerpo humano estd dado
de T es f(T, 20)=—49?” Después responda la pregunta. por la funcién

(d) (Cudl es el significado de la funciéon W = f (-5, v)?
Describa el comportamiento de esta funcién. S = f(w, h) = 01091457

(e) ¢Cudl es el significado de la funcién W = f (T, 50)?
Describa el comportamiento de esta funcién.
donde w es el peso (en libras), 4 la altura (en pulgadas) y S se
mide en pies cuadrados.
(a) Encuentre {160, 70) e interprétela.
(b) (Cudl es el drea de su propio cuerpo?

2. El indice I de temperatura-humedad, o humidex, es la
temperatura del aire percibida cuando la temperatura real es
T'y la humedad relativa es h, de modo que se puede escribir
I = f(T, h). La tabla de valores de I siguiente es un fragmento
de una tabla compilada por Environment Canada. 6. El indice de viento-frio W expuesto en el ejemplo 2 ha sido

modelado para la funcién siguiente:

Tabla 3 Temperatura aparente como una funcién

de la temperatura y la humedad W(T, v) = 13.12 + 0.6215T — 11.370"'¢ + 0.3965Tv"'®
Humedad relativa (%) L
Compruebe cudnto coincide este modelo con los valores de la
T h 20 30 40 50 60 70 tabla 1 para algunos valores de 7'y v.
S’? 20 20 20 20 21 2 73 7. La altu}"a de las ol.as h en mar abierto depend.e de la velocidad
= v del viento y el tiempo ¢ durante el cual el viento ha soplado
= 25 25 25 26 28 30 32 a esa velocidad. Valores de la funcién i = f(v, t) se registran
g en metros en la tabla 4.
g 30| 30 ] 3 34 | 36 38 ] 4l (a) (Cudl es el valor de f(80, 15)? ; Cudl es su significado?
% 35 36 39 42 45 48 51 (b) (Cudl es el significado de la funcién i = (60, t)?
= Describa el comportamiento de esta funcion.
40 43 47 51 55 59 63 (¢) (Cul es el significado de la funcién i = f(v, 30)?
Describa el comportamiento de esta funcion.
(a) ¢(Cuadl es el valor de f(35, 60)? ;Cudl es su significado? Tabla 4

(b) ¢Para qué valor de h es f (30, h) = 36?

(c) ¢(Para qué valor de Tes f (7, 40) = 427

(d) ¢Cuadles son los significados de las funciones / = f(20, h) 4 5 10 15 20 30 40 50
e I = f(40, h)? Compare el comportamiento de estas dos
funciones de A.

Duracién (horas)

20 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6

3. Un fabricante ha planeado su funcién de produccién anual P
(el valor monetario de su produccién entera en millones de
ddlares) como una funcién de Cobb-Douglas

30 12 1.3 1.5 1.5 1.5 1.6 1.6

40 1.5 22 24 25 2.7 2.8 2.8

60 2.8 4.0 49 52 55 58 59

P(L,K) = LATLOSK3
80 | 43 | 64 | 77| 86| 95 101 | 102

Velocidad del viento (km/h)

donde L es el nimero de horas de trabajo (en miles) y K el
capital invertido (en millones de ddlares). Determine P(120, 20)
e interprétela. 120 | 74 | 113 | 144 | 166 | 190 | 205 | 21.1

100 5.8 89 | 11.0 | 122 | 138 | 147 | 153

4. Verifique la funcién de produccién de Cobb-Douglas

oo s 8. Una compaiiia fabrica cajas de carton de tres tamafios:
P(L,K) = 1.OIL"PK™ chica, mediana y grande con un costo de $2.50,
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$4.00 y $4.50, respectivamente. Los costos fijos son

de $8000.

(a) Exprese el costo de fabricar x cajas chicas, y cajas media-
nas y z cajas grandes como una funcién de tres variables:
C=f(x,y,2).

(b) Determine f(3 000, 5000, 4000) e interprétela.

(c) (Cudl es el dominio de f?

. Sea g(x, y) = cos(x + 2y).

(a) Evalde g(2, — 1).
(b) Determine el dominio de g.
(c) Determine el rango de g.

Sea F(x,y) = 1 + /4 — y2

(a) Evalie F(3, 1).

(b) Determine y trace el dominio de F.
(c) Determine el rango de F.

Sea f(x,v,2) = vx +/y + 2 +1In(d — x> — y? — 2.
(a) Evaldef(1, 1, 1).

(b) Determine y describa el dominio de f.

Seag(x,y,2z) = x’y*z/10 —x —y — z.

(a) Evalue g(1, 2, 3).

(b) Determine y describa el dominio de g.

13-22 Determine y trace el dominio de la funcién.

13. fn,y) =vx—2 +y— 1

14. f(x.y) = Yx =3y

15. f(x,y) =In(9 — x2—9y?)  16. f(x,y) = /x> +y> — 4
7. gloy = 2 18 g = T
19. f(x,y) = ly_;xx;

20. f(x,y) = sen”'(x + )

21. f(x,v,2) = V4 — x2 + 9 — y* + 1 — 22

22. f(x,y) = arcsen (x* + y* — 2)

23-31 Trace la grafica de la funcién.

23, f(x,y) =y 24. f(x,y) = x?

25. f(x,y) = 10 — 4x — 5y 26. f(x,y) = cosy

27. f(x,y) = sen x 28. f(x,y) =2 —x*—y?
29. f(x,y) =x*+4y* + 1 30. f(x,y) =e”

31, f(x,y) =y*+ 1

32.

Asocie la funcién con la grafica que le corresponde.
Argumente sus decisiones.

@ flx,y) = Tr+y?
(© flx,y) =In(x*+y)
() flx,y) = (x> —y?’

(b) flx,y) = TT 07

(d) f(x,y) = cos/x? + y?

() f(x,y) = cos(xy)

\\i\:\\&"';'i i R
o & i
4 i
L) ““‘2’

A

33. A continuacién se muestra el mapa de contorno para una

funcién f. Uselo para estimar los valores de f(=3, 3) y
f(3,-2). Explique la forma de la grafica.

y

] 70| 60 50 40

0 1 3‘0 X
e
200 —
}O,i

34. En las curvas de nivel, llamadas isobaras, representadas

en el mapa de contorno de presion atmosférica en América
del Norte del 12 de agosto de 2008, la presion se sefiala
en milibaras (mb).
(a) Estime la presion en C (Chicago), N (Nashville), S
(San Francisco) y V (Vancouver).
(b) ¢(En cudl de esos lugares los vientos fueron mds fuertes?




35. Las curvas de nivel (isotermas) para la temperatura habitual

del agua (en °C) en Long Lake, Minnesota, representan una
funcion de la profundidad y el momento del afio. Estime la
temperatura del lago el 9 de junio (dia 160) a una profundidad
de 10 m y el 29 de junio (dia 180) a una profundidad de 5 m.

SECCION 14.1 901
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una persona tiene bajo peso si su IMC es menor que 18.5; se
encuentra en un estado éptimo si su IMC estd entre 18.5 y 25;
tiene sobrepeso si su IMC estd entre 25 y 30, y es obesa si su
Mc excede de 30. Sombree la region correspondiente al IMC
optimo. ;/Si una persona pesa 62 kg y mide 152 cm pertenece
a esta categoria?

0
1216 20 40. La férmula para el cdlculo del indice de masa corporal se
. 3 localiza en el ejercicio 39. Dibuje la curva de nivel de esta
_\i/ 5+ funcidén para una persona que mide 2 metros de altura y 80 kg
S o de peso. Determine el peso y la altura de otras dos personas
E 16 5 con esa misma curva de nivel.
%’ 10 +
£ 41-44 Use el mapa de contorno de una funcién para hacer un
diagrama de la grifica de f.
15+ 8
120 160 200 240 280 a1 y 42 y
Dia del aiio 1134
12 -8
11
36. Observe los dos mapas de contorno. Uno es para una funcién f -6
cuya grafica es un cono. El otro es para una funcion g cuya . 4
grafica es un paraboloide. ;Cudl corresponde a cada funcién
y por qué?
- X
y 1 y ’
y
3. 5 44.
4
3 ]_E 3
X X .
2 0
NI
L 3 X
0 0 415
, 13
1
37. Localice los puntos A y B en el mapa de la Montafia 0 >
Lonesome (figura 12). ;Cémo describiria el terreno
que se forma cerca de A? ;Cerca de B?
38. Haga un diagrama de un mapa de contorno para la funcién 45-52 Dibuje un mapa de contorno de la funcién que muestre

que se representa en la grafica siguiente.

varias curvas de nivel.

45. f(x,y) = x> =’ 46. f(x,y) = xy
47. f(x,y) = (y — 2x)° 48. f(x,y) =x>—y
RPN 49. f(x,y) = ye* 50. f(x,y) =y — arctan x
i A —
.”"l’",l.'.‘&\\ :/,,,.’s‘\\‘!,,'l.‘i{ 51. f(x,y) = Vx> + y? 52. f(x,y) = ysecx

il

Sl
:"'l’l"',"”‘
EAORRY

OO
(0

53-54 Trace un mapa de contorno y una gréfica de la funcién y
compdrelos.

53. f(x,y) = x* + 9y? 54. f(x,y) = /36 — 9x2 — 4y2

39. Elindice de masa corporal (iMC) de una persona se calcula con

55. Una placa metdlica delgada, localizada en el plano xy, tiene
temperatura 7(x,y) en el punto (x, y). Trace algunas curvas
de nivel (isotermas) si la funcién temperatura estd dada por

100
1+ x>+ 2y?

nm
B(m, h) = ﬁ

donde m es la masa de la persona en kilogramos y % la altura
en metros. Dibuje las curvas de nivel B(m, h) = 18.5,

T(x,y) =
B(m, h) = 25, B(m, h) = 30, B(m, h) = 40. Una pauta es que
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56. Si V(x, y) es el potencial eléctrico en un punto (x, y) en
el plano xy, las curvas de nivel de V se llaman curvas
equipotenciales, porque en todos los puntos sobre una de
esas curvas el potencial eléctrico es el mismo. Trace algunas
curvas equipotenciales si V(x, y) = ¢/v/r?> — x* — y2, donde
¢ es una constante positiva.

57-60 Grafique la funcidn siguiente usando varios dominios
y distintas perspectivas. Imprima la que considere tiene mejor
visibilidad. Si con su software puede crear curvas de nivel, trace
algunas lineas de contorno de la misma funcién y comparelas
con la grafica.

57. f(x,y) = xy* — x° (silla de mono)
58. f(x,y) = xy® — yx’ (silla de perro)

59. f(x,y) = e “ 3 (sen(x?) + cos(y?))

60. f(x,y) = cosx cosy

61-66 Asocie la funcién (a) con su grafica (figuras A a la F)
y (b) con su mapa de contorno (dibujos I-VI). Explique sus

decisiones.
61. z = sen(xy) 62. z = e'cosy
63. z = sen(x — y) 64. z = senx — seny
Xy
65. 2= (1 —x)(1 — y? 66. - = ———
F= (1= =) =T

\ S
g

\
il

Iy

0

4
7/

v ) -
<] <
<] <
<] <
<] <

I —

RNRPARK
‘ 6':}:, ;
s

N
% NN
O
O
O
&

N

N9,

l/l'. l/ X7

W%

\

«

©

©

©

=

Q©
b@

@

=

JJNSEAN



SECCION 14.2 Limites y continuidad 903

67-70 Describa las superficies de nivel de cada funcién. [ 78. Use una computadora para investigar la familia de superficies
67. f(x,y,z) = x + 3y + 5z

68. f(x,y,z) = x>+ 3y* + 522
69. f(x,y,2) = y> + 22 (Como varfa la forma de la gréfica con los niimeros a 'y b?

z = (ax® + by?)e "

70. f(x,y,2) = x? — y> — 22 4 79. Use una_computadora para investigar cudl es la familia d_e
superficies de z = x* + y* + cxy. En particular, determine
los valores de transicion de ¢ para los que la superficie
cambia de un tipo de superficie cuadrética a otro.

71-72 Describa como la gréfica de g se obtiene de la gréfica de f. 7 g0

11 80. Grafique las funciones.

71. (a) glx,y) = f(x,y) + 2
(b) g(x,y) = 2f(x,y) Flox,y) = Jx2 + y2
(© g(x,y) = —=f(x,y)

@ g(x,y) =2 = f(x,y) flx,y) = eV

72. (a) g(x,y) =f(x — 2,y) flxy) = Inyx® + y?
() glx,y) = flx,y +2) ) _—
© glx,y) =f(x+3,y—4) f(x,) sen(ﬁ )

y f(x’ )’) = ﬁ

73-74 Grafique una funcién en computadora usando varios
dominios y perspectivas. Imprima la que ofrezca una mejor
visibilidad de los “picos y valles”. ;Puede afirmarse que la
funcién tiene un valor mdximo? ;Puede identificar puntos en la _ ( \/ﬁ)
gréfica que fuera posible considerar “puntos maximos locales™? floy) =glva? +y
.Y “puntos minimos locales”?

En general, si g es una funcién de una variable, ;como se
obtiene la grifica de

de la gréfica de g?
73. f(x,y) = 3x — x* — 4y> — 10xy _
/9 81. (a) Demuestre con logaritmos que la funcién general de

74. f(x,y) = xye ™ Cobb-Douglas P = bL*K' ™ puede expresarse como

P L
75-76 Grafique la funcion usando varios dominios y perspectivas. In e Inb+ aln X
Comente el comportamiento de la funcion para situaciones
limite. ;Qué sucede cuando tanto x como y se incrementan

indefinidamente? ;Qué sucede cuando (x, y) se aproxima al origen? (b) Si se concede que x = In(L/K) y y = In(P/K), la ecua-

cion del inciso (a) se convierte en la ecuacion lineal
y = ax + In b. Use la tabla 2 del ejemplo 3 para hacer

75. f(x,y) = % 76. f(x,y) = % una tabla de valores de In(L/K) y In(P/K) para los afios
* Y o y 1899-1922. Use una calculadora graficadora o compu-
tadora para determinar la linea de regresién de minimos
cuadrados que pasa por los puntos (In(L/K), In(P/K)).
77. Investigue la familia de funciones f(x, y) = e, (Coémo (¢) Deduzca que la funcion de produccion de Cobb-Douglas
depende de c la forma de la grifica? es P = 1.OIL*7K"®.

14.2 Limitesy continuidad

Compare el comportamiento de las funciones

xz_yz

sen(x? + y?)
x>+ y?

flx,y) = PN y g(x,y) =

cuando x y y se aproximan a 0 [y por tanto el punto (x, y) se aproxima al origen].
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Tabla 1 Valores de f(x, y)

Las tablas 1 y 2 muestran valores de f{x, y) y g(x, y) con tres decimales para los puntos
(x, y) cerca del origen. (Nétese que ninguna funcién estd definida en el origen.)

Tabla 2 Valores de g(x, y)

¥ Y| -10 | -05 | -02 0 0.2 0.5 10 ¥ Y| -10 | —05 | —02 0 0.2 0.5 1.0
—1.0 | 0455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0455 -10 0.000| 0.600| 0.923| 1.000 0923 | 0.600| 0.000
=05 | 0759 | 0959 | 0986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759 —0.5 | —0.600 | 0.000| 0.724| 1.000 0.724| 0.000 | —0.600
—02 | 0.829 | 0986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.829 —-02 | -0923|-0.724| 0.000 | 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923
0 0.841 | 0.990 | 1.000 1.000 | 0.990 | 0.841 0 —1.000 | —1.000 | —1.000 —1.000 | —1.000 | —1.000
0.2 | 0.829 | 0.986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0986 | 0.829 0.2 | —0.923|—-0.724 | 0.000| 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923
0.5 | 0.759 | 0959 | 0.986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759 0.5 | —0.600 | 0.000| 0.724| 1.000 0.724| 0.000 | —0.600
1.0 | 0455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0455 1.0 0.000| 0.600| 0.923| 1.000 0923 | 0.600| 0.000

Parece que cuando (x, y) se aproxima a (0, 0), los valores de f(x, y) se aproximan a 1,
mientras que los valores de g(x, y) no se acercan a ningin niimero. Estas suposiciones
basadas en la evidencia numérica son correctas, y se escribe que

. sen(x® + y?) . x* =y .
lim @ —————=1 im ———— noexisten
(x.9)=0.00  x° +y (x,»)=0,00 x~ +y
En general, se usa la notacién
lim xX,y) =L
(im f(x,y)

para indicar que los valores de f{x, y) se aproximan al niimero L cuando el punto (x, y) se
aproxima al punto (a, b) a lo largo de cualquier trayectoria que permanezca en el domi-
nio de f. En otras palabras, se puede hacer que los valores de f(x, y) se acerquen a los de
L tanto como se quiera tomando el punto (x, y) lo suficientemente cerca del punto (a, b),
pero no igual a (a, b). A continuacion se ofrece una definicién mds precisa.

m Definiciéon Sea f una funcion de dos variables cuyo dominio D incluye puntos
arbitrariamente cerca de (a, b). Se dice entonces que el limite de (x, y) cuando (x,y)
se aproxima a (a, b) es L y se escribe

lim x,y) =L
(x,y)—>(a,b)f( y)

si para cada nimero & > 0 hay un correspondiente nimero 6 > 0 tal que

si (L,y)ED y 0<(x—aP+ (y—b)? <8 entonces |f(x,y)—L|<e

Otras notaciones para el limite de la definicién 1 son

lim f(x,y) = L y f(x,y) — L cuando (x,y) — (a, b)

y—=b

Notese que | f(x,y) — L| es la distancia entre los nimeros f(x, y) y L, y que

V(x — a)? + (y — b)? es la distancia entre el punto (x, y) y el punto (a, b). Asf, la defini-
cion 1 indica que la distancia entre f{x, y) y L puede reducirse arbitrariamente volviendo
la distancia de (x, y) a (a, b) lo suficientemente pequefia (pero diferente de 0). La figura 1
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ilustra la definicién 1 por medio de un diagrama con flechas. Si cualquier intervalo reducido
(L — &, L + &) se da alrededor de L, se puede determinar un disco Ds con centro (a, b) y
radio 6 > 0 tal que f mande todos los puntos en D; [con la posible excepcién de (a, b)] en el
intervalo (L — &, L + &).

y zZ
(x,y)
D F‘v\\—/\
(a,b) f LL+8
0 X +L—¢
40
FIGURA 1 FIGURA 2

Otra ilustracién de la definicién 1 se da en la figura 2, donde la superficie S es la gra-
fica de f. Si se da & > 0, se puede determinar 6 > 0 tal que si (x, y) se restringe a residir
en el disco Ds y (x, y) # (a, b), entonces la parte correspondiente de S resida entre los
planos horizontales z = L —eyz =L + ¢.

Para funciones de una variable, cuando se permite que x se aproxime a a, solo hay dos
posibles direcciones de aproximacion, desde la izquierda o desde la derecha. Recuerde
pe———_ ~ del capitulo 2 que silim,—,- f(x) # lim,—.+ f(x), entonces 1im,—, f(x) no existe.
| Para funciones de dos variables no es tan sencillo, porque (x, y) puede aproximarse a
(a, b) desde un nimero infinito de direcciones en cualquier trayectoria (véase la figura 3)
mientras (x, y) permanezca en el dominio de f.

La definicién 1 indica que la distancia entre f(x, y) y L puede reducirse de manera arbi-
FIGURA 3 traria volviendo la distancia de (x, y) a (a, b) lo suficientemente pequefia (pero diferente

de 0). Esta definicion solo se refiere a la distancia entre (x, y) y (a, b), no a la direccién de la
aproximacioén. Por tanto, si el limite existe, f{x, y) debe aproximarse al mismo limite sin
importar como se aproxime (x, y) a (a, b). Asi, si se puede determinar dos diferentes tra-
yectorias de aproximacion a lo largo de las cuales la funcién f(x, y) tiene diferentes limites,
entonces se concluye que lim (). » f(x, y) no existe.

Sif(x,y) = L, cuando (x,y) = (a,b) a lo largo de una trayectoria C,y
f(x,y) = L, cuando (x,y) — (a,b) a lo largo de una trayectoria C,, donde
L, # L,, entonces lim . y)— @ » f(x, ¥) no existe.

2 2

lim 3 yz no existe.
(x,»)=0,0 x° + y

SOLUCION Sea f(x,y) = (x> — y?)/(x* + y?) . Primero aproxime (0, 0) a lo largo del
eje x. Entonces y = 0 da f(x, 0) = x*/x* = 1 para todas las x # 0, de manera que

EJEMPLO 1 Demuestre que

flx,y)—1 cuando  (x,y) — (0, 0) a lo largo del eje x

Ahora aproxime a lo largo del eje y poniendo x = 0. Entonces f(0,y) = —
para todas las y # 0, de modo que

flx,y)—1 cuando  (x,y) — (0,0) alo largo del eje y

(Véase la figura 4.) Como f tiene dos diferentes limites a lo largo de dos rectas diferen-
tes, el limite dado no existe. (Esto confirma la conjetura hecha con base en la evidencia
FIGURA 4 numérica al principio de esta seccion.) [
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FIGURA 5

En Visual 14.2, una recta gira-
toria sobre la superficie de la figura 6
muestra limites diferentes en el origen
desde direcciones distintas.

FIGURA 6

-
f(X, )’) X2 + yz

EJEMPLO 2 Si f(x,y) = xy/(x* + y?), (existe el( 1)1'm(0 o f(x, y)?

SOLUCION Siy = 0, entonces f(x, 0) = 0/x*> = 0. Por tanto,

flx,y)—0 cuando (6, 5) =(0,0) 510 largo del eje x

Six = 0, entonces £(0,y) = 0/y? = 0, asi que
flx,y)—0 cuando (x,y) = (0, 0) alo largo del eje y

Aunque se han obtenido limites idénticos a lo largo de los ejes, eso no demuestra que el
limite dado sea de 0. Aproxime ahora (0, 0) a lo largo de otra recta, por decir y = x. Para
todas las x # 0,

x? 1

foen ==

x2+xr 2
Por tanto, f(x, y) — % cuando  (x,y) = (0,0)yalolargodey — x
(Véase la figura 5.) Como se han obtenido limites diferentes a lo largo de trayectorias

diferentes, el lIimite dado no existe. [ |

En la figura 6 se explica con mds claridad el ejemplo 2. La cresta que se forma arriba
de larecta y = x se corresponde con el hecho de que f(x, y) = %para todos los puntos (x, y)
en esa recta, excepto en el origen.

EJEMPLO 3 Si f(x,y) = 2, jexiste
x“+y (

SOLUCION Con la solucién del ejemplo 2 en mente, intente ahorrar tiempo permitiendo
que (x, y) — (0, 0) a lo largo de cualquier recta que pasa por el origen. Si la recta no es
el eje y, entonces y = mx, donde m es la pendiente, y

lim x,y)?
, Jim flx,y)

f(x,y) = flx,mx) = x(m)? = m’x’ _ m’x

X2+ (mx)* xP+mxt 1+ m%?

Asi f(x,y) =0 cuando (x,y) — (0,0) alo largo de y = mx

Se obtiene el mismo resultado que (x, y) — (0, 0) a lo largo de la recta x = 0. Asi, f
tiene el mismo valor limite a lo largo de todas las rectas que pasan por el origen. Sin



La figura 7 muestra la grafica de la

funcidn del ejemplo 3. Nétese la

cresta arriba de la pardbola x = y?.

FIGURA 7

Otra manera de resolver el ejemplo 4
es usar el teorema de compresion en
vez de la definicion 1. De (2) se
sigue que

3[y[=0

lim
(x,y)—(0,0)

asi que la primera desigualdad en
(3) indica que el limite dado es 0.

SECCION 14.2 Limites y continuidad 907

embargo, eso no demuestra que el limite dado sea de 0, porque si ahora se permite que
(x,y) = (0, 0) alo largo de la parabola x = y?, se tiene
2 2 4
= 2 = —y . y = y— = l
[y = (%) G4y 2
de manera f(x, y) —>% cuando (x,y) = (0,0) alolargo de x = y?

Como trayectorias distintas conducen a valores limite diferentes, el limite dado no existe.
|

Considere ahora los limites que s7 existen. Igual que en el caso de las funciones de una
variable, el célculo de limites para funciones de dos variables puede simplificarse mucho
mejor usando propiedades de los limites. Las leyes de los limites que se enlistaron en la
seccion 2.3 pueden prolongarse a las funciones de dos variables: el limite de una suma es
la suma de los limites, el limite de un producto es el producto de los limites y asi sucesi-
vamente. En particular, las ecuaciones siguientes son verdaderas.

@ Iim x=a Iim y=5» lim c¢=c¢
(v,y)=(a, b) (x,y)—(a, b) (x,y)=(a, b)

El teorema de compresion también es vélido.
3x%y

m- o 2
)=0,0 x* + y
SOLUCION Como en el ejemplo 3, se podria demostrar que el limite a lo largo
de cualquier recta que pasa por el origen es 0. Esto no prueba que el limite dado sea de 0,
pero los limites a lo largo de las pardbolas y = x* y x = y? también resultan ser de 0,
de manera que empiece a sospechar que ese limite si existe y es igual a 0.

Sea & > 0. Se quiere encontrar 6 > 0 tal que

EJEMPLO 4 Determine si existe

. 3x?
si. 0<+4x*+ y? <4 entonces Tyz -0 <e
X y
. . 3’y
esdecir quesi 0 <+/x?+ y? <& entonces R <e
X y

Pero x* < x* + y*ya que y* = 0, de modo que x*/(x? + y?) < 1 y por tanto
3x?|y|
3] Ty S = Sy
X
Asi, sielige d = ¢/3 y considera 0 < 4/x? + y2 < §, entonces

3x%y

———0
x2+y2

= 3x*+y? <38=3<§) =s

De ahi que, por la definicién 1,

3x2
Iim z—yz =0
(@.y)—=0.00 x* + y [ ]

,

@ Continuidad

Recuerde que evaluar limites de funciones continuas de una variable es facil. Eso puede
hacerse mediante sustitucién directa, porque la propiedad definitoria de una funcién conti-
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nua es lim,—, f(x) = f(a). Las funciones continuas de dos variables también se definen
mediante la propiedad de sustitucién directa.

E] Definicion Una funcién fde dos variables se llama continua en (a, b) si

Ll f) = fla.b)

Se dice que fes continua en D si f'es continua en cada punto (a, b) en D.

El significado intuitivo de la continuidad es que si el punto (x, y) cambia un poco, el
valor de f(x, y) cambia también solo un poco. Esto significa que una superficie con la
gréifica de una funcién continua no tiene agujeros ni quiebres.

Usando las propiedades de los limites se puede observar que las sumas, diferencias,
productos y cocientes de las funciones continuas son continuos en sus dominios. Use este
hecho para ejemplificar funciones continuas.

Una funcién polinomial de dos variables (o polinomio para abreviar) es una suma
de términos de la forma cx™y", donde ¢ es una constante y m y n son enteros no negativos.
Una funcion racional es una razén de polinomios. Por ejemplo,

Fflx,y) = x* +5x°y? + 6xy* — Ty + 6

es un polinomio, mientras que

2xy + 1
g(x’ }’) - xz + yz
es una funcién racional.

Los limites en (2) indican que las funciones f (x, y) = x, g(x, y) = y, y h(x, y) = ¢
son continuas. Como cualquier polinomio puede basarse en funciones simples f, g y &
por multiplicacion y adicién, se sabe que todos los polinomios son continuos en R*. De igual
manera, toda funcién racional es continua en su dominio, porque es un cociente de funciones
continuas.

EJEMPLO 5 Evall’le( )ll’n}l ) (x%y® — x%y2 + 3x + 2y).

SOLUCION Como f (x, y) = x*y* — x*? + 3x + 2y es un polinomio, es continuo en
todas partes, asi que se puede determinar el limite por sustitucién directa:

wm T a3 2) =172 - 102431 42:2=11 W
xy—»
Z_yz
EJEMPLO 6 ;Dénde es continua la funcién f(x, y) = T 2
y

SOLUCION La funcién fes discontinua en (0, 0) porque no esté definida ahi. Como fes
una funcién racional, es continua en su dominio, el cual es el conjunto

D ={(x,y) | (x,y) # (0,0)}. ]
EJEMPLO 7 Sea
=Y () # 0,0)

glx,y)=19 x> +y°
0 si (x,y) =(0,0)



La figura 8 muestra la grafica de la
funcién continua del ejemplo 8.

FIGURA 8

Y77
4

S

77747
2% ",,"'"','y" 2%

FIGURA 9
La funcién h(x, y) = arctan(y/x) es
discontinua en x = 0.
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Aqui g se define en (0, 0), pero g sigue siendo discontinua ahi porque 1im, -, o) g(x, y)
no existe (véase el ejemplo 1). [ ]

EJEMPLO 8 Sea

3x%y

flry) ={x +»°
0 si(x,y) = (0,0)

si(x,y) # (0,0)

Se sabe que f'es continua para (x, y) # (0, 0), ya que ahi es igual a una funcién racional.
Asimismo, del ejemplo 4 se tiene

lm oy = lm —22 0= (0.0

im X, y) = im ———=0= ,

w00 7Y T () B0 ¥ + y2

Por tanto, f es continua en (0, 0), y en consecuencia es continua en R2. ]

Al igual que en las funciones de una variable, la composicién es otra manera de com-
binar dos funciones continuas para obtener una tercera. De hecho, puede demostrarse que
si fes una funcién continua de dos variables y g es una funcién continua de una variable
definida en el rango de f, la funcién compuesta 7 = g ° f definida por A(x, y) = g(f (x, ¥))
es también una funcién continua.

EJEMPLO 9 ;Donde es continua la funcién A(x, y) = arctan(y/x)?

SOLUCION La funcién f(x, y) = y/x es una funcién racional, y por tanto continua
excepto en la recta x = 0. La funcién g(f) = arctan ¢ es continua en todas partes. Asi, la
funcién compuesta

g(f (x,y)) = arctan(y/x) = h(x, y)

es continua excepto en x = 0. La gréfica de la figura 9 muestra la interrupcion en la gra-
fica de & arriba del eje y. [ ]

B Funciones de tres o mas variables
Todo lo realizado en esta seccién puede aplicarse a funciones de tres o mas variables.
La notacién

lim S, y,2) =L

(x,y,2)=(a, b, )

significa que los valores de f(x, y, z) se aproximan al nimero L cuando el punto
(x, y, z) se aproxima al punto (a, b, c¢) a lo largo de cualquier trayectoria en el domi-
nio de f. Como la distancia entre dos puntos (x, y, z) y (a, b, ¢) en R® estd dada por
Vx —a)? + (y — b)> + (z — ¢)% se puede escribir una definicién precisa como la
siguiente: para cada nimero & > 0 hay un correspondiente nimero & > 0 tal que

si (x,y, z) estd en el dominiode fy 0 < /(x —a)>+ (y = b)2+ (z — )2 < &

entonces | f(x,y,2) — L| <e

La funcién f es continua en (a, b, c¢) si

lim f(x,y,2) = fla, b, c)

(x,y,2)=(a, b, c)
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Por ejemplo, la funcién

1
X+ yr+22-1

flxy.2) =

es una funcion racional de tres variables y, por tanto, es continua en cualquier punto en
R’ excepto donde x* + y*> + z> = 1. En otras palabras, es discontinua en la esfera con
centro en el origen y radio 1.

Si se usa la notacion vectorial que se presentd al final de la seccién 14.1, pueden escri-
birse las definiciones de un limite para funciones de dos o tres variables en una forma
compacta, como se muestra a continuacion.

(5] Teorema Si f se define en un subconjunto D de R”, entonces lim,—., f(x) = L
significa que para cada nimero & > 0 hay un correspondiente nimero & > 0 tal que

si XED y 0<|x—a|<§ entonces |f(x)—L|<e

Obsérvese que si n = 1, entonces X = xy a = a, y (5) es solo la definicién de un
limite para funciones de una variable. Para el caso n = 2, se tiene x = (x, y ), a = {a, b)
y|x —a| =/(x —a)? + (y — b)?, de manera que (5) se convierte en la definicién 1.
Sin = 3, entonces x = (x,y,z), a = {(a, b, c)y (5) se convierte en la definicién de un
limite de una funcién de tres variables. En cada caso, la definicién de continuidad puede
escribirse asi

lim f(x) = f(a)

14.2 EJERCICIOS

1. Suponga que limg, . 1) f(x, y) = 6. (Qué puede decir sobre 7.  lim ysen(x —y) 8 lim e
el valor de (3, 1)? (Y si f fuera continua? & )=>(m 7/2) ®)=32)
2. Explique por qué cada funcién es continua o discontinua. 9 lim xt = 4y? 10 lim x® + sen’y
(a) La temperatura ambiente como una funcién de la longi- T wn—0.0 x + 2y? T =00 2x% + y?
tud, la latitud y el tiempo
(b) La elevacion (altura sobre el nivel del mar) como una P Xy cos y P xt =y
. . . . 11. Iim P 12. lim S 2
funcién de la longitud, la latitud y el tiempo (=00 3x* + y (@ »—=0,0 x= +y
(c) El costo de un viaje en taxi como una funcién de la dis- \ ,
. . . X -
tancia recorrida y el tiempo 13. ( )fn(l() 0 T Y - 14. “ }fn(lo S y+ 3
3-4 Use una tabla de valores numéricos de f(x, y) para (x, y) cerca WTEY N Ay RITRE T TY
del origen para hacer una conjetura sobre el valor del limite de 2 cos oy
do (x, y) = (0, 0). Luego explique por qué su 15. lim RN 16. lim LA
Ax, y).C}J,an ’ T xy)—=0.0 x* 4+ y* ) =0.0 x* + y*
suposicion es correcta.
2.3 3.2 200 2 gen?
_ Xy Xy 5 _ 2xy 17 Iim _xye 18 lim xoseny
3. fley) = 2— xy 4 fley) =57 2y? w0=0.0 x* + 4y? w6 1)—0.0 x> + 2y?
19. lim e’ ’tan(xz)
(x, y,2)—>(, 0, 1/3)

5-22 Determine el limite, si existe, o0 demuestre que no existe.

2 2
p 2.3 _ 4.2 : Xy +xy" 20 Iim S L —
5 ol ) (Y7 = 47 6 By a2 2 (63,900,000 x* + 4y® + 97




xy + yz2 + xz°

21. Iim
(ry.2=0.0,00 x? + y* + z*
2,,2,2
X z
2. lim ——2
(67.9=0,0,0 x* + y? + z

4 23-24 Elabore una grafica en computadora de la funcién para

explicar por qué el limite no existe.

2x% + 3xy + 4y? xy?

23. Ii 24, Iim ————
3x% + 5y? (ty)—0.00 x> + y°

1m
(x, y)—(0,0)

25-26 Determine h(x, y) = g( f (x, y)) y el conjunto de puntos en
el que & es continua.

25. g(t) = > + Vi, flxy) =2x+3y—6

26. =t+1Int, y) = ———
6. g(t) =t +Int, f(x,y) 1+ 00

27-28 Grafique la funcién y observe donde es discontinua. Use

después la férmula para explicar lo que observo.

- 1
27. flx,y) = /0 8. f(x)) =T

=y

29-38 Determine el conjunto de puntos en el que la funcion es
continua.

29. F(x,y) = # 30. F(x,y) =cosy/1 +x—y
1+ x*+y? e’ + e’
31. F(x,y) = m 32, H(x,y) = ﬁ

33. Gx,y) = Vx + 1 — x> — y?
34. G(x,y) = In(1 + x — y)

35. G(x,y) = In(x> + y> — 4)

36. G(x,y) = tan ((x + y)?)

x23

37. f(x,y) =4 2x? +y?
1 si (x,y) = (0,0)

si (x,y) # (0,0)
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Xy
38, f(x,y) =¢ x>+ xy +y°
0 si (x,y) =(0,0)

si (x,y) # (0,0)

39-41 Use coordenadas polares para encontrar el limite. [Si (7, 6)
son coordenadas polares del punto (x, y), con r = 0, advierta que
r— 07 cuando (x, y) — (0, 0).]

3 3

x +
39, 1im
(x3)=0.0) X% + y

40. lim (x> + y?) In(x* + y?
(o [»( y*) In( y?)

e — 1

41, lim —————
(xy)=0,00 x~+y

42. Al comienzo de esta seccion se considero la funcién

sen(x? + y?)

flxy) = e

y se supuso, con base en la evidencia numérica, que

fix, y) = 1 cuando (x, y) — (0, 0). Emplee coordenadas
polares para confirmar el valor del limite. Después grafique
la funcion.

43. Grafique y valore la continuidad de la funcién

sen xy

fly) =9 xy
1 si xy =20

si xy #0

44, Seca

0 siy<s0 o y=x*
I sio<y<ux*

fx,y) ={

(a) Demuestre que f(x, y) — 0 cuando (x, y) — (0, 0) a lo
largo de cualquier trayectoria que pasa por (0, 0) de la
formay = mx*con 0 <a <4.

(b) Independientemente del inciso (a), demuestre que f'es
discontinua en (0, 0).

(c) Demuestre que f'es discontinua en dos curvas enteras.

45. Demuestre que la funcién f dada por f (x) = | X | es continua en
R, [Sugerencia: considere |x — a|*> = (x — a) - (x — a).]

46. Sic € V,, demuestre que la funcién f dada por f(x) = ¢ - x
es continua en R”.

En un dia caluroso, la humedad extrema hace creer que la temperatura es més alta de lo
que realmente es, mientras que en un dia muy seco se percibe que la temperatura es inferior
a lo que indica el termémetro. El Meteorological Service of Canada inventé el humidex o
indice de temperatura-humedad para describir los efectos combinados de la temperatura y la
humedad. El humidex / es la temperatura del aire percibida cuando la temperatura real es
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T'y la humedad relativa es H. Asi, I es una funcién de T'y H y se puede escribir I = f(T, H).
La tabla de valores de I que se muestra a continuacion es un fragmento de una tabla
compilada por el Meteorological Service.

Tabla 1 Indice de calor / como una funcién de la temperatura y la humedad

Humedad relativa (%)

T H| 40 45 50 55 60 65 70 75 80

26 28 28 29 31 31 32 33 34 35

28 31 32 33 34 35 36 37 38 39

Temperatura
real | 30 34 35 36 37 38 40 41 42 43

O

32 37 38 39 41 42 43 45 46 47

34 41 42 43 45 47 48 49 51 52

36 43 45 47 48 50 51 53 54 56

Si se considera en la columna destacada de esta tabla, que corresponde a la humedad
relativa de H = 60%, el humidex como una funcién de la variable T para un valor fijo
de H. Escriba g(T) = f (T, 60). Entonces, g(T) describe cémo aumenta el indice de calor
I cuando la temperatura real 7 aumenta en un momento en que la humedad relativa es
de 60%. La derivada de g cuando 7 = 30 °C es la razén de cambio de / con respecto a T’
cuando T = 30 °C:

30) = Jim 20T Z 900 _ g, S0+ 1.60) /(30,60

—0 h h—0 h

Es posible aproximar g'(30) usando los valores de la tabla 1 y tomando h = 2y — 2:

30) ~ 9(32) — g(30) _ f(32,60) — f(30,60) _ 42 —38 _
9 > 5 >

2

30) ~ 9(28) — g(30) _ f(28,60) — f(30,60) _ 35 —38 _
g - - -

1.5

Al promediar estos valores se puede decir que la derivada g'(30) es de aproximadamente
1.75. Esto significa que cuando la temperatura real es de 30 °C y la humedad relativa
es de 60%, ila temperatura aparente (humidex) aumenta alrededor de 1.75 °C por cada
grado que aumenta la temperatura real!

Analice ahora la fila destacada de la tabla 1, que corresponde a una temperatura fija de
T = 30 °C. Los ndmeros de esta fila son valores de la funcién G(H) = f (30, H), que des-
cribe cémo aumenta el humidex cuando aumenta la humedad relativa H en un momento
en que la temperatura real es de 7 = 30 °C. La derivada de esta funcién cuando H = 60%
es la razén de cambio de 7 con respecto a H cuando H = 60%:

G(60 + h) — G(60) (30,60 + h) — £(30, 60)

G'(60) = Jim h = jim h
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Sisetomah =5y — 5, aproxime G'(60) usando los valores tabulares:

G60) ~ 56 ; G(60) _ £(30,65) 5— f(30,60) _ 40 ; %,

G'(60) ~ G(SS)_—SG(60) _ f0, 55)_—5 £(30,60) _ 37__538 _

0.2

Al promediar estos valores se obtiene la estimacién G'(60) = 0.3. Esto indica que cuando
la temperatura es de 30 °C y la humedad relativa es de 60%, el humidex aumenta alrede-
dor de 0.3 °C por cada punto porcentual en que aumenta la humedad relativa.

En general, si fes una funcion de dos variables x y y, suponga que per se permite que
solo x varie mientras se mantiene fija a y, por ejemplo y = b, donde b es una constante.
En realidad se estd considerando una funcién de una variable x, a saber g(x) = f (x, b).
Si g tiene una derivada en a, se llama derivada parcial de f con respecto a x en (a, b) y se
denota con fi(a, b). Asi,

(1] fla,b) = g'a)  donde  g(x) = f(x,D)

Por la definicion de una derivada, se tiene

@) — 1im 90D~ 6@
g h—0 h

de manera que la ecuacién 1 se convierte en

fla + h,b) — f(a, b)
h

2] fila,b) = lim

De igual forma, la derivada parcial de f con respecto a y en (a, b), denotada por
f(a, b), se obtiene manteniendo fija a x (x = a) y determinando la derivada ordinaria en
b de la funcion G(y) = f(a, y):

fla,b + h) — f(a, b)
h

E fila, b) = Jim

Con esta notacion para las derivadas parciales se puede escribir las razones de cambio
del indice de calor / con respecto a la temperatura real 7'y la humedad relativa H cuando
T =96 °Fy H = 70% como sigue:

fr(96,70) = 3.75 fu(96,70) = 0.9

Si ahora concede que el punto (a, b) varia en las ecuaciones 2 y 3, f. y f, se convierten
en funciones de dos variables.
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(4] Si fes una funcién de dos variables, sus derivadas parciales son las funciones
/.y f, definidas por

£x.y) = lim fx+ hy) = flxy)

h—0 h

fl,y +h) — flx,y)
h

filey) = lim

Hay muchas notaciones alternativas para derivadas parciales. Por ejemplo, en lugar de
/. se puede escribir f; o D, f para indicar derivacién con respecto a la primera variable, o
df/ dx. Pero aqui df/dx no puede interpretarse como una razén de diferenciales.

Notaciones para derivadas parciales Siz = f(x, y), se escribe

fen =fi=L =Ly = E ===y
X ox ox

B ==L =Ly = = = Dif= Dy
y  dy ay

Para calcular derivadas parciales, todo lo que se tiene que hacer es recordar de la
ecuacion 1 que la derivada parcial con respecto a x es sencillamente la derivada ordi-
naria de la funcién g de una variable que se obtiene manteniendo fija y. Asf se tiene
la regla siguiente.

Regla para determinar derivadas parciales dez = f(x, y)
1. Para determinar f,, considere a y como una constante y derive f{x, y) con respecto a x.

2. Para determinar f,, considere a x como una constante y derive f{x, y) con respecto a y.

EJEMPLO 1 Si f(x,y) = x* + xy® — 2y determine f,(2, 1) y £,(2, 1).

SOLUCION Manteniendo constante a y y derivando con respecto a x, se obtiene
filx,y) = 3x% + 2xy?
de manera que
fi2,1)=3-2"4+2-2-1°=16
Manteniendo constante a x y derivando con respecto a y, se obtiene
filey) = 3x%y? — 4y

2 1)=3-22-12-4-1=38 =




FIGURA 1

Las derivadas parciales de fen
(a, b) son las pendientes de las
tangentes a C; y C,.
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@ Interpretaciones de las derivadas parciales

Para dar una interpretacion geométrica de las derivadas parciales, recuerde que la ecua-
cién z = f(x, y) representa una superficie S (la gréfica de f). Si f(a,b) = c, entonces el
punto P(a, b, ¢) estd en S. Fijando y = b, restrinja su atencion a la curva C, en la que
el plano vertical y = b interseca S. (En otras palabras, C, es la traza de S en el plano
y = b.) De igual manera, el plano vertical x = «a interseca S en una curva C,. Ambas
curvas C, y C, pasan por el punto P. (Véase la figura 1.)

Notese que la curva C, es la grafica de la funcién g(x) = fix, b), asi que la pendiente de
su tangente T en P es g'(a) = fi(a, b). La curva C, es la grafica de la funcién G(y) = f(a, y),
de manera que la pendiente de su tangente 7> en P es G'(b) = f,(a, b).

Asi, las derivadas parciales f.(a, b) y f,(a, b) pueden interpretarse geométricamente
como las pendientes de las rectas tangentes en P(a, b, ¢) a las trazas C; y C, en los planos
y=byx=a.

Como se vio en el caso de la funcién del indice de calor, las derivadas parciales tam-
bién pueden interpretarse como razones de cambio. Si z = f(x, y), entonces dz/dx repre-
senta la raz6n de cambio de z con respecto a x cuando y es fija. De igual manera, 9z/dy
representa la razén de cambio de z con respecto a y cuando x es fija.

EJEMPLO 2 Si f(x,y) = 4 — x> — 2y? encuentre f,(1, 1) y f,(1, 1) e interprete estos
nimeros como pendientes.

SOLUCION Tiene

folx,y) = —2x e, y) = —4y

L1, 1) = =2 L1, 1) = —4

La grifica de fes el paraboloide z = 4 — x? — 2y? y el plano vertical y = 1 la interseca en
la pardbola z = 2 — x% y = 1. (Al igual que en el andlisis precedente, se llama C,
en la figura 2.) La pendiente de la recta tangente a esta pardbola en el punto (1, 1, 1) es
f(1, 1) = —2. De igual forma, la curva C, en la que el plano x = 1 interseca el parabo-
loide es la pardbola z = 3 — 2y% x = 1 y la pendiente de la recta tangente en (1, 1, 1) es
£(1,1) = —4. (Véase la figura 3.)

FIGURA 2 FIGURA 3 |
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FIGURA 4

FIGURA 5

La figura 4 es una contraparte dibujada en computadora de la figura 2. La parte
(a) muestra el plano y = 1 que interseca la superficie para formar la curva C; y la
parte (b) muestra C; y T;. [Se han usado las ecuaciones vectoriales r(z) = (t, 1,2 — 1%
para C; y r() = (1 + ¢, 1, 1 — 2¢) para T,.] De igual modo, la figura 5 corresponde a la
figura 3.

EJEMPLO 3 En el ejercicio 14.1.39 se definio el indice de masa corporal de una
persona como

m
B(m, h) = F

Calcule las derivadas parciales de B para un joven con m = 64 kgy h = 1.68 m
e interprételas.

SOLUCION Considerando a & como una constante, vea que la derivada parcial con
respecto a m es

JB
asf que . (64, 1.68) = =~ 0.35 (kg/m?)/kg

1
(1.68)*

Este es el indice al que aumenta el M de este hombre con respecto a su peso cuando
pesa 64 kg y su altura es de 1.68 m. Asi, si su peso aumenta en una cantidad reducida, un
kilogramo por ejemplo, y su altura se mantiene sin cambios, su IMC aumentara alrededor
de 0.35.



Algunos programas de computacion
pueden trazar superficies definidas
por ecuaciones implicitas en tres
variables. La figura 6 muestra un
diagrama de ese tipo de la superficie
definida por la ecuacion del ejemplo 5.

FIGURA 6
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Considere ahora a m como constante. La derivada parcial con respecto a h es

B iy = () = 2] = 2
on on \n2 ) "\ T e

2-64
(1.68)°

0B
asf que m (64,1.68) = ~ —27 (kg/m?)/m

Este es el indice al que aumenta el iMc de este hombre con respecto a su altura cuando
pesa 64 kg y su altura es de 1.68 m. Asi, si este hombre sigue creciendo y su peso se man-
tiene sin cambios mientras su altura se incrementa en una cantidad reducida, por decir 1
cm, su IMC decrecerd alrededor de 27(0.01) = 0.27. |

o o
, calcule y .
y ox ~ dy

EJEMPLO4 Sif(x,y) = sen< 1 i

SOLUCION Usando la regla de la cadena para funciones de una variable, se tiene

af X ad by X 1
—— = COS . —_— = COS °

0x 1+y ax \1+y 1+y I1+y
U o ) () o e[ )

dy 1+y gy \1+y 1+y (1 + y)? [ |

EJEMPLO 5 Determine 9z/0x y 9z/dy si z es implicitamente definida como una fun-
cién de x y y por la ecuacién

X+ y 4+ 2+ bxyz=1

SOLUCION Para determinar dz/dx, se deriva implicitamente con respecto a x, teniendo
el cuidado de tratar a y como constante:

) , 0z 0z
3x°+ 3z —+ 6yz+ 6xy—=0
0x 0x

Si se despeja dz/dx en esta ecuacion se obtiene

9z xP+2yz
0x 7% + 2xy

De igual forma, la derivacién implicita con respecto a y da

6_2__y2+2xz u
ady 2% + 2xy

B Funciones de mas de dos variables

Las derivadas parciales también pueden definirse para funciones de tres o mds variables.
Por ejemplo, si fes una funcién de tres variables x, y y z, su derivada parcial con respecto
a x se define como

h

£y, = Jim

y se determina considerando a y y a z como constantes y derivando f(x, y, z) con respecto
ax. Siw = f(x, y, z), entonces f, = dw/dx puede interpretarse como la razén de cambio
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de w con respecto a x cuando y y z se mantienen fijas. Pero no se puede interpretar esto
geométricamente, porque la grafica de f reside en el espacio tetradimensional.

En general, si u es una funcién de n variables, u = f(xj, x, . . . , X, ), su derivada parcial
con respecto a la variable de i-ésima x;, es

du lm SOy oy Xim, X+ Ay Xty o X)) = (X Xy, X)
ax;  h—0 h

y también se escribe
du of
— =2 =f.=f=Df

8x,- 6x,~

EJEMPLO 6 Determine f,, f,, y f. sif (x, y,z) = ¢~ In z.
SOLUCION Manteniendo constantes a y y z y derivando con respecto a x se tiene
fi=ye“Inz
e™

De igual manera, fi=xeInz y = n
z

@ Derivadas de orden superior

Si fes una funcién de dos variables, sus derivadas parciales f; y f, también son funciones
de dos variables, asi que se pueden considerar sus derivadas parciales (f,)., (f\)y, (f})w
y (f,),, llamadas segundas derivadas parciales de 1. Si z = f(x, y), se usa la notacién
siguiente:

(ﬁc).x:f;rx:ﬁ1 i<a—f>:(:)_2f—a_2z

ax \ dx ox?  ox?

(fx)yzfxyzflz—i<a_f>:3_2f_ 9%z

ay \ ox dydx Ay ox

I N AN =

(S =fa=fu = Ix <ay> B dx dy B dx dy
N AN s
S =fy=fa= ay <6y> B ay? a ay’

Asf, la notacién f, , (0 0%f/dy dx) significa que primero se deriva con respecto a x y des-
pués con respecto a y, mientras que al calcular f;, el orden se invierte.

EJEMPLO 7 Determine las segundas derivadas parciales de
floy) =27+ 5%y = 2y
SOLUCION En el ejemplo 1 se encontr6 que
filx,y) = 3x* + 2xy° filx,y) = 3x%y* — 4y
Por tanto,

J
fo = 5(3)62 + 2xy?) = 6x + 2y° S

J
5(3)62 + 2xy?) = 6xy?

J Jd
f = — (Bx?y? — 4y) = 6xy? fo=—0Cxy—4y) =6x*y —4 N
ox ay




La figura 7 muestra la gréfica de

la funcién f del ejemplo 7 y las
gréficas de sus derivadas parciales
de primer y segundo orden para
—2=sx=<2,—2=<y=<2 Notese
que estas graficas son congruentes
con nuestras interpretaciones de f, y
J, como pendientes de las rectas tan-
gentes a las trazas de la gréfica de f.
Por ejemplo, la gréfica de f decrece
si se parte de (0, —2) y se mueve en
la direccién de x positiva. Esto se
refleja en los valores negativos de f..
Usted deberia comparar las graficas
de f,. y f,, con la grifica de f, para
ver las relaciones.

FIGURA 7

Clairaut

Alexis Clairaut fue un nifo prodigio
en matematicas: ley6 el libro de
texto de célculo de L'Hopital cuando
tenia diez afos y presento un traba-
jo sobre geometria a la Academia
Francesa de Ciencias cuando tenia
13. Alos 18 publicé Recherches

sur les courbes a double courbure,
el primer tratado sistematico de
geometria analitica tridimensional,
el cual incluia el célculo de curvas
en el espacio.
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Obsérvese que f,, = f,. en el ejemplo 7. Esto no es mera coincidencia. Resulta que las
derivadas parciales mixtas f,, y f,» son iguales para la mayoria de las funciones que se
encuentran en la practica. El teorema siguiente, descubierto por el matematico francés
Alexis Clairaut (1713-1765), establece condiciones bajo las cuales puede afirmarse que
fw = fi». La comprobacion se encuentra en el apéndice F.

Teorema de Clairaut Suponga que fes definida en un disco D que contiene el punto
(a, b). Si las funciones f,, y f,, son ambas continuas en D, entonces

f/‘U’((L b) = f;*x(a, b)

Derivadas parciales de orden 3 o superior también pueden definirse. Por ejemplo,

0 *f >’*f
Sy = (fo)y = oy \ayax) ~ oylox
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}u(x, 1)

——
FIGURA 8

y usando el teorema de Clairaut puede demostrarse que f,,, = f,., = f,,» Si estas funciones
son continuas.

EJEMPLO 8 Calcule f,,,. si f(x,y,z) = sen(3x + yz).
SOLUCION fo = 3cos(3x + yz)

Srx
Sy = —9zcos(Bx + yz)

—9sen(3x + yz)

Sfooyz = —9cos(3x + yz) + 9yzsen(3x + yz) ]

@ Ecuaciones diferenciales parciales

Las derivadas parciales ocurren en ecuaciones diferenciales parciales que expresan cier-
tas leyes fisicas. Por ejemplo, la ecuacién diferencial parcial

Pu  ou

_ = 0
ax*> oy’

se llama ecuacion de Laplace, en honor a Pierre Laplace (1749-1827). Las soluciones
de esta ecuacion se llaman funciones arménicas; desempeifian un papel en problemas de
conduccidn de calor, circulacion de fluidos y potencial eléctrico.

EJEMPLO 9 Demuestre que la funcion u(x, y) = ¢* sen y es una solucién de la ecua-
cion de Laplace.

SOLUCION Primero se calculan las derivadas parciales de segundo orden necesarias:

Uy = e'seny uy, = e*cosy
j— X j— X
Uy = e’ seny uy, = —e'seny
De esta manera, Uy + uy,, = e*seny — e*seny = 0
Por tanto, u satisface la ecuacién de Laplace. ]
La ecuacion de onda
u , 0%u
eI P
ot 0x

describe el movimiento en forma de onda, por ejemplo, una ola marina, una onda sonora,
una onda luminosa o una onda que viaja a lo largo de una cuerda vibrante. Es decir, si
u(x, t) representa el desplazamiento de una cuerda vibrante de violin en el momento ¢
y a una distancia x de un extremo de la cuerda (como en la figura 8), entonces u(x, t)
satisface la ecuacion de onda. Aqui la constante a depende de la densidad de la cuerda y
la tension en ella.

EJEMPLO 10 Verifique que la funcién u(x, 1) = sen(x — ar) satisface la ecuacion
de onda.

SOLUCION

u, = cos(x — at) u; = —acos(x — at)

u, = —sen(x — af) u, = —a’sen(x — at) = a’uy.

Asi, u satisface la ecuacion de onda. [ |
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Las ecuaciones diferenciales parciales que implican funciones de tres variables tam-
bién son muy importantes en las ciencias y la ingenieria. La ecuacion tridimensional de
Laplace es

B 0’u N 0’u N u 0
x> ay*  9z?

y uno de los campos en los que ocurre es el de la geofisica. Si u(x, y, z) representa la
fuerza de campo magnético en la posicion (x, y, z), satisface la ecuacién 5. La fuerza del
campo magnético indica la distribucién de minerales ricos en hierro y refleja diferentes
tipos de rocas y la ubicacion de fallas. La figura 9 muestra un mapa del contorno del
campo magnético de la Tierra registrado con un magnetémetro desde una aeronave que
volaba a 200 m sobre la superficie. Este mapa de contorno ha sido mejorado con codifi-
cacién de color de las regiones entre las curvas de nivel.

IT1

© Saskatchewan Ministry of Energy and Resources / Roger Watson

FIGURA 9
Fuerza del campo magnético de la =
Tierra Fepiele
La figura 10 muestra un mapa de contorno para la derivada parcial de segundo orden
de u en la direccién vertical, es decir u... Resulta que los valores de las derivadas parcia-
les u,, y u,, son relativamente faciles de medir a partir de un mapa del campo magnético.
Entonces, los valores de u.. pueden calcularse con base en la ecuacién de Laplace (5).
g
% :
2
S
&
E =
g
ks
< -
z
2 -
=
g
g -
=
FIGURA 10 2 =
Segunda derivada vertical del 3 =
© Mo

campo magnético
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@ La funcion de produccion de Cobb-Douglas

En el ejemplo 14.1.3 se describi6 el trabajo de Cobb y Douglas de modelar la produccién
total P de un sistema econdmico como una funcién de la cantidad de mano de obra L
y la inversion de capital K. Aqui se usaran derivadas parciales para demostrar cémo la
forma particular de su modelo se desprende de ciertos supuestos que ellos hicieron sobre
la economia.

Si la funcién de produccion se denota con P = P(L, K), la derivada parcial dP/JL es
la razén en la que cambia la produccion con respecto a la cantidad de mano de obra. Los
economistas lo llaman produccién marginal con respecto a la mano de obra, o produc-
tividad marginal del trabajo. De igual manera, la derivada parcial dP/dK es la razén
de cambio de la produccién con respecto al capital y se llama productividad marginal
del capital. En estos términos, los supuestos que hicieron Cobb y Douglas pueden enun-
ciarse como sigue.

(i) Si el trabajo o el capital desaparece, lo mismo ocurrird con la produccién.
(ii) La productividad marginal del trabajo es proporcional a la cantidad de produccién
por unidad de trabajo.
(iii) La productividad marginal del capital es proporcional a la cantidad de produccién
por unidad de capital.

Como la produccién por unidad de trabajo es P/L, el supuesto (ii) indica que

P P
L
aL L

para alguna constante «. Si se mantiene constante a K (K = K), su ecuacion diferencial
parcial se convierte en una ecuacion diferencial ordinaria:

dP P
(6] LT

Si esa ecuacion diferencial separable se resuelve con los métodos de la seccion 9.3 (véase
también el ejercicio 85), se obtiene

P(L, Ky) = Ci(Ko)L*

Notese que se ha escrito la constante C; como una funcién de Ky, porque podria depender
del valor de K.
De igual forma, el supuesto (iii) indica que

P _

gl
oK UK

y se puede resolver esta ecuacion diferencial para obtener
P(Lo, K) = Cz(Lo)Kﬁ

Al comparar las ecuaciones 7 y 8 se tiene

(9] P(L,K) = bL°K"
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donde b es una constante independiente tanto de L como de K. El supuesto (i) muestra
quea>0ypB>0.

Adviértase en la ecuacién 9 que si tanto el trabajo como el capital aumentan en un
factor m, entonces

P(mL, mK) = b(mL)*(mK)? = m*"PbL*K? = m**PP(L, K)
Si a + B = 1, entonces P(mL, mK) = mP(L, K), lo que significa que la produccién
también aumenta en un factor de m. Por eso Cobb y Douglas supusieron que & + 8 = 1,
y por tanto

P(L,K) = bL*K'™®

Esta es la funcién de produccién de Cobb-Douglas que se explicé en la seccién 14.1.

14.3 EJERCICIOS

1. La temperatura 7' (en °C) en una localidad del hemisferio (b) En general, ;qué puede decirse sobre los signos de
norte depende de la longitud x, la latitud y y el tiempo ¢, asi aW/aTy oW/ov?
que se puede escribir T = f(x, y, 7). Mida el tiempo en horas (c) (Cuadl serd el valor del limite siguiente?
desde principios de enero.
(a) ¢Qué significan las derivadas parciales 97/0x, 0w
aT/dyy aT/o1? Jim =~

(b) Honoluld tiene una longitud de 158 °W y una latitud
de 21 °N. Suponga que a las nueve de la mafiana del 1° de
enero el viento sopla aire caliente hacia el noreste,
de manera que el aire al oeste y el sur es templado y
el aire del norte y el este es fresco. ;Se esperaria que
f(158,21,9), £,(158, 21, 9), y (158, 21, 9) fueran
positivas o negativas? Explique su respuesta.

4. La altura de las olas 4 en mar abierto depende de la velocidad v
del viento y el tiempo ¢ durante el cual el viento ha soplado
a esa velocidad. Los valores de la funcién h = f (v, 1) se
registran en metros en la tabla siguiente.

.. ., . .. Duracion (horas)
2. Al principio de esta seccién se analiz6 la funcién I = f (T, H),

donde / es el humidex, T la temperatura y H la humedad v ! 5 10 15 20 30 40 50
relativa. Use la tabla 1 para estimar f; (34, 75) y f; (34, 75).
(Cudles son las interpretaciones practicas de estos valores?

20 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6

3. El indice de viento-frio W es la temperatura percibida cuando 30 12 1.3 1.5 L5 1.5 1.6 1.6
la temperatura real es 7'y la velocidad del viento v, asi que se
puede escribir W = f (T, v). La tabla de valores siguiente es

un fragmento de la tabla 1 de la seccién 14.1.

40 1.5 22 24 25 2.7 2.8 2.8

60 2.8 40 4.9 52 55 5.8 59

Velocidad del viento (km/h) 80 43 6.4 7.7 8.6 95 | 10.1 | 102

Velocidad del viento (km/h)

~| 7 ) 20 30 40 50 60 70 100 5.8 89 | 110 | 122 | 138 147 | 153
@)
< 120 74 113 144 | 166 | 190 | 205 | 21.1
= | —10 —18 —20 —21 —-22 —23 —23
o
<
5| —15 —24 —26 —-27 —-29 —=30 —=30 . . .
2 (a) (Qué significan las derivadas parciales dh/0vy dh/0t?
2 —-20 | =30 | =33 | =34 | =35 | =36 | —37 (b) Estime los valores de f,(80, 15) y £/(80, 15). ;Cudles son
g las interpretaciones practicas de estos valores?
Bl =25 | =37 | =39 4l | -4 | —43 | -4 (c) (Cuadl serd el valor del limite siguiente?
. . oh
(a) Estime los valores de f; (—15, 30) y f,(—15, 30). ;Cudles lim o
t—x I

son las interpretaciones practicas de estos valores?
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5-8 Determine los signos de las derivadas parciales para la 10. Con el mapa de contorno para una funcién f siguiente estime
funcién f de la grafica siguiente. £2, D)y £2,1).
y
=71 3 0
) 6 8
10

12

4 14

2 16

|

1 T 18

. (1,2 (1,2 .
5 @ £(1.2) ®) £(1,2) 11. Siflx, y) = 16 — 422 — y2, encuentre £(1, 2) y £(1, 2)
6. (a) fi(—1,2) (b) fi(—1,2) e interprete estos nimeros como pendientes. Ilustre con un
7. (@) fi(—1,2) ®) fu(—1,2) dibujo a mano o un diagrama en computadora.
. i = - 2 — 2 X! 9
8. () f.(1,2) ®) fu(~1,2) 12. Si f(x,y) = V4 — x 4y?, encuentre f,(1,0) y £,(1,0) e

interprete estos nimeros como pendientes. [lustre con un
dibujo a mano o un diagrama en computadora.

A 13-14 Determine f, y vy grafique f, f. y f, con dominios y puntos

9. Las superficies a, b y c son gréficas de una funcién f'y sus . . .
P Y & Iy de vista que le permitan ver las relaciones entre ellas.

derivadas parciales f, y f,. Identifique cada superficie y

argumente sus decisiones. y

13. f(x,y) = xy° 14. f(x,y) = —>——
3. flx,y) =x% flx,y) 1+ 2%y

15-40 Determine las primeras derivadas parciales de la funcién.

15. f(x,y) = x* + 5xy° 16. f(x,y) = x?y — 3y*

17. f(x, 1) = t2%™ 18. f(x,1) = B3x + 41

19. z = In(x + #?) 20. z = xsen(xy)

21. f(x, y) =% 22. f(x,0) = JxInt

23. f(x,1) = e 'cos mx 24, z = tan xy

25. z = (2x + 3y)Y° 26. f(x,1) = arctan(x+/7)

27. w = sen« cos B 28. f(x,y) = x’

29. F(x,y) = f: cos(e’) dr 30. F(a, B) = LB N

31. f(x,y,2) = x’yz* + 2yz 32, f(x,y,z) = xy’e ™

33. w = In(x + 2y + 32) 34. w = ytan(x + 2z)

35. u = xysen '(yz) 36. u = x""

37. h(x,y,z,t) = x*y cos(z/t) 38. d(x,y,2,1) = &B}J;
yz + 6t

39, u= X2+ x4+ x?

40. u = sen(x; + 2x, + -+ + nx,)

41-44 Determine la derivada parcial indicada.

41. R(s, 1) = te’; R,(0,1)
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9z
du ov dw

42, f(x,y) = ysen'(xy); f£(1.3)

1—\/x2+y2—i—z2
1+ X2+ y2 + 22

70. z=u\/v—w;

43. f(x,y,z) =1In

s fH(1,2,2)

71. Si f(x,y,2) = xy*2® + arcsen(x\g), halle f,,.. [Sugerencia:
44. f(x,y,z) = x% file, 1,0) (cudl orden de derivacion es el més facil?]

72. Sig(x,y,z) = V1+xz +4/1 - xy, halle g,,.. [Sugerencia:
use un orden de derivacion diferente para cada término.]

45-46 Use la definicién de derivadas parciales como limites (4)
para hallar £,(x, y) y £,(x, ). 73. Use la tabla de valores de f(x, y) para estimar los valores de

£:3,2),£(3,2.2), y £(3. 2).

x
45. f(x,y) = xy* — xYy 46. f(x,y) = i~
Ty y 18 20 22

X

2.5 12.5 10.2 9.3
47-50 Use la derivacion implicita para determinar dz/0x y dz/dy

3.0 18.1 17.5 15.9
47. x* + 2y* + 3z =1 48, x* —y? +z2—2z=4

3.5 20.0 22.4 26.1
49, ¢° = xyz 50. yz + xIny = z?

74. Se muestran curvas de nivel para una funcion f. Determine si
las derivadas parciales siguientes son positivas o negativas en

51-52 Determine dz/0xy 9z/dy.

el punto P.
51. () z =f(x) + g(y) (b) z=f(x+y) @ fi ®) £ ©) fux
g d) fi vy
52. () z = f(X)g(y) (b) = = f(xy) @ 1 © £
(© z=f(x/y) '
1
08 4 4 5
53-58 Determine todas las segundas derivadas parciales.
P
53. f(x,y) = x*y — 2x%? 54. f(x,y) = In(ax + by)
y —Zir
55.Z=m 56. T =e *cosf X
57. v = sen(s* — 1*) 58. w= /1 +uv’ 75. Verifique que la funcién u = ¢ %" sen kx es una solucién de

la ecuacién de conduccion de calor u, = «’u,,.

59-62 Verifique que la conclusién del teorema de Clairaut es 76. Determine si cada una de las funciones siguientes es una

vilida, es decir que u, = u solucién de la ecuacién de Laplace u,, + u,, = 0.
) xy yX*
, (@) u=x>+y’ (b) u=x*—y?
59. u = x'y? —y* 60. u = e*sen
B y 2y B Y ©) u=x>+3xy? (d) u=1In+/x?+ y?
61. u = cos(x7y) 62. u = In(x + 2y) (e) u = senx coshy + cosx senhy
(f) u=e"cosy —e'cosx
63-70 Determine las derivadas parciales indicadas. 77. Verifique que la funcién u = 1/ JX 32 + 22 es una solucién
63. f(x,y) =x'y? — X%V fuer fonx de la ecuacion tridimensional de Laplace u,, + uy, + u.. = 0.
64. f(x,y) = sen(2x + 5); fo 78. Demuestre que cada una de las funciones siguientes es una
. o solucién de la ecuacién de onda u,, = a’u,..
65. f(x,y,2) = €™ fu:
' (a) u = sen(kx) sen(ak?) (b) u = t/(a** — x?)
66. g(r,s,t) = e'sen(st); g, © u=(x—ar+ (x + ar)f

9w (d) u
ou’ o

sen(x — at) + In(x + at)

67. W= u+ v?;
79. Sify g son funciones dos veces derivables de una variable,

‘v demuestre que la funcién
drds ot

68. V=1In(r + s> + 1%);
ulx, 1) = f(x + an) + g(x — ar)
9°u
ar*ao

69. u = e""senf; es una solucién de la ecuacion de onda dada en el ejercicio 78.
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80. Siu = ewntenttax dondea? + ai + --- + a? =1, 87. La ecuacion de Van der Waals para n moles de un gas es

demuestre que

u ’u n " ’u
axg  ox3? ax,;

2
<P + @f)(v — nb) = nRT

donde P es la presion, Vel volumen y 7 la temperatura del

81. La ecuacion de difusion gas. La constante R es la constante de gas universal y a'y b
P 9% son constantes positivas caracteristicas de un gas particular.
E = ﬁ Calcule 8T/8P y aP/E)V
X

82.

83.

84.

85.

86.

donde D es una constante positiva, describe la difusion de
calor a través de un solido, o la concentracion de un con-
taminante en el momento ¢ a una distancia x de la fuente de
contaminacion, o la invasion por una especie extrafia de un
nuevo hébitat. Verifique que la funcién

88.

La ley del gas para una masa fija m de un gas ideal a
temperatura 7, presion Py volumen absolutos V es
PV = mRT, donde R es la constante de gas. Demuestre que

9P oV oT

av T oP

c(x, 1) = 7\/4 > e~ /aPn 89. Para el gas ideal del ejercicio 88, demuestre que
Dt
P oV
es una solucién de la ecuacién de difusion. oT oT m

La temperatura en un punto (x, y) en una placa metdlica plana
estd dada por T(x,y) = 60/(1 + x> + y?), donde T se mide
en °Cy x, y en metros. Encuentre la razén de cambio de la
temperatura con respecto a la distancia en el punto (2, 1) en
(a) la direccion de x y (b) la direccién de y.

La resistencia total R producida por tres conductores con
resistencias R, R,, R; conectadas en un circuito eléctrico
paralelo estd dada por la férmula

1 1 1 1
—_ = — 4 — 4+ —
R Rl Rz R3

Determine dR/0R,.

Demuestre que la funcién de produccién de Cobb-Douglas
P — bL*KP satisface la ecuacién

P P
L—+K—=(a+ B)P
oL P TP
Demuestre que la funcién de produccién de Cobb-Douglas
satisface P(L, K,) = C,(K,)L" resolviendo la ecuacién
diferencial

920.

91.

El indice de viento-frio es modelado por la funcién
W =13.12 + 0.6215T — 11.370"'° + 0.3965T»"'°

donde T es la temperatura (°C) y v la velocidad del viento
(km/h). Cuando 7' = —15 °C y v = 30 km/h, ;cudnto se
esperaria que se reduzca la temperatura aparente W si la tem-
peratura real disminuye 1 °C? (Y si la velocidad del viento
aumenta 1 km/h?

Un modelo para el drea de un cuerpo humano esta dado
por la funcién

S = flw, h) = 0.109104>p°7>

donde w es el peso en libras, £ la altura en pulgadas y S se
mide en pies cuadrados. Calcule e interprete las derivadas
parciales.

aS N
(a) . (160, 70) (b) o (160, 70)

92. Una de las leyes de Poiseuille establece que la resistencia
dP P a la circulacién de la sangre por una arteria es
a L
L
(Véase la ecuacién 6.) R=C e

Cobb y Douglas usaron la ecuacién P(L, K) = 1.01L*7K*%

para modelar la economia estadounidense de 1899 a 1922,

donde L es la cantidad de mano de obra y K la cantidad de

capital. (Véase el ejemplo 14.1.3.)

(a) Calcule P,y Pg.

(b) Determine la productividad marginal del trabajo y la
productividad marginal de capital en el afio 1920, cuando
L =194y K = 407 (en comparacién con los valores
asignados L = 100 y K = 100 en 1899). Interprete los
resultados.

(c) Encel afio 1920, ;qué habria beneficiado mds a la produccion:

un aumento en la inversién de capital o un aumento en el
gasto de mano de obra?

93.

donde Ly r son la longitud y radio de la arteria y C una
constante positiva determinada por la viscosidad de la sangre.
Calcule 9R/9Ly 9R/dr e interprételas.

En el proyecto de la pagina 344 se expresa la fuerza que
necesita un ave durante su modo de aleteo como

B 2
P(v, x,m) = Av® + M
v

donde A y B son constantes especificas de una especie de ave,
v la velocidad del ave, m la masa del ave y x la fraccién del
tiempo de vuelo pasada utilizado en modo de aleteo. Calcule
dP/dv, OP/dx, y OP/dm e interprételas.



94.

95.

96.

97.

98.

929.

100.

La energia promedio E (en kcal) que necesita un lagarto
para caminar o correr una distancia de un kilémetro ha sido
modelada por la ecuacion

3.5m"7
E(m,v) = 2.65m"% + 2om
v

donde m es la masa corporal del lagarto en gramos y v su
velocidad en km/h. Calcule E,,(400, 8) y E,(400, 8)

e interprete sus respuestas.
Fuente: C. Robbins, Wildlife Feeding and Nutrition, 2a. ed. (San Diego,
Academic Press, 1993).

La energia cinética de un cuerpo con masa m y velocidad v
es K = Lmv>. Demuestre que

0K K

am v

Sia, b, ¢ son los lados de un tridngulo y A, B, C los dngulos
opuestos, determine dA/da, dA/db, dA/dc por derivacién
implicita de la ley de los cosenos.

Se dice que hay una funcién f cuyas derivadas parciales son
i y) =x+4y y fi(x,y) = 3x — y.  Deberia creerlo?

El paraboloide z = 6 — x — x> — 2y? interseca el plano

x = 1 en una pardbola. Determine ecuaciones paramétricas
para la recta tangente a esta pardbola en el punto (1, 2, — 4).
Use una computadora para graficar el paraboloide, la
pardbola y la recta tangente en la misma pantalla.

El elipsoide 4x* + 2y* + z* = 16 interseca el plano y = 2
en una elipse. Determine ecuaciones paramétricas para la
recta tangente a esta elipse en el punto (1, 2, 2).

En un estudio de penetracion de la escarcha se descubrid
que la temperatura 7 en el tiempo ¢ (medido en dias) a una
profundidad x (medida en metros) puede modelarse con la
funcién

T(x,t) = Ty + Tie ™ sen(wt — Ax)

donde w = 277/365 y A es una constante positiva.
(a) Encuentre a7/dx. ;Cudl es su significado fisico?

SECCION 14.4 Planos tangentes y aproximaciones lineales

Y

<]

Y
1<

101.

102.

103.

104.

105.

14.4 Planos tangentes y aproximaciones lineales
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(b)
(©)

Encuentre 97/dt. ;Cuél es su significado fisico?
Demuestre que 7 satisface la ecuacion de calor

T, = kT,, para cierta constante k.

SiA =02,7T,=0,y T, = 10, use una computadora
para graficar T(x, t).

(Cudl es el significado fisico del término —Ax en la
expresion sen(wr — Ax)?

(d)
(e)

Use el teorema de Clairaut para demostrar que si las
derivadas parciales de tercer orden de f son continuas,
entonces

ﬁ,",\' = f;xy = f:\',\'x

(a) (Cudntas derivadas parciales de n-ésimo orden tiene
una funcién de dos variables?

Si todas esas derivadas parciales son continuas, ;jcudntas
de ellas pueden ser distintas?

Responda la pregunta del inciso (a) para una funcién de
tres variables.

(b)
(©)

Si
f3) = x(x? + y2) gty

determine f,(1, 0). [Sugerencia: en lugar de determinar primero
fx, y), advierta que es mds fécil usar la ecuacién 1 o la
ecuacion 2.]

Sif(x,y) = ¥/x3 + y3, determine £(0, 0).

Sea

x*y — xy?
X2+ y?

0 si (x,y) =(0,0)

Flrny) = si (x,y) # (0,0)

(@)
(b)
(©)
(d
(e

Use una computadora para graficar f.

Determine f,(x, y) y f,(x, y) cuando (x, y) # (0, 0).
Determine f£,(0, 0) y £,(0, 0) usando las ecuaciones 2 y 3.
Demuestre que f,,(0, 0) = —1y £,.(0,0) = 1.

(El resultado del inciso (d) contradice el teorema

de Clairaut? Use graficas de f,, y f,. para ilustrar su
respuesta.

Una de las ideas mds importantes en el calculo de una variable es que al acercarse a un
punto en la grafica de una funcién derivable, la grafica se vuelve indistinguible de su recta
tangente y se puede aproximar la funcién mediante una funcién lineal. (Véase la seccién
3.10.) Aqui se desarrollaran ideas similares en tres dimensiones. Al acercarse a un punto
en una superficie que es la grafica de una funcién derivable de dos variables, la superfi-
cie parece cada vez mds un plano (su plano tangente) y se puede aproximar la funcién
mediante una funcioén lineal de dos variables. También se prolonga esta idea de una dife-
rencial a funciones de dos o0 mds variables.
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FIGURA 1
El plano tangente contiene las rectas
tangentes 7,y 7, .

Notese la semejanza entre la
ecuacién de un plano tangente
y la ecuacién de una recta tangente:

y = yo = f'(x0)(x — x0)

@ Planos tangentes

Suponga que una superficie S tiene la ecuacién z = f(x, y), donde ftiene primeras deriva-
das parciales continuas y sea P(x,, o, Zo) un punto en S. Como en la seccién precedente,
sean C, y G, las curvas obtenidas de la interseccion de los planos verticales y = y, y x = X,
con la superficie S. Asi, el punto P reside tanto en C; como en C,. Sean T, y T, las rectas
tangentes a las curvas C; y C, en el punto P. Entonces el plano tangente a la superficie S
en el punto P se define como el plano que contiene a ambas rectas tangentes 7 y 7.
(Véase la figura 1.)

En la seccidn 14.6 se verd que si C es cualquier otra curva que reside en la superficie S
y pasa por P, su recta tangente en P también reside en el plano tangente. Por tanto, el
plano tangente a S en P puede concebirse como compuesto por todas las posibles rectas
tangentes en P a curvas que residen en Sy pasan por P. El plano tangente en P es el plano
que aproxima mds certeramente la superficie S cerca del punto P.

Se sabe por la ecuacién 12.5.7 que cualquier plano que pasa por el punto P(xo, Yo, Zo)
tiene una ecuacion de la forma

Alx —x0) + B(y —y) + Clz — 2) = 0

Al dividir esta ecuacién entre C'y conceder que a = —A/Cy b = —B/C, se puede escri-
bir en la forma
(1] z = zo= alx — xo) + b(y = yo)

Si la ecuacion 1 representa el plano tangente en P, su interseccién con el plano y = yy
debe ser la recta tangente 7. La inclusién de y = y, en la ecuacién 1 da

z—zo = alx — xp) donde y = y,

y se reconoce esta como la ecuacién (en forma punto-pendiente) de una recta con pen-
diente a. Pero por la seccién 14.3 se sabe que la pendiente de la tangente T es fi(xo, Yo)-
Por tanto, a = f,(xo, yo).

De igual forma, si se traslada x = x, en la ecuacién 1 se obtiene z — zy = b(y — yy), lo
que debe representar a la recta tangente T, asi que b = f;(xo, Yo)-

@ Suponga que f tiene derivadas parciales continuas. Una ecuacion del plano tan-
gente a la superficie z = f(x, y) en el punto P(xo, yo, Zo) €8

z — 2o = felxo, yo)(x — xo) + f,(x0, yo)(y — Yo)

EJEMPLO 1 Determine el plano tangente al paraboloide eliptico z = 2x*> + y* en el
punto (1, 1, 3).

SOLUCION Sea f(x,y) = 2x* + y> Entonces,
filx,y) = 4x Hxy) =2y
£, 1) =4 A1, 1) =2

Asi, (2) da la ecuacidn del plano tangente en (1, 1, 3) como
z=3=4x—-1)+2(y—1)

o z=4x+ 2y — 3 |

La figura 2(a) muestra el paraboloide eliptico y su plano tangente en (1, 1, 3) que se
halla en el ejemplo 1. En las partes (b) y (c) se acerca al punto (1, 1, 3) restringiendo el
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Visual 14.4 muestra una anima-  dominio de la funcion f(x, y) = 2x* + y. Observe que cuanto mds se acerca, mds plana
cién de las figuras 2 y 3. parece la grafica y mds se asemeja a su plano tangente.

FIGURA 2 El paraboloide eliptico parece coincidir con su plano tangente cuando se acerca a (1, 1, 3).

En la figura 3 se corrobora esta impresion al acercarse al punto (1, 1) en un mapa de
contorno de la funcién f(x, y) = 2x* + y*. Adviértase que cuanto mas se acerca, las curvas
de nivel se parecen cada vez mds a rectas paralelas igualmente espaciadas, lo cual es
caracteristico de un plano.

1.5 12 1.05
FIGURA 3 Acercamiento
a (1, 1) en un mapa de
contorno de
fiey) =262 + y? 05 = 08 12 095 105

@ Aproximaciones lineales

En el ejemplo 1 se determind que una ecuacion del plano tangente a la grafica de la fun-
cion f(x,y) = 2x* + y*en el punto (1, 1, 3) es z = 4x + 2y — 3. Por tanto, en vista de la
evidencia visual en las figuras 2 y 3, la funcioén lineal de dos variables

L(x,y) =4x +2y — 3

es una aproximacioén satisfactoria a f{x, y) cuando (x, y) estd cerca de (1, 1). La funcioén
L se llama linealizacion de fen (1, 1) y la aproximacién

flx,y) =4x +2y — 3

se llama aproximacion lineal o aproximacion del plano tangente de fen (1, 1).
Por ejemplo, en el punto (1.1, 0.95) la aproximacioén lineal da

F(1.1,0.95) =~ 4(1.1) + 2(0.95) — 3 = 3.3
lo cual estd muy cerca del valor real de £ (1.1, 0.95) = 2(1.1)> + (0.95)*> = 3.3225. Pero

se toma un punto mds alejado de (1, 1), como (2, 3), ya no se obtiene una aproximacion
satisfactoria. De hecho, L(2, 3) = 11, mientras que f(2, 3) = 17.
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En general, se sabe por (2) que una ecuacién del plano tangente a la grafica de una fun-
cién f de dos variables en el punto (a, b, f (a, b)) es

z = fla, b) + fila, b)(x — a) + fi(a, b)(y — D)
La funcién lineal cuya grifica es este plano tangente, a saber

(3] L(x,y) = f(a, b) + fila, b)(x — a) + fi(a, b)(y — D)
se llama linealizacién de f'en (a, b) y la aproximacion

(4] . y) = fla, b) + fila, b)(x — a) + fy(a, b)(y — D)

se llama aproximacion lineal o aproximacion del plano tangente de fen (a, b).

Se han definido planos tangentes para superficies z = f(x, y), donde f tiene primeras
derivadas parciales continuas. ;Qué sucede si f; y f, no son continuas? La figura 4 pre-
senta esa funcidn; su ecuacion es

{2
KL
R

Xy
fly) =19 x> +y°
0 si (x,y) = (0,0)

si (x,y) # (0,0)

Se puede verificar (véase el ejercicio 46) que sus derivadas parciales existen en el origen
y que, de hecho, £,(0, 0) = 0y £(0, 0) = 0, pero que f, y f, no son continuas. La aproxi-
macion lineal seria f(x, y) = 0, pero f(x,y) = % en todos los puntos en la recta y = x.
Asi, una funcién de dos variables puede desviarse pese a que sus dos derivadas parciales
FIGURA 4 existan. Para eliminar este comportamiento, formule la idea de una funcién derivable de
Xy . dos variables.

flxy) = x4 y? six ) # 0,0), Recuérdese que para una funcién de una variable, y = f(x), si x cambiade a aa + Ax,
f(0,0) =0 se define el incremento de y como

Ay = fla + Ax) = f(a)

En el capitulo 3 se demostré que si fes derivable en a, entonces

Esta es la ecuacién 3.4.7. @ Ay = f'(a) Ax + & Ax donde € = 0 cuando Ax — 0

Considérese ahora una funcion de dos variables, z = f(x, y), y suponga que x cambia
de aaa + Axy que y cambia de b a b + Ay. El incremento de z correspondiente es

(6] Az = f(a + Ax, b + Ay) — f(a, b)

Asi, el incremento Az representa el cambio de valor de f cuando (x, y) cambia de (a, b) a
(a + Ax, b + Ay). Por analogia con (5), se define la derivabilidad de una funcién de dos
variables como sigue.

Definiciéon Si z = f(x, y), f es derivable en (a, b) si Az puede expresarse en la
forma

Az = fi(a, b) Ax + fi(a, b) Ay + &/ Ax + &, Ay

donde &, y &, — 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0).

La definicion 7 establece que una funcién derivable es aquella para la que la aproxi-
macion lineal (4) es una aproximacion satisfactoria cuando (x, y) estd cerca de (a, b). Es
decir, el plano tangente aproxima la grafica de f muy cerca del punto de tangencia.



El teorema 8 se demuestra en el
apéndice F.

La figura 5 muestra las graficas
de la funcién f'y la linealizacién
L usadas en el ejemplo 2.

FIGURA S5
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A veces es dificil usar la definicién 7 directamente para comprobar la derivabilidad de

una funcién, pero el teorema siguiente ofrece una condicién cémoda suficiente para la
derivabilidad.

Teorema Si las derivadas parciales f, y f; existen cerca de (a, b) y son continuas
en (a, b), entonces fes derivable en (a, b).

EJEMPLO 2 Demuestre que f (x, y) = xe® es derivable en (1, 0) y determine su linea-
lizacién ahi. Luego dsela para aproximar f(1.1, — 0.1).

SOLUCION Las derivadas parciales son
filx,y) = e + xye™ f(x,y) = x%e™
f(1,0) =1 H(1,0) =1

Tanto f, y como f,son funciones continuas, asi que f es derivable por el teorema 8. La
linealizacién es

L(x,y) = f(1,0) + £(1,0)(x — 1) + £,(1,0)(y — 0)
=l+Ilx-—1D+1-y=x+y
La correspondiente aproximacion lineal es
xeV =x+y

asf que FA1L =01 = 1.1 —-01=1
Compare esto con el valor real de f(1.1, —0.1) = 1.1e > = 0.98542. [ |
EJEMPLO 3 Al principio de la seccién 14.3 se analiz6 el humidex (temperatura perci-

bida) I como una funcién de la temperatura real 7'y la humedad relativa H y se formul6
la tabla de valores siguiente.

Humedad relativa (%)

TH 40 45 50 55 60 65 70 75 80

26 28 28 29 31 31 32 33 34 35

28 31 32 33 34 35 36 37 38 39

Temperatura

real (°C) 30 34 35 36 37 38 40 41 42 43

32 37 38 39 41 42 43 45 46 47

34 41 42 43 45 47 48 49 51 52

36 43 45 47 48 50 51 53 54 56

Determine una aproximacion lineal para el humidex I = f(T, H) cuando T estd cerca de
30 °C y H de 60%. Usela para estimar el humidex cuando la temperatura es de 31 °C y
la humedad relativa de 62%.

SOLUCION En la tabla se lee que f(30, 60) = 38. En la seccién 14.3 se usaron los
valores tabulares para estimar que fr (30, 60) = 1.75 y f4(30, 60) = 0.3. (Véase las
paginas 912-913.) Asf, la aproximacion lineal es
f(T, H) = f(30, 60) + fr(30, 60)(T — 30) + fu(30, 60)(H — 60)
~ 38 + 1.75(T — 30) + 0.3(H — 60)
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En particular,
f(31,62) = 38 + 1.75(1) + 0.3(2) = 40.35
Por tanto, cuando 7 = 31 °C y H = 62%, el humidex es

I=404°C [ ]

@ Diferenciales

Para una funcién derivable de una variable, y = f(x), se define la diferencial dx como
la variable independiente; es decir, dx puede tener el valor de cualquier nimero real. La
diferencial de y se define entonces como

(9] dy = f'(x) dx

(Véase la seccion 3.10.) La figura 6 muestra la relacion entre el incremento Ay y la
diferencial dy: Ay representa el cambio de altura de la curva y = f(x) y dy representa el
cambio de altura de la recta tangente cuando x cambia por una cantidad dx = Ay.

Para una funcién derivable de dos variables, z = f(x, y), se definen las diferencia-
les dx y dy como las variables independientes; es decir, pueden recibir cualquier valor.
Entonces la diferencial dz, también llamada diferencial total, se define mediante

’ @ atax ) dz dz
recta tangente dz = fi(x,y)dx + fy(x,y)dy = —dx + —dy
y=fla) + f'(a)(x — a) 0x dy

FIGURA 6 - -
(Compare con la ecuacién 9.) A veces se usa la notacion df en lugar de dz.

Sisetomadx = Ax =x —aydy = Ay = y — b de la ecuacién 10, la diferencial de
zes

dz = fi(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y — D)
Asi, en la notacién de las diferenciales, la aproximacion lineal (4) puede escribirse como

fx,y) = fla, b) + dz

La figura 7 es la contraparte tridimensional de la figura 6 y muestra la interpretacién
geométrica de la diferencial dz y el incremento Az: dz representa el cambio de altura del
plano tangente, mientras que Az representa el cambio de altura de la superficie z = f(x, y)
cuando (x, y) cambia de (a, b) a (a + Ax, b + Ay).

: (a+Ax,b+ Ay, f(a+ Ax, b+ Ay))

superficie z = f(x, y)

(a, b, f(a, b)

(a+Ax, b+ Ay,0)

plano tangente
FIGURA 7 z—fla, b) = fi(a, b)(x_a)+fy(a’ b)(y = b)




En el ejemplo 4, dz esta cerca de

Az porque el plano tangente es una
aproximacion satisfactoria de la
superficie z = x? + 3xy — y? cerca
de (2, 3, 13). (Véase la figura 8.)

FIGURA 8
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EJEMPLO 4
(a) Siz = f(x,y) = x> + 3xy — »?, determine la diferencial dz.
(b) Sixcambiade?2a?2.05yycambiade 3 a2.96, compare los valores de Az y dz.

SOLUCION
(a) La definicion 10 da

P d
dz = Zdax + Zdy = 2x + 3y) dx + Gx — 2) dy
ox dy

(b) Alponerx = 2,dx = Ax = 0.05,y = 3,y dy = Ay = —0.04 se obtiene
dz = [2(2) + 3(3)]0.05 + [3(2) — 2(3)](—0.04) = 0.65

El incremento de z es

Az = £(2.05,2.96) — £(2,3)
= [(2.05)* + 3(2.05)(2.96) — (2.96)*] — [22 + 3(2)(3) — 3?]
= 0.6449

Nétese que Az = dz , pero dz es més fécil de calcular. [ |

EJEMPLO 5 El radio de la base y la altura de un cono circular recto se miden
como 10 cm y 25 cm, respectivamente, con un posible error de medicién de hasta
0.1 cm en cada uno. Use diferenciales para estimar el error maximo en el volumen
calculado del cono.

SOLUCION El volumen V de un cono con radio de la base ry altura hes V = mr?h/3.
Asi, la diferencial de V es

27rrh ar?

vV
— dr +

=Y+ Y =
ar "7 o 3

dh

Como cada error es a lo sumo de 0.1 cm, se tiene | Ar| < 0.1, | Ar| < 0.1. Para esti-
mar el mayor error en el volumen se toma el error mayor en la medicién de ry h. Asi,
se tomadr = 0.1 ydh = 0.1 junto con r = 10, h = 25. Esto da

5007 1007

dv 0.1) + ——(0.1) = 20
T (0.0) + 7 (0.1) = 20m

Asi, el error maximo en el volumen calculado es de alrededor de 207 cm® = 63 cm®. W

B Funciones de tres o mas variables

Aproximaciones lineales, derivabilidad y diferenciales pueden definirse en forma
similar para funciones de mds de dos variables. Una funcién derivable se define
mediante una expresion similar a la de la definicién 7. Para esas funciones la apro-
ximacion lineal es

[y, 2) = fla, b, ¢) + fila, b, c)(x — a) + fia, b, c)(y — b) + fla, b, )z — ¢)

y la linealizacién L(x, y, z) es el miembro derecho de esta expresion.
Siw = f(x, y, z), el incremento de w es

Aw = f(x + Ax,y + Ay, z + Az) — f(x, y,2)
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La diferencial dw se define en términos de las diferenciales dx, dy y dz de las variables
independientes mediante

EJEMPLO 6 Las dimensiones de una caja rectangular se miden en 75 cm, 60 cm y 40 cm

y cada medida es correcta con un margen de error de 0.2 cm. Use diferenciales para
estimar el mayor error posible cuando el volumen de la caja se calcula a partir de estas

medidas.

SOLUCION Si las dimensiones de la caja son x, y y z, su volumen es V = xyz, asi que

dv =

Se dio que |Ax| < 0.2,

1% 1%

—dx+—dy+a—dz= vzdx + xzdy + xydz
X z

ady

Ay| < 0.2,y |Az| < 0.2. Para estimar el mayor error en el

volumen, se usa por tanto dx = 0.2, dy = 0.2y dz = 0.2 juntoconx = 75,y = 60y

z = 40:

AV =~ dV = (60)(40)(0.2) + (75)(40)(0.2) + (75)(60)(0.2) = 1980

Asi, un error de solo 0.2 cm en la medicién de cada dimensién podria conducir a jun
error de aproximadamente 1 980 cm? en el volumen calculado! Este podria parecer un error
considerable, pero es de apenas alrededor de 1% del volumen de la caja. [ |

14.4 EJERCICIOS

1-6 Determine una ecuacién del plano tangente a la superficie
dada en el punto especificado.

1. z=2x>+y>— 5y, (1,2,-4)

(x+22=2(y—-1)—=5 1(2,3,3)

. Z

L=t (2,2,1)

=Vxy, (LL1)

xe, (2,0,2)

N
|

2
3
4. z =x/y%, (—4,2,—1)
5
6

[N
Il

] 7-8 Grafique la superficie y el plano tangente en el punto dado.
(Elija el dominio y punto de vista de tal forma que obtenga una
vista satisfactoria tanto de la superficie como del plano tangente.)
Acérquese después hasta que la superficie y el plano tangente se
vuelvan indistinguibles.

N
[N}
I

X2+ xy +3y% (1,1,5)

8.z =49+ x%y2, (2,2,5)

plano tangente.) Acérquese después hasta que la superficie
y el plano tangente se vuelvan indistinguibles.

9. fx.y) = 1 + cos*(x — y) (77 T 7>

1+ cos’(x +y)’ 3764

10. f(x,y) = e*x,v/m(\/; + 4y + \/E)’ (1,1, 3¢ %)

11-16 Explique por qué la funcién es derivable en el punto dado.
Determine después la linealizacién L(x, y) de la funcion en ese
punto.

11. f(x,y) =1+ xIn(xy — 5), (2,3)

12. f(x,y) = Vay, (1,4)

13. f(x,y) = x%’, (1,0)

1+
14. f(x,y) = 1+§’ (1,3)

15. f(x,y) = 4arctan(xy), (1,1)
16. f(x,y) = Vx +e*, (3,0)

9-10 Dibuje la gréfica de f'y su plano tangente en el punto dado.
(Use su sistema algebraico computacional tanto para calcular las
derivadas parciales como para graficar la superficie y su

17-18 Verifique la aproximacion lineal en (0, 0).

y—1
x+ 1

17. e¢*cos(xy) = x + 1 18. ~x+y—1



19.

20.

21.

22.

Velocidad del viento (km/h)

23.

24.

Temperatura real (°C)

Dado que fes una funcién derivable con f(2, 5) = 6,
f:(2,5) =1,y (2,5) = —1, use una aproximacion lineal
para estimar f(2.2, 4.9).

Halle la aproximacion lineal de la funcién
f(x,y) =1 —xycos myen (1, 1)y dsela para aproximar
f(1.02, 0.97). Tustre graficando f'y el plano tangente.

Halle la aproximacion lineal de la funcién
Flx,y,2) = /x2+ y2 + z2 en (3, 2, 6) y tsela para
aproximar el nimero V(3.02)2 + (1.97)2 + (5.99)2.

La altura de las olas 4 en mar abierto depende de la velo-
cidad v del viento y el tiempo ¢ durante el cual el viento ha
soplado a esa velocidad. Valores de la funcién h = f(v, 1)

se registran en metros en la tabla siguiente. Use la tabla
para determinar una aproximacion lineal de la funcién

de altura de las olas cuando v estd cerca de 80 km/h y 7 estd
cerca de 20 horas. Luego estime la altura de las olas cuando
el viento ha soplado durante 24 horas a 84 km/h.

Duracion (horas)

v ! 5 10 15 20 30 40 50
40 1.5 22 24 2.5 2.7 2.8 2.8
60 2.8 40 4.9 52 55 5.8 59
80 43 6.4 7.7 8.6 95 | 10.1 | 102

100 5.8 89 | 110 | 122 | 138 | 147 | 153
120 74 113 | 144 | 166 | 190 | 205 | 21.1

Use la tabla del ejemplo 3 para determinar una aproximacion
lineal de la funcién de humidex cuando la temperatura se
acerca a los 32 °C y la humedad relativa es cercana a 65%.
Estime después el humidex cuando la temperatura es de 33 °C
y la humedad relativa de 63%.

El indice de viento-frio W es la temperatura percibida cuando
la temperatura real es 7'y la velocidad del viento es v, asi que
se puede escribir W = f (7, v). La tabla de valores siguiente
es un fragmento de la tabla 1 de la seccién 14.1. Usela para
determinar una aproximacion lineal de la funcién del indice
de viento-frio cuando T se acerca a—15 °C y v se acerca a

50 km/h. Estime después el indice de viento-frio cuando la
temperatura es de —17 °C y la velocidad del viento es de

55 km/h.

Velocidad del viento (km/h)

T v 20 30 40 50 60 70
—10 —18 —20 —21 —22 —-23 —-23
—15 —24 —26 —-27 -29 -30 -30
-20 -30 —-33 —34 —35 —36 —37
=25 —-37 -39 —41 —42 —43 —44

SECCION 14.4 Planos tangentes y aproximaciones lineales

25-30 Determine la diferencial de las siguientes funciones.

26. u = /x? + 3y2
v

25. z = e *cos 2wt

27. m = p°q* 28. T =

1 + uow

29. R = ap?cos y 30. L= xze

935

31. Siz = 5x> + y?y (x, y) cambia de (1, 2) a (1.05, 2.1),
compare los valores de Az y dz.

32. Siz=x>—xy + 3y’y (x, y) cambiade (3,-1) a

(2.96, -0.95), compare los valores de Az y dz.
33.

La longitud y ancho de un rectdngulo se miden como 30 cm

y 24 cm, respectivamente, con un error de medicién de, a lo
sumo, 0.1 cm en cada uno. Use diferenciales para estimar el

error maximo en el drea calculada del rectdngulo.

34.

Use diferenciales para estimar la cantidad de metal en una

lata cilindrica cerrada de 10 cm de alto y 4 cm de didmetro
si el metal en la tapa y el fondo es de 0.1 cm de grosor y el

metal en los lados es de 0.05 cm de grosor.

35.

estafo es de 0.04 cm de grosor.

36. El indice de viento-frio es modelado por la funcién

W = 13.12 + 0.6215T — 11.370"'° 4+ 0.3965Tv*'°

Use diferenciales para estimar la cantidad de estafio en una
lata cerrada con didmetro de 8 cm y altura de 12 cm si el

donde T es la temperatura (en °C) y v la velocidad del viento
(en km/h). La velocidad del viento se mide en 26 km/h, con
un posible error de *2 km/h, y la temperatura se mide en

—11 °C, con un posible error de =1 °C. Use diferenciales
para estimar el error mdximo en el valor calculado de W

debido a los errores de medicionen 7'y v .

37. Latension 7 en la cuerda del yo-yo de la figura es
mgR
T=—_—7 £ 2
2r=+ R

donde m es la masa del yo-yo y g la aceleracion ejercida por
la gravedad. Use diferenciales para estimar el cambio en la
tension si R aumenta de 3 cm a 3.1 cm y 7 aumenta de 0.7 cm

a 0.8 cm. ;La tension aumenta o disminuye?

38.

La presion, volumen y temperatura de un mol de un gas ideal

estan relacionados por la ecuaciéon PV = 8.317, donde P se
mide en kilopascales, V en litros y 7 en grados Kelvin. Use
diferenciales para hallar el cambio aproximado en la presién

si el volumen aumenta de 12 L a 12.3 L y la temperatura

disminuye de 310 K a 305 K.
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39. Si R es la resistencia total de tres resistores, conectados
en paralelo, con resistencias R;, R, R;, entonces

1 1 1 1
— = 4 — 4+ —
R R1 Rz R3

Si las resistencias se miden en ohms como R, = 25 (),
R, =40 ), y R; = 50 (), con un posible error de 0.5% en

cada caso, estime el error maximo en el valor calculado de R.

40. Un modelo para el drea de un cuerpo humano estd dado por
S = 72.09w**h*™ donde w es el peso (en kilogramos),
h la altura (en centimetros) y S se mide en centimetros
cuadrados. Si los errores de medicion de w y & son a lo
sumo de 2%, use diferenciales para estimar el maximo error
porcentual en el drea calculada.

41. En el ejercicio 14.1.39 y el ejemplo 14.3.3, el indice de masa
corporal de una persona se definié como B(m, h) = m/h?,
donde m es la masa en kilogramos y /% la altura en metros.

(a) ¢Cuadl es la aproximacion lineal de B(m, h) para un nifio
con masa de 23 kg y altura de 1.10 m?

(b) Sila masa del nifio aumenta 1 kg y la altura 3 cm, use la
aproximacion lineal para estimar el nuevo iMc. Compare
con el nuevo 1Mc real.

42. Suponga que debe conocer una ecuacién del plano tangente
a la superficie S en el punto P(2, 1, 3). No tiene una ecuacion
para S, pero sabe que las curvas

r()=Q+3,1—133—4t+ 1%
ro(u) = {1+ u®2u® — 1,2u + 1)

residen en S. Determine una ecuacion del plano tangente en P.

43-44 Demuestre que la funcién es derivable encontrando valores
de &,y &; que satisfagan la definicién 7.

43,

flry) =x>+y?

44. f(x,y) = xy — 5y°

45.

46.

Compruebe que si f'es una funcién de dos variables derivable
en (a, b), fes continua en (a, b).
Sugerencia: demuestre que

lim  f(a + Ax, b + Ay) = f(a, b)

(Ax, Ay)—(0,0)

(a) La funcion

Xy .
PRI si (x,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

fly) =

fue graficada en la figura 4. Demuestre que f, (0, 0) y
£, (0, 0) existen pero que f no es derivable en (0, 0).
[Sugerencia: use el resultado del ejercicio 45.]

(b) Explique por qué f, y £, no son continuas en (0, 0).

PROYECTO DE APLICACION EL SPEEDO LZR RACER

Muchos avances tecnolégicos han ocurrido en los deportes que han contribuido a un mejor
desempefio atlético. Uno de los mds conocidos es el lanzamiento, en 2008, del Speedo LZR
Racer. Se dijo entonces que este traje de bafio de cuerpo entero reducia la friccion de un nadador
en el agua. La figura 1 muestra el nimero de récords mundiales rotos en eventos de natacion de
estilo libre y carrera larga para hombres y mujeres entre 1990 y 2011." El dréstico incremento en
2008, cuando se lanz6 ese traje de baflo, llevé a algunas personas a sostener que esos trajes eran
una forma de doping tecnolégico. Como consecuencia, todos los trajes de bafio de cuerpo entero
fueron prohibidos en competencias a partir de 2010.

184 Mujeres
= § + Ml Hombres
3 8 4T
o8 o1
5 5 10 +
S I
Z o 1
o
i
.-o—lo. ; ; ; ; ; ; ; ; ; N ;
1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

FIGURA 1 Numero de récords mundiales impuestos en eventos de natacién de estilo libre y carrera larga
para hombres y mujeres, 1990-2011

Quiz4 sorprenda que una simple reduccién de friccién pueda tener un efecto tan importante en el
rendimiento. Para hacernos una idea, se puede usar un modelo matemético simple.?

1. L. Foster et al. “Influence of Full Body Swimsuits on Competitive Performance”, Procedia
Engineering 34 (2012): 712-717.
2. Adaptado de http://plus.maths.org/content/swimming.
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SECCION 14.5 Laregla de la cadena 937

La velocidad v de un objeto propulsado en el agua estd dada por

1/3
v(P,C) = (ig)

donde P es la potencia usada para propulsar el objeto, C el coeficiente de friccion y k una cons-
tante positiva. Asi, los atletas pueden aumentar su velocidad al nadar aumentando su potencia o
reduciendo sus coeficientes de friccion. Pero, ;qué tan efectivo es cada uno de estos factores?

Para comparar el efecto de aumentar la potencia contra el de reducir la friccion, es necesa-

rio comparar de alguna manera ambos factores en unidades comunes. El enfoque mds comun

€s

determinar el cambio porcentual en velocidad que resulta de un cambio porcentual dado en

potencia y friccion.

Si se trabaja con porcentajes como fracciones, cuando la potencia cambia en una fraccién x

(con x correspondiendo a 100x por ciento), P cambia de P a P + xP. De igual forma, si el coefi-
ciente de fricciéon cambia en una fraccién y, esto significa que ha cambiado de C a C + yC. Por
altimo, el cambio fraccional en velocidad resultante de ambos efectos es

1.

N

5

(P + xP,C + yC) — v(P, C)
E] v(P, C)

La expresion 1 da el cambio fraccional en velocidad que resulta de un cambio x en potencia y
un cambio y en friccién. Demuestre que esto se reduce a la funcién

1/3
f(x,y):<1”> 1

1+y

Dado el contexto, ;cudl es el dominio de f?

Suponga que los posibles cambios en potencia x y friccidn y son pequefios. Determine la
aproximacion lineal de la funcidn f(x, y). { Qué puede decirse de esa aproximacion sobre el
efecto de un aumento reducido en potencia contra una disminucién reducida en friccién?

Calcule f,.(x, y) y f,,(x, y). Con base en los signos de estas derivadas, ;la aproximacién lineal
del problema 2 resulta en una sobrestimacion o una subestimacion para un aumento en
potencia? ;Y para una disminucién en friccién? Use su respuesta para explicar por qué, para
cambios en potencia o friccién no muy pequefios una disminucién en friccién es mds efectiva.

Grafique las curvas de nivel de f(x, y). Explique cémo se relacionan las formas de estas curvas
con sus respuestas a los problemas 2 y 3.

14.5 Laregladelacadena

Recuerde que la regla de la cadena para funciones de una variable da la regla para deri-
var una funcién compuesta: si y = f(x) y x = g(¢), donde fy g son funciones derivables,
entonces y es indirectamente una funcién derivable de 7y

- & _dv s
dt dx dt

Para funciones con mds de una variable, la regla de la cadena tiene varias versiones,
cada una de las cuales da una regla para derivar una funcién compuesta. La primera
version (teorema 2) se refiere al caso donde z = f(x, y) y cada una de las variables x y
y es a su vez una funcién de una variable 7. Esto significa que z es indirectamente una
funcién de ¢, z = f(g(z), h(z)) y la regla de la cadena da una férmula para derivar z como
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una funcién de ¢. Suponga que fes derivable (definicion 14.4.7). Recuerde que este es el
caso cuando f, y f, son continuas (teorema 14.4.8).

@ Laregla dela cadena (caso 1) Suponga que z = f(x, y) es una funcién deriva-
ble de x y y, donde x = g(t) y y = h(t) son funciones derivables de 7. Entonces, z es
una funcién derivable de ¢ y

d _ of dx | of dy
dt ox dt dy dt

COMPROBACION Un cambio de At en ¢ produce cambios de Ax en x y de Ay en y.
Esto produce a su vez un cambio de Az en z, y por la definicion 14.4.7 se tiene

Azza—fo—l—a—f

Ay + &/ Ax + & Ay
ox dy

donde £, — 0 &, — 0 cuando (Ax, Ay) — (0,0). [Si las funciones &, y &, no estdn defini-
das en (0, 0), puede definirlas como 0 ahi.] Al dividir ambos miembros de esta ecuacion
entre Az, se tiene

Az af Ax  of Ay Ax Ay
— =+ St g ——+
At ox At dy At Y At

Si ahora se permite que A7 — 0, entonces Ax = g(¢r + Ar) — g(r) — 0, porque g es deri-
vable y por tanto continua. De igual forma, Ay — 0. Esto significa a su vez que &, —> 0
y &, — 0, asi que

dz Az

P

£ m 22
dt  Aa—0 At

9 9 A A A
Y i ALY A <h’msl> lfm—x+<lim82> lim —>

0x Ar—0 At dy Ar—0 At At—0 Ai—0 At At—0 A—0 At
af d af d
= _f_x + _f_y + O d + O dy
ox dt dy dt dr dt
of d
_ddr o dy .
ox dt dy dt
Como se suele escribir dz/dx en vez de 9f/dx, se puede reescribir la regla de la cadena
Noétese la semejanza con la definicion en la forma
de diferencial:
dz dz dx Jdz dy
de= et o a o d oy d
ox dy Y * Y

EJEMPLO 1 Siz = x?y + 3xy*, donde x = sen 2,y y = cos  determine dz/dt cuando
t=0.

SOLUCION La regla de la cadena da
dz 0z dx . 0z dy
dr ox dr dy dt
= (2xy + 3y*)(2 cos 21) + (x* + 12xy*)(—sens)




0,1)

FIGURA 1 Lacurvax = sen2t,

y =cost

SECCION 14.5 Laregla de la cadena 939

No es necesario sustituir las expresiones para x y y en términos de 7. Simplemente observe
que cuando 7 = 0, se tiene x = sen 0 = 0y y = cos 0 = 1. En consecuencia,

dz.

7l = (0 + 3)(2cos0) + (0 + 0)(—sen0) = 6 [ ]

La derivada del ejemplo 1 puede interpretarse como la razén de cambio de z con
respecto a ¢ cuando el punto (x, y) se mueve a lo largo de la curva C con ecuaciones para-
métricas x = sen 2¢, y = cos . (Véase la figura 1.) En particular, cuando ¢ = 0, el punto
(x, y) es (0, 1) y dz/dr = 6 es la razén de incremento cuando se mueve a lo largo de
la curva C que pasa por (0, 1). Si, por ejemplo, z = T(x, y) = x*y + 3xy* representa la
temperatura en el punto (x, y), la funcién compuesta z = T(sen 2, cos 7) representa la tem-
peratura en los puntos en C'y la derivada dz/dt representa la razén en la que la temperatura
cambia a lo largo de C.

EJEMPLO 1 La presién P (en kilopascales), volumen V (en litros) y temperatura

T (en grados Kelvin) de un mol de un gas ideal se relacionan por la ecuacién PV = 8.31T.
Determine la razén a la que cambia la presion cuando la temperatura es de 300 K y
aumenta a razén de 0.1 K/s y el volumen es 100 L y aumenta a razén de 0.2 L/s.

SOLUCION Si 7 representa el tiempo transcurrido en segundos, en el instante dado se
tiene T = 300, dT/dt = 0.1, V = 100, dV/dt = 0.2. Puesto que

T
P =2831—
Vv

la regla de la cadena da

dP_ 9P dT 0P dV 831 dT _ 83T v

dt  oT dt 9V dt Vo odt V2o dt

8.31 8.31(300)
=——(0.1) — ———5—1(0.2) = —0.04155
100 0.1 100° 02
La presién baja a razén de alrededor de 0.042 kPa/s. [ ]

Considere ahora la situacién en la que z = f{x, y), pero en la que tanto x como y son
una funcién de dos variables s y #: x = g(s, 1), y = h(s, 1). Entonces, z es indirectamente una
funcién de s y ¢ y se desea encontrar dz/ds y dz/dt. Recuerde que al calcular dz/dr se
mantiene fija s y se calcula la derivada ordinaria de z con respecto a t. Por tanto, se puede
aplicar el teorema 2 para obtener

9z _9z%x 029y
at dx ot dy ot

Un argumento similar es valido para dz/ds, asi que se ha comprobado la versién siguiente
de la regla de la cadena.

E] La regla de la cadena (caso 2) Suponga que z = f(x, y) es una funcion deriva-
ble de xy y, donde x = ¢(s, ¥) y y = h(s, t) son funciones derivables de s y 7. Asi pues,

g _pzox  ozdy b _ i o dy
as ox ds Jdy ds ot ox 0t dy ot
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EJEMPLO 3 Siz = ¢*seny, donde x = s’y y = s%, determine dz/ds y dz/t.
SOLUCION Aplicando el caso 2 de la regla de la cadena se obtiene
oz _ oz x| oz dy
as Jx as dy as

= %" sen(s%) + 2ste* cos(s’)

= (e*sen y)(t*) + (e*cos y)(2s1)

0z Jz Ox Jz dy
— = ——+ ——— = (e"sen y)(2st) + (e*cos 2
o oo ay (e*sen y)(2st) + (e*cos y)(s*)

2ste”” sen(s’t) + s’ cos(s*) [ |

El caso 2 de la regla de la cadena contiene tres tipos de variables: s y 7 son variables
independientes, x y y se llaman variables intermedias y z es la variable dependiente.
Notese que el teorema 3 tiene un término para cada variable intermedia y que cada uno

z de estos términos se asemeja a la regla de la cadena unidimensional de la ecuacién 1.
LES / 9z Para recordar la regla de la cadena serviria dibujar el diagrama de arbol de la figura 2.
” » Se trazan ramas de la variable dependiente z a las variables intermedias x y y para indicar
PR 0 y 0 que z es una funcién de x y y. Luego se trazan ramas de xyya las vgriables independien-
I o 3 \5 tes s y 7. En cada rama se escribe la correspondiente derivada parcial. Para hallar 9z/ds,
s ; s ; se encuentra el producto de las derivadas parciales a lo largo de cada trayectoria de z a s
y después se suman esos productos:

FIGURA 2
9z _ 9z ox 0z oy
as dx ds Jdy ds

En forma similar, se hallan dz/dr usando las trayectorias de z a t.

Considere ahora la situacion general en la que una variable dependiente u es una
funcion de n variables intermedias xi, . . . , x,, cada una de las cuales es a su vez una fun-
cion de m variables independientes ¢4, . . ., ,,. Notese que hay 7 términos, uno para cada
variable intermedia. La comprobacion es similar a la del caso 1.

[E] La regla de la cadena (version general) Suponga que u es una funcién deri-
vable de las n variables x,, x, . . ., x, y que cada x; es una funcién derivable de las m
variables ?,, ., . . . , tm. Entonces, u es una funcién de ¢, t, . . . , tm y

ou_ ou oxi o av o o,
(:)li axl ati axz at,- ax,, 6ll-

paracadai = 1,2, ..., m.

EJEMPLO 4 Escriba la regla de la cadena para el caso donde w = f(x, y, z, 1) y
x=x(u,v),y=yu,v),z=z(u, v),y t = t(u, v).

w
// \\ SOLUCION Se aplica el teorema 4 con n = 4 y m = 2. La figura 3 muestra el diagrama
X y z t

de 4rbol. Aunque no se han escrito las derivadas en las ramas, se entiende que si una

\ \ \ \ rama lleva de y a u, la derivada parcial de esa rama es dy/du. Con la ayuda del dia-
u vou vou vou v grama de arbol, se pueden escribir ahora las expresiones requeridas:
FIGURA 3

o ow dx | ow dy | ow bz ow ot

Qu ox ou  dy ou 9z qu ot ou

ow _owox | oway | ow sz | ow i

v dx Jdv dy dv Jdz dv at dv |



r

FIGURA 4
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EJEMPLO 5 Siu = x*y + 2%, donde x = rse', y = rs’¢', y z = r’s sen t, determine
el valor de du/ds cuandor = 2,5 = 1,¢ = 0.

SOLUCION Con la ayuda del diagrama de drbol de la figura 4 se tiene

ou_u x| oudy | ou oz
as dx ds dy ds dz ds

= (4x’y)(re") + (x* + 2yz°)(2rse”") + (3y*z*)(r*sen )
Cuandor=2,s=1yt=0,setienex =2,y =2yz =0, asi que

L (60)2) + (16)@) + 0)(0) = 192 -

EJEMPLO 6 Sig(s, 1) = f (s> — 1, 1> — s*) y fes derivable, demuestre que g satisface
la ecuacién

d d
s
as at

SOLUCION Sea x = s> — t?y y = t*> — 5% Entonces, ¢(s, ) = f(x, y) y laregla de la
cadena da

a af a af d ) )
_g = _f_x + _f_y = —f(ZS) + _f(_zs)
as Jx ds dy ds ox ay

g _ of ox of oy _

) )
= —f(—2t) + —f(2t)
Jat dx Ot dy ot ox ay

Por tanto,

9 9 d 9 9 9
1 s 2st—f—2st—f + —25t—f+2st—f = u
as at ox Jdy ox ay

EJEMPLO 7 Siz = f(x, y) tiene derivadas parciales continuas de segundo orden y
x =r*+ s?yy = 2rs, encuentre (a) 9z/dry (b) 0’z/dr’.

SOLUCION
(a) Laregla de la cadena da

0z Jz Ox dz dy
_ = 4 = =

a d
= Z 20 + = (29
ar dx or dy or ox Jdy

(b) Al aplicar la regla del producto a la expresion del inciso (a), se obtiene

(5]
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/N
YA

FIGURA 5

La solucién del ejemplo 8 deberia
compararse con la del ejemplo
3.5.2.

Pero usando de nuevo la regla de la cadena (véase la figura 5) se tiene
a (9 9 (az) a 9 (az)a 9 9
O ()0 (vz)ox 0 (02)dy 02, 0
ar \ dx ox \ dx /) or dy \ dx /) or ox dy dx

d (9 A d (dz\ o 0 9
O (Bz) o0 (z)ax 0 (02)dy  GE o 02
ar \ dy ox \ dy ) or dy \ dy ) or dx dy ady

Al poner estas expresiones en la ecuacién 5 y usar la igualdad de las derivadas mixtas
de segundo orden, se obtiene

o2 0 o2 o2 9’z 9’z
o E o r 2]+ 2s 2r + 25—
ar ox 0x X y

dy dx ax dy ay*
) ? 9 0
=2—Z+4r2—22+8rs - —|—4s2—z2 [ |
0x ox dx dy dy

@ Derivacion implicita

La regla de la cadena puede usarse para obtener una descripcién mds completa del pro-
ceso de la derivacion implicita que se presentd en las secciones 3.5 y 14.3. Se supone
que una ecuacion de la forma F(x, y) = 0 define a y implicitamente como una funcién
derivable de x, es decir y = f(x), donde F(x, f (x)) = 0 para todas las x en el dominio de f.
Si F es derivable, se puede aplicar el caso 1 de la regla de la cadena para derivar ambos
miembros de la ecuacién F(x, y) = 0 con respecto a x. Puesto que tanto x como y son
funciones de x, se obtiene

JoF dx oF dy
——+ ——=0
ax dx dy dx

Pero dx/dx = 1, asi que si 9F/dy # 0 se despeja dy/dx y se obtiene

OF

dy _ ox _ F

(6] dx  oF  F,
ay

Para derivar esta ecuacion suponga que F(x, y) = 0 define a y implicitamente como
una funcién de x. El teorema de la funcién implicita, comprobado en el célculo avan-
zado, establece condiciones en las cuales este supuesto es vdlido: sostiene que si F se
define en un disco que contiene (a, b), donde F(a, b) = 0, F,(a, b) # 0,y F,y F, son
continuas en el disco, la ecuacion F(x, y) = 0 define a y como una funcién de x cerca del
punto (a, b) y la derivada de esta funcion estd dada por la ecuacién 6.

EJEMPLO 8 Determine y’ si x* + y* = 6xy.

SOLUCION La ecuacién dada puede escribirse como
Flx,y)=x*+y>—6xy=0

asf que la ecuacion 6 da

4 _ &

__3x2—6y__x2—2y

dx F, 3y’ —6x

vy — 2x
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Ahora suponga que z es dada implicitamente como una funcién z = f(x, y) por una
ecuacion de la forma F(x, y, z) = 0. Esto significa que F(x, y, f(x, y)) = 0 para todas las
(x, y) en el dominio de f. Si F'y f son derivables se puede usar la regla de la cadena para

derivar la ecuacién F(x, y, z) = 0 como sigue:
oF dx oF dy oF oz
dx 0x Jdy dx Jz 0x

9 9

Pero — ) =1 y — () =0
0x 0x

asi que esta ecuacidn se convierte en

9F | OF oz
0x dz Ox

Si 0F/dz # 0, despeje dz/dx y obtenga la primera férmula en las ecuaciones 7. La férmula
para dz/dy se obtiene de forma similar.

oF oF

dJz E daz E

ox  OF ay  9F
oz oz

De nueva cuenta, una version del teorema de la funcion implicita estipula condiciones
en las cuales nuestro supuesto es vdlido: si F se define dentro de una esfera que contiene
a(a,b,c),donde F(a, b, c) =0, F.(a,b,c) # 0,y F,, F,,y F. son continuas dentro de la esfera,
la ecuacién F(x, y, z) = 0 define a z como una funcién de x y y cerca del punto (a, b, ¢)
y esta funcidn es derivable, con derivadas parciales dadas por (7).

J J
EJEMPLO 9 Encuentrea—z y a—Z six? +y + 22+ 6xyz = 1.
X y

SOLUCION Sea F(x, y,z) = x> + y* + 23 + 6xyz — 1. Entonces, por las ecuaciones 7 se

tiene
0z F. 3x? + 6yz  x*+ 2yz
ox F. 3z% + 6xy 22 + 2xy
2 2
La solucién del ejemplo 9 deberia 9z _ K _ 3y~ + bxz __7 + 2xz -
compararse con la del ejemplo 14.3.5. Jy F, 3z% + 6xy 22 + 2xy

14.5 EJERCICIOS

1-6 Use la regla de la cadena para determinar dz/dt o dw/dt. 5. w=xe’:, x=1% y=1—-1 z=1+2t

t

1. z = xy® — x%y, =41, y=-1 6. z=tan '(y/x), x=¢', y=1—¢e
= S K= y=e
x+2y 7-12 Use la regla de la cadena para determinar dz/ds y dz/dt.

3.z=senxcosy, x=+/t, y=1/t
7.2=(x—y)?° x=s% y=st

4, z = /1 + xy, x =tant, = arctan t
v Y Y 8. z=tan '(x* +y?), x=slnt, y=te'
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9. z=In(Bx +2y), x=wssent, y=1tcoss

10.z=\/;e”, x=1+st, y=s5>—1>

1. z=¢"cosh, r=st, 6=+/s>+ 1

12. 2

arcsen(x —y), x=s>+1, y=1—2st

13. Sea p(1) = f(g(¢), h(z)), donde f es derivable, g(2) = 4,
g'(2)=-3,h(2) =5n'(2) =6,f.(4,5) =2,f,(4,5) = 8.
Determine p’(2).

14. Sea R(s, 1) = G(u(s, 1), v(s, 1)), donde G, u y v son derivables,
w(1,2) =5,u1,2) =4,u(1,2) = =3, v(1,2) =7, v,1,2) =2,
v(1,2) =6,G,(5,7) =9, G,(5,7) = —2. Determine R,(1, 2)
y R(1, 2).

15. Suponga que f'es una funcién derivable de x y y, y
g(u, v) = f(e" + sen v, e" + cos v). Use la tabla de valores
para calcular g,(0, 0) y g,(0, 0).

0,0) 3 6 4 8
(1,2) 6 3 2 5

16. Suponga que f'es una funcién derivable de x y y, y
g(r,s) = f(2r — s, s* — 4r). Use la tabla de valores del
ejercicio 15 para calcular g,(1, 2) y g,(1, 2).

17-20 Use un diagrama de drbol para escribir la regla de la
cadena para el caso dado. Suponga que todas las funciones
son derivables.

17. u = f(x,y), dondex = x(r,s,1), y = y(r,s,1)
18. w = f(x,y,z), donde x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u, v)

19. T = F(p,q.r), donde p = p(x,v,2), q = q(x,y,z2),
r=r(xy,z)

20. R = F(t,u) dondet = t(w,x,y,z), u=u(w,x,y,z)

21-26 Use laregla de la cadena para determinar las derivadas
parciales indicadas.

2. z=x+xy®, x=w?+ w’, y=u-+ ve";
dz dz 0z

—, —, — cuandou =2, v =1, w =0

Ju dv  ow

22, u = \/r2 + s2,
du Jdu Jdu

—, —, — cuandox =1,y =2,t=0
dx dy ot

=y +xcost, s=x+ysent;

23. w=xy tyz+zx, x=rcosh, y=rsenb, z=rb;
ow  Jw
—, — cuandor = 2,0 = 7/2
ar a0

24. P = Jud + 0>+ w?, u=xe’, v=ye', w=e"
P op

, — cuandox =0,y =2
dx  dy

_Ptaq _ _ — .

25. N = , p=u-tow, g=v+uw, r=w+ uv
p+r

ON ON oON

— —, — cuandou =2,0v =3, w =4

du  Jdv  Jw
26. u =xe”, x=a’B, y=B%, t=vy

du Ju Ju

— ——, — cuandoa = -1, =2,y=1

da B dy

27-30 Use la ecuaci6n 6 para hallar dy/dx.

27. ycosx = x* + y? 28. cos(xy) =1 + seny

29. tan '(x%y) = x + xy°? 30. ¢’senx = x + xy

31-34 Use las ecuaciones 7 para hallar dz/9x y 9z/dy.
31, x>+ 2y2 + 322 =1 32 x2—y?+22—22=4

33. ¢ = xyz 34, yz+ xIny =22

35. La temperatura en el punto (x, y) es 7(x, y), medida
en grados Celsius. Un bicho se arrastra de tal manera
que su posicion después de ¢ segundos estd dada por
x=1+t,y=2+ %t,dondexyysemidenen
centimetros. La funcién de temperatura satisface 7,(2, 3) = 4
y T(2, 3) = 3. ;Qué tan rdpido aumenta la temperatura en la
trayectoria del bicho después de 3 segundos?

36. La produccion de trigo W en un afio dado depende de

la temperatura promedio 7'y la precipitacién anual R.

Cientificos estiman que la temperatura promedio aumenta a

razén de 0.15 °C/aio y la precipitacién disminuye a razén de

0.1 cm/afo. También estiman que a los niveles de produccién

corrientes, W/dT = =2y dW/dR = 8.

(a) (Cudl es el significado de los signos de estas derivadas
parciales?

(b) Estime la razén de cambio corriente de la produccién de
trigo, dW/dt.

37. La velocidad del sonido que viaja a través de aguas ocednicas
con salinidad de 35 partes por millar se forma por la ecuacién

C = 1449.2 + 4.6T — 0.055T* + 0.000297* + 0.016D

donde C es la velocidad del sonido (en metros por segundo),
T la temperatura (en grados Celsius) y D la profundidad
bajo la superficie del océano (en metros). Un buzo inicid
una inmersion recreativa en aguas marinas; su profundidad
y la temperatura del agua circundante con el paso del tiempo
se registran en las graficas siguientes. Estime la razén de
cambio (con respecto al tiempo) de la velocidad del sonido
a través de agua marina, experimentada por el buzo luego de
20 minutos de inmersién. ;Cudles son las unidades?

T

b 16

20 14

15 12

10 10

5 8
10 20 30 40 ! 10 20 30 40 1

(min) (min)



38. El radio de un cono circular recto aumenta a razén de 4.6 cm/s
mientras su altura disminuye a razén de 6.5 cm/s. (A qué
razén cambia el volumen del cono cuando el radio es de 300 cm
y la altura de 350 cm?

39. La longitud €, ancho w y altura & de una caja cambian con el
tiempo. En cierto instante las dimensiones son € = 1 my
w=h=2m,y{ywaumentan a razén de 2 m/s mientras
que h disminuye a razén de 3 m/s. Determine en ese instante
las razones a las que cambian las cantidades siguientes.

(a) El volumen
(b) El area
(c) Lalongitud de una diagonal

40. El voltaje V en un circuito eléctrico simple disminuye
lentamente conforme se agota la baterfa. La resistencia R
se reduce con lentitud conforme el resistor se calienta.
Use la ley de Ohm, V = IR, para determinar cdmo cambia
la corriente 7 en el momento en que R = 400 (),
1=0.08A,dV/dt = —0.01 V/s,ydR/dt = 0.03 Q/s.

41. La presion de 1 mol de un gas ideal aumenta a razén de
0.05 kPa/s y la temperatura aumenta a razén de 0.15 K/s.
Use la ecuacion PV = 8.317 del ejemplo 2 para hallar la
razén de cambio del volumen cuando la presién es de 20 kPa
y la temperatura de 320 K.

42. Un fabricante ha modelado su funcién de produccion anual
P (el valor de su produccién entera, en millones de délares)
como una funcién de Cobb-Douglas

P(L,K) = 14TLSK"

donde L es el nimero de horas de trabajo (en miles) y K

el capital invertido (en millones de ddlares). Suponga que
cuando L = 30y K = 8, la fuerza de trabajo disminuye a
razén de 2 000 horas de trabajo al afio y el capital aumenta a
raz6n de $500 000 al afio. Determine la razén de cambio de
la produccion.

43. Un lado de un tridngulo aumenta a razén de 3 cm/s y un
segundo lado disminuye a razén de 2 cm/s. Si el drea del
tridngulo se mantiene constante, ;a qué razén cambia el
dngulo entre los lados cuando el primer lado es de 20 cm de
largo, el segundo de 30 cm y el dngulo es de 7/6?

44. Un sonido con frecuencia f; es producido por una fuente
que viaja a lo largo de una linea con velocidad v,. Si un
observador viaja con velocidad v, a lo largo de la misma
linea en la direccién opuesta a la fuente, la frecuencia del
sonido escuchado por el observador es

£ = (”_”)f
C Vs

donde c es la velocidad del sonido, de alrededor de 332 m/s.
(Este es el efecto Doppler.) Suponga que, en un momento
dado, usted viaja en un tren a 34 m/s que aceleraa 1.2 m/s2
Un tren se acerca a usted desde la direcciéon opuesta en la
otra via a 40 m/s y acelera a 1.4m/s? y hace sonar su silbato,
que tiene una frecuencia de 460 Hz. En ese instante, ;cudl

es la frecuencia percibida que usted oye y qué tan rapido
cambia?

SECCION 14.5 Laregla de la cadena 945

45-48 Suponga que todas las funciones dadas son derivables.

45. Siz = f(x,y), donde x = rcos 'y y = rsen 0, (a) encuentre
9z/dry dz/9 'y 0y (b) demuestre que

9z \? 0z \? 9z \? 1 (az)?
— ) tl=2) === *=\=7
ax dy ar re \ a6

46. Siz = f(x,y),donde x = s + ryy = s —t, demuestre que
o\ (az Yoz oz
x dy ds ot
1
47. Siz = —[f(x — y) + g(x + y)], demuestre que
X
d J 9%
o) ot
0x dx dy
1
—[f(ax + y) + glax — y)], demuestre que
y

i _fii( )92
ax? y? dy J dy

49-54 Suponga que todas las funciones dadas tienen derivadas
parciales continuas de segundo orden.

48. Siz

49. Demuestre que cualquier funcién de la forma
z = f(x + at) + g(x — ar)

es una solucion de la ecuacion de onda
9%z

2
22 J7z
at* ox?

[Sugerencia: seau = x + at,v = x — at.]
50. Siu = f{x,y), donde x = e*cos tyy = ¢ sen t, demuestre que
*u o*u oy o*u *u
T2t T T e | T T S
0x ay ads ot
51. Siz = fix, y), donde x = 1 + s y y = 2rs, determine 8%z/9r ds.
(Compare con el ejemplo 7.)

52. Siz = f{x,y),donde x = rcos 8y y = rsen, determine
(a) dz/ar, (b) 92/00, y (¢c) 0*z/dr 96.

53. Siz = flx,y), donde x = rcos § y y = r sen, demuestre que

9z 0%z 9’z 1 9% 1 oz
IR T S N Sy S B
ax Jy ar re a6 r or

54. Suponga que z = f(x, y), donde x = g(s, 1) y y = h(s, 1).
(a) Demuestre que

oz _ oz (ax)'
atr ox? \ ot
9z Px | oz &y
ox ot*  dy or’

¥z ox 3y &z (dy)
axdy ot ar  ay* \ ot

(b) Determine una férmula similar para 9%z /ds ot.
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55. Una funcidn f se llama homogénea de grado r si satisface la 57. Sifes homogénea de grado n, demuestre que

ecuacion

flex, ty) = 1"f(x, y)

Silex, ty) = 17 'filx, y)

para todas las 7, donde n es un entero positivo y ftiene deriva- 58. Suponga que la ecuacién F(x, y, z) = 0 define implicitamente
das parciales continuas de segundo orden. a cada una de las tres variables x, y y z como funciones de
(a) Verifique que f (x, y) = X’y + 2xy* + 5y* es homogénea las otras dos: z = f(x, y), y = g(x, z), x = h(y,z). Si Fes

de grado 3. derivable y F,, F,, y F. son diferentes de cero, demuestre que

(b) Demuestre que si f'es homogénea de grado n, entonces

of  of

xf-i-ya: nf(x,y)

ax

gz ax ay
ox dy 0z

59. La ecuacion 6 es una férmula para la derivada dy/dx de

[Sugerencia: use la regla de la cadena para derivar f(rx, 1y) una funcién definida implicitamente por una ecuacién

con respecto a t.]

56. Sifes homogénea de grado n, demuestre que

of of

F(x,y) = 0, siempre y cuando F sea derivable y F, # 0.
Compruebe que si F tiene segundas derivadas continuas, una
férmula para la segunda derivada de y es

2 2 _ 2
2 O o O 7f — n(n — Df(x. ) d’y _ FuF} — 2F F.F, + F,,F;

X
a7 axay y’ 9y?

dx? F}

14.6 Derivadas direccionalesy el vector gradiente

~ 10
[ | ]
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(Distancia en kilémetros) _ 5/
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FIGURA 1
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u |
: sen 6
0 |
O AN S
cos 6
0 X
FIGURA 2

Un vector unitario
u = (a, by = (cos u, sen u)

El mapa meteorolégico de la figura 1 muestra un mapa de contorno de la funcién de
temperatura 7(x, y) para China a las tres de la tarde del 28 de diciembre de 2004. Las
curvas de nivel, o isotermas, unen lugares con la misma temperatura. La derivada parcial
T, en un lugar como Chongqing es la razén de cambio de temperatura con respecto a la
distancia si se viaja al este desde Chongqing; 7, es la razén de cambio de temperatura si
se viaja al norte. Pero, ;y si se quiere conocer la razén de cambio de temperatura cuando se
viaja al sureste o en alguna otra direccidén? En esta seccion se presentard un tipo de derivada
llamada derivada direccional, que permite determinar la razén de cambio de una funcién
de dos o mds variables en cualquier direccién.

@ Derivadas direccionales

Recuerde que si z = f(x, y), las derivadas parciales f, y f, se definen como

f(xo + A, yo) — f(x0, yo)
h

fx(x09 }’0) = %1,_1;1’(1)

(1]
f(x0, yo + h) — f(x0, o)
h

fy(xo,yo) = }%1’_1}})

y representan las razones de cambio de z en las direcciones de x y y, es decir en las direccio-
nes de los vectores unitarios iy j.

Suponga que ahora desea determinar la razén de cambio de z en (x, o) en la direccién
de un vector unitario arbitrario u = (a, b). (Véase la figura 2.) Para hacer esto se considera
la superficie S con la ecuacion z = f(x, y) (la grafica de f) y se concede que zo = f(xo, o).
Entonces, el punto P(xo, yo, zo) reside en S. El plano vertical que pasa por P en la direccién
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de u interseca S en una curva C. (Véase la figura 3.) La pendiente de la recta tangente 7'
a Cen el punto P es la razén de cambio de z en la direccién de u.

P(xq, Yos 20)

Visual 14.6A anima la figura 3
rotando u, y por tanto 7.

FIGURA 3

Si Q(x, y, z) es otro punto en C'y P’, QO son las proyecciones de P, Q en el plano xy,
el vector P'Q’ es paralelo a u y por tanto

—
P'Q" = hu = (ha, hb)

para algun escalar i. Asi, x — xy = ha, y — y, = hb, de modo que x = xo + ha,y =y, + hb,y

Az z— 2 _ f(xo + ha, yo + hb) — f(x0, yo)

h h h

Si toma el limite cuando 2 — 0, se obtiene la razén de cambio de z (con respecto a la dis-
tancia) en la direccion de u, la cual se llama derivada direccional de fen la direccion de u.

@ Definicion La derivada direccional de fen (x, y,) en la direccion de un vector
unitario u = {(a, b) es

f(xo + ha, yo + hb) — f(x0, o)
h

Duf (0, o) = lim

si este limite existe.

Al comparar la definicién 2 con las ecuaciones 1 se puede ver que siu =i = (1, 0),
entonces D; f = f,y que siu = j = (0, 1 ), entonces D, f = f,. En otras palabras, las deri-
vadas parciales de f con respecto a x y y son sencillamente casos especiales de la derivada
direccional.
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EJEMPLO 1 Use el mapa meteoroldgico de la figura 1 para estimar el valor de la deri-
vada direccional de la funcién de temperatura en Chongqing en la direccién suroeste.

SOLUCION El vector unitario dirigido al suroeste esu = —(i — j)/ \/E, pero no necesi-
tard usar esta expresion. Comience dibujando una recta que pase por Chongqing hacia
el suroeste (véase la figura 4).

| S S T T N N 1 F— |
0 500 1000
(Distancia en kilémetros)

ﬁ_s

FIGURA 4

Aproxime la derivada direccional D,T mediante la razén de cambio promedio de la tem-
peratura entre los puntos donde esta recta interseca las isotermas 7 = 5y T = 10. La
temperatura en el punto suroeste de Chongqing es 7 = 10 °Cy la temperatura en el punto
noreste de Chongqing es 7 = 5 °C. La distancia entre estos puntos parece ser alrededor
de 380 km. Asi, la razén de cambio de la temperatura en la direccién suroeste es

DT~M—L~0013°C/I< n
v 380 380 o

Cuando se calcula la derivada direccional de una funcién definida por una férmula,
suele emplearse el teorema siguiente.

@ Teorema Si fes una funcién derivable de x y y, entonces f tiene una derivada
direccional en la direccién de cualquier vector unitario u = (g, b) y

Dllf(x’ y) :ﬁf(x’ y)a + f,;’(x’ )’)b

COMPROBACION Si se define una funcién g de la variable h mediante
g(h) = f(xo + ha, yo + hb)

por la definicién de una derivada se tiene

g(h) —g(0) I f(xo + ha,yo + hb) — f(x0, Yo)
L

g (O) - %1_r)r(1) h—0 h

= Dy f(x0, yo)
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Por otro lado, se puede escribir g(h) = f(x, y), donde x = x, + ha,y = y, + hb, de forma
que la regla de la cadena (teorema 14.5.2) da

of A of dy

/h:
90 = oy an

= flx.y)a + fi(x, y) b
Si se pone ahora 4 = 0, entonces x = Xxp, y = Yo Y

(5] 9'(0) = fu(xo, yo)a + fi(x0, yo) b
Al comparar las ecuaciones 4 y 5 se observa que

Dy f(x0, v0) = fi(xo, y0)a + fi(xo, ¥0) b L

Si el vector unitario u forma un dngulo 6 con el eje x positivo (como en la figura 2), se
puede escribir u = (cos 6, sen ) y la férmula del teorema 3 se convierte en

(6] Dy f(x,y) = fulx,y) cos® + fi(x,y) senf

La derivada direccional D, f(1,2) del EJEMPLO 2 Determine la derivada direccional D, f(x, y) si

ejemplo 2 representa la razén de

cambio de z en'la direccion de u. flx,y) = x3 = 3xy + 4y2

Esta es la pendiente de la recta

tangente a la curva de interseccion

de la superficie z = x* — 3xy + 4y? y u es el vector unitario dado por el dngulo 0 = /6. ;Qué es D, f(1, 2)?
y el plano vertical que pasa por (1,
2, 0) en la direccién de u mostrada
en la figura 5.

SOLUCION La férmula 6 da

o

Duf(x,y) = £i(x, y) cos % + £l ) sen ¢

4

3
= (3x* — 3y) % + (=3x + 8y)3

=332 = 3x + (8 — 33 )]

) Por tanto,

_13-33

Duf(1,2) = 433017 = 301) + (8 - 33)2)] .

FIGURA S5

@ El vector gradiente

Noétese en el teorema 3 que la derivada direccional de una funcién derivable puede escri-
birse como el producto punto de dos vectores:

Duf(x,y) = filx,y)a + f,(x,y)b
= (filx,y), filx,y)) - (a, b)
= (filx, ), f(x,¥)) - u

El primer vector en este producto punto no solo ocurre en el cdlculo de derivadas direccio-
nales, sino también en muchos otros contextos. Asi, se le da un nombre especial (el
gradiente de f) y una notacion especial (grad fo Vf, que se lee “del /).
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El vector gradiente Vf(2, —1) del
ejemplo 4 se muestra en la figura 6
con punto inicial (2, —1). También
se muestra el vector v que da la

direccion de la derivada direccional.

Estos dos vectores se sobreimpo-
nen en un mapa de contorno de la
grafica de f.

Vf(2,-1) /V

Definiciéon Si fes una funcién de dos variables x y y, entonces el gradiente de f
es la funcién vector Vf definida por

af

VF(509) = CFr) flen) = i+ ]

FIGURA 6

EJEMPLO 3 Sif(x,y) = sen x + &', entonces
Vi(x,y) = (fi. ;) = {cos x + ye™, xe™)
V£(0,1) =(2,0) -

Con esta notacién para el vector gradiente se puede reescribir la ecuacién 7 para la
derivada direccional de una funcién derivable como

(9] Duf(x,y) = Vf(x,y) - u

Esto expresa la derivada direccional en la direccién de un vector unitario u como la pro-
yeccion escalar del vector gradiente en u.

EJEMPLO 4 Determine la derivada direccional de la funcién f(x, y) = x*y* — 4y en el
punto (2, —1) en la direccién del vector v = 2i + 5j.

SOLUCION Primero se calcula el vector gradiente en (2, —1):

Vi(x,y) = 2xy’i + Bx*y* — 4)j
VA2, —1) = —4i + 8

Notese que v no es un vector unitario, pero como | v| = /29, el vector unitario en la
direccion de v es

A 2 . 5
u=—=
v|

Asf, por la ecuacioén 9 se tiene

Duf2, =1) = Vf2, 1) - u = (~4i + 8j) (% 75 j)

 —4-2+8:5 3

V29 V29

B Funciones de tres variables

Para funciones de tres variables se pueden definir derivadas direccionales en forma simi-
lar. De nueva cuenta, D, f (x, y, z) puede interpretarse como la razén de cambio de la
funcién en la direccién de un vector unitario u.
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Definiciéon La derivada direccional de f'en (xo, o, zo) en la direccién de un vector
unitariou = {a, b, ¢) es
f(xo + ha, yo + hb, zo + hc) — f(xo, Yo, Zo)

h

Duf(xo, Yo, Zo) = %111})

si este limite existe.

Si se usa la notacién vectorial, pueden escribirse ambas definiciones (2 y 10) de la
derivada direccional en la forma compacta

f(xo + hu) — f(xo)
h

1] Dy f(xo) = lim

donde x, = (Xo, Yo) Sin = 2y Xy = (X0, Yo, Zo) S1 n = 3. Esto es razonable porque la ecuacién
vectorial de la recta que pasa por x, en la direccién del vector u estd dada por x = (x, + ru)
(ecuacion 12.5.1), y por tanto f(x, + hu) representa el valor de f'en un punto en esta recta.

Si fix, y, z) es derivable y u = (a, b, c), el mismo método que se usé para comprobar
el teorema 3 puede emplearse para demostrar que

[12] Duf(x,y,2) = fillx,y,2)a + fi(x, v, 2) b + fix, 3, 2) ¢
Para una funcién f de tres variables, el vector gradiente, denotado por Vfo grad f, es

Vf(-x’ y’ Z) = <f;’(x’ y’ Z)’ f;’(-x’ y9 Z)’ \fZ(xv y’ Z)>

0, para abreviar,

(3] Vi= oy =Liw Ly Ly
ox ay 0z

Entonces, lo mismo que en el caso de funciones de dos variables, la férmula 12 para la
derivada direccional puede reescribirse como

Duf(x’y’z)zvf(x’y’z)'u

EJEMPLO 5 Sif(x,y, z) = x sen yz, (a) determine el gradiente de /'y (b) determine la
derivada direccional de fen (1, 3, 0) en la direccion de v =1 + 2j — k.

SOLUCION
(a) El gradiente de fes

Vf(xv Vs Z) = <fX(x7 Vs Z)’ f,;’(xv Vs Z)’ ﬁ(x9 Vs Z)>

= (sen yz, Xz COS yz, Xy COS yz)
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Visual 14.6B ofrece una confir-
macion visual del teorema 15.

(b) En (1, 3, 0) se tiene Vf (1, 3, 0) = (0, 0, 3). El vector unitario en la direccién de
v=i+2j—Kkes

Por tanto, la ecuacién 14 da

Duf(1,3,0) = V£(1,3,0) - u

(o)

) -

B Maximizacion de la derivada direccional

= 3k

Suponga que tiene una funcién f de dos o tres variables y considere todas las posibles
derivadas direccionales de f en un punto dado. Estas dan las razones de cambio de f en
todas las direcciones posibles. Entonces, se pueden hacer estas preguntas: jen cudl de
esas direcciones cambia mas rapido fy cudl es la maxima razén de cambio? Las respues-
tas se dan en el teorema siguiente.

[E] Teorema Suponga que f es una funcién derivable de dos o tres variables. El
valor méximo de la derivada direccional D, f(x) es |Vf(x)| y ocurre cuando u tiene la
misma direccion que el vector gradiente Vf(x).

COMPROBACION De la ecuacién 9 o 14 se tiene
Dof=Vf-u=|Vf|lu|cosd = |Vf]|cosh

donde 6 es el angulo entre Vf'y u. El valor mdximo de cos 6 es 1 y ocurre cuando 6 = 0.
Por tanto, el valor maximo de D, f es \Vf | y sucede cuando 6 = 0, es decir cuando u tiene
la misma direccion que Vf. [ ]

EJEMPLO 6

(a) Sif(x,y) = x?, determine la razén de cambio de fen el punto P(2, 0) en la direccion
de Pto 01, 2).

(b) (En qué direccién tiene f la maxima razén de cambio? ;Cuadl es la maxima razén de
cambio?

SOLUCION
(a) Primero se calcula el vector gradiente:

Vf(x7 y) = <f¥9 ﬁ> = <ey9 xey>
V£(2,0) =(1,2)



En (2, 0) la funcién del ejemplo 6
aumenta mds rdapido en la direccién
del vector gradiente Vf(2,0) = (1, 2).
Nétese en la figura 7 que este vector
parece ser perpendicular a la curva
de nivel que pasa por (2, 0). La
figura 8 muestra la grafica de fy el
vector gradiente.

VT =

SECCION 14.6 Derivadas direccionales y el vector gradiente 953

L. . .. = 3 _ 3 4 . .
El vector unitario en la direccién de PQ = {—3,2)esu = {—3,5), asi que la razén de
cambio de fen la direccion de P a Q es

Duf(2,0) = V£(2,0) - u = (1,2) - (=2,%)
(=) +2() = 1

(b) De acuerdo con el teorema 15, f aumenta mas rapido en la direccién del vector gra-
diente Vf(2, 0) = (1, 2 ). La méaxima razén de cambio es

IVF2,0)| = [{1,2)] = /5 u
o
24
10
1 V£(2,0)
of 4 p o 3
FIGURA 7 FIGURA 8

EJEMPLO 7 Suponga que la temperatura en el punto (x, y, z) en el espacio esta dada
por T(x, y, z) = 80/(1 + x*> + 2y> + 3z?), donde T se mide en grados Celsius y x, y, z
en metros. {En qué direccion aumenta mds rapido la temperatura en el punto (1, 1, -2)?
(Cudl es la razén de incremento maxima?

SOLUCION El gradiente de T es

|
!
4
e
+
|
=~

B 160x . 320y . 480z
(1 + x>+ 2y? + 32%)? (1 + x>+ 2y*+ 322)2'] (1 + x> + 2y* + 32%)

160
= —xi—2yj— 3zk
1+ x> +2y° + 322)2( X1 vj — 3zk)

En el punto (1, 1, -2) el vector gradiente es
VI(1, 1, —2) = 32(—i — 2j =3(—i—2j
, 1, = 356(—i —2j + 6k) =3(—i—2j + 6k)

Por el teorema 15 la temperatura aumenta mds rapido en la direccién del vector gradiente
V71,1, -2) = %(—i — 2j + 6Kk) o, en forma equivalente, en la direccion de —i — 2j + 6k
o el vector unitario (—i — 2j + 6k)/ \/H . La razén de incremento maxima es la longi-
tud del vector gradiente:

|VT(1,1,-2)| = 3| —i — 2j + 6k| = 3./41

Por tanto, la razén de incremento médxima de la temperatura es %\/41 ~ 4°C/m. ]
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VF (X0, Yo» Zo)

plano tangente

FIGURA 9

@ Planos tangentes a superficies de nivel

Suponga que S es una superficie con ecuacion F(x, y, z) = k, es decir, que es una superficie
de nivel de una funcién F de tres variables, y sea P(xy, Yo, Zo) un punto en S. Sea C cualquier
curva residente en la superficie S'y que pasa por el punto P. Recuerde de la seccién 13.1
que la curva C es descrita por una funcién vectorial continua r(¢) = (x(z), y(¢), z(1)). Sea £,
el valor paramétrico correspondiente a P; es decir, r(f,) = {xo, Yo, Zo). Como C reside en
S, cualquier punto (x(z), y(z), z(¢)), debe satisfacer la ecuacién de S, es decir

F(x(), y(), 2(0) = k

Si x, y y z son funciones derivables de ¢ y F' también es derivable, se puede usar la regla
de la cadena para derivar ambos miembros de la ecuacién 16 como sigue:

JoF d oF d JoF d
or ax or 4y , oF 4z _
ax dt dy dt dz dt
Pero como VF = (F,, F,, F.) y r'(r) = (x'(2), y'(2), ' (¢)), la ecuacién 17 puede escribirse
en términos de un producto punto como

VF-r'(t) =0
En particular, cuando 7 = ¢, se tiene r(f,) = {xo, Yo, Zo), asi que

VF(xo, yo, 20) - ¥'(to) = 0

La ecuacién 18 establece que el vector gradiente en P, VF(xo, Yo, 2o), es perpendicular
al vector tangente r' (1) a cualquier curva C en S que pase por P. (Véase la figura 9.)
Si VF(xo, yo, z0) # 0, es natural entonces definir el plano tangente a la superficie de
nivel F(x, y, z) = k en P(x,, Yo, o) como el plano que pasa por P y tiene vector normal
V F(xo, o, o). Usando la ecuacion estdndar de un plano (ecuacion 12.5.7), se puede escri-
bir la ecuacién de este plano tangente como

‘ F(x0, Yo, 20)(x — x0) + Fy(x0, o0, 20)(y — o) + Fox0, Yo, 20)(z — 20) = 0

Larectanormal a S en P es la recta que pasa por Py perpendicular al plano tangente.
La direccion de la recta normal esta dada entonces por el vector gradiente VF(xq, y, o),
asi que, por la ecuacién 12.5.3, sus ecuaciones simétricas son

X — X _ Yy — Y o Z — Zo

Fx(xo,yo, ) - F,v(xo,)’o, Zo) - F(xo, Yo, z0)

En el caso especial en el que la ecuacién de una superficie S es de la forma z = f(x, y)
(es decir, S es la grafica de una funcién f de dos variables), es posible reescribir la ecua-
¢ién como

F(X,y,Z) zf(xd’) —z=0

y considerar a § como una superficie de nivel (con k = 0) de F. Asi pues,
F(x0, Yo, 20) = fi(x0, y0)
Fy(x0, Yo, 20) = £i(x0, o)
F.(xo0, y0, 20) = —1



La figura 10 muestra el elipsoide,
plano tangente y recta normal del

ejemplo 8.

FIGURA 10

P (x4, o)

curva de nivel—"
flx,y) =k

Vf(xU’ yO)

FIGURA 11
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de manera que la ecuacién 19 se convierte en

fx(xo,)’o)(x - xo) +ﬁ-(xU,yo)(y - )’0) - (Z - Zo) =0

lo cual es equivalente a la ecuacién 14.4.2. Asi, esta nueva y mds general definicién de
un plano tangente es congruente con la definicién que se dio para el caso especial de la
seccion 14.4.

EJEMPLO 8 Determine las ecuaciones del plano tangente y la recta normal en el
punto (=2, 1, =3) al elipsoide

XZ ZZ
—+y +—=3
4 77 T

SOLUCION El elipsoide es la superficie de nivel (con k = 3) de la funcién

2 2
Flx,y,z) = — +y*+ —
Por tanto, se tiene
X 2z
Fux,y, z) = > Fy(x,y,z) = 2y Fix,y,2) = ry
FX(_Z’ 1’ _3) = -1 F\’(_zs 1> _3) =2 Fz(_z, 1, _3) = _%

Asi, la ecuacion 19 da la ecuacién del plano tangente en (-2, 1, —3) como
“1x+2)+2(y—1)—3:z+3) =0

lo que se simplifica en 3x — 6y + 2z + 18 = 0.
Por la ecuacion 20, ecuaciones simétricas de la recta normal son

x+2 y—1 z+3
= = |

W[

@ Importancia del vector gradiente

Ahora se resumiran las formas en que el vector gradiente es significativo. Primero consi-
dere una funcién f de tres variables y un punto P(xy, o, Zo) en su dominio. Por una parte,
por el teorema 15 se sabe que el vector gradiente Vf{(x,, yo, zo) indica la direccion del
incremento mas rapido de f. Por otra, se sabe que Vf{(x,, o, zo) €s ortogonal a la superficie
de nivel S de f que pasa por P. (Remitase a la figura 9.) Estas dos propiedades son muy
compatibles intuitivamente, porque a medida que se aleja de P en la superficie de nivel S,
el valor de fno cambia en absoluto. Asi, parece razonable que si se mueve en la direccion
perpendicular, se obtiene el incremento maximo.

De igual manera, considere una funcién f de dos variables y un punto P(xy, y,) en su
dominio. También esta vez el vector gradiente Vf{(x,, o) da la direccién del incremento
mas rapido de f. Asimismo, por consideraciones similares al andlisis de los planos tan-
gentes, se puede demostrar que Vf{(xo, yo) es perpendicular a la curva de nivel f{x, y) = k
que pasa por P. Esto es, de nuevo, intuitivamente verosimil, porque los valores de f se
mantienen constantes conforme se mueve a lo largo de la curva. (Véase la figura 11.)

Si considera un mapa topografico de una colina y concede que f(x, y) representa la
altura sobre el nivel del mar en un punto con coordenadas (x, y), una curva de ascenso
muy pronunciado puede dibujarse como en la figura 12 volviéndola perpendicular a todas
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las rectas de contorno. Este fendmeno también puede percibirse en la figura 14.1.12,

donde el rio Lonesome sigue una curva de descenso muy pronunciada.

Sistemas algebraicos computacionales tienen comandos que trazan vectores gra-
diente de muestra. Cada vector gradiente Vf(a, b) se traza a partir del punto (a, b). La
figura 13 muestra un diagrama de ese tipo (llamado campo de vectores gradiente) para
la funcion f(a, b) = x*> — y* sobreimpuesta a un mapa de contorno de f. Como era de
esperarse, los vectores gradiente apuntan “colina arriba” y son perpendiculares a las

ﬁ 500

200 curvas de nivel.
ascenso
mds pronunciada 100
FIGURA 12
FIGURA 13
14.6 EJERCICIOS

. Se muestran curvas de nivel para la presién barométrica (en

milibaras) a las seis de la mafiana de un dia de noviembre.
Una profunda depresién con presién de 972 mb se mueve
sobre el noreste de lowa. La distancia a lo largo de la recta
azul de K (Kearney, Nebraska) a S (Sioux City, lowa) es
de 300 km. Estime el valor de la derivada direccional de la

funcién de presion en Kearney en la direccién de Sioux City.

(Cudles son las unidades de la derivada direccional?

© 2016 Cengage Learning®

. El mapa de contorno muestra la temperatura maxima

promedio para noviembre de 2004 (en °C). Estime el valor

NOX

L N
HASS N

N
NN R

/ \0\.\\5

3609
| &7\ % X ~/ Y [—>
S L [~ X ” B B

L

4-6 Determine la derivada direccional de fen el punto dado en la

S
o

de la derivada direccional de esta funcién de temperatura
en Dubbo, Nueva Gales del Sur, en la direccion de Sidney.
(Cudles son las unidades?

®

S S E—
0 100 200 300
(Distancia en kilémetros)

Dubbo
30
g
§ 27 24
® o Sidney
g 1
: 18}
e SN /7_)
. Una tabla de valores para el indice de viento-frio

W = f (T, v) se da en el ejercicio 14.3.3, en la pagina 923.
Use esa tabla para estimar el valor de
D.f (=20, 30), donde u = (i + j)/+/2.

direccién indicada por el dngulo 6.

4. f(x,y) = xy’ — x°,

(1,2), 6=m/3



5. f(x,y) = ycos(xy), (0,1), 6=m/4

6. floy) = VI T3, G.1), 0= /6

SECCION 14.6 Derivadas direccionales y el vector gradiente

25.
26.

957

(8,1,3)
(1,2, 1)

fley.2) = x/(y + 2),

f(p, q,r) = arctan(pgr),

7-10

(a) Determine el gradiente de f.

(b) Evalte el gradiente en el punto P.

(c) Determine la razén de cambio de fen P en la direccion
del vector u.

7. f(x,y) =x/y, P2,1), u= %i + %j
8. f(x,y) =x*lny, PG3,1), 3
9. f(x,y,2) = xe?, P(3,0,2), u= <%, -1

10 f(6y.2) = Ve oz PAL3D, w=(339)

11-17 Halle la derivada direccional de la funcién en el punto
dado en la direccion del vector v.

(0, m/3),
(1,2),
13. g(s, 1) = s/t, (2,4), v=2i—j

11. f(x,y) = e*seny, v =(-6,8)

12. g(r, 5) = tan"'(rs), v = 5i + 10j

14. g(u,v) = u’e™", (3,0), v =23i+4j
15. f(x,y,2) =x’y +y%z, (1,2,3), v=4(2,-1,2)
16. f(x,y,z) = xy’tan”'z, (2,1,1), v={(1,1,1)

17. f(x,y,z) = xe’ + ye” + ze*, (0,0,0), v=¢(51,-2)

18. Use la figura para estimar D, f (2, 2).
! 2.2)
Vf(2,2)
0 ‘ A
19. Determine la derivada direccional de

f(x,y) = +/xy at P(2, 8) en P(2, 8) en la direccién
de O(5,4).

20. Determine la derivada direccional de f(x, y, z) = xy’z* en
P(2, 1, 1) en la direccién de Q(0, -3, 5).

21-26 Determine la mdxima razén de cambio de fen el punto
dado y la direccion en la que ocurre.

21. f(x.y) = 4yVx, (4. 1)
22, f(x,y,2) = (x + y)/z,
23. f(x,y) = sen(xy), (1,0)

24. f(x,y,z) = xIn(yz), (l, 2, %)

(1,1, -1)

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

(a) Demuestre que una funcién derivable f disminuye de
manera mas rapida en x en la direccion opuesta al vector
gradiente, es decir, en la direccién de —Vf (x).

(b) Use el resultado del inciso (a) para determinar la direccién
en la que la funcién f (x, y) = x*y — x%y* disminuye
a maxima velocidad en el punto (2, -3).

Encuentre las direcciones en las que la derivada direccional
de f(x,y) = x> + xy* en el punto (2, 1) tiene el valor 2.

Encuentre todos los puntos en los que la direccion del cambio
mds rapido de la funcién f (x, y) = 2% + y>— 2x — 4y
esi+j.
Cerca de una boya, la profundidad de un lago en el punto con
coordenadas (x, y) es z = 200 + 0.02x> — 0.001y%, donde
X,y y z se miden en metros. Un pescador en un pequefio bote
parte del punto (80, 60) y se mueve hacia la boya, la cual se
localiza en (0, 0). ;El agua bajo el bote es mds profunda o
mds superficial cuando €l parte? Explique su respuesta.

La temperatura 7 en una pelota de metal es inversamente

proporcional a la distancia desde el centro de la pelota, que se

toma como el origen. La temperatura en el punto (1, 2, 2) es

de 120°.

(a) Determine la razén de cambio de T"en (1, 2, 2) en direccion
al punto (2, 1, 3).

(b) Demuestre que en cualquier punto en la pelota la direccién
de mayor incremento en temperatura estd dada por un
vector que apunta al origen.

La temperatura en un punto (x, y, z) estd dada por

T(x,y,z) = 200e " "%’

donde T se mide en °C y x, y, z en metros.

(a) Determine la razén de cambio de temperatura en el punto
P(2, -1, 2) en direccién al punto (3, -3, 3).

(b) ¢(En qué direccién aumenta mds rdpido la temperatura
en P?

(c) Determine la razon de incremento maxima en P.

Suponga que en cierta region del espacio el potencial

eléctrico V estd dado por V(x, y, z) = 5x> — 3xy + xyz.

(a) Encuentre la razén de cambio de potencial en P(3, 4, 5)
en la direccion del vectorv =1 + j — k.

(b) (En qué direccién cambia mds rapido V en P?

(c) (Cudl es la maxima razén de cambio en P?

Suponga que sube una colina cuya forma estd dada por la

ecuacién z = 1000 — 0.005x> — 0.01y%, donde x, y y z se

miden en metros, y que usted se encuentra en un punto con

coordenadas (60, 40, 966). El eje x positivo apunta al este y el

eje y positivo al norte.

(a) Si camina hacia el sur, jempezard a ascender o a descen-
der? (A qué razén?
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35.

36.

37

38.
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(b) Si camina al noreste, ;comenzard a ascender o a descen-
der? (A qué razén?

(c) ¢(En qué direccion la pendiente es mayor? ;Cudl es la
razén de ascenso en esa direccion? (A qué dngulo sobre
la horizontal comienza la trayectoria en esa direccion?

Sea funa funcién de dos variables que tiene derivadas
parciales continuas y considere los puntos A(1, 3), B(3, 3),
C(,7)y D(6, 15). La_()ierivada direccional de fen A en la
direccién del vector AB es 3y la derivada direccional en A en
la direccién de AC es 26. Determine la derivada direccional
de fen A en la direccion del vector AD.

Se muestra un mapa topografico del Parque Provincial del
Rio Azul, en la Columbia Britdnica. Dibuje las curvas de
descenso mds pronunciado desde el punto A (descenso al

Lago Fango) y desde el punto B.
N

M Rio Azul o6& gio Wzt 4',\
Ay

que-Provinc t«ua"

g0 C
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. Demuestre que la operacion de tomar un gradiente de una

funcidn tiene la propiedad dada. Suponga que u# y v son
funciones derivables de x y y y que a, b son constantes.

(a) V(au + bv) = aVu + b Vo
(b) V(uv) = uVov + vVu

© v[%) =T e¥e (d) Vu' = " Vu
v v’

Trace el vector gradiente Vf(4, 6) para la funcién f cuyas
curvas de nivel se muestran. Explique cémo determind la
direccidn y longitud de este vector.

y
] -5
6+ -3 o (4,6)
4l -1
0
4 1 3 5
24
0 2 4 6 x

39. Lasegunda derivada direccional de f(x, y) es
D'-%f('x’ y) = D“[Dllf(xv )’)]
Sif(x,y) =x*+5xy +y’ y u= <%,%>, calcule
Dif(2,1).
40. (a) Siu = (a, b) es un vector unitario y ftiene segundas
derivadas parciales continuas, demuestre que
Dif = fua® + 2f,ab + f,,b*
(b) Encuentre la segunda derivada direccional de
f(x,y) = xe® en la direccién de v = (4, 6).
41-46 Encuentre ecuaciones de (a) el plano tangente y (b) la
recta normal a la superficie dada, en el punto especificado.
41. 2x— 2+ (y - D*+ (z — 3)* =
42, x=y*+z2+1, (3,1,—-1)
43, xy*z2° =38, (2,2,1)
44, y=x>—2z°, (4,7,3)
45, xyz> =6, (3,2,1)
46. x* + y* + z* = 3x?y%2?

10, (3,3,5)

(1,1, 1)

) 47-48 Use una computadora para graficar la superficie, el

plano tangente y la recta normal en la misma pantalla. Elija
cuidadosamente el dominio para que evite planos verticales

extrafios. Seleccione el punto de vista de tal manera que obtenga
una vista ptima de los tres objetos.

47.

xy+yz+zx=3, (1,1,1) 48. xyz =6, (1,2,3)

49.

50.

51.

52.

53.

Si f(x, y) = xy, determine el vector gradiente Vf (3, 2) y tselo
para hallar la recta tangente a la curva de nivel f(x, y) = 6 en
el punto (3, 2). Trace la curva de nivel, la recta tangente y el
vector gradiente.

Sig(x,y) = x* + y* — 4x, determine el vector gradiente
Vy(1, 2) y tiselo para hallar la recta tangente a la curva de
nivel g(x, y) = 1 en el punto (1, 2). Trace la curva de nivel,
la recta tangente y el vector gradiente.

Demuestre que la ecuacién del plano tangente al elipsoide
x*/a* + y¥/b* + z?/c* = 1 en el punto (xo, yo, zo) puede
escribirse como

XX 2z
oy ez
a b c

=1

Determine la ecuacion del plano tangente el hiperboloide
x*a* + y¥b* — 2*/c* = 1 en (xo, yo, 20) y exprésela en una
forma similar a la del ejercicio 51.

Demuestre que la ecuacidn del plano tangente al paraboloide
eliptico z/c = x*/a® + y*/b*en el punto (xo, yo, zo) puede
escribirse como

2xxo | 2yyo _z+ 2o

a? b? c
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54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

minimo
absoluto

FIGURA 1

(En qué punto en el elipsoide x> + y* + 22> = 1 el plano
tangente es paralelo al plano x + 2y + z = 1?

(Hay puntos en el hiperboloide x> — y*> — z> = 1 donde el
plano tangente sea paralelo al plano z = x + y?

Demuestre que el elipsoide 3x* + 2y* + z> = 9 y la esfera
x2+ 3>+ 22 — 8x — 6y — 8z + 24 = 0 son tangentes entre
sien el punto (1, 1, 2). (Esto significa que tienen un plano
tangente comun en este punto.)

Demuestre que todos los planos tangentes al cono x> + y> = 22

pasan por el origen.

Demuestre que todas las rectas normales a la esfera
x? + y? + z> = ;2 pasan por el centro de la esfera.

(Dénde interseca la recta normal al paraboloide
z = x>+ y>enel punto (1, 1, 2) con el paraboloide por
segunda vez?

(En qué puntos la recta normal que pasa por el punto (1, 2, 1)
en el elipsoide 4x*> + y? + 42> = 12 interseca la esfera
X2+ 32+ 22 =102?

Demuestre que la suma de las intersecciones en x, y y z
de todos los planos tangentes a la superficie

\/; + ¥y + vz = y/c es una constante.

Demuestre que las pirdmides separadas del primer octante por
cualquier plano tangente a la superficie xyz = 1 en puntos en
el primer octante deben tener el mismo volumen.

Determine ecuaciones paramétricas para la recta tangente
a la curva de interseccién del paraboloide z = x* + y? y el
elipsoide 4x> + y* + 42> = 9 enel punto (-1, 1, 2).

(a) Elplano y + z = 3 interseca el cilindro x> + y> = 5en
una elipse. Encuentre ecuaciones paramétricas para la
recta tangente a esta elipse en el punto (1, 2, 1).

(b) Grafique el cilindro, el plano y la recta tangente en la
misma pantalla.

14.7 Valores maximos y minimos

maximo
\, absoluto

minimo
local

65.

66.

67.

68.

70.
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(Dénde interseca la hélice r(r) = (cos 7, sen rt, 1) el
paraboloide z = x*> + y*? ;Cudl es el dngulo de interseccién
entre la hélice y el paraboloide? (Este es el dngulo entre el
vector tangente a la curva y el plano tangente al paraboloide.)

La hélice r(r) = {cos(7t/2), sen(t/2), t) interseca la esfera
x> + y* + 22 = 2 en dos puntos. Determine el dngulo de
interseccion en cada punto.

(a) Dos superficies se llaman ortogonales en un punto de
interseccion si sus rectas normales son perpendiculares en
ese punto. Demuestre qué superficies, con las ecuaciones
F(x,y,z) = 0y G(x, y, z) = 0 son ortogonales en un
punto P donde VF # 0y VG # 0 i, y solo si

F.G,+ F,G,+ F.G.=0 en P
(b)

Use el inciso (a) para demostrar que las superficies
z=x>+ y’yx® + y* + z2 = r? son ortogonales en todos
los puntos de interseccidn. ;Puede ver por qué esto es

cierto sin usar el calculo?

Demuestre que la funcién f(x, y) = </xy es continua

y que las derivadas parciales f; y f, existen en el origen
pero que las derivadas direccionales en todas las demds
direcciones no existen.

Grafique f cerca del origen y comente cémo esta grafica
confirma el inciso (a).

(a)

(b)

. Suponga que las derivadas direccionales de f(x, y) son

conocidas en un punto dado en dos direcciones no paralelas
dadas por los vectores unitarios u 'y v. ¢Es posible determinar
Af en este punto? De ser asi, ;cémo lo haria?

Demuestre que si z = f(x, y) es derivable en xo = (xo, yo),
entonces

o fX) — f(xo) = V() - (x = Xo) _
m =

1i
[x — xo|

X—Xg

0

[Sugerencia: use directamente la definicion 14.4.7.]

Como se vio en el capitulo 4, uno de los principales usos de las derivadas ordinarias es
encontrar valores maximos y minimos (valores extremos). En esta seccion se verd cémo
usar derivadas parciales para localizar maximos y minimos de funciones de dos varia-
bles. En particular, en el ejemplo 6 se verd cémo maximizar el volumen de una caja sin
tapa si tiene una cantidad fija de cartén para trabajar.

Examine las cumbres y valles de la gréifica de f que aparece en la figura 1. Hay dos
puntos (a, b) donde f tiene un mdximo local, es decir, donde (a, b) es mayor que los
valores cercanos de f(x, y). El mayor de esos dos valores es el mdximo absoluto. De igual
manera, f tiene dos minimos locales, donde (a, b) es menor que los valores cercanos. El
menor de estos dos valores es el minimo absoluto.
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Notese que la conclusion del
teorema 2 puede enunciarse en la
notacién de vectores gradiente como

Vf(a, b) = 0.

FIGURA 2
z=x+y> —2x— 6y + 14

E] Definicion Una funcién de dos variables tiene un maximo local en (a, b) si
f(x,y) < f(a, b) cuando (x, y) esté cerca de (a, b). [Esto significa que f (x, y) < f (a, b)
para todos los puntos (x, y) en algtin disco con centro (a, b).] El nimero f(a, b) se lla-
ma valor maximo local. Si f (x, y) = f(a, b) cuando (x, y) esté cerca de (a, b), f ticne
un minimo local en (a, b) y f(a, b) es un valor minimo local.

Si las desigualdades de la definicién 1 son vélidas para todos los puntos (x, y) en el
dominio de f, entonces f tiene un maximo absoluto (o minimo absoluto) en (a, b).

@ Teorema Si ftiene un maximo o minimo local en (a, b) y las derivadas parciales
de primer orden de f no existen, f,(a, b) = 0y f,(a, b) = 0.

COMPROBACION Sea g(x) = f(x, b). Si ftiene un maximo (o minimo) local en

(a, b), g tiene un maximo (o minimo) local en a, asi que g'(a) = 0 por el teorema

de Fermat (véase al teorema 4.1.4). Pero g'(a) = f.(a, b) (véase la ecuacién 14.3.1), de
manera que f,(a, b) = 0. De igual forma, al aplicar el teorema de Fermat a la funcién
G(y) = f(a, y) se obtiene f,(a, b) = 0. [ |

Si se pone f.(a, b) = 0y fy(a, b) = 0 en la ecuacién de un plano tangente (ecuacién
14.4.2), se obtiene z = z,. Asi, la interpretacion geométrica del teorema 2 es que, si la
gréfica de f tiene un plano tangente en un maximo o minimo local, el plano tangente debe
ser horizontal.

Un punto (a, b) se llama punto critico (o punto estacionario) de f'si f(a, b) = 0y
fi(a, b) = 0, o si una de estas derivadas parciales no existe. El teorema 2 indica que si f
tiene un maximo o minimo local en (a, b), entonces (a, b) es un punto critico de f. Sin
embargo, como en el cdlculo de una variable, no todos los puntos criticos dan origen a
maximos o minimos. En un punto critico, una funcién podria tener un maximo local o un
minimo local, o ninguno de ellos.

EJEMPLO 1 Seaf(x,y) = x> + y* — 2x — 6y + 14. Entonces,

flxy) =2x =2 Slxy) =2y -6

Estas derivadas parciales son iguales a O cuando x = 1 y y = 3, asi que el tinico punto
critico es (1, 3). Al completar el cuadrado se descubre que

fluy) =4+ x -1+ (-3

Como (x — 1)>=0y (y — 3)* = 0, se tiene f (x, y) = 4 para todos los valores de x y y.
Por tanto, f(1, 3) = 4 es un minimo local, y de hecho es el minimo absoluto de f. Esto
puede confirmarse geométricamente en la grafica de f, que es el paraboloide eliptico con
vértice (1, 3, 4) que aparece en la figura 2. [ |

EJEMPLO 2 Determine los valores extremos de f(x, y) = y*> — x%

SOLUCION Como fx = —2xy f, = 2y, el tnico punto critico es (0, 0). NStese que

para puntos en el eje x se tiene y = 0,y = 0, asi que f(x, y) = —x2, < 0 (si x # 0).

Sin embargo, para puntos en el eje y se tiene x = 0, asi que f (x, y) = y>* > 0 (si y # 0).
En consecuencia, todos los discos con centro (0, 0) contienen puntos donde f adopta
valores positivos, asi como puntos en los que f adopta valores negativos. Por tanto,

(0, 0) = 0 no puede ser un valor extremo para f, por lo que f no tiene ningtin valor
extremo. [ ]
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FIGURA 3

=y —x
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El ejemplo 2 ilustra el hecho de que una funcién no necesariamente debe tener un
valor maximo o minimo en un punto critico. La figura 3 muestra cémo es posible esto.
La grifica de f es el paraboloide hiperbdlico z = y* — x%, que tiene un plano tangente
horizontal (z = 0) en el origen. Puede verse que f(0, 0) = 0 es un maximo en la direccién
del eje x pero un minimo en la direccién del eje y. Cerca del origen, la gréfica tiene la
forma de una silla de montar, y por eso (0, 0) se llama un punto silla de f.

Un paso de montaifia también tiene forma de silla de montar. Como lo ilustra la foto-
grafia de la formacién geoldgica, para quienes escalan en una direccion, el punto silla es
el punto mds bajo en su ruta, mientras que para quienes viajan en una direccién diferente el
punto silla es el punto mas alto.

Debe ser capaz de determinar si una funcién tiene o no un valor extremo en un punto
critico. La prueba siguiente, que se comprobard al final de esta seccion, es andloga a la
prueba de la segunda derivada para funciones de una variable.

E] Prueba de la segunda derivada Suponga que las segundas derivadas parciales
de f son continuas en un disco con centro (a, b) y que f,(a, b) = 0y f,(a, b) = 0 [es
decir, que (a, b) es un punto critico de f]. Sea

D = D(a, b) = fu(a, ) fiy(a, b) = [fiy(a, b)I?

(a) SiD >0y f.(a, b) > 0, entonces f(a, b) es un minimo local.
(b) SiD >0y f.(a, b) <0, entonces, f(a, b) es un méaximo local.

(c) SiD <0, entonces f{a, b) no es un maximo ni un minimo local.

NOTA 1 En el caso (c), el punto (a, b) se llama punto silla de /'y la gréfica de f cruza
su plano tangente en (a, b).

NOTA 2 SiD = 0, la prueba no aporta ninguna informacidn: f podria tener un maximo
local o minimo local en (a, b), o (a, b) podria ser un punto silla de f.

NOTA 3 Para recordar la férmula para D, es ttil escribirla como una determinante:

Joo S
S Sy

D= = fuhy = (f)?

EJEMPLO 3 Encuentre los valores maximo y minimo locales y los puntos silla de
fl,y) =x 4+ vt —dxy + 1.

SOLUCION Primero se localizan los puntos criticos:
fo=4x* — 4y fi=4y® — 4x

Al igualar con 0 estas derivadas parciales, se obtienen las ecuaciones
x*—y=0 y y—x=0

Para resolver estas ecuaciones, se sustituye y = x; de la primera ecuacién en la segunda.
Esto da

0=x"—x=x(*=-1D=xx*—DG*+ 1) =xx*>—DE*+ Dx*+ 1)

de manera que hay tres raices reales: x = 0, 1, —1. Los tres puntos criticos son (0, 0), (1, 1)
y (=1, -1).
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Luego se calculan las segundas derivadas parciales y D(x, y):

]
\\N

fue = 1247 fo=—4 fiy = 12y?

D(x,y) = fufoy = (fiy)” = 144x7y* — 16

\\\\\i\\g\:\g\u&\.

NN
AR
\

i

Como D(0, 0) = —16 < 0, del caso (c) de la prueba de la segunda derivada se sigue que
el origen es un punto silla; es decir, que f no tiene ningin maximo ni minimo local en
(0, 0). Como D(1, 1) = 128 > 0y f.. (1, 1) = 12 > 0, con base en el caso (a) de la prueba se
advierte que f(1, 1) = —1 es un minimo local. De igual forma, se tiene D(—1,-1) = 128 > 0
Y fu (=1, —=1) = 12 >0, asi que f(-1, —1) = —1 también es un minimo local.

FIGURA 4 La gréfica de f aparece en la figura 4. ]
z=x*+y* —dxy + 1

Un mapa de contorno de la fun-
cion fdel ejemplo 3 se muestra
en la figura 5. Las curvas de nivel
cercade (1,1)y (-1,-1) son

de forma ovalada e indican que
conforme se alejan de (1, 1) o
(=1, —1) en cualquier direccion,
los valores de f aumentan. Las
curvas de nivel cerca de (0, 0)
parecen hipérbolas. Revelan que
conforme se alejan del origen
(donde el valor de fes 1), los
valores de f disminuyen en algu-
nas direcciones pero aumentan en
otras. Asi, el mapa de contor-

no sugiere la presencia de los FIGURA 5
minimos y el punto silla que se
determinaron en el ejemplo 3.

EJEMPLO 4 Determine y clasifique los puntos criticos de la funcién
flx,y) = 10x%y — 5x% — 4y* — x* — 2y*

Determine igualmente el punto mds alto en la gréfica de f.

En el Médulo 14.7 pueden SOLUCION Las derivadas parciales de primer orden son
usarse mapas de contorno para estimar R 5 3
las ubicaciones de puntos criticos. fo =20xy — 10x — 4x Sy = 10x* — 8y — 8y-

Asf, para determinar los puntos criticos se deben resolver las ecuaciones
(4) 2x(10y — 5 — 2x%) = 0
(5] 5x2 —4y — 4y’ =0
En la ecuacidn 4 se ve que
x=0 o 10y —5—2x>=0

En el primer caso (x = 0), la ecuacién 5 se convierte en —4y(1 + y?) = 0, asi que
y = 0y se tiene el punto critico (0, 0).




2.7

FIGURA 6

Visual 14.7 muestra varias
familias de superficies. La superficie
en las figuras 7 y 8 es miembro de una
de esas familias.

SECCION 14.7 Valores maximos y minimos 963

En el segundo caso (10y — 5 — 2x* = 0), se obtiene

(6] x>=5y—25

y al poner esto en la ecuacion 5 se tiene 25y — 12.5 — 4y — 4y* = 0. Asi, se debe resolver
la ecuacion cubica

4y — 21y + 125 =0
Usando una calculadora graficadora o computadora para graficar la funcién

g(y) = 4y* — 21y + 12.5

como en la figura 6, se advierte que la ecuacidn 7 tiene tres raices reales. Al acercarse, se
puede determinar las raices con cuatro decimales:

y ~ —2.5452 y =~ 0.6468 y ~ 1.8984

(O bien, es posible haber usado el método de Newton o resuelto numéricamente con una
calculadora o computadora para localizar esas raices.) Con base en la ecuacion 6, los
correspondientes valores x estdn dados por

x =45y —25

Siy = —2.5452, x no tiene valores reales correspondientes. Si y = 0.6468, entonces
x =~ *0.8567. Siy = 1.8984, entonces x = *2.6442. Asi, hay un total de cinco puntos
criticos, los cuales se analizan en la tabla siguiente. Todas las cantidades se redondearon
a dos decimales.

Punto critico Valor de f S D Conclusién
(0,0) 0.00 —10.00 80.00 maximo local

(£2.64, 1.90) 8.50 —55.93 2488.72 mdximo local

(+0.86, 0.65) —1.48 —5.87 —187.64 punto silla

Las figuras 7 y 8 muestran dos vistas de la grafica de f'y se ve que la superficie se abre
hacia abajo. [Esto también puede verse en la expresion para f(x, y): los términos dominan-
tes son —x* — 2y* cuando | x|y |y| son grandes.] Al comparar los valores de f en sus puntos
madximos locales, se advierte que el valor méximo absoluto de fes f (£2.64, 1.90) = 8.50.
En otras palabras, los puntos mds altos en la grafica de fson f(*£2.64, 1.90, 8.50).

FIGURA 7 FIGURA 8 [ ]
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Los cinco puntos criticos de la
funcioén f'del ejemplo 4 aparecen en
negro en el mapa de contorno de f
de la figura 9.

FIGURA 9

El ejemplo 5 también podria resol-
verse usando vectores. Compare con
los métodos de la seccién 12.5.

y

FIGURA 10

y
o
2
N
1 .
—1.48 N
_3 3 X

EJEMPLO 5 Determine la distancia mds corta del punto (1, 0, —2) al plano
x+2y+z=4.

SOLUCION La distancia desde cualquier punto (x, y, z) al punto (1, 0, =2) es

d=Vx =172+ y2+ (z + 27

pero si (x, y, z) reside en el plano x + 2y + z = 4, entonces z = 4 — x — 2y y entonces
se tiene d = /(x — 1)> + y2 + (6 — x — 2y)>. Se puede minimizar d minimizando la
expresion, mds simple,

d*=flx,y) = (x = 1)’ + y* + (6 —x — 2y)’
Al resolver las ecuaciones
fi=2x—1) =206 —-—x—2y)=4x+4y—14=0

=2y =406 —x—2y) =4x + 10y =24 =0

se descubre que el dnico punto critico es (%, %) Como f.. = 4, f,, =4,y f,, = 10, se

tiene D(x,y) = fufiy — (fiy)> =24 >0y fi, > 0, asf que por la prueba de la segunda
derivada f tiene un minimo local en (X, 2). Intuitivamente, es posible ver que este mi-

nimo local es en realidad un minimo absoluto porque debe haber un punto en el plano
dado que sea el mds cercano a (1, 0, -2). Six = % yy= %, entonces

d=Vae- Py 62 = T -6 m
La distancia mas corta de (1,0 -2) al plano x + 2y + z = 4 es %\/g .

EJEMPLO 6 Una caja rectangular sin tapa debe hacerse con 12 m? de carton. Deter-
mine el volumen méaximo de esa caja.

SOLUCION Sean la longitud, ancho y alto de la caja (en metros) x, y y z, COmO Se mues-
tra en la figura 10. Entonces el volumen de la caja es

V = xyz

Se puede expresar V como una funcion de solo dos variables x y y usando el hecho de que
el drea de los cuatro lados y el fondo de la caja es

2xz + 2yz + xy = 12



(a) Conjuntos cerrados

VAR N
| !
| |

- L
(b) Conjuntos no cerrados

FIGURA 11
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Al despejar z en esta ecuacion se obtiene z = (12 — xy)/[2(x + y)], de modo que la expre-
sién para V se convierte en

v 12 — xy 12xy — x%y?
= x =
2ty T 2ty

Calcule las derivadas parciales:

v y3(12 — 2xy — x?) v xX(12 — 2xy — y?)
dx 2(x + y)? dy 2(x + y)?

Si V es un madximo, entonces dV/dx = 9V/dy = 0,perox =00y = 0da V = 0, asi que
se deben resolver las ecuaciones

12—-2xy—x*=0 12—-2xy —y*=0

Estas implican que x*> = y% y por tanto x = y. (Obsérvese que x y y deben ser positivas
en este problema.) Si se pone x = y en cualquier ecuacién se obtiene 12 — 3x2 = 0, lo
quedax=2,y=2yz=(12-2-2)/[22 +2)] = 1.

Se podria usar la prueba de la segunda derivada para demostrar que esto da un maximo
local de V, o simplemente es posible argumentar, con base en la naturaleza fisica de este
problema, que debe haber un volumen maximo absoluto, el cual debe ocurrir en un punto cri-
tico de V, de manera que debe ocurrir cuandox =2,y =2,z = 1. Entonces V=2-2-1 =4,
asi que el volumen maximo de la caja es 4 m?. [ ]

@ Valores maximos y minimos absolutos

Para una funcién f de una variable, el teorema de los valores extremos establece que si f
es continua en un intervalo cerrado [a, b], ftiene un valor minimo absoluto y un valor maximo
absoluto. De acuerdo con el método del intervalo cerrado de la seccidn 4.1, esos valores se
determinan evaluando f no solo en los nimeros criticos, sino también en los puntos extre-
mosayb.

Existe una situacién similar para funciones de dos variables. Asi como un intervalo
cerrado contiene sus puntos extremos, un conjunto cerrado en R? es aquel que contiene
todos sus puntos frontera. [Un punto frontera de D es un punto (a, b) tal que todos los
discos con centro (a, b) contienen puntos en D y también ningtin punto en D.] Por ejem-
plo, el disco

D={xy |x*+y'=<1}

que consta de todos los puntos en o dentro del circulo x> + y*> = 1, es un conjunto
cerrado porque contiene todos sus puntos frontera (los cuales son los puntos en el circulo
x> + y* = 1). Pero si se omitiera incluso un solo punto en la curva frontera, el con-
junto no seria cerrado. (Véase la figura 11.)

Un conjunto acotado en R* es aquel que estd contenido en un disco. En otras pala-
bras, es de extension finita. Asi, en términos de conjuntos cerrados y acotados, se puede
enunciar la contraparte del teorema de los valores extremos en dos dimensiones.

Teorema de valores extremos para funciones de dos variables Si fes conti-
nua en un conjunto cerrado y acotado D en R?, entonces f alcanza un valor maximo
absoluto f(x;, y;) y un valor minimo absoluto f(x,, y,) en algunos puntos (x, y1) y (x2, y»)
en D.
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y
ol B 6y
L, L,
0, 0) L, (3,0) X
FIGURA 12

FIGURA 13
flx,y) =x>—2xy + 2y

Para hallar los valores extremos garantizados por el teorema 8, hay que sefialar que,
por el teorema 2, si f tiene un valor extremo en (x;, y;), entonces (x;, y;) €s un punto critico
de f o un punto acotado de D. Asi, se tiene la extension del método del intervalo cerrado
siguiente.

(9] Para determinar los valores maximo y minimo absolutos de una funcién continua
fen un conjunto cerrado y acotado D:

1. Determine los valores de fen los puntos criticos de fen D.
2. Determine los valores extremos de f'en la frontera de D.

3. El mayor de los valores de los pasos 1 y 2 es el valor mdximo absoluto; el menor
de esos valores es el valor minimo absoluto.

EJEMPLO 7 Halle los valores mdximo y minimo absoluto de la funcién
fx,y) =x>— 2xy + 2yenel rectdngulo D = {(x,y) |0 = x < 3,0 < y < 2}.

SOLUCION Como fes una polinomial, es continua en el rectdngulo cerrado y acotado
D, asi que el teorema 8 dice que hay tanto un maximo absoluto como un minimo abso-
luto. De acuerdo con el paso 1 en (9), primero se determinan los puntos criticos. Estos
ocurren cuando

fi=2x—2y=0 fH="2x+2=0

asi que el tnico punto critico es (1, 1), y el valor de fahi es f(1, 1) = 1.

En el paso 2 se examinan los valores de f en la frontera de D, los que constan de
los cuatro segmentos de recta L,, L,, L;, L, que aparecen en la figura 12. En L, se tiene
y=0y

f(x,0) = x? 0<=x=<3

Esta es una funcién creciente de x, de manera que su valor minimo es (0, 0) = 0 y su
valor mdximo es f(3,0) = 9.EnL,hayx =3y

f(3,y) =9 — 4y 0<sy<2

Esta es una funcion decreciente de y, asi que su valor maximo es f(3, 0) = 9 y su valor
minimo es f(3,2) = 1.En Ly setieney = 2y

f(x,2) =x*—4x+ 4 0<x=<3

Por los métodos del capitulo 4, o simplemente observando que f(x, 2) = (x—2)?, se advierte
que el valor minimo de esta funcién es f(2, 2) = 0 y el valor maximo es f{0, 2) = 4.
Por dltimo, en L, hay x = 0y

f(0,y) = 2y 0sy=<2

con valor maximo f(0, 2) = 4 y valor minimo f{0, 0) = 0. Asi, en la frontera, el valor
minimo de fes 0 y el mdximo es 9.

En el paso 3 se comparan estos valores con el valor f{1, 1) = 1 en el punto critico
y se concluye que el valor mdximo absoluto de fen D es (3, 0) = 9 y el valor minimo
absoluto es f{0, 0) = (2, 2) = 0. La figura 13 muestra la grafica de f. [ |
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Finaliza esta seccion con una comprobacién de la primera parte de la prueba de la
segunda derivada. La parte (b) tiene una prueba similar.

COMPROBACION DEL TEOREMA 3, PARTE (a) Calcule la derivada direccional
de segundo orden de fen la direccion de u = (h, k). La derivada de primer orden estd dada
por el teorema 14.6.3:

Duf=f.h + fik

Al aplicar este teorema por segunda vez se tiene
ad d
Duzf: Du(Duf) = a_ (Duf)h +— (Duf)k
X Jdy
= (f;th +fyxk)h + (fx)'h +f"yk)k

= fuh® + 2fishk + f k> (por el teorema de Clairaut)

Si se completa el cuadrado en esta expresion se obtiene

Xy : kz
Duzf:f.u<h + j:—k> + F(ﬂxﬁ>r —fa

Se dio que f.(a, b) > 0y D(a, b) > 0. Pero f.. y D = fu.f.y — fo son funciones con-
tinuas, asi que existe un disco B con centro (a, b) y radio 8 > 0 tal que f.(x, y) >0y
D(x, y) > 0 siempre que (x, y) estd en B. Por tanto, al examinar la ecuacién 10 se advierte
que D f(x, y) > 0 cada vez que (x, y) estd en B. Esto significa que si C es la curva obte-
nida de la interseccion de la gréfica de f con el plano vertical que pasa por P(a, b, f(a, b)) en
la direccion de u, C es concava hacia arriba en un intervalo de longitud 28. Esto es cierto
en la direccién de todos los vectores u, de modo que si se restringe (x, y) a B, la grafica
de freside arriba de su plano tangente horizontal en P. Asi, f{x, y) = fla, b) cada vez que

(x, y) estd en B. Esto demuestra que f{a, b) es un minimo local. [
14.7 EJERCICIOS
1. Suponga que (1, 1) es un punto critico de una funcién f con Use después la prueba de la segunda derivada para confirmar sus
segundas derivadas continuas. En cada caso, ;qué puede predicciones.

decirse acerca de f? 3. f(y) =4+ x>+ y° — 3xy

(a) f:\,\'(l’ 1) = 4’ fw(la 1) = 1’ ﬁ\(l’ 1) = 2

) fulll D) =4, fo(LD) =3, fu(l.1) =2 g

2. Suponga que (0, 2) es un punto critico de una funcién g con
segundas derivadas continuas. En cada caso, ;qué puede decir

usted acerca de ¢? %
() g(0, 2) = —1, 9.,(0,2) =6, ¢,(0,2) =1 \
®) 9.(0.2) = =1, g,(0.2) =2, ¢,,(0,2) = -8 \\

1
1
3.7
3.2
. 2
0
71<

(©) gXX(Oa 2) =4, gxy(ov 2) =6, g)‘y(oa 2) =9
3-4 Use las curvas de nivel en la figura para predecir la ubicacion i
de los puntos criticos de fy si f tiene un punto silla 0 un maximo

o minimo local en cada punto critico. Explique su razonamiento.
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4. f(x,y) =3x —x’ =2y +y*

)
i

7N
Y/

5-20 Determine los valores mdximos y minimos locales y el
punto o puntos silla de la funcién. Si tiene software de graficacién
tridimensional, grafique la funcién con un dominio y punto de
vista que revelen todos los aspectos importantes de la funcién.

5. f(x,y) =9—2x-i-4y—xz—4y2
6. f(x,y) = X’y + 12x* — 8y
7. flx,y) =y> + 3x%y — 6x* — 6y> + 2
8. flx.y) =yl = 1)
9. f(x,y) = x>+ y* + 2xy
0. fx,y) =2 —x*+2x* —y?
1. f(x,y) = x* = 3x + 3xy?
12, f(x,y) =x"+y° = 3x% — 3y? — Ox
13. f(x,y) = x* = 2x* + y7 = 3y
14. f(x,y) = xy +l+i
X y
15. f(x,y) = e*cosy
16. f(x,y) = xye’(xz”z)/2
17. f(x,y) = xy + e
18. f(x,y) = (x* + y)e™
19. f(x,y) =y>—2ycosx, —l<x<7

20. f(x,y) =senxseny, —w<x<m, -w<y<m

21. Demuestre que f (x, y) = x> + 4y> — 4xy + 2 tiene un
nimero infinito de puntos criticos y que D = 0 en cada uno.
Luego demuestre que f tiene un minimo local (y absoluto)
en cada punto critico.

x2

22. Demuestre que f(x, y) = x>ye ™ " tiene valores maximos en
(+1,1//2) y valores minimos en (+1, —1/4/2 ). Demuestre
también que f tiene una infinidad de puntos criticos adicionales
y que D = 0 en cada uno de ellos. ;Cudles dan origen a valores
maximos? ;A valores minimos? ;A puntos silla?

M 23-26 Use una grifica o curvas de nivel o ambos para estimar los
valores maximos y minimos locales y el punto o puntos silla de
la funcién. Luego use célculo para determinar precisamente esos
valores.

23, f(x,y) =x>+y*+x2%y?

28, f(x,y) = (x — ye

25. f(x,y) = senx + seny + sen(x + y),
Osxs2m 0sys=27w

26. f(x,y) = sen x + seny + cos(x + y),
O<x=mw/4, 0<y<m/4

™ 27-30 Use un dispositivo de graficacién como en el ejemplo 4
(o el método de Newton, o resuelva numéricamente usando una
calculadora o computadora) para determinar los puntos criticos de
fcon tres decimales. Clasifique después los puntos criticos y halle
los puntos mds altos o mds bajos en la grafica, si los hay.

27. f(x,y) = x* 4+ y* — 4x%*y + 2y

28. f(x,y)=y*—2y*+x?—y*+y

29. fx,y)=x*+y —=3x*+y2+x—2y+1

30. f(x,y) =20e " sen3xcos3y, |x|<1, |y|=<1

31-38 Determine los valores maximo y minimo absolutos de fen
el conjunto D.

31. f(x,y) = x> + y* — 2x, D es la regién triangular cerrada
con vértices (2, 0), (0, 2) y (0, -2)

32. f(x,y) = x + y — xy, D es laregion triangular cerrada
con vértices (0, 0), (0,2) y (4, 0).

33. f(x,y) =X2+y2+x2y+4,
D={xy||x]<1|yl=1}

38. f(xy) = x>+ xy + v — 6y,
D={xy |-3<x<30<y<5}

35. f(x,y):x2+2y2—2x_4y+ 1,
D={(xy|0=sx<20<y=<3}

36. f(x,y) = 4x + 6y — x> — 32
D={xy |0sx<40<y<5}

37. flx,y) =x*+y* —dxy + 2,
D={(xy |0sx=<30<y<2}

38.f(x,y) = x* — 3x — y* + 12y, D es el cuadrilitero cuyos
vértices son (-2, 3), (2, 3), (2,2) y (-2, -2).

39. Para funciones de una variable es imposible que una funcién
continua tenga dos maximos locales y ningtin minimo local.
Pero para funciones de dos variables tales funciones existen.
Demuestre que la funcién

flay) == =17 =Py —x— 1
solo tiene dos puntos criticos, pero tiene mdximos locales
en ambos. Use después una computadora para producir una

gréfica con un dominio y punto de vista cuidadosamente
elegidos para ver cémo es posible esto.
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46.

47

48

49

50

51

52.

53

.

54.

Si una funcién de una variable es continua en un intervalo

y solo tiene un niimero critico, un maximo local debe ser un

maximo absoluto. Pero esto no es cierto para funciones de

dos variables. Demuestre que la funcién
flx,y) =3xe’ —x° — ¥

tiene exactamente un punto critico, y que ftiene un maximo

local ahf que no es un maximo absoluto. Use después una

computadora para producir una grifica con dominio y punto

de vista cuidadosamente elegidos para ver cémo es posible

esto.

Encuentre la distancia mds corta del punto (2, 0, —=3) al plano
x+y+tz=1

Encuentre el punto en el plano x — 2y + 3z = 6 mds cercano
al punto (0, 1, 1).

Encuentre los puntos en el cono z > = x*> + y*> mds cercanos
al punto (4, 2, 0).

Encuentre los puntos en la superficie y> = 9 + xz mds
cercanos al origen.

Encuentre tres niimeros positivos cuya suma sea 100 y cuyo
producto sea un maximo.

Encuentre tres nimeros positivos cuya suma sea 12 y la suma
de cuyos cuadrados sea lo mas reducida posible.

Encuentre el volumen mdximo de una caja rectangular
inscrita en una esfera de radio r.

Encuentre las dimensiones de la caja con volumen 1000 cm?
que tiene drea minima.

Encuentre el volumen de la caja rectangular mds grande en el
primer octante con tres caras en los planos de coordenadas y
un vértice en el plano x + 2y + 3z = 6.

Encuentre las dimensiones de la caja rectangular con el
volumen mds grande si el drea total estd dada como 64 cm?.

Encuentre las dimensiones de una caja rectangular de
volumen maximo tal que la suma de las longitudes de sus
doce aristas sea una c constante.

La base de una pecera con volumen dado V estd hecha de
pizarra y los lados estdn hechos de vidrio. Si la pizarra cuesta
cinco veces mds (por unidad de drea) que el vidrio, encuentre
las dimensiones de la pecera que minimicen el costo de los
materiales.

Una caja de cartén sin tapa debe tener un volumen de
32000 cm?®. Encuentre las dimensiones que minimicen la
cantidad de cartén usado.

Un edificio rectangular se disefia para minimizar la pérdida

de calor. Las paredes este y oeste pierden calor a razén de

10 unidades/m? al dia, las paredes norte y sur a razén de 8

unidades/m? al dia, el piso a razén de 1 unidad/m? al dia y el

techo a razén de 5 unidades/m? al dia. Cada pared debe ser de

al menos 30 m de largo, la altura debe ser de al menos 4 m y

el volumen debe ser de exactamente 4000 m®.

(a) Determine y trace el dominio de la pérdida de calor como
una funcién de las longitudes de los lados.

55

56

57

58

59
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(b) Determine las dimensiones que minimicen la pérdida de
calor. (Verifique tanto los puntos criticos como los puntos
en la frontera del dominio.)

(c) (Podria disefiar un edificio con atin menos pérdida de
calor si las restricciones de las longitudes de las paredes
fueran eliminadas?

Si la longitud de la diagonal de una caja rectangular debe ser
L, ;cudl es el mayor volumen posible?

Un modelo para el rendimiento Y de un cultivo agricola como
una funcién del nivel de nitrégeno N y el nivel de fésforo P
en la tierra (medidos en las unidades apropiadas) es

Y(N, P) = kNPe "

donde k es una constante positiva. ;Qué niveles de nitrégeno
y fésforo resultan en el mejor rendimiento?

El indice de Shannon (también llamado indice de Shannon-
Wiener o indice de Shannon-Weaver) es una medida de la
diversidad en un ecosistema. Para el caso de tres especies, se
define como

H= —pllnpl —pzlnpz—pglnm

donde p; es la proporcion de especies i en el ecosistema.

(a) Exprese H como una funcién de dos variables usando el
hechode que p; + p, + p; = 1.

(b) (Cuadl es el dominio de H?

(c) Determine el valor maximo de H. ;Para cudles valores de
D1, P2, p3 ocurre?

Tres alelos (versiones alternativas de un gen) A, By O
determinan los cuatro tipos de sangre A (AA 0 AO), B (BB o
BO), O (0O0O) y AB. La ley de Hardy-Weinberg establece que
la proporcién de individuos en una poblacién que portan dos
alelos diferentes es

P =2pg + 2pr + 2rq

donde p, g y r son las proporciones de A, B y O en la pobla-
cion. Use el hecho de que p + ¢ + r = 1 para demostrar que
P es alo sumo de %

Suponga que un cientifico tiene razones para creer que dos
cantidades x y y estdn relacionadas linealmente, es decir que

y = mx + b, al menos aproximadamente, para algunos valores
de my b. El cientifico realiza un experimento y recolecta datos
bajo la forma de puntos (x, y1), (42, y2 ), . . ., (Xp, Y), tras de lo
cual traza estos puntos. Los puntos no se sitiian exactamente
en una recta, asi que el cientifico quiere determinar constantes
my b de tal forma que la rectay = mx + b “se ajuste” lo mds
posible a los puntos (véase la figura).

y
(x> i) .
q1 c
d,{l .
L]
(X1, y)e o .. :
mx;+b :
|
|
0 X
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Sea d; = y; — (mx; + b) la desviacion vertical del punto
respecto a la recta. El método de minimos cuadrados deter-

y mYxi+ b2 x =2 Ky
i=1 i=1 i=1

. . o ‘ . )
mina m y b de tal modo que e minimice Si1d?, la suma de Asf, la recta se determina resolviendo en estas dos ecuacio-
los cuadrados de estas desviaciones. Demuestre que, de acuerdo nes las dos incognitas m y b. (Véase la seccién 1.2 para un
con este método, la recta de mejor ajuste se obtiene cuando andlisis adicional y aplicaciones del método de minimos

cuadrados.)

m i X+ bn = i Y 60. Determine una ecuacién del plano que pasa por el punto (1, 2, 3)
i=1 i=1

y corta el menor volumen en el primer octante.

PROYECTO DE APLICACION DISENO DE UN CONTENEDOR DE DESECHOS

PROYECTO DE
DESCUBRIMIENTO

Para este proyecto localice un contenedor rectangular a fin de estudiar su forma y construccién.
Luego intente determinar las dimensiones de un contenedor de disefio similar que minimicen el
costo de construccion.

1. Localice primero un contenedor de desechos en su drea. Estidielo atentamente y describa todos
los detalles de su construccién, y determine su volumen. Incluya un boceto del contenedor.

2. Manteniendo la forma general y método de construccion, determine las dimensiones de un
contenedor del mismo volumen si usted tuviera que minimizar el costo de construccién. Use
los supuestos siguientes en su andlisis:

* Los lados, frente y tras deben hacerse con hojas de acero de 12 gauges (de 2.657 mm de gro-
sor), que cuestan $8.00 ddlares por metro cuadrado (incluidos todos los cortes y dobleces re-
queridos).

* La base debe hacerse con una hoja de acero de 10 gauges (de 3.416 mm de grosor), que
cuesta $10.00 délares por metro cuadrado.

Las tapas cuestan aproximadamente $50.00 cada una, independientemente de sus dimensiones.
¢ La soldadura cuesta alrededor de $0.60 por metro, combinando material y mano de obra.

D¢ una justificacion de cualesquiera supuestos o simplificaciones adicionales respecto a los
detalles de construccién.

3. Describa cémo podrian sus supuestos o simplificaciones afectar al resultado final.

4. Si se le contratara como consultor en esta investigacion, ;cudles serfan sus conclusiones?
(Recomendaria alterar el disefio del contenedor? De ser asi, describa los ahorros que resultarian.

APROXIMACIONES CUADRATICAS Y PUNTOS CRITICOS

La aproximacién polinomial de Taylor de funciones de una variable que se estudi6 en el capitulo 11
puede prolongarse a funciones de dos o mas variables. Aqui investigard las aproximaciones
cuadrdticas de funciones de dos variables y las usard para dar una idea de la prueba de la segunda
derivada para la clasificacién de puntos criticos.

En la seccion 14.4 se analiz6 la linealizacion de una funcién f de dos variables en un punto (a, b):

L(x,y) = f(a, b) + fia, b)(x — a) + fi(a, b)(y — b)
Recuerde que la grafica de L es el plano tangente a la superficie z = f(x, y) en (a, b, f (a, b)) y

que la correspondiente aproximacion lineal es f(x, y) = L(x, y). La linealizacién L también se
llama polinomio de Taylor de primer grado de fen (a, b).
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1. Siftiene derivadas parciales continuas de segundo orden en (a, b), el polinomio de Taylor
de segundo grado de fen (a, b) es
Q(x’ )’) = f(a’ b) +fx(a, b)(-x - a) +f,;‘(a7 b)(y - b)
+ 3 fula, b)(x — @ + fi(a, b)(x — @)y = b) + 3/,(a, D)y — b)

y la aproximacion f (x, y) = Q(x, y) se llama aproximacion cuadratica de f en (a, b). Verifi-
que que Q tiene las mismas derivadas parciales de primero y segundo orden que fen (a, b).

2. (a) Determine los polinomios de Taylor de primer y segundo grado L'y Q de f(x, y) = e
en (0, 0).

(b) Grafique f, Ly Q. Comente qué tanto L y Q se aproximan a f.

3. (a) Determine los polinomios de Taylor de primer y segundo grado L'y Q para f(x, y) = xe”
en (1, 0).
(b) Compare los valores de L, Q'y fen (0.9, 0.1).

(c) Grafique f, Ly Q. Comente qué tanto L y Q se aproximan a f.
4. En este problema se analizard el comportamiento del polinomio f(x, y) = ax* + bxy + cy*

(sin usar la prueba de la segunda derivada) al identificar la grafica como un paraboloide.
(a) Completando el cuadrado, demuestre que si a # 0, entonces

b 2 4, ._b2
f(X,y)zaxz-Fbxy-i-cyz:a x+—y| + a‘izyz
2a 4da

(b) Sea D = 4ac — b*. Demuestre que si D > 0y a > 0, ftiene un minimo local en (0, 0).
(c) Demuestre que si D > 0y a < 0, f'tiene un mdximo local en (0, 0).
(d) Demuestre que si D < 0, entonces (0. 0) es un punto silla.
5. (a) Suponga que fes cualquier funcién con derivadas parciales continuas de segundo orden
tales que f{0, 0) = 0y que (0, 0) es un punto critico de f. Escriba una expresion para el

polinomio de Taylor de segundo grado Q de fen (0, 0).
(b) (Qué puede concluir sobre Q con base en el problema 4?

(c) En vista de la aproximacién cuadrdtica f (x, y) = Q(x, y), qué sugiere el inciso (b) acerca

de f?

14.8 Multiplicadores de Lagrange

y
//\) fley) =11
1 \ / flx, y) =10
6, y)=9
Ly) =k
g(x, y) fx.y) =8
fey) =17
0 X

FIGURA 1

Visual 14.8 anima la figura 1
tanto para curvas de nivel como para
superficies de nivel.

En el ejemplo 14.7.6 se maximizé una funcién de volumen V = xyz sujeta a la restriccion
2xz + 2yz + xy = 12, que expresaba la condicién secundaria de que el drea era de 12 m>.
En esta seccién se presentard el método de Lagrange para maximizar o minimizar una
funcién general f(x, y, z) sujeta a una restriccién (o condicién secundaria) de la forma
g(x» Vs Z) = k.

Es mds fécil explicar la base geométrica del método de Lagrange para funciones de
dos variables. Asi, comience tratando de determinar los valores extremos de (x, y) sujetos a
una restriccion de la forma g(x, y) = k. En otras palabras, buscaremos los valores extremos
de f(x, y) cuando el punto (x, y) estd restringido a residir en la curva de nivel g(x, y) = k.
La figura 1 muestra esta curva junto con varias curvas de nivel de f. Estas tienen las ecua-
ciones f(x, y) = ¢, donde ¢ = 7, 8, 9, 10, 11. Maximizar f(x, y) sujeta a g(x, y) = k
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Los multiplicadores de Lagrange
deben su nombre al matemadtico
italo-francés Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813). Véase un boceto
biografico de Lagrange en la
pédgina 289.

Al derivar el método de Lagrange

se supuso que Vg # 0. En cada uno
de nuestros ejemplos puede verificar
que Vg # 0 en todos los puntos
donde g(x, y, z) = k. Véase

el ejercicio 25 para analizar qué
puede fallar si Vg = 0.

consiste en hallar el mayor valor de ¢ tal que la curva de nivel f(x, y) = c¢ interseque
g(x,y) = k. Enla figura 1 parece que esto sucede cuando esas curvas se tocan apenas entre
si, es decir, cuando tienen una recta tangente comun. (De lo contrario, el valor de ¢ podria
aumentar mas.) Esto significa que las rectas normales en el punto (xo, y,) donde se tocan
son idénticas. Asi, los vectores gradiente son paralelos; es decir, Vf (xo, yo) = A Vg(xo, o)
para algtn escalar A.

Este tipo de argumento también se aplica al problema de encontrar los valores extremos
de f(x, y, z) sujeta a la restriccion g(x, y, z) = k. Asi, el punto (x, y, z) estd restringido a re-
sidir en la superficie de nivel S con ecuacién g(x, y, z) = k. En vez de las curvas de nivel de
la figura 1, considere las superficies de nivel f{x, y, z) = ¢ y argumente que si el valor
maximo de fes f (xo, yo, Zo) = ¢, la superficie de nivel f(x, y, z) = c es tangente a la superficie
de nivel g(x, y, z) = k, y por tanto los correspondientes vectores gradiente son paralelos.

Este argumento intuitivo puede precisarse de la forma siguiente. Suponga que una
funcién f tiene un valor extremo en un punto P(xo, yo, Zo) €n la superficie Sy sea C
una curva con ecuacion vectorial r(z) = (x(z), y(¢), z(¢)) que reside en Sy pasa por P. Si f,
es el valor paramétrico correspondiente al punto P, entonces r(f,) = {xo, Yo, Zo). La funcién
compuesta h(f) = f (x(z), y(¢), z(¢)) representa los valores que f'adopta en la curva C. Como f
tiene un valor extremo en (xo, Yo, Zo), de esto resulta que /4 tiene un valor extremo en f,
de modo que A'(z,) = 0. Pero si fes derivable, se puede usar la regla de la cadena para
escribir

O = l’l’([())
= fi(x0, Yo, 20)x'(t0) + f,(x0, Yo, 20)y' (o) + f-(x0, Yo, 20)z'(t0)
= Vf(xo, yo, 20) - ¥'(t0)
Esto demuestra que el vector gradiente Vf{xo, yo, zo) €s ortogonal al vector tangente r’ (%)
a todas esas curvas C. Pero por la seccién 14.6 se sabe que el vector gradiente de g,
Vyg(xo, yo, zo) también es ortogonal a r’(f,) para todas esas curvas. (Véase la ecuacion

14.6.18.) Esto significa que los vectores gradiente Vf(xo, yo, zo) ¥ Vg(xo, Yo, Zo) deben ser
paralelos. Por tanto, si Vg(xo, o, zo) # 0, existe un niimero A tal que

E] Vf(xo, Yo, Zo) =A Vg(xO, Yo, Zo)

El nimero A en la ecuacién 1 se llama multiplicador de Lagrange. El procedimiento
basado en la ecuacién 1 es como sigue.

Método de multiplicadores de Lagrange Para determinar los valores maximo y
minimo de f(x, y, z) sujetos a la restriccion g(x, y, z) = k [suponiendo que estos valores
extremos existen y que Vg # 0 en la superficie g(x, y, z) = k]:

(a) Determine todos los valores de x, y, z y A tales que

Vf(x,y.2) = A Vg(x.y. 2)

y g(x,v,2) =k

(b) Evalde fen todos los puntos (x, y, z) que resulten del paso (a). El mayor de esos
valores es el valor maximo de f; el menor es el valor minimo de f.

Si se escribe la ecuacion vectorial Vf = A Vg en términos de componentes, las ecua-
ciones del paso (a) se convierten en

fo = Ags fi=Agy f.=Ag, g(x,y,2) =k



Otro método para resolver el sistema de
ecuaciones (2-5) es despejar A en cada
una de las ecuaciones 2, 3 y 4 e igualar
después las expresiones resultantes.
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Este es un sistema de cuatro ecuaciones con las cuatro incégnitas x, y, z y A, pero no
es necesario hallar valores explicitos para A.

Para funciones de dos variables, el método de multiplicadores de Lagrange es similar
al método que se acaba de describir. Para determinar los valores extremos de f(x, y) sujeta
a la restriccion g(x, y) = k se buscan valores de x, y y A tales que

Vi, y) = A Vg(x, y) y g(x,y) =k
Esto equivale a resolver tres ecuaciones con tres incégnitas:
fe = Ag. fy = Agy glx,y) =k

La primera ilustracién del método de Lagrange es para reconsiderar el problema dado
en el ejemplo 14.7.6.

EJEMPLO 1 Una caja rectangular sin tapa debe hacerse con 12 m? de cartén. Deter-
mine el volumen médximo de esa caja.

SOLUCION Como en el ejemplo 14.7.6, sean x, y y z la longitud, ancho y alto, respec-
tivamente, de la caja en metros. Entonces, se desea maximizar

V= xyz
sujeta a la restriccion

g(x,y,z) = 2xz + 2yz + xy = 12

Usando el método de multiplicadores de Lagrange, busque valores de x, y, z y A tales que
VV =AVgyg(x,y, z) = 12. Esto da las ecuaciones

Vi = Ag:
Vy = Agy
V.= Ag.

2xz + 2yz + xy = 12

que se convierten en

@ vz = A2z + y)
(3] xz = A2z + x)
E] xy = AQ2x + 2y)
(5] 2xz + 2yz + xy = 12

No existen reglas generales para resolver sistemas de ecuaciones. A veces se requiere un poco de
ingenio. En el ejemplo siguiente es notorio que si se multiplica (2) por x, (3) por y y (4) por z, los
miembros izquierdos de estas ecuaciones serdn idénticos. Haciendo esto, se tiene

(6] xyz = A2xz + xy)
xyz = A2yz + xy)
xyz = AM2xz + 2yz)

Observe que A # 0 porque A = 0 implicaria que yz = xz = xy de (2), (3)
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y (4), y esto contradiria (5). Por tanto, de (6) y (7) se tiene

2xz + xy = 2yz + xy

lo que da xz = yz. Peroz # 0 (yaque z = O darfa V= 0), asique x = y. De (7) y (8) es
2yz + xy = 2xz + 2yz

lo que da 2xz = xy, y por tanto (ya que x # 0) y = 2z. Si se pone ahorax = y = 2z en (5),
se obtiene

422 + 477 + 422 =12

Como x, y y z son positivas, se tiene z = 1, asi que x = 2 y y = 2. Esto coincide con la
respuesta en la seccion 14.7. ]

EJEMPLO 2 Determine los valores extremos de la funcién flx, y) = x* + 2y? en el
circulo x> + y* = 1.

SOLUCION Se piden los valores extremos de f sujetos a la restriccion g(x, y) = x* + y> = 1.
Usando los multiplicadores de Lagrange, se resuelven las ecuaciones Vf = A Vgy
g(x, y) = 1, las que pueden escribirse como

fe = Ags Sy =Agy glx,y) =1

o bien

FIGURA 2
i X yr=1
De (9) setienequex =00 A = 1.Six = 0, entonces (11)day = =1. SiA = 1, entonces
y = 0de (10), asi que (11) da x = £1. Por tanto, f tiene posibles valores extremos en los
puntos (0, 1), (0, —1), (1, 0) y (—1, 0). Al evaluar f'en esos cuatro puntos se descubre que
La geometria detrds del uso de los f0,1) =2 f0,—1)=2 f(1,0) =1 f(=1,0) =1

multiplicadores de Lagrange en el
ejemplo 2 se muestra en la figura 3.

Los valores extremos de f (x, y) = 2> + 2y*
corresponden a las curvas de nivel que
tocan el circulo x*> + y* = 1.

En consecuencia, el valor mdximo de fen el circulo x*> + y> = 1 es f(0, £1) = 2 y el
valor minimo es f(*1, 0) = 1. En términos geométricos, estos corresponden a los puntos
mds alto y mds bajo en la curva C de la figura 2, donde C consta de aquellos puntos en el
paraboloide z = x*> + 2y que se encuentran directamente arriba del circulo de restriccion
Xty =1 [}

42yt =2 EJEMPLO 3 Determine los valores extremos de f(x, y) = x> + 2y* en el disco x> + y> < 1.

SOLUCION De acuerdo con el procedimiento en (14.7.9), se compararon los valores de fen

los puntos criticos con los valores en los puntos de la frontera. Como f, = 2x y f, = 4y,
_\ el tnico punto critico es (0, 0). Compare el valor de fen ese punto con los valores extre-

mos en la frontera del ejemplo 2:

AN

£(0,0) =0 £(+1,0) = 1 (0, 1) =2

X2 +2y?=1 Por tanto, el valor maximo de fen el disco x> + y>* < 1 es f(0, =1) = 2 y el valor minimo

0,0) = 0. m
FIGURA 3 0.0




La figura 4 muestra la esfera y el

punto P mds cercano del ejemplo 4.

(Coémo podria determinar las coor-
denadas de P sin usar cdlculo?

(3,1, -1

FIGURA 4
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EJEMPLO 4 Halle los puntos en la esfera x> + y> + z2 = 4 que estdn més cerca y
més lejos del punto (3, 1, —1).

SOLUCION La distancia desde un punto (x, y, z) al punto (3, 1, —1) es

d=Vx =32+ (y— 12+ (z + 1)

pero el dlgebra es mds simple si en lugar de ello maximiza y minimiza el cuadrado de la
distancia:

d*=f(x,y,2) = (x =3+ (y— 1P+ (z+ 1)
La restriccion es que el punto (x, y, z) reside en la esfera, es decir

gx,y,z) =x*+y*+ 22 =4

De acuerdo con el método de multiplicadores de Lagrange, se resuelve Vf = A Vg, g = 4.
Esto da

@ 2(x — 3) = 2xA
[13) 2(y — 1) = 2y
2z + 1) = 221
(15) X+ yr+22=4

La manera més sencilla de resolver estas ecuaciones es despejar x, y y z en t€rminos de A
en (12), (13) y (14) y sustituir después esos valores en (15). De (12) se tiene

3
I —A

x—3=2xA 0 x(1—=A)=3 o x =

[Adviértase que 1 — A # 0, porque A = 1 es imposible debido a (12).] De igual manera,
(13) y (14) dan

En consecuencia, de (15) se tiene

SRS N G Vs
(1—=AP  @d-=1 @=n?

=4

loqueda(l — AP =11 - A = =/11/2, asi que

V1T
2

A=1=x

Estos valores de A dan entonces los correspondientes puntos (x, y, z):

Es fécil ver que ftiene un valor menor en el primero de estos puntos, asi que el punto mas

cercano es (6/\/ﬁ 2//11, —Z/m) y el més alejado es (—6/\/ﬁ, —2/J11, 2/\/ﬁ). u
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@ Dos restricciones

Suponga ahora que se quieren encontrar los valores maximo y minimo de una funcién
fx, y, z) sujeta a dos restricciones (condiciones secundarias) de la forma g(x, y, z) = ky
h(x, y, z) = c. Geométricamente, esto significa que se buscan los valores extremos de f
cuando (x, y, z) esta restringido a residir en la curva de interseccién C de las superficies
de nivel g(x, y, z) = k'y h(x, y, z) = c¢. (Véase la figura 5.) Suponga que f tiene tal valor
extremo en un punto P(xy, o, Zo). Se sabe desde el principio de esta seccién que Vfes
ortogonal a C en P. Pero también se sabe que Vg es ortogonal a g(x, y, z) = k'y que VA
es ortogonal a h(x, y, z) = c, asi que Vg y Vh son por igual ortogonales a C. Esto signi-
fica que el vector gradiente Vf{xo, yo, zo) estd en el plano determinado por Vg(xo, o, Zo)
FIGURAS y Vh(xo, Yo, 20). (Suponga que estos vectores gradiente no son cero ni paralelos.) Asi,
existen nimeros A y u (llamados multiplicadores de Lagrange) tales que

Vf(xo, Yo, Zo) = )\ Vg()C(), Yo, Z()) + 1% Vh()C(), Yo, Zo)

En este caso, el método de Lagrange consiste en buscar valores extremos resolviendo
cinco ecuaciones con las cinco incdgnitas x, y, z, A y w. Estas ecuaciones se obtienen
escribiendo la ecuacién 16 en términos de sus componentes y usando las ecuaciones de

restriccion:
Je = Age + ph,
fy =Agy + phy
f:=Ag: + ph:
g(x,y,2) = k
hx,y,z) = ¢
Elcilindro x* + y* = T interseca el EJEMPLO 5 Encuentre el valor maximo de la funcién f(x, y,z) = x + 2y + 3zenla
plano x —y + z = I en una elipse curva de interseccion del plano x —y + z = 1y el cilindro x> + y* = 1.
(figura 6). El ejemplo 5 pide el valor )
maximo de f cuando (x, y, z) estd SOLUCION Maximice la funcién f(x, y, z) = x + 2y + 3z sujeta a las restricciones
restringido a residir en la elipse. gx,y,z)=x—y+z=1yh(x,y z) =x*+ y* = 1. La condicién de Lagrange

es Vf = AVg + w Vh, asi que se resuelven las ecuaciones

4 £ 1 =X+ 2xu
s e 2= -+ 2y
2 iSEacis 3=
z 17 x—y+z=1
o1 - 21) x> +yr=1
™ Al poner A = 3 [de 19)] en (17) se obtiene 2xu = —2, asi que x = —1/u. De igual
-2 uj,l_,,_a_ﬁg;l_, manera, (18) day = 5/(2u). La sustitucién en (21) da entonces
y 1,5

FIGURA 6 w? o 4p




y por tanto p* =
z=1l—-x+y=1

F

29
45 M =
+
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= *./29/2. Entonces, x = ¥2/4/29,y = £5/4/29 vy, de (20),
7/4/29 . Los valores correspondientes de f son

2_ + 2 -+
V29 B

%>+3<1i%>=3i«/§

Por tanto, el valor maximo de fen la curva dadaes 3 + /29. u

14.8 EJERCICIOS

1. Se presenta un mapa de contorno de 'y una curva con
ecuacion g(x, y) = 8. Estime los valores mdximo y minimo
de fsujetos a la restriccion de que g(x, y) = 8. Explique su
razonamiento.

50
™~ 6/
70

| )

2

2. (a) Use una calculadora graficadora o computadora para
graficar el circulo x* + y*> = 1. En la misma pantalla,
grafique varias curvas de la forma x> + y = ¢ hasta
encontrar dos que toquen apenas el circulo. ;Cudl es la
significacién de los valores de ¢ para estas dos curvas?
Use los multiplicadores de Lagrange para determinar
los valores extremos de f (x, y) = x> + y sujeta a la res-
triccion x> + y* = 1. Compare sus respuestas con

las del inciso (a).

o

W\

.
NS

(b)

3-14 Cada uno de estos problemas de valores extremos tiene una
solucidn tanto con un valor mdximo como con un valor minimo.
Use los multiplicadores de Lagrange para hallar los valores
extremos de la funcidn sujeta a la restriccion dada.

3. flry)=x>—y% X +y’ =1

4, f(x,y) =e"; x*+y’=16

5. f(x,y) = xy; 4x*+y*=38

6. f(x,y) =xe; x*+y?=2

7. fx,y,2) =x*+y*+z% x+y+z=12

8. f(x,y, Z) = "% 2x7 + y2 +z2=24

9. f(x,y,2) =xy’z; x*+y’+z2=4
10. f(x,y,z) =In(x>+ 1) + In(y* + 1) + In(z> + 1);

X+ yr+22=12

1. fx,y,z) =x*+y> +z% x*+y*+z0=1

12, f(x,v,2) = x%y%2% x*+y2+z22=1
13. fx,y,z,) =x+y+z+1t x*+y’+22+2=1
14. f(x1,x2, ..., X)) =x1 +x2+ -+ + x5
Xt xs 4+t x =1
15. El método de multiplicadores de Lagrange supone que los

valores extremos existen, pero este no siempre es el caso.
Demuestre que el problema de encontrar el valor minimo de
f(x,y) = x> + y sujeta a la restriccién xy = 1 puede
resolverse usando multiplicadores de Lagrange pero que fno
tiene un valor médximo con esa restriccion.

16. Halle el valor minimo de f (x, y) = x> + 2y* + 322 sujeta a

la restriccién x + 2y + 3z = 10. Demuestre que f no tiene
ningin valor maximo con esa restriccion.

17-20 Determine los valores extremos de f sujeta a ambas
restricciones.

17. fx,y,2) =x+y+z; x*+z2=2,
18. f(x,y,z2) =z; x*+y*’ =z x+y+z=24
19. f(x,y,2) =x+2y; x+y+z=1,

20. f(x,y,2) =3x —y — 3z,
x+y—z=0, x*+22=1

x+y=1

y:i+z2=4

21-23 Halle los valores extremos de f'en la region descrita por la
desigualdad.

21, f(x,y) =x*+y>* +4x — 4y, x> +y*<9
22, f(x,y) =2x*+3y? —4x—5, x*+y’<16
23. fx,y) =e ™, x> +4°<1

24, Considere el problema de maximizar la funcién

flx, y) = 2x + 3y sujeta a la restriccién v/x + /y = 5.

(a) Intente usar multiplicadores de Lagrange para resolver
el problema.

(b) ¢Podria f(25, 0) dar un valor mayor que el del inciso (a)?

(c) Resuelva el problema graficando la ecuacion de res-
triccion y varias curvas de nivel de f.

(d) Explique por qué el método de multiplicadores de
Lagrange fracasa en la resolucion de este problema.

(e) (Cuadl es el significado de f(9, 4)?
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25. Considere el problema de minimizar la funcién f(x, y) = x en 41. Ejercicio 51 42. Ejercicio 52

lacurvay® + x* — x3.=.0 (un piriforme). 43. Ejercicio 55

(a) Intente usar multiplicadores de Lagrange para resolver
este problema.

(b) Demuestre que el valor minimo es f(0, 0) = 0, pero que 44. Determine los volimenes mdximo y minimo de una caja
la condicién de Lagrange VA0, 0) = AVg(0, 0) no es re?tangular cuya drea es de 1500 cm? y cuya longitud de
satisfecha por ningun valor de A. aristas total es de 200 cm.

(c) Explique por qué los multiplic}a(.iores de Lagrange fraca- 45, El plano x + y + 2z = 2 interseca el paraboloide z = x* + y?
san en el hallazgo del valor minimo en este caso. en una elipse. Halle los puntos en esta elipse que estdn més

26. (a) Si su sistema algebraico computacional traza curvas cerca y mds lejos del origen.

implicitamente definidas, tselo para estimar los valores A 46. El plano 4x — 3y + 8z = 5 interseca el cono 22 = x* + y?

minimo y maximo de f (x, y) = x* + y* + 3xy sujeta a la
restriccién (x — 3)? + (y — 3)? = 9 mediante métodos
gréficos.

(b) Resuelva el problema del inciso (a) con ayuda de los
multiplicadores de Lagrange. Use su SAC para resolver la

ecuacién numéricamente. Compare sus respuestas con las ) ) )
del inciso (a) 47-48 Halle los valores maximo y minimo de f'sujeta a las

restricciones dadas. Use un sistema algebraico computacional
para resolver el sistema de ecuaciones que surge del uso de
multiplicadores de Lagrange. (Si su SAC solo halla una solucién,
quizd deba usar comandos adicionales.)

en una elipse.

(a) Grafique el cono y el plano y observe la interseccion
eliptica.

(b) Use multiplicadores de Lagrange para determinar el
punto mds alto y el mds bajo en la elipse.

27. La produccion total P de cierto producto depende de la
cantidad L de mano de obra utilizada y de la cantidad K de
inversion de capital. En las secciones 14.1 y 14.3 se analiz6
c6mo el modelo de Cobb-Douglas P = bL*K'~* sigue ciertos
supuestos econdmicos, donde b y «¢ son constantes positivas y 47. f(x,y,z) = ye* 5, 9x> + 4y* + 362> =36, xy + yz = 1
a < 1. Si el costo de una unidad de trabajo es m y el costo de
una unidad de capital es n, y si la compaiiia solo puede gastar
p ddlares como su presupuesto total, maximizar la produccién

48. f(x,y,z) =x+y+z; x*—y*=z x*+2=4

P estd sujeta a la restriccion mL + nK = p. Demuestre que la
produccién maxima ocurre cuando

ap _ (l —_ a)p f(xla X2y .. 7xn) = \/n X1X2+ "+ Xy

49. (a) Encuentre el valor maximo de

L=— y K
m n
dado que x, x, . . . , X, son nimeros positivos y
28. En referencia al ejercicio 27, suponga ahora que la X+ x, + -+ x, = ¢, donde ¢ es una constante.
1A H apl-a — . . . .
produccion se fija en bL*K"™* = O, donde Q es una (b) Deduzca del inciso (a) que si xj, Xy, . . . , X, SON NUMEros
constante. ;Qué valores de L y K minimizan la funcién positivos, entonces
de costo C(L, K) = mL + nKk?
- —— _ X txnt-tx,
29. Use multiplicadores de Lagrange para comprobar que el Yxixa- Xy <

rectangulo con drea mdxima que tiene un perimetro dado p n

es un cuadrado. Esta desigualdad indica que la media geométrica

30. Use multiplicadores de Lagrange para comprobar que el de n nimeros no es mayor que la media aritmética de
tridngulo con drea mdxima que tiene un perimetro dado p los nimeros. ;En qué circunstancias estas dos medias
es equildtero. son iguales?

Sugerencia: use la formula de Herén para el drea: .. ey .
8 p 50. (a) Maximice S Xy sujeta a las restricciones

E?—lxiz =1 y E?—lyiz =

A= st = 06 = )6~ 2) ©) Use
donde s = p/2y x, v, z son las longitudes de los lados. = di M bi
31-43 Use multiplicadores de Lagrange para dar una solucién v af VI b?

alterna al ejercicio indicado de la seccion 14.7.
para demostrar que

31. Ejercicio 41 32, Ejercicio 42
33. Ejercicio 43 34. Ejercicio 44 > abi <2 a} 2 b?
35. Ejercicio 45 36. Ejercicio 46 . P
para cualesquiera nimeros a, . . ., an, by, . .., bn. Esta
37. Ejercicio 47 38. Ejercicio 48 desigualdad se conoce como desigualdad de Cauchy-

39. Ejercicio 49 40. Ejercicio 50 Schwarz.
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LA CIENCIA DE LOS COHETES

Muchos cohetes, como el Pegasus XL, que actualmente se usa para lanzar satélites, y el Saturn V,
que fue el primero en llevar hombres a la luna, estdn disefiados para usar tres etapas en su
ascenso al espacio. Una gran primera etapa propulsa inicialmente al cohete hasta que su com-
bustible se agota, momento en el cual esta etapa es desechada para reducir la masa del cohete.
Las etapas segunda y tercera son menores y funcionan de manera similar a fin de poner en 6rbita
alrededor de la Tierra la carga ttil del cohete. (Con este disefio, se requieren al menos dos etapas
para llegar a las velocidades necesarias, y usar tres etapas ha resultado ser un buen arreglo entre
costo y desempefio.) La meta aqui es determinar las masas particulares de las tres etapas, las
que deben disefiarse para minimizar la masa total del cohete, permitiendo al mismo tiempo que
alcance la velocidad deseada.

Para un cohete de una etapa que consume combustible a una razén constante, el cambio en
velocidad que resulta de la aceleracion del vehiculo del cohete se ha propuesto como

AV = —cln(l - (I_S)M>
P+ M,

donde M, es la masa del motor del cohete incluido el combustible inicial, P es la masa de la carga

util, S es un factor estructural determinado por el disefio del cohete (especificamente, la propor-

cién entre la masa del vehiculo del cohete sin combustible y la masa total del cohete sin carga

util) y ¢ es la velocidad (constante) de escape en relacion con el cohete.

Considérese ahora un cohete con tres etapas y una carga ttil de masa A. Suponga que las
fuerzas externas son minimas y que ¢ y S permanecen constantes en cada etapa. Si M, es la masa
de la etapa de orden i, se puede considerar inicialmente que el motor del cohete tiene masa M,

y que su carga util tiene masa M, + M; + A; la segunda y tercera etapas pueden manejarse de
forma similar.

1. Demuestre que la velocidad alcanzada después de desechadas las tres etapas esta dada por

M, + M, + M; + A M, + M; + A M; + A
v,=c|In + In + In
SM, + M, + M; + A SM, + M; + A SM; + A

2. Se desea minimizar la masa total M = M, + M, + M, del motor del cohete sujeta a la restric-
cion de que se alcance la velocidad deseada vf del problema 1. El método de multiplicadores de
Lagrange es apropiado aqui, pero dificil de implementar usando las expresiones corrientes.
Para simplificar, se definen variables V; de tal forma que la ecuacién de restriccién pueda
expresarse como vy = c(ln N, +InN, +1n Ng). Dado que M es ahora dificil de expresar en
términos de N;’s, es deseable usar una funcién mds simple que sea minimizada en el mismo
lugar que M. Demuestre que

M]+M2+M3+A (l_S)Nl
M, + M5 + A 1 — SN,

M, +M;+A  (1— SN,

M; + A 1 — SN,

A 1 — SN,
y concluya que
M+A (1 — S)’NiN2N;
A (1 = SN)(1 — SN,)(1 — SN3)

3. Verifique que In((M + A)/A) se minimiza en el mismo lugar que M; use multiplicadores de
Lagrange y los resultados del problema 2 para hallar expresiones para los valores de N; donde
ocurre el minimo sujeto a la restriccion v; = ¢(In N, + In N, + In N;). [Sugerencia: use pro-
piedades de logaritmos para simplificar las expresiones.]
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4. Determine una expresion para el valor minimo de M como funcién de v.

5. Si se quiere poner un cohete de tres etapas en Orbita a 160 km de la superficie terrestre, se
requiere una velocidad final de aproximadamente 28 000 km/h. Suponga que cada etapa
integra un factor estructural S = 0.2 y una velocidad de escape de ¢ = 9 600 km/h.

(a) Determine la masa minima total M de los motores del cohete como una funcién de A.
(b) Determine la masa de cada etapa particular como una funcién de A. (jNo son de igual tamafio!)

6. El mismo cohete requeriria una velocidad final de aproximadamente 39 700 km/h para escapar
de la gravedad de la Tierra. Determine la masa de cada etapa que minimizaria la masa total de
los motores del cohete y que le permitirfa propulsar una sonda de 200 kg en el espacio profundo.

PROYECTO DE APLICACION OPTIMIZACION DE HIDROTURBINAS

En una estacién generadora de energia hidroeléctrica (alguna vez operada por la Katahdin Paper
Company) en Millinocket, Maine, el agua se traslada por tuberias desde una presa hasta la esta-
cion de energia. La razén a la que fluye el agua por la tuberia varia, dependiendo de condiciones
externas.

La estacion de energia tiene tres diferentes turbinas hidroeléctricas, cada una de ellas con una
funcién de potencia conocida (y dnica) que define la cantidad de energfa eléctrica generada como
una funcién del flujo de agua que llega a la turbina. El agua de arribo puede repartirse en diferentes
volimenes a cada turbina, asi que la meta es determinar cémo distribuir el agua entre las turbinas
para establecer la maxima produccion de energia total a cualquier razén de flujo.

Con base en evidencia experimental y la ecuacion de Bernoulli, se determinaron los modelos
cuadrdticos siguientes para la produccion de energia de cada turbina, junto con los flujos permisi-
bles de operacidn:

KW, = (—18.89 + 0.1277Q, — 4.08 - 107°07)(170 — 1.6 - 107°02)
KW, = (=24.51 + 0.13580, — 4.69 - 107°07)(170 — 1.6 - 10°°Q3)
KWs = (=27.02 + 0.1380Q; — 3.84 - 107°07)(170 — 1.6 - 107°Q2)

250 < Q, < 1110, 250 < Q, < 1110, 250 < Q; < 1225
donde
Q; = flujo por la turbina i en pies cubicos por segundo
KW, = energfa generada por turbina i en kilowatts
Qr = flujo total por la estacion en pies ctibicos por segundo

1. Si se usan las tres turbinas, se quiere determinar el flujo O, a cada turbina que dard la produccion

maéxima de energia total. Las limitaciones son que los flujos deben sumar el flujo de entrada

total y observar las restricciones dadas del dominio. En consecuencia, use multiplicadores de

Lagrange para determinar los valores para los flujos particulares (como funciones

de Or) que maximicen la produccién de energia total KW, + KW, + KW, sujeta a las restriccio-
nes O, + O, + Q; = Qry alas restricciones del dominio en cada Q,.

2, ;Para cuales valores de Qr es valido su resultado?

3. Para un flujo de entrada de 2500 pies*/s, determine la distribucién a las turbinas y verifique
(probando algunas distribuciones cercanas) que su resultado sea efectivamente un maximo.

4. Hasta ahora se ha supuesto que las tres turbinas estdn en operacion; ¢en algunas situaciones
es posible que se produzca mds energia usando solo una turbina? Haga una grafica de las
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tres funciones de energia y tsela para decidir si un flujo de entrada de 1000 pies®/s deberia
distribuirse a las tres turbinas o encauzarse solo a una. (Si determina que deberia usarse solo
una turbina, ;cudl de ellas seria?) (Y si el flujo fuera de Gnicamente 600 pies®/s?

A

Quiza para algunos niveles de flujo seria provechoso usar dos turbinas. Si el flujo de entrada
es de 1500 pies’/s, ;cudles dos turbinas recomendaria usar? Use multiplicadores de Lagrange
para determinar cdmo deberia distribuirse el flujo entre las dos turbinas para maximizar la
energia producida. Para este flujo, ;emplear dos turbinas es mds eficiente que usar las tres?

6. Si el flujo de entrada es de 3400 pies®/s, ;qué recomendaria a la gerencia de la estacién?

@3 repaso

VERIFICACION DE CONCEPTOS Las respuestas a la verificacion de conceptos se encuentran en las paginas finales del libro.
1. (a) ;{Qué es una funcién de dos variables? 12. Si z es definida implicitamente como una funcién de x y y por
(b) Describa tres métodos para visualizar una funcién una ecuacion de la forma F(x, y, z) = 0, ;como se determina
de dos variables. dz/dx y dz/dy?
2. ;Qué es una funcién de tres variables? ;Cémo puede 13. (a) Escriba una expresion como un limite para la derivada

visualizar una funcién de ese tipo? direccional de fen (x,, yo) en la direccién de un vector
unitario u = {a, b). ;Como se le interpreta como una
razén? ;Como se le interpreta geométricamente?

Iim  f(x,y) =L (b) Sifes derivable, escriba una expresion para
)=ab) D, f (xo, o) en términos de f, y f,.

3. (Qué significa la expresion siguiente?

¢Como podria demostrar que ese limite no existe? 14. (a) Defina el vector gradiente Vf para una funcién f de dos
o tres variables.
(b) Exprese D, fen términos de Vf.

(c) Explique la significacion geométrica del gradiente.

4. (a) (Qué significa decir que f'es continua en (a, b)?

(b) Sifes continua en R?, ;qué puede decir usted sobre

su grafica?

15. ;Qué significan los enunciados siguientes?
(a) ftiene un maximo local en (a, b).
(b) ftiene un maximo absoluto en (a, b).
(c) ftiene un minimo local en (a, b).
(d) ftiene un minimo absoluto en (a, b).
(e) ftiene un punto silla en (a, b).

5. (a) Escriba expresiones para las derivadas parciales f,(a, b)
y fila, b) como limites.
(b) (Cémo se interpreta fi(a, b) y f,(a, b) geométricamente?
(Como se les interpreta como razones de cambio?
(c) Sifix,y) estd dada por una formula, ;cémo se calcula f, y f,?
6. ;/Qué dice el teorema de Clairaut?

16. (a) Siftiene un maximo local en (a, b), ;qué puede decir usted
(Como se determina un plano tangente a cada uno de los sobre sus derivadas parciales en (a, b)?

tipos de superficies siguientes? (b) ;Qué es un punto critico de f?

(a) Una gréfica de una funcion de dos variables, z = f(x, y)

(b) Una superficie de nivel de una funcién de tres variables,
Flx,y,2) =k 18. (a) ({Qué es un conjunto cerrado en R?? ;Qué es un conjunto
acotado?

(b) Enuncie el teorema de valores extremos para funciones de
dos variables.

(c) {Coémo se determinan los valores que garantiza el teorema
9. (a) (Qué significa decir que fes derivable en (a, b)? de valores extremos?

(b) (Cdémo suele verificarse que f'es derivable?

17. Enuncie la prueba de la segunda derivada.

8. Defina la linealizacién de f'en (a, b). ;Cudl es la
correspondiente aproximacion lineal? ;Cudl es la
interpretacion geométrica de la aproximacion lineal?

19. Explique cdmo funciona el método de multiplicadores de
10. Siz = flx, y), {qué son las diferenciales dx, dy y dz? Lagrange para determinar los valores extremos de f(x, y, z)
11. Enuncie la regla de la cadena para el caso en el que sujeta a la restriccion g(x, y, z) = k. (Y si hubiera una segunda
z = f(x, y) y x y y son funciones de una variable. ;Y si restriccion h(x, y, z) = c?

xy y fueran funciones de dos variables?
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EXAMEN VERDADERO-FALSO

Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo
que refute el enunciado.

fla,y) = f(a, b)

1. fla.b) =1Ii
f(a, b) lim b

2. Existe una funcién f con derivadas parciales continuas de

segundo orden tales que fi(x, y) = x + Y’y f,(x, y) = x —

2
3. iy = of
- dx dy

4. Dkf(-x9 Y, Z) = fZ(-x9 Y, Z)
5. Si f(x,y) = L cuando (x, y) — (a, b) alo largo de todas las

rectas que pasan por (a, b), entonces lim, y @5 f(x,y) = L

6. Sif.(a, b)y f(a, b) existen, f es derivable en (a, b).

EJERCICIOS

7. Si f tiene un minimo local en (a, b) y fes derivable en (q, b),
entonces Vf (a, b) = 0.

8. Si fes una funcidn, entonces

lim 5 (x,y) = f(2,5)

9. Sif(x,y) = Iny, entonces Vf (x,y) = 1/y.
10. Si (2, 1) es un punto critico de f'y
[, D) £,2, 1) <[fo(2, D]
ftiene un punto silla en (2, 1).

11. Sif(x,y) = senx + sen y, entonces —/2 < D, f(x,y) < /2.

12. Sif{x, y) tiene dos maximos locales, f debe tener un minimo
local.

1-2 Determine y trace el dominio de la funcién.
1. f(x,y) =In(x +y+ 1)
2. flo,y) =4 —x2—y2 +J1 —x2

3-4 Trace la grifica de la funcién.

3. fley) =1-y°
4, f(x,y) =x>+ (y — 2)

5-6 Trace varias curvas de nivel de la funcion.
5. f(x,y) = Vax2+ y?

6. f(x,y) =¢e"+y

7. Haga un diagrama aproximado de un mapa de contorno para
la funcién cuya grafica se muestra.

m:“

SN
"a,'"., NS 77702

2 3‘\\\\3\0 ,,ll,,,,;g;\ ‘QQ"IIIII y
=

N "’ l :5,
el 'l'l"‘ ‘\\‘

8. Se muestra el mapa de contorno de una funcién f.
(a) Estime el valor de f{3, 2).

(b) (f: (3, 2) es positivo o negativo? Explique su respuesta.
(c) (Cudl es mayor, f, (2, 1) o f, (2, 2)? Explique su respuesta.

y
41
80
34 70
60
50

/(

9-10 Evalie el limite o demuestre que no existe.

. 2xy . 2xy
9. Ilim ———— 10. lim ————
(=11 x° + 2y (x,»—=0,0 x~ + 2y

11. Una placa de metal estd situada en el plano xy y ocupa el
rectangulo 0 < x < 10, 0 < y < §, donde x y y se miden
en metros. La temperatura en el punto (x, y) en la placa es
T(x, y), donde T se mide en grados Celsius. Temperaturas en
puntos igualmente espaciados se miden y registran en la tabla.
(a) Estime los valores de las derivadas parciales 7.(6,4)y
T,(6, 4). ;Cuéles son las unidades?



(b) Estime el valor de D, T(6, 4), donde u = (i + j) V2.
Interprete su resultado.

(c) Estime el valor de 7,6, 4).

Y 0 2 4 6 8

0 30 38 45 51 55

2 52 56 60 62 61

4 78 74 72 68 66

6 98 87 80 75 71

8 96 90 86 80 75

10 92 92 91 87 78

12. Halle una aproximacion lineal de la funcién de temperatura
T(x, y) del ejercicio 11 cerca del punto (6, 4). Usela después
para estimar la temperatura en el punto (5, 3.8).

13-17 Determine las primeras derivadas parciales.

u+ 2v
u? + v?

16. G(x,y,z) = e*sen(y/z)

13. flx,y) = (5y° + 2x%)* 14. g(u,v) =
15. F(a, B) = o’ In(a® + B?)

17. S(u, v, w) = u arctan(vy/w )

18. La velocidad del sonido a través de aguas ocednicas es una
funcién de la temperatura, la salinidad y la presion, que se
representa por la funcién

C = 1449.2 + 4.6T — 0.055T* + 0.000297"
+ (1.34 — 0.017)(S — 35) + 0.016D

donde C es la velocidad del sonido (en metros por segundo),
T la temperatura (en grados Celsius), S la salinidad (la con-
centracion de sales en partes por millar, lo que significa

el nimero de gramos de sélidos disueltos por cada 1000 g

de agua) y D la profundidad bajo la superficie marina (en me-
tros). Calcule dC/dT, dC/dS,y dC/dD cuando T = 10 °C,
S = 35 partes por millar y D = 100 m. Explique el significado
fisico de estas derivadas parciales.

19-22 Determine todas las segundas derivadas parciales de f.

2y

19. f(x,y) = 4x> — xy?

21. f(x,y,2) = x*ylz™

20. z = xe

22. v = rcos(s + 21)

. Jx 0z Jz
23. Siz = xy + xe’*, demuestre que x — + y— = xy + z.
ox dy
24. Siz = sen(x + sent), demuestre que

8z ¥z _ 8z 9%
dx dxot It Ix*
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25-29 Determine ecuaciones de (a) el plano tangente y (b) la
recta normal a la superficie dada en el punto especificado.

25. z =3x*—y*+2x, (1,-2,1)

26. z = ¢“cosy, (0,0,1)

27. x>+ 2y —322=3, (2,—-1,1)

28. xy +yz +zx =3, (I,1,1)

29. sen(xyz) = x + 2y + 3z, (2,—1,0)

30. Use una computadora para graficar la superficie z = x*> + y*

y su plano tangente y recta normal en (1, 1, 2) en la misma
pantalla. Elija el dominio y punto de vista de tal forma que
obtenga una vista completa de los tres objetos.

31. Halle los puntos en el hiperboloide x> + 4y> — 2> = 4 donde
el plano tangente es paralelo al plano 2x + 2y + z = 5.

32. Halle du si u = In(1 + se¥).

33. Halle la aproximacion lineal de la funcién
f(x,v,2) = x*/y? + z2 enel punto (2, 3, 4) y tisela para

estimar el ndmero (1.98)%y/(3.01)2 + (3.97)?.

34. Los dos lados de un tridngulo rectdngulo se miden como 5 m
y 12 m con un posible error de medicién de a lo sumo 0.2 cm
en cada una. Use diferenciales para estimar el error maximo
en el valor calculado de (a), el drea del tridngulo y (b) la
longitud de la hipotenusa.

35. Siu=x%3+ 2% donde x = p + 3p*, y = pe’ y z = p senp,
use la regla de la cadena para determinar du/dp.

36. Siv =x*seny + ye”,donde x = s + 2ty y = st, use la regla
de la cadena para determinar dv/ds y 9v/dt cuando s = 0y
t=1.

37. Suponga que z = f(x, y), donde x = ¢(s, 1), y = h(s, 1),
9(1,2) = 3,9(1,2) = =1, 9(1,2) = 4, (1, 2) = 6,
n(1,2) = =5, h(1,2) = 10,£(3.6) = 7.y £(3.6) = 8.
Determine dz/ds y dz/dt cuando s = 1yt = 2.

38. Use un diagrama de drbol para escribir la regla de la cadena
parael casoenel que w = f (¢, u, v), t = t(p, q, 1, 5),
u=u(p,q,r, s)yv=u(p,q,r, s) son todas ellas funciones
derivables.

39. Siz =y + f(x* — y?), donde fes derivable, demuestre que

Jz Jz
y—+tx—=x
dx dy
40. La longitud x de un lado de un tridngulo aumenta a razén de
6 cm/s, la longitud y de otro lado disminuye a razén de 4 cm/s
y el angulo contenido 6 aumenta a razén de 0.05 radianes/s.
(Qué tan rdpido cambia el drea del tridngulo cuando x = 80 cm,
y=100cmy 6 = 7/6?

41. Siz = f(u, v), donde u = xy, v = y/xy f tiene segundas
derivadas parciales continuas, demuestre que
2 2 2
, 07z , 07z 0z 0z

X" = = —4uv + 20—
Y 9y u 9o 81)
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Jz 0z
42. Sicos(xyz) = 1 + x3* + 22, determine — y —.
dx © dy

43, Determine el gradiente de la funcién f(x, y, z) = x%”*".
44. (a) ;Cudndo es un maximo la derivada direccional de f?
(b) ¢(Cudndo es un minimo?

(c) (Cuéndo es de 0?
(d) ¢(Cuéndo es de la mitad de su valor maximo?

45-46 Determine la derivada direccional de fen el punto dado en
la direccién indicada.

45. f(x,y) = x% >, (—2,0), en direccién al punto (2, -3)

46. f(x,y,z) = x’y + x+/1 + z, (1,2, 3), en la direccién de
v=2i+j-2k

47. Determine la maxima razén de cambio de f(x, y) = x*y + \/;
en el punto (2, 1). (En qué direccién ocurre?

48. Determine la direccion en la que f(x, y, z) = ze™ aumenta
mds rapido en el punto (0, 1, 2). ;Cudl es la razén de
incremento maxima?

49. El mapa de contorno muestra la velocidad del viento en
nudos durante el huracdn Andrew el 24 de agosto de 1992.
Uselo para estimar el valor de la derivada direccional de la
velocidad del viento en Homestead, Florida, en la direccion
del ojo del huracan.

70

60 670 9 80/ /65 I;Iomestead
55\93 75
60
55
e 50
£
E 45
g 40
5 35
(&5)
©
o
a *Key West =
I N I E—

0 10 20 30 40
(Distancia en millas)

50. Encuentre ecuaciones paramétricas de la recta tangente en el
punto (-2, 2, 4) a la curva de interseccion de la superficie y
el plano z = 4.

51-54 Encuentre los valores maximo y minimo locales y los
puntos silla de las funciones. Si tiene software de graficacién
tridimensional, grafique la funcién con un dominio y perspectiva
que revele todos los aspectos importantes de la funcion.

51. f(x,y) =x*—xy + y>+ 9x — 6y + 10

52. f(x,y) = x* — 6xy + 8y*
53. f(x,y) = 3xy — x’y — xy’
54. f(x,y) = (x* + y)e

55-56 Encuentre los valores maximo y minimo absolutos de fen
el conjunto D.

55. f(x,y) = 4xy®> — x’y> — xy*; D es la region triangular
cerrada en el plano xy con vértices (0, 0), (0, 6) y (6, 0)

56. f(x,y) = ¢ 7 (x* + 2y%); Desel discox* + y* < 4

™ 57. Use una grifica o curvas de nivel o ambas para estimar los

valores maximos y minimos locales y puntos silla de
f(x,y) =x— 3x + y* — 2y% Use después célculo para
determinar con precision esos valores.

4 58. Use una calculadora graficadora o computadora

(o el método de Newton, o un sistema algebraico
computacional) para determinar los puntos criticos de
f(x,y) =12 + 10y — 2x*> — 8xy — y* con tres decimales.
Clasifique después los puntos criticos y determine el punto
mds alto en la grafica.

59-62 Use multiplicadores de Lagrange para determinar los
valores maximos y minimos de f'sujeta a las restricciones dadas.

59. f(x,y) = x’y; x*+y*=
1

60. f(x,y) = —+
x

61. f(x,y,z) =xyz; x*+y>+z2=3
62. f(x,y,z) = x>+ 2y* + 3z%
x+ty+z=1, x—y+2z2=2

63. Halle los puntos en la superficie xy*z* = 2 que estdn mds
cerca del origen.

64. Un paquete en forma de una caja rectangular puede
enviarse por el Us Postal Service si la suma de su longitud
y circunferencia (el perimetro de una seccion transversal
perpendicular a la longitud) es a lo sumo de 108 pulgadas.
Halle las dimensiones del paquete con el mayor volumen que
es posible enviar.

65. Un pentdgono se forma colocando un tridngulo isésceles
sobre un rectangulo, como se muestra en la figura. Si el
pentagono tiene perimetro fijo P, halle las longitudes de los
lados del pentdgono que maximicen su drea.




Problemas adicionales

1. Un rectdngulo con longitud L y ancho W es cortado en cuatro rectdngulos mds pequefios por
dos rectas paralelas a los lados. Determine los valores mdximo y minimo de la suma de los
cuadrados de las areas de los rectdngulos menores.

N

Bidlogos marinos han determinado que cuando un tiburdén detecta la presencia de sangre en
el agua, nadard en la direccién en la que la concentracion de la sangre aumenta mds rapido.
Con base en ciertas pruebas, la concentracién de sangre (en partes por millén) en un punto
P(x, y) en la superficie del mar se aproxima mediante

C(x y) — e—(,v34r2y3)/104

donde x y y se miden en metros en un sistema de coordenadas rectangulares con la fuente de

sangre en el origen.

(a) Identifique las curvas de nivel de la funcién de concentracion y trace varios miembros
de esta familia junto con una trayectoria que un tiburén seguird a la fuente.

(b) Suponga que un tiburdn estd en el punto (x,, y) cuando detecta por primera vez la
presencia de sangre en el agua. Determine una ecuacion de la trayectoria del tiburén
estableciendo y resolviendo una ecuacién diferencial.

3. Una pieza larga de una hoja metdlica galvanizada con ancho w debe doblarse en forma simé-
trica con tres lados rectos para hacer una canaleta de agua de lluvia. Una seccion transversal
se muestra en la figura.

(a) Determine las dimensiones que permitan el maximo flujo posible; es decir, halle las
dimensiones que den la mdxima drea transversal posible.
(b) ¢Seria mejor doblar el metal para formar la canaleta con una seccidn transversal circular?

w—2x

4. ;Para cudles valores del nimero r la funcién siguiente es continua en R3?

(x+y+z27 |
Fap2) = ﬁ si(x,y,2) #(0,0,0)
0 si(x,y,z) =(0,0,0)

5. Suponga que fes una funcion derivable de una variable. Demuestre que todos los planos
tangentes a la superficie z = xf(y/x) intersecan en un punto comun.

6. (a) El método de Newton para aproximar una solucién de un sistema de ecuaciones
fix) = 0 (véase la seccion 4.8) puede adaptarse para aproximar una solucién de un sistema
de ecuaciones f{x, y) = 0y g(x, y) = 0. Las superficies z = fix, y) y z = g(x, y) se
intersecan en una curva que interseca el plano xy en el punto (r, s), la cual es la solucién
del sistema. Si una aproximacion inicial (x,, y,) estd cerca de este punto, los planos tan-
gentes a las superficies en (x,, y;) se intersecan en una recta que interseca el plano xy en
un punto (x,, y,), el que deberfa estar mds cerca de (r, s). (Compare con la figura 4.8.2.)
Demuestre que

_ f9y — 19 N A7
X2 = X y Y2 =0

ey = [y 9x fedy — f19x

donde f, g y sus derivadas parciales se evaldan en (x,, y,). Si continta este procedimiento,
se obtendran sucesivas aproximaciones (x,, y,).

(b) Fue Thomas Simpson (1710-1761) quien formulé el método de Newton tal como se
conoce ahora y quien lo prolongé a funciones de dos variables como en el inciso (a).
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(Véase la biografia de Simpson en la pagina 520.) El ejemplo que dio para ilustrar el
método fue resolver el sistema de ecuaciones

x*+ y¥ = 1000 x¥+ y* =100

En otras palabras, determind los puntos de interseccién de las curvas en la figura. Use el
método del inciso (a) para determinar las coordenadas de los puntos de interseccién con

seis decimales.

y
x* 4y = 1000
4+
4y =100
21
0 2 4 X

7. Silaelipse x*/a® + y*/b* = 1 debe encerrar al circulo x> + y* = 2y, ;qué valores de a y b
minimizan el drea de la elipse?

8. Demuestre que el valor maximo de la funcién

_ (ax + by + ¢)
floy) = x>+ y2+1

esa’+ b* +
Sugerencia: un método para atacar este problema es usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
la-b|=<]a[|b]

(Véase el ejercicio 12.3.61.)
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15 Integrales multiples

Los tumores, como el

que se muestra, han sido
modelados como “esferas
con protuberancias”. En el
ejercicio 47 de la seccion
15.8 se le pedira calcular el
volumen encerrado por una
superficie de este tipo.

© Juan Gaertner/Shutterstock.com

EN ESTE CAPITULO SE PROLONGARA 1a idea de una integral definida a las integrales dobles
y triples de funciones de dos o tres variables. Estas ideas se usaran después para calcular
volimenes, masas y centroides de regiones mads generales que las que se pudieron considerar en
los capitulos 6 y 8. También se usardn integrales dobles para calcular probabilidades cuando dos
variables aleatorias estdn implicadas.

Se verd que las coordenadas polares son ttiles para calcular integrales dobles en algunos tipos
de regiones. En forma similar, se presentardn dos nuevos sistemas de coordenadas en el espacio
tridimensional —las coordenadas cilindricas y las coordenadas esféricas— que simplifican enor-
memente el cdlculo de integrales triples en ciertas regiones s6lidas de ocurrencia comun.

987




988

15.1

FIGURA 2

CAPITULO 15 Integrales multiples

Integrales dobles en rectangulos

FIGURA 1

Asi como el intento de resolver el problema del drea condujo a la definicién de una inte-
gral definida, ahora se buscard determinar el volumen de un sélido y llegar en el proceso
a la definicion de una integral doble.

B Repaso de la integral definida

Recuerde primero los elementos basicos concernientes a las integrales definidas de fun-
ciones de una variable. Si f(x) se define para ¢ < X < b, se comienza dividiendo el inter-
valo [a, b] en n subintervalos [x;_, x;] de igual ancho Ax = (b — a)/n y se eligen puntos
de muestra x¥ en estos subintervalos. Luego se forma la suma de Riemann

a gnlﬂx,*) Ax

y se toma el limite de esas sumas como n — o para obtener la integral definida de f de
aab:

2] f "f(x) dx = lim 2 () Ax

En el caso especial en que f(x) = 0, la suma de Riemann puede interpretarse como la
suma de las dreas de los rectdngulos de aproximacion de la figura 1, y | : f(x) dx representa
el area bajo lacurvay = f(x) de a a b.

y
Ax
[
i\ 1 | N
I ] 1 ' ' I
| | 1 1| ||| :
| | [ | : I | :\
| | Lo |
| | clo ] e |
| | Lo | I [ I |
| | Lo | I | | |
| | Lo | | | | |
| | Ll | | | | |
0 a] X, T X, Ix3 x,_lI X; X, I b X
x¥ x5 x5 xF X

@ Volimenes e integrales dobles
En forma similar, si se considera una funcién f'de dos variables definida en un rectingulo
cerrado

R=[a, bl x[c.d] ={(x.y) ER*|a<x<bc<y=<d

y se supone primero que f(x, y) = 0. La gréfica de f es una superficie con ecuacién
z = f(x, y). Sea S el sélido que se encuentra arriba de R y bajo la gréfica de f, es decir

S={xy2)ER|0=z=f(xy), (xy) ER}

(Véase la figura 2.) La meta es determinar el volumen de S.

El primer paso es dividir el rectingulo R en subrectangulos. Se hace esto dividiendo
el intervalo [a, b] en m subintervalos [x;_, x;] de igual ancho Ax = (b — a)/m y divi-
diendo [c, d] en n subintervalos [y;_,, y;] de igual ancho Ay = (d — ¢)/n. Al dibujar lineas
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paralelas a los ejes de coordenadas que pasan por los puntos extremos de esos subinter-
valos, se forman los subrectingulos

Ry = [xi—1, ;] X [y-1, 3] = {(X, V]xiiSx<ux, y1sSys yj}

cada uno con drea AA = Ax Ay, como en la figura 3.

y
d {ei] (Xisyj)
_______ .T- T SRRt
_______ .
S
. . M . / . o o ® o
o yj_ _______ oo . . . . ol o | e ()67’ y’;j)
Ayi ) . . . . . *.(/- . o o
yj_l _______ ° . - . - . . . - .
_______ . . o . . . . .
br® .
Nhb—————— . - .- -
Ch——— * 0 . . .
ey
I I N N R R R
I N N R R A
I I I |
FIGURA 3 0 a x X Xioy X b x
—
Ax

Division de R en subrectdngulos

Si se elige un punto muestra (x;}, y;¥) en cada Ry, se puede aproximar la parte de S
ubicada sobre cada R; mediante una fina caja rectangular (o “columna”) con base R; y
altura f(x;¥, y¥), como se muestra en la figura 4. (Compare con la figura 1.) El volumen
de esta caja es la altura de la caja multiplicada por el drea del rectdngulo base:

ff, yif) AA

Si se sigue este procedimiento para todos los rectdngulos y se suman los volimenes de
las cajas correspondientes, se obtendra una aproximacion del volumen total de S:

n

i, yii) AA

M=

3) V=

i=1 j=1

(Véase la figura 5.) Esta doble suma significa que para cada subrectdngulo se evalda fen
el punto elegido y se multiplica por el drea del subrectdngulo, y después se suman los

resultados.

F i)

— d

FIGURA 4 FIGURA 5
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El significado del doble limite en la
ecuacién 4 es que se puede hacer

la doble suma lo mds cercana que se
quiera al nimero V [para cualquier
seleccion de (x/f, y¥) en R;] tomando m
y n lo suficientemente grandes.

Note la semejanza entre la definicién 5
y la definicién de una integral en la
ecuacion 2.

Aunque se ha definido la integral
doble dividiendo R en subrectdngulos
de igual tamafio, se podria haber usado
subrectdngulos R; de tamaiio desigual.
Pero luego se tendria que cerciorar de
que todas sus dimensiones se aproxi-
maran a cero en el proceso limite.

La intuicién dice que la aproximacién dada en (3) mejora cuando m y n se vuelven
mas grandes, de modo que seria de esperar que

@ V= lim > fx,yi) AA

MmN =] j=1

Se usa la expresion en la ecuacion 4 para definir el volumen del s6lido S que se encuentra
bajo la gréfica de f'y arriba del rectdngulo R. (Se puede demostrar que esta definicion es
congruente con la férmula para el volumen en la seccién 6.2.)

Limites del tipo que aparece en la ecuacién 4 ocurren con frecuencia, no solo en la
determinacién de volimenes, sino también en una amplia variedad de otras situaciones
(como se verd en la seccidon 15.4) aun si f no es una funcion positiva. Asi, se hace la
definicién siguiente.

@ Definicion La integral doble de fen el rectangulo R es

[[eyda= 1im 33 re, v aa

% i=1j=1

si este limite existe.

El significado preciso del limite en la definicién 5 es que para cada nimero € > 0
existe un entero N, tal que

([ £ da -3 3 sty aa | <

R i=1 j=1

para todos los enteros m y n mayores que N 'y para cualquier seleccién de puntos muestra
(xif, y¥) en Ry

Una funcién f se llama integrable si el limite de la definicién 5 existe. En cursos
de célculo avanzado se demuestra que todas las funciones continuas son integrables. De
hecho, la integral doble de fexiste siempre y cuando f “no sea demasiado discontinua”. En
particular, si festd acotada en R [es decir, si hay una constante M, tal que | f(x, y) | < M para
todas las (x, y) en R] y fes continua ahi, excepto en un ndmero finito de curvas suaves, f
es integrable en R.

El punto muestra (x;}, y¥) puede ser elegido como cualquier punto en el subrectdn-
gulo R;;, pero si se escoge en el extremo superior derecho de R;; [es decir (x;, y;), véase la
figura 3], la expresion para la integral doble luce mds simple:

m n

6] [[feyda= 1im 3 3 fxy) A4

i=1 j=1

Al comparar las expresiones dadas en la ecuacién 4 y la definicién 5, se ve que un
volumen puede escribirse como una integral doble:

Sif(x,y) = 0, el volumen V del s6lido que se encuentra arriba del rectangulo R y bajo
la superficie z = f(x, y) es

V= ﬂf(x,y)dA




2 2,2)

FIGURA 7

FIGURA 8

Las aproximaciones por la suma de
Riemann del volumen bajo

z =16 — x* — 2y* se vuelven mds
acertadas conforme m y n aumentan.
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La suma de la definicién 5,

n

> 2 flxif, vi) AA

i= =1

se llama doble suma de Riemann y se usa como una aproximacién del valor de la inte-
gral doble. [Nétese lo parecida que es a la suma de Riemann en (1) para una funcién de
una variable.] Si fresulta ser una funcién positiva, la doble suma de Riemann representa
la suma de los volimenes de las columnas, como en la figura 5, y es una aproximacién
del volumen bajo la grifica de f.

EJEMPLO 1 Estime el volumen del sélido que se encuentra arriba del cuadrado

R =[0,2] X [0, 2] y bajo el paraboloide eliptico z = 16 — x*> — 2y% Divida R

en cuatro cuadrados iguales y elija como punto muestra el extremo superior derecho
de cada cuadrado R;. Trace el sélido y las cajas rectangulares de aproximacion.

SOLUCION Los cuadrados se muestran en la figura 6. El paraboloide es la gréfica de
fx,y) = 16 — x> — 2y* y el drea de cada cuadrado es AA = 1. Al aproximar el volumen
por la suma de Riemann con m = n = 2, se tiene

[S)

V= E f('xi’ y/) AA

2
i=1 j=1

1

= F(1,1)AA + F(1,2) AA + £(2, ) AA + f(2,2) AA

13(1) + 7(1) + 10(1) + 4(1) = 34

Este es el volumen de las cajas rectangulares de aproximacion que se muestran en la
figura 7. [ |

Se obtienen mejores aproximaciones del volumen del ejemplo 1 si se aumenta el
nimero de cuadrados. La figura 8 muestra cémo las columnas comienzan a parecerse
mads al sélido real y las aproximaciones correspondientes se vuelven cada vez mds acer-
tadas cuando se usa 16, 64 y 256 cuadrados. En el ejemplo 7 se demostrard que el volu-
men exacto es 48.

(@ m=n=4,V~415 (b) m=n=8,V~44.875 () m=n=16,V ~ 46.46875

EJEMPLO2 SiR ={(x,y)| -1 s x <1, —2 < y < 2}, evalde la integral

[T aa
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SOLUCION Serfa muy dificil evaluar directamente esta integral a partir de la defini-
cién 5 pero, debido a que /1 — x2 = 0, se puede calcular la integral interpretandola
como un volumen. Siz = /1 — x?, entonces x> + z> = 1 y z = 0, asi que la doble
integral dada representa el volumen del s6lido S que se encuentra bajo el cilindro
circular x* + z*> = 1 y arriba del rectdngulo R. (Véase la figura 9.) El volumen de S es
el drea de un semicirculo con radio 1 multiplicada por la longitud del cilindro. Asi,

[[VT="aa=3my x4 =2m -
R

(1,0,0) ©,2,0) Y

FIGURA 9
@ Laregla del punto medio

Los métodos que se usan para aproximar integrales simples (la regla del punto medio,
la regla del trapecio, la regla de Simpson) tienen contrapartes para las integrales dobles.
Aqui solo se considerard la regla del punto medio para integrales dobles. Esto significa
que se usard una doble suma de Riemann para aproximar la integral doble, en la que
como punto muestra (x;}, y;¥) en R; se elige el centro (x;, y;) de R;. En otras palabras, X; es
el punto medio de [x;—;, x;] y y; es el punto medio de [y;-;, y;].

Regla del punto medio para integrales dobles

m n

fj fley)da =3 3 [, 5) AA

i=1 j=1

donde X; es el punto medio de [x;-,, x;] y ; es el punto medio de [y;-,, y;].

EJEMPLO 3 Use la regla del punto medio con m = n = 2 para estimar el valor
de laintegral ||, (x — 3y®) dA,donde R = {(x,y) |0 s x< 2,1 sy <2}

y SOLUCION Al usar la regla del punto medio con m = n = 2, se evalda

f(x,y) = x — 3y? en los centros de los cuatro subrectingulos que aparecen en
2,2) la figura 10. Asi, x; = %, Xy = %, v = 451, yy, = 471. El drea de cada subrectdngulo
°R, °*R,, es AA = % En consecuencia,

[\S)

* Ry * Ry

—_ MW

[Jx = 3y*yan = i ﬁ)f(;,-,yj) AA

=1 j=1

= f(xXi, ) AA + f(x1, 3,) AA + £, 31) AA + f(x2, y2) AA
=f(5.3)AA +£(5, 1) AA + £(3,3) AA + (3, 7) AA
FIGURA 10 <R R R R

[\CY S ——
=

—< = —11.875

Asf se tiene f (x — 3y*) dA ~ —11.875 -
R

Niimero de Aproximacion NOTA En el ejemplo 5 se verd que el valor exacto de la integral doble del ejemplo 3
subrectdngulos | porlaregladel | es —12. (Recuerde que la interpretacién de una integral doble como un volumen es
punto medio valida solo cuando el integrando f'es una funcién positiva. El integrando del ejemplo 3

—11.5000 no es una funcién positiva, asi que su integral no es un volumen. En los ejemplos 5 y 6 se

4 —11.8750 estudiard como interpretar integrales de funciones que no siempre son positivas en térmi-

16 —11.9687 nos de volimenes.) Si se sigue dividiendo cada subrectingulo de la figura 10 en cuatro mas

64 —11.9922 pequefios de forma similar, se obtendrén las aproximaciones por la regla del punto medio

256 —11.9980 que se presentan en la tabla al margen. Note como estas aproximaciones se acercan al
1024 —11.9995 valor exacto de la integral doble, —12.

—_
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@ Integrales iteradas
Recuerde que suele ser dificil evaluar directamente integrales simples a partir de la defi-
nicién de una integral, pero el teorema fundamental del cdlculo proporciona un método
mucho mas ficil. La evaluacion de integrales dobles con base en los principios elemen-
tales es atin més dificil, pero aqui se verd cémo expresar una integral doble como una
integral iterada, la que después puede evaluarse calculando dos integrales simples.
Suponga que f es una funciéon de dos variables integrable en el rectidngulo
R = [a, b] X [c, d]. Se usa la notacién |? f(x, y) dy para indicar que x se mantiene fija
y que f(x, y) se integra con respecto a yde y = ¢ ay = d. Este procedimiento se llama
integracion parcial con respecto a y. (Adviértase su semejanza con la derivacion par-
cial.) Ahora j‘f f(x, y) dy es un nimero que depende del valor de x, asi que define a una
funcién de x:

A(x) = f fif(x, y)dy

Si integra ahora la funcién A con respecto a x de x = a a x = b, se obtiene
b b| pd
J; A(x) dx = L [L f(x,y) dy] dx

La integral en el miembro derecho de la ecuacion 7 se llama integral iterada. Usual-
mente se omiten los corchetes. Asi,

["[reeyyayax={" [ [ reey) dy] dx

significa que primero se integra con respecto a y de ¢ a d, y después con respecto a x de
aab.
De igual forma, la integral iterada

B [ [orteacas = [°| [ ey o

significa que primero se integra con respecto a x (considerando a y como si fuera cons-
tante) de x = a a x = b, y después se integra la funcién resultante de y con respecto a
ydey = cay = d. Note que en las ecuaciones 8 y 9 se trabaja de adentro hacia fuera.

EJEMPLO 4 Evalie las integrales iteradas

(a) jj f f X%y dy dx (b) f J: X%y dx dy

SOLUCION
(a) Considerando a x como una constante, se obtiene

2 ]2 2 2
2 2 _|.2Y Y LY 5
dv = RN - i )3
J‘lxyy |:x z]yl x<2> x<2> 2t

Asi, la funcién A en el andlisis precedente estd dada por A(x) = %xz en este ejemplo.
Ahora integre esta funcién de x de 0 a 3:

f(j flz x'y dy dx = j(j |:J‘12 x’y dy:| dx

Prea=t|=2
, 2% ax 2 |72
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El teorema 10 debe su nombre al mate-
matico italiano Guido Fubini (1879-
1943), quien comprob6 una version
muy general de este teorema en 1907.
Pero la versién para funciones conti-
nuas fue conocida por el matematico
francés Augustin-Louis Cauchy casi un
siglo antes.

FIGURA 11

Visual 15.1 ilustra el teorema de
Fubini mostrando una animacién
de las figuras 11y 12.

FIGURA 12

(b) Aqui integre primero con respecto a x:

Fivaar = fevao- [ [5]

Observe que en el ejemplo 4 se obtuvo la misma respuesta ya sea que se integrara
primero con respecto a y o x. En general, resulta que las dos integrales iteradas de las ecua-
ciones 8 y 9 siempre son iguales (véase el teorema 10); es decir, el orden de la integracién
no importa. (Esto es similar al teorema de Clairaut sobre la igualdad de las derivadas par-
ciales mixtas.)

El teorema siguiente da un método practico para evaluar una integral doble expresan-
dola como una integral iterada (en cualquier orden).

Teorema de Fubini Si fes continua en el rectdngulo
R={(x,y)|a<x<b,c<y<=<d} entonces

[[reyan=["["reey dyax = [*["f(x.y) dxay

En términos mds generales, esto es cierto si se supone que festd acotada en R,
fes discontinua solo en un niimero finito de curvas suaves y las integrales iteradas
existen.

La comprobacion del teorema de Fubini es demasiado dificil para incluirla en este
libro, pero se puede dar, al menos, una indicacién intuitiva de por qué es cierto para el
caso en el que f(x, y) = 0. Recuerde que si f'es positiva, se puede interpretar la integral
doble ([, f(x, ) dA como el volumen V del sélido S que se encuentra arriba de R y bajo la
superficie z = f(x, y). Pero se tiene otra férmula que se usa para determinar el volumen
en el capitulo 6, a saber

V= Lb A(x) dx

donde A(x) es el drea de una seccion transversal de S en el plano que pasa por x per-
pendicular al eje x. En la figura 11 puede verse que A(x) es el drea bajo la curva C cuya
ecuacion es z = f(x, y), donde x se mantiene constante y ¢ <y < d. Por tanto,

AW = [ fxy) dy
y se tiene

ﬂf(x, y)dA =V = Lb A(x) dx = Lb f:lf(x, v) dy dx

R

Un argumento similar, usando secciones transversales perpendiculares al eje y como el
que se muestra en la figura 12, demuestra que

[[reeyyaa = [* "oy dxay

R
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EJEMPLO 5 Evalte la integral doble [, (x — 3y?) dA, donde
R={(xy)|0<x=<2,1<ys= 2} (Compare con el ejemplo 3.)

SOLUCION EIl teorema de Fubini da

” (x — 3y*)dA = joz jlz (x — 3yY)dydx = f: [xy - yﬂfj dx

R

2 2
Ifz(x—7)dx=x——7x =—12
0 2 o

SOLUCION 2 Al aplicar de nuevo el teorema de Fubini, pero esta vez integrando
primero con respecto a x, se tiene

H (x — 3y?)dA = f LZ (x — 3y?)dxdy

R

) P x=2

= j [x_ - 3xy2] dy

1 2 x=0
Note la respuesta negativa en el ejem- _ r (2 — 6y2)dy = 2y — 2y3]2 - 12 m
plo 5; no hay nada incorrecto en ella. 1 !
La funcién f'no es una funcidén positiva,
asi que su integral no representa un
volumen. De la figura 13 se deduce
que f siempre es negativa en R, de M
manera que el valor de la integral es la \
negativa del volumen que estd sobre
la gréfica de f'y bajo R.

FIGURA 13

Para una funcién f que adopta valores EJEMPLO 6 Evalde [, y sen(xy) dA, donde R = [1, 2] X [0, 7r].
tanto positivos como negativos,

([ f(x, ) dA es una diferencia de
volimenes: V, — V,, donde V, es

SOLUCION Si se integra primero con respecto a x, se obtiene

el volumen sobre R y bajo la grafica fj ysen(xy) dA = fﬁ fz ysen(xy) dx dy
de fy V, es el volumen bajo R y sobre o 0-J

la gréfica. El hecho de que la integral \_:2

del ejemplo 6 sea O significa que ambos = jow [—COS( xy)];cZI dy

volimenes V, y V, son iguales.
(Véase la figura 14.)

foﬂ (—cos 2y + cosy) dy
_ 1 T_
= —3sen2y + seny]0 =0 [ |

NOTA Si se invierte el orden de integracidn y se integra primero con respecto a y en
el ejemplo 6, se obtiene

jJ ysen(xy) dA = f foﬁ ysen(xy) dy dx

R

FIGURA 14 pero este orden de integracién es mucho mds dificil que el método dado en el ejem-
plo, porque implica integracion por partes dos veces. Asi, al evaluar integrales dobles
resulta prudente elegir el orden de integracién que producird integrales mas simples.
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EJEMPLO 7 Determine el volumen del sélido S acotado por el paraboloide eliptico
x*+2y*> + z =16, los planos x = 2y y = 2, y los tres planos de coordenadas.

SOLUCION Se observa primeramente que S es el s6lido que se encuentra bajo la
superficie z = 16 — x*> — 2)? y sobre el cuadrado R = [0, 2] X [0, 2]. (Véase

la figura 15.) Este sélido se consider6 en el ejemplo 1, pero ahora se estd en
condiciones de evaluar la integral doble usando el teorema de Fubini. Por tanto,

V= ﬂ (16 — x> — 2y*)dA = foz foz (16 — x> — 2y*)dx dy
R

FIGURA 15

x=2

= f; [16x = §x = 2y%]_, dy

2

= 7% - 4y*)ay = [y — 4] = 48 -

En el caso especial en que f(x, y) pueda factorizarse como el producto tinicamente de
una funcién de x y solamente una funcion de y, la integral doble de f puede escribirse
en una forma particularmente simple. En especifico, suponga que f(x, y) = g(x)h(y) y
R = [a, b] X [c, d]. Entonces, el teorema de Fubini da

d (b d b
[[reyyan=["[" g0on(y) dxay = | [ ["g00h(y) dx] dy
R C a c a
En la integral interior, y es una constante, asi que A(y) es una constante y se puede escribir

f [Lb g(x)h(y) dx] dy = Ld [h(y)<fab g(x) dx)] dy = Lb g(x) dx Ld h(y) dy

puesto que ﬁ’g(x) dx es una constante. Asi, en este caso la integral doble de f puede escri-
birse como el producto de dos integrales simples:

‘ [11] jj g h(y) dA = ng(x) dx th(y) dy donde R = [a, b] X [c, d]

EJEMPLO 8 SiR = [0, /2] X [0, 7/2], entonces, por la ecuacién 11,

H senx cosydA = fov/z sen x dx foﬂ/z cos ydy
R

/2
0

w/2

[seny] =1-1=1 |

0

Y

La funcién f(x, y) = sen x cos y del
ejemplo 8 es positiva en R, asi que
la integral representa el volumen del
solido sobre R y bajo la gréfica de f
que aparece en la figura 16.

FIGURA 16




FIGURA 17

FIGURA 18
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@ Valor promedio
Recuerde de la seccién 6.5 que el valor promedio de una funcién f de una variable defi-
nida en un intervalo [a, b] es

1 b
foom= 5= | 1) dx

=5
En forma similar, se define el valor promedio de una funcién f de dos variables delimi-
tadas en un rectangulo R como

o= gy 1] 700 da

donde A(R) es el area de R.
Sif(x,y) = 0, la ecuacién

AR) X foom = [[ 1. 3) da

indica que la caja con base R y altura f,,.n tiene el mismo volumen que el sélido bajo la
gréafica de f. [Si z = f(x, y) describe una regién montafiosa y se cortan las cimas de las
montafias en la altura f,,., se pueden usar para rellenar los valles a fin de que la regién
se vuelva completamente plana. Véase la figura 17.]

EJEMPLO 9 El mapa de contorno de la figura 18 muestra la altura en pulgadas de la
nieve que cay6 en el estado de Colorado durante el 20 y 21 de diciembre de 2006. (Ese
estado tiene la forma de un rectdngulo que mide 388 millas de oeste a este y 276 millas
de sur a norte.) Use el mapa de contorno para estimar la nevada promedio en todo el
estado de Colorado en esos dias.

A"

8 1

) -

SOLUCION Sitde el origen en la esquina suroeste de ese estado. Entonces
0=x=2388,0=<y=276y f(x, y) es la caida de nieve, en pulgadas, en un lugar

a x millas al este y a y millas al norte del origen. Si R es el rectingulo que representa a
Colorado, la nevada promedio para ese estado del 20 al 21 de diciembre fue

L
AR)

© 2016 Cengage Learning®
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donde A(R) = 388 - 276. Para estimar el valor de esta integral doble, se usa la regla del
punto medio con m = n = 4. En otras palabras, se divide R en 16 subrectangulos de igual
tamafio, como en la figura 19. El drea de cada subrectangulo es

AA = {£(388)(276) = 6693 mi*
276
0 b/ E \*/\

.&Oso e

\\ T

388 X

o |© 2016 Cengage Learning®

FIGURA 19

Usando el mapa de contorno para estimar el valor de f'en el centro de cada subrectan-
gulo, se obtiene

4

[[reyyan =3 3 £ 5) Aa
R =

1 j=1

~AA[0O+15+8+7+2+25+ 185+ 11
+45+28+ 17+ 135+ 12+ 15+ 17.5 + 13]

= (6693)(207)

(6693)(207)

3s8)276) 12

Por tanto, Jorom ==

El1 20y 21 de diciembre de 2006, Colorado recibié un promedio de aproximadamente

13 pulgadas de nieve. u
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15.1 EJERCICIOS

1. (a) Estime el volumen del sélido que se encuentra bajo la y
superficie z = xy y sobre el rectingulo 4
R={xy|0<x<60<y<4} 100 0 0 10 20 30

Use la suma de Riemann con m = 3, n = 2y elija como
punto muestra la esquina superior derecha de cada cuadrado.

(b) Use laregla del punto medio para estimar el volumen del 2 10
so6lido del inciso (a). 20
2. SiR =10,4] X [—1, 2], use la suma de Riemann con 30
m =2, n =3 para estimar el valor de [[, (1 — xy?) dA.
Elija como puntos muestra (a) las esquinas inferiores 0 2 4 x
derechas y (b) las esquinas superiores izquierdas de los
rectdngulos.

8. El mapa de contorno muestra la temperatura, en grados
Fahrenheit, a las cuatro de la tarde del 26 de febrero de 2007
en Colorado. (Este estado mide 388 millas de oeste a este y
276 millas de sur a norte.) Use la regla del punto medio con
m = n = 4 para estimar la temperatura promedio en Colorado
a esa hora.

3. (a) Usela suma de Riemannconm =n = 2
para estimar el valor de j‘J‘R xe ™ dA, donde
R = [0, 2] X [0, 1]. Elija como puntos muestra
las esquinas superiores derechas.
(b) Use laregla del punto medio para estimar la integral
en el inciso (a).

4. (a) Estime el volumen del s6lido que se encuentra bajo
la superficie z = 1 + x> + 3y y sobre el rectdngulo
R =11, 2] X [0, 3]. Use la suma de Riemann con
m = n = 2y elija como puntos muestra las esquinas
inferiores izquierdas.
(b) Use laregla del punto medio para estimar el volumen
del inciso (a).

5. Sea Vel volumen del sélido que se encuentra bajo la grafica
de f(x, y) = v/52 — x* — y2 y sobre el rectangulo dado por
2<sx<=4,2<y=<6.Uselasrectasx = 3yy =4 para
dividir R en subrectdngulos. Sean Ly U las sumas de
Riemann calculadas usando las esquinas inferiores izquierdas
y las esquinas superiores derechas, respectivamente. Sin
calcular los nimeros V, L'y U, dispéngalos en orden creciente
y explique su razonamiento.

© 2016 Cengage Learning®

6. Una piscina de 8 por 12 metros estd llena de agua. La
profundidad se mide en intervalos de 2 m a partir de una

esquina de la piscina y los valores se registran en la tabla. 9-11 Evalde la integral doble identificdndola primero como el
Estime el volumen de agua en la piscina. volumen de un sélido.
7 5 A p ¢ 0 s 9. [[,v2dA, R={(x,y) |[2<x<6,—-1<y=<5}

10. [[,@x+ 1)dA, R={(x,y) |0sx=<2,0s<y=<4}

0 1 1.5 2 24 2.8 3 3 .
11. |, (4 —2y)dA, R=10,1] X [0, 1]

2 1 1.5 2 2.8 3 3.6 3

4 V|18 27 ] 3 |36 ] 4 | 32 12. La integral [[, /9 — y? dA, donde R = [0, 4] X [0, 2],

6 1 15 2 23 27 3 25 representa el volumen de un sélido. Trace el sélido.

8 | | | | 15 2 2 13-14 Determine [} f(x,y) dxy [y f(x,y) dy

13. f(x,y) = x + 32?2 14. f(x,y) = yv/x + 2

7. Se muestra un mapa de contorno para una funcién fen el
cuadrado R = [0, 4] X [0, 4].
(a) Use laregla del punto medio con m = n = 2 para estimar 15-26 Calcule la integral iterada.
el valor de [, f(x,y) dA.
: 1 . 42 5 Lt 2
(b) Estime el valor promedio de f. 15. fl fo (6xy — 2x) dy dx 16. fo fo (x + y)*dxdy
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17. fl fz (x + e ) dxdy

18. JWMJ (senx + seny) dy dx

0

19. f: f{)ﬁ xsenydydx 20. 1
21. f flz (;C + i) dy dx 22, Jol Joz ye* Vdxdy
2. | fo"/ ® 12 sen’ dob d
ro2 xet
24. | | ;

25. f rsen’0 d6 dr

26. fol f; e dx dy

27-34 Calcule la integral doble.

27. J‘j‘xseCZydA, R={(xy | 0sx=<20<y=<n/4}

R

2. [[(v+xda R={(xy) |0=x=21=y=2)
R

2
xy = = = —_ = =
z9.£fx2+1dA, R={(xy) |0<x<1,-3<y<

30. H\/tane dA, R = {(9,t)|0s9s77-/3’0$t$

3

-

. ﬂxsen(x +y)dA, R =1[0, /6] % [0, 7/3]

33. ﬂ sen(x —y)dA, R={(x,y) | 0sx<m/2,0<y<m/2}
R

1
B —— = X
34 g ] +x+ydA’ R =1[1,3] X [1,2]

D=

dA, R={(x,y) |0sx<1,0sys=<1}

35-36 Trace el sélido cuyo volumen estd dado por la integral

iterada.

35. J;)l fol (4 — x — 2y)dxdy

36. fol fol (2 — x*—y¥)dydx

37. Determine el volumen del sélido que se encuentra bajo
el plano 4x + 6y — 2z + 15 = 0 y sobre el rectdngulo
R={xy)|-1sx=<2,—-1sy=<I1}L

38. Determine el volumen del sélido que se encuentra bajo
el paraboloide hiperbélico z = 3y> — x> + 2 y sobre el
rectdngulo R = [—1, 1] X [1, 2].

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

Determine el volumen del sélido que se tiende bajo el
paraboloide eliptico x>/4 + y*/9 + z = 1 y sobre el
rectangulo R = [—1, 1] X [-2, 2].

Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie
z=x>+xy*ylosplanosz = 0,x =0, x =5y y = *2.

Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie
z=1+x*ye’ylosplanosz=0,x=*1,y=0yy= 1.

Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie
z=1+esenyylosplanosx = *1,y=0,y=myz = 0.

Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie
z=xsec’yylosplanosz=0,x=0,x=2,y =0y
y = /4.

Grafique el sé6lido que se ubica entre la superficie
z=2xy/(x* + 1) + 2y y el plano z = x + 2y y es acotado
por los planos x = 0,x = 2,y = 0y y = 4. Halle después
su volumen.

Use un sistema algebraico computacional para hallar

el valor exacto de la integral ﬂ X°y%e™ dA, donde

R = [0, 1] X [0, 1]. Use después el sac para dibujar

el sélido cuyo volumen estd dado por la integral.

Grafique el sélido que se ubica entre las superficies

z=e¢ " cos (X +y)yz=2—x>—ypara|x|=<1,

|y | =< 1. Use un sistema algebraico computacional para
aproximar el volumen de este sélido con cuatro decimales.

47-48 Determine el valor promedio de f'en el rectingulo dado.

47. f(x,y) = x*y, R tiene vértices (—1, 0), (=1, 5), (1, 5), (1, 0)

48. f(x,y) = ex + e,

= [0, 4] x [0, 1]

49-50 Use simetria para evaluar la integral doble.

49

50.

xy _ B
.£f1+x4dA, R={(xy) | -1sx<1,0sys<1}

ﬂ (1 + x*seny + y?senx)dA, R =[—m o] X [—m, 7]
R

52.

51. Use un SAc para calcular las integrales iteradas

f (x—y dx dy

j‘lJ‘] X —Yy dvd
o Gy Y )

(Las respuestas contradicen el teorema de Fubini? Explique
lo que sucede.

(a) (En qué sentido son similares los teoremas de Fubini
y de Clairaut?
(b) Sif(x,y)es continuaen [a, b] X [c,d]y

g0ey) = [ fls, 1) dras

paraa < x < b, c <y < d, demuestre que g,, = g,. = f(x, y).
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15.2 Integrales dobles en regiones generales

Para integrales simples, la region en la que se integra es siempre un intervalo. Pero para
integrales dobles, debe ser capaz de integrar una funcién f no solo en rectangulos, sino
también en regiones D de forma mds general, como la que se ilustra en la figura 1. Se
supone que D es una regién acotada, lo que significa que D puede estar encerrada en
una region rectangular R como en la figura 2. Luego se define una nueva funcién F con
dominio R mediante

f(x,y) si(x,y)estien D
1) F(x,y) = ] )
0 si (x,y) estd en R pero no en D
? y
R
0 . 0 >
FIGURA 1 FIGURA 2

Si F es integrable en R, se define la integral doble de f sobre D mediante

(2] ﬂ flx,y)dA = H F(x,y) dA donde F estd dada por la ecuacién 1
D R

La definicién 2 tiene sentido porque R es un rectdngulo, asi que [, F(x, y) dA fue
previamente definida en la seccién 15.1. El procedimiento que se ha usado es razonable
porque los valores de F(x, y) son de O cuando (x, y) se encuentra fuera de D y por tanto no
hacen ninguna contribucién a la integral. Esto significa que no importa qué rectangulo R
se use mientras contenga D. i

En el caso en el que f(x, y) = 0, atin se puede interpretar JfD f(x, y) dA como el volu-
men del s6lido que se encuentra sobre D y bajo la superficie z = f(x, y) (la grafica de f).
Puede verse que esto es razonable comparando las graficas de fy F en las figuras 3 y 4,
respectivamente, y recordando que [, F(x, y) dA es el volumen bajo la grifica de F.

z

grafica de f
e

FIGURA 3 FIGURA 4

La figura 4 también muestra que es probable que F tenga discontinuidades en los
puntos frontera de D. No obstante, si fes continua en D y la curva frontera de D “se porta
bien” (en un sentido que estd fuera del alcance de este libro), se puede demostrar que
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? Yy =¢r(x)
| |
| |
l y=g(x) l
0 a b
FIGURA S

Algunas regiones tipo I

I
: : y—gl(x):
0 a x b x
FIGURA 6

y
d————

X =y (y) X =hy(y)
b
0

FIGURA 7

Algunas regiones tipo II

[ |‘R F(x,y) dA existe y por tanto que UD f(x,y) dA existe. En particular, este es el caso para
los dos tipos de regiones siguientes.

Se dice que una regién en un plano D es de tipo I si se ubica entre las graficas de dos
funciones continuas de x, es decir

D = {(x,y) lasx<b, gilx) Sy=< gz(x)}

donde g, y g, son continuas en [a, b]. Algunos ejemplos de regiones tipo I aparecen en
la figura 5.

y=¢s(x) Yy =¢(x)

y=gi(x)

[ S ——
[ S ——
[N J) S ——
=

Para evaluar f I f(x, y) dA cuando D es una regién de tipo I, se elige un rectdngulo
R = [a, b] X [c, d] que contenga D, como en la figura 6, y se concede que F es la funcién
dada por la ecuacioén 1; es decir, F coincide con fen Dy F es de O fuera de D. Asi, por
el teorema de Fubini,

[[reeyan = ([ Feyyaa = [" [ Foxy) dy dx

Observe que F(x, y) = 0siy < gi(x) oy > go(x) porque (x, y) reside entonces fuera de
D. Por tanto,

d L(x) ("g,(x)
[/ Py dy = 1 POy dy = [ f Gy dy

porque F(x, y) = f(x, y) cuando g,(x) < y < g,(x). Asi se tiene la férmula siguiente que
permite evaluar la integral doble como una integral iterada.

E] Si f'es continua en una regién D tipo I, tal que

D={xy |asx=b gx)=<y= g}

entonces ﬂ flx,y)dA = £ lb Lg(:) f(x,y) dy dx
s 9

La integral en el miembro derecho de (3) es una integral iterada similar a las que
se consideran en la seccion precedente, excepto que en la integral interior se considera a x
como constante no solo en f(x, y), sino también en los limites de integracion, g,(x) y g,(x).

También se consideran regiones en un plano de tipo II, que pueden expresarse como

E] D={(x,y) | c=y=d, hl(y)sxshz(y)}

donde h, y h, son continuas. Dos de esas regiones se ilustran en la figura 7.
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Usando los mismos métodos que se emplearon para establecer (3), se puede demos-
trar que

5] [ 70y da = [* [ px. ) dxdy

donde D es una region tipo II dada por la ecuacion 4.

EJEMPLO 1 Evalde [f, (x + 2y) dA, donde D es la regién acotada por las pardbolas
y=2yy=1+x%

SOLUCION Las pardbolas intersecan cuando 2x* = 1 + x?, es decir x> = 1, asi que
x = *1. Se advierte que la regién D, representada en la figura 8, es una regién tipo I
y no una regioén tipo II y se puede escribir

D:{(X,y)|—l$x$1, 2X2$y$1+x2}

Como la frontera inferior es y = 2x? y la frontera superior es y = 1 + x2, la ecuacién 3 da

- . ﬂu+bwAaﬂﬁfu+wmwx

D

FIGURA 8 e
1 y=1+x2
= Jll [xy + yz]y:uz dx

= [0+ ) 4 (4 27 = 2x?) = (2] d

j_ll (=3x* = x*+2x*+ x+ D dx

NOTA Cuando se establece una integral doble como en el ejemplo 1, es esencial
dibujar un diagrama. A menudo es util dibujar una flecha vertical como en la figura 8.
2.4) Entonces, los limites de integracién para la integral inferior pueden tomarse del dia-
grama, como sigue: la flecha comienza en la frontera inferior y = ¢,(x), que da el limite
y=2x inferior de la integral, y termina en la frontera superior y = g,(x), que da el limite superior
de integracion. Para una region tipo II, la flecha se traza horizontalmente, de la frontera
y=x2 izquierda a la frontera derecha.

D EJEMPLO 2 Determine el volumen del sélido que se encuentra bajo el paraboloide
z = x* + y* y sobre la region D en el plano xy acotado por larectay = 2x y la
0 1 ’ > pardbola y = x2.

SOLUCION En la figura 9 se ve que D es una regién tipo 'y

FIGURA 9
D como region tipo [ D= {(x, y) | 0s=x<2 x*sy< 2x}
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La figura 10 muestra el sélido cuyo
volumen se calcula en el ejemplo 2.
Este se halla sobre el plano xy, bajo el
paraboloide z = x> + )? y entre

el plano y = 2x y el cilindro
parabdlico y = x%.

Wogpy,

LT TT7 T 7777

NL77777 /77

Y% L1777 777/

l;,',’,l'lllllll,l”f’;;l

VD177
77227
777722

y
FIGURA 10
y
4+ 2,4
1
X*Ey
x=\y
D
0 X
FIGURA 11

Representacién de D como una regién
tipo 11

FIGURA 12

Por tanto, el volumen bajo z = x> + y? y sobre D es

_ 2 2 _ (P[> 2
V—lj‘(x +y)dA—j0L2(x + y*)dy dx

2 3 y=2x

= J‘ |:x2y + L:| dx
. 3.
2 2 3 2)\3

= f |:x2(2x) + 2y ;) — xx* — ) ] dx
0

3
2 140
j e I )
N 3

4 2
| 216
6 |, 35

xT X
5

21

SOLUCION 2 En la figura 11 se ve que D también puede escribirse como una region
tipo II:

D={xy |0=y=4ly=sx=<y}

En consecuencia, otra expresion para V es

V= ﬂ (x* + y*)dA = f: L\f(xz + y?)dx dy
s ;

=V

4 x3 4 y3/2 y3 y3
S [ dy = +y -2 X )y
j0[3 yx]x;y ' j0<3 ! 1 2)7

4
5/2 4 2.7/2 13 4" _ 216
+ 7y 96 1o = 35 u

- 2
= 15Y

EJEMPLO 3 Evalte ||, xy dA, donde D es la regién acotada por larectay = x — 1y la
pardbola y* = 2x + 6.

SOLUCION La regién D se muestra en la figura 12. También en este caso, D es tanto
tipo I como tipo II, aunque la descripciéon de D como una regién tipo I es mas com-
plicada, porque la frontera inferior consta de dos partes. Por consiguiente, se prefiere
expresar D como una region tipo II:

D={xy | 2=sy=4iy-3=sx=y+1]

y=\/2x+6

—3>\ 0 X X
><* -1.-2) (-1,-2) X T -2

y=—\/2x+6

(a) Representacion de D como una region tipo I (b) Representacion de D como una region tipo 11
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Entonces, al utilizar la ecuacion 5 se obtiene

) x=y+1

”xydA=j42fiij13xydxdyzj‘42 [%y] N dy
D 2 _

x=3y°=3

=1l + 02 = Gy =3 ]ay

5
f <_y7 + 4y3 + 2y — 8y> dy

1 39 33 :|4
=—| -+ 4+2——4y =36
[ 24 5

B [—

Si se hubiera expresado D como region tipo I usando la figura 12(a), se habria obtenido

nydA f j% ydydx-f—f berx dy dx

pero esto habria implicado mds trabajo que el otro método. ]

EJEMPLO 4 Determine el volumen del tetraedro acotado por los planos
x+2y+z=2,x=2y,x=0,yz=0.

SOLUCION En una cuestiéon como esta, es prudente dibujar dos diagramas: uno del
sdlido tridimensional y otro de la region en un plano D en la que se encuentra. La
figura 13 muestra el tetraedro T acotado por los planos de coordenadas x = 0,z = 0,
el plano vertical x = 2y y el planox + 2y + z = 2. Como el plano x + 2y + z = 2
interseca el plano xy (cuya ecuaciones z = 0) en larectax + 2y =2 ,seveque T
se sitda sobre la regién triangular D en el plano xy acotado por las rectas
x =2y, x +2y=2yx=0.(Véase la figura 14.)

El plano x + 2y + z = 2 puede escribirse como z = 2 — x — 2y, asi que el volumen
requerido se tiende bajo la grafica de la funciéon z = 2 — x — 2y y sobre

:{(x,)’) | Ostl,x/Zsys1_x/2}

Por tanto,

V=”(2—x—2y)dA

= fol LI/;X/Z (2—x—2y)dydx

y
x+2y=2
| (oy=1—x/2) 1 y=1-x/2

! / = fo [2y = xy = y2 2 dx

D (l,%) 1 X x \2 x? x?
:j 2=—x—x\1 -7 —-\1—-—7) —x+—+—|dx

y=2x/2 0 2 2 2 4

0 i X

FIGURA 14

3 1
1
=f01(x2—2x+1)dx=x?—x2+x:|23 [
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y
y=1
D
y=Xx
0 i X
FIGURA 15

D como region tipo [

y
4
x=0| D
XY=y
0 X
FIGURA 16

D como region tipo 11

FIGURA 17

X

EJEMPLO 5 Evalte la integral iterada |, [} sen(y?) dy dx.

SOLUCION Si se intenta evaluar la integral tal como estd, se enfrenta a la tarea de
evaluar primeramente ‘ sen(y?) dy. Pero esto es imposible de hacer en términos finitos,
porque J sen(y?) dy no es una funcién elemental. (Véase el final de la seccién 7.5.) Asi,
se debe cambiar el orden de integracion. Esto se hace expresando primero la integral
iterada dada como una integral doble. Si se escribe la ecuacién 3 con el lado derecho a
la izquierda, se tiene

1 1
fO L sen(y*)dy dx = If)j sen(y?)dA
donde D={xy|0sxsl,xsys<1}

La regién D se representa en la figura 15. En la figura 16 se ve que una descripcion
alternativa de D es

D={xy|0sy<1,0<x<y}

Esto permite usar (5) para expresar la integral doble como una integral iterada en el
orden inverso:

fol Ll sen(y*)dy dx = ﬂ sen(y?)dA

B Jol f(: sen(y?)dx dy = fol [xsen(y?)]._, dy

= fol ysen(y’)dy = —3 COS(V)]; =3(1 — cos 1) ]

@ Propiedades de las integrales dobles

Suponga que todas las integrales siguientes existen. Para regiones rectangulares D, las
tres primeras prioridades pueden comprobarse de la misma manera que en la seccién 5.2.
Para regiones generales, las propiedades se desprenden de la definicién 2.

(6] ff [f(x, y) + g(x, y)]dA = ﬂf(x, y) dA + ﬂ glx, y) dA

” cf(x,y)dA = ¢ H f(x,y)dA  donde c es una constante
D D

Sif(x, y) = g(x, y) para todas las (x, y) en D, entonces
[ £y da = [[ g(x.») da
D D

La propiedad de las integrales dobles siguiente es similar a la propiedad de las inte-
grales simples dada por la ecuacién f: f(x) dx = [C f(x) dx + ‘:’ f(x) dx.

Si D = D, U D,, donde D, y D, no se traslapan excepto quiza en sus fronteras (véase
la figura 17), entonces

D

Bl ﬂ flx,y)dA = ﬂ Flx,y) dA + ﬂ f(x, y) dA
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La propiedad 9 puede usarse para evaluar integrales dobles en regiones D que no son
del tipo I ni del tipo II pero que pueden expresarse como una unién de regiones del tipo I
o el tipo II. La figura 18 ilustra este procedimiento. (Véase los ejercicios 57 y 58.)

y y
0 X 0 X
FIGURA 18 (a) D no es del Tipo I ni del tipo II. (b) D=D, < D,. D, es tipo 1, D, es tipo IL.

La propiedad de las integrales siguiente indica que si se integra la funcién constante
f(x,y) = 1 enunaregién D, se obtiene el drea de D:

f 1dA = A(D)

D

La figura 19 ilustra por qué la ecuacién 10 es cierta: un cilindro sélido cuya base es D
y cuya altura es 1 tiene volumen A(D) - 1 = A(D), pero se sabe que también se puede
escribir su volumen como UD 1 dA.

Por dltimo, se pueden combinar las propiedades 7, 8 y 10 para comprobar la propie-
dad siguiente. (Véase el ejercicio 63.)

[E Sim < f(x, y) =< M para todas las (x, y) en D, entonces

mA(D) < f f(x,y) dA < MA(D)

D

FIGURA 19
Cilindro con base D y alturaz = 1

EJEMPLO 6 Use la propiedad 11 para estimar la integral [|,, e*2*<> dA, donde D es el
disco con centro en el origen y radio 2.

SOLUCION Como —1 <senx<1y—1<cosy=<1,setiene =1 <senxcosy =<1,
y por tanto

e*l =< esenrcosy < el =e

Asi,usandom = ¢! = 1/e,M = ¢, y A(D) = w(2)? en la propiedad 11, se obtiene

4 e cos v
s J‘J‘ eSCHX(.()S) dA S 4’7T€ .
e
D
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15.2 EJERCICIOS

1-6 Evalde la integral iterada.

1. f f; (8x — 2y) dy dx 2, foz J:zxzy dx dy

3. j‘ol JO) xe” dx dy 4. foﬂ/z for xsenydydx

5. fol f:z cos(s?) dt ds

6. jol f:\/l =07 dudv

7-10 Evalie la integral doble.

Yy _
7.gx2+ldA, D={xy |0=x=<40=<y<x}
a.ﬂ(zx+y)dA, D={xy |1<y<2y—-l<x<1}
D
9. ﬂe'-"sz, D={xy |0<y<30<x<y}
D

10. ﬂy\/mdA, D={(xy |0sx<20<ys<x}
D

11. Dibuje un ejemplo de una regién que sea
(a) tipo I pero no tipo II
(b) tipo II pero no tipo I

12. Dibuje un ejemplo de una regién que sea
(a) tanto tipo I como tipo II
(b) ni tipo I ni tipo II

13-14 Exprese D como una region de tipo I y también como

una region de tipo II. Evalde después la integral doble de las dos
maneras.

13. ﬂ x dA, D estd encerrada por las rectasy = x,y = 0, x = 1
D

14. ﬂ xy dA, D estd encerrada por las curvas y = x%, y = 3x
D

15-16 Establezca integrales iteradas para ambos 6rdenes de
integracién. Evalde después la integral doble usando el orden mas
facil y explique por qué es mads facil.

15. ﬂy dA, D estd acotada pory = x — 2, x = y?

D

16. ﬂ y’e? dA, D estd acotadapory =x,y =4, x=0
D

17-22 Evalde la integral doble.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

ﬂ xcosydA, D estd acotadapory =0,y =x%, x =1
D

ﬂ xy* dA, D estd acotada porx = 0y x = /1 — y?

D

ﬂ y?dA, D es la regién triangular con vértices (0, 1), (1, 2),
(D4, D

ﬂ xy dA, D estd encerrada por el cuarto de circulo

;= \/ﬁ,xZOylosejes

JJ (2x — y) dA, D estd acotada por el circulo con centro en el
D

origen y radio 2

ﬂ vy dA, D es la region triangular con vértices (0, 0),
D

(1, Dy 40)

23-32 Halle el volumen del sélido dado.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Bajo el plano 3x + 2y — z = 0 y sobre la regién encerrada
por las pardbolas y = x>y x = y?

Bajo la superficie z = 2x + y? y sobre la regién acotada
porx =y*yx=y*

Bajo la superficie z = xy y sobre el tridngulo con vértices
1.1, & Dy,2)

Encerrado por el paraboloide z = x> + y*> + 1 y los planos
x=0,y=0,z=0yx+y=2

El tetraedro encerrado por los planos de coordenadas y el
plano2x +y + z =4

Encerrado por el paraboloide z = x> + 3y?y los planos
x=0,y=1Ly=x2z=0

Acotado por los planos de coordenadas y el plano
3x+2y+z=6

Acotado por el cilindro y* + z*> = 4 y los planos x = 2y,
x =0,z = 0en el primer octante

Acotado por el cilindro x> + y*> = 1 y los planos y = z,
x =0, z = 0 en el primer octante

Acotado por los cilindros x> + y* = Py y> + 22 = 12

33,

Use una calculadora graficadora o computadora para estimar
las coordenadas x de los puntos de interseccion de las curvas
y=x'yy=3x— x% SiD es laregion acotada por estas
curvas, estime ([, x dA.



4 34. Determine el volumen aproximado del sélido en el primer

octante acotado por los planosy = x,z=0yz =xyel
cilindro y = cos x. (Use un dispositivo de graficacion para
estimar los puntos de interseccion.)

35-38 Determine el volumen del sélido restando dos volimenes.

35. El sélido encerrado por los cilindros parabdlicos y = 1 — x?%,
y=x>—lylosplanosx +y+z=2,2x+2y —z+ 10=0

36. El sélido encerrado por el cilindro parabélico y = x* y los
planosz = 3y,z =2 +y

37. El s6lido bajo el plano z = 3, sobre el plano z =y, y entre los
cilindros parabdlicosy = x> yy = 1 — x?

38. El sélido en el primer octante bajo el plano z = x + y, sobre
la superficie z = xy, y encerrado por las superficies x = 0,
y=0yx*+y'=4

39-40 Trace el s6lido cuyo volumen estd dado por la integral
iterada.

9. [ [0 —x-yayar a0 ['[0 - ndyax

41-44 Use un sistema algebraico computacional para hallar el

volumen exacto del sélido.

41. Bajo la superficie z = x*y* + xy? y sobre la regién acotada por
lascurvasy = x> —xyy = x> + x parax =0

42. Entre los paraboloides z = 2x> + y?’yz = 8§ — x> — 2y’ y
dentro del cilindro x* + y* = 1

43. Encerradoporz =1 —x>—y’yz=0

44, Encerradoporz = x*> + y*yz = 2y

45-50 Trace la region de integracion y cambie el orden de
integracion.

a5, [ [' e y) xay a6. [ [ fxy) dy d

47. foﬁ/z fowsxf (x,y) dy dx 48. fz f;ryz f(x,y) dx dy

49. flz Joln ' f(x,y) dydx 50. Jol LW/A f(x,y) dydx

retan x

51-56 Evalie la integral invirtiendo el orden de integracion.

31 Jol .‘;y e*dx dy 52. fol fz \/}7 seny dy dx
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53. fol f\;; Vy3 + 1dydx

2 1 s
54, fo J}_/z y cos(x 1) dx dy

55. f: Lz/; 7 i_ 1 dy dx

56. j: J‘: e dy dx

57-58 Exprese D como una unién de regiones de tipo I o tipo Il y
evalde la integral.

57. ﬂx%zA 58. ﬂydA
D D

(LD y=(x+1)?

59-60 Use la propiedad 11 para estimar el valor de la integral.

59. ﬂ\/4 —x2y2dA, S={(x,y)|x* +y*<1,x=0}
s

60. H e W dA, Q es el cuarto de circulo con centro en el
0
origen y radio % en el primer cuadrante

61-62 Halle el valor promedio de f'en la region D.

61. f(x,y) = xy, D es el tridngulo con vértices (0, 0), (1, 0) y
(1,3)

62. f(x,y) = xseny, D estd encerrada por las curvas y = 0,
y=x*yx=1

63. Compruebe la propiedad 11.

64. Al evaluar una integral doble en una regién D, se obtuvo una
suma de integrales iteradas como sigue:

([ reeyyaa= [ " feeyydxay + [ [ f0ny) dxdy

D

Trace la regién D y exprese la integral doble como una inte-
gral iterada con orden inverso de integracion.
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65-69 Use geometria o simetria, o ambas, para evaluar la integral 68. ﬂ 2 + x*° — y?senx) dA
doble. s

65. ﬂ (x + 2) dA,

D={xy | 0=<y=<0— 2}

66. jj m dA, D es el disco con centro en el origen y

D

D={ty | x|+ |y] =1}

69. ﬂ (ax3 + by’ + Ja — x2) dA,
D

D =[—a,a] X [—b, b]

70. Grafique el sélido acotado porel planox +y + z =l yel

radio R paraboloide z = 4 — x> — y? y determine su volumen exacto.
(Use su SAC para hacer la graficacion, hallar las ecuaciones
67. ﬂ (2x +3y)dA,Deselrectingulo0 s x<a,0sy<>b de las curvas frontera de la region de integracion y evaluar la
D integral doble.)
15.3 Integrales dobles en coordenadas polares

FIGURA 1

0

FIGURA 2

Suponga que se quiere evaluar una integral doble ([, f(x, y) dA, donde R es una de las
regiones que aparecen en la figura 1. En cualquier caso, la descripcion de R en términos
de coordenadas rectangulares es bastante complicada, pero R es facil de describir usando
coordenadas polares.

2 2 K 4yi=4

C) x dh

0 ! _ X

@R={r,0)|0sr<1,0<6<2m7} OR={r,0)|1=sr<2,0<6<m}

Recuerde de la figura 2 que las coordenadas polares (7, ) de un punto se relacionan
con las coordenadas rectangulares (x, y) mediante las ecuaciones

2

r=xt=y X =rcos 0 y=rsenf

(Véase la seccion 10.3.)
Las regiones en la figura 1 son casos especiales de un rectangulo polar

R={r0)|asr<ba<0<p}

el cual se muestra en la figura 3. Para calcular la integral doble ﬂR f(x, y) dA, donde R
es un rectdngulo polar, se divide el intervalo [a, b] en m subintervalos [r;_, r; ] de igual
ancho Ar = (b — a)/m y se divide el intervalo [, B] en n subintervalos [0,_,, 6,] de
igual ancho A@ = (B — «)/n. Entonces los circulos r = r; y los rayos 6 = 6, dividen
el rectdngulo polar R en los mds pequefios rectdngulos polares R; que aparecen en la
figura 4.
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]

FIGURA 3 Rectédngulo polar FIGURA 4 Division de R en subrectdngulos polares
El “centro” del subrectangulo polar
R; = {(r, )| rii<r<r,0_,<6< 0,-}
tiene coordenadas polares
rF o= %(r,-_l +7) 0F = %(0,-_1 + 0,)

Se calcula el area de R; usando el hecho de que el area de un sector de un circulo con
. Z 1 2

radio ry dngulo central 6 es 5720. Restando las areas de dos de esos sectores, cada uno de

los cuales tiene dngulo central A6 = 0, — 6,_,, se determina que el area de R; es

AA; = %rier - %r,—z_lAO = %(”i2 — r21) A6
= %(ri + o) — rimy) AG = r*Ar A0

Aunque se ha definido la integral doble [f, f(x, y) dA en términos de rectdngulos ordi-
narios, se puede demostrar que, para funciones continuas f, siempre se obtiene la misma
respuesta usando rectangulos polares. Las coordenadas rectangulares del centro de R;
son (r* cos 6, ri* sen 0), asi que una tipica suma de Riemann es

m n

(1] = X frfcos 0F, rff sen0F) AA, = > > f(r¥ cos 0F, i sen 0%) rf* Ar AB

i=1 j=1 i=1 j=1

Si se escribe g(r, 6) = rf(r cos 60, r sen 0), la suma de Riemann de la ecuacién 1 puede
escribirse como

M=

g(ri¥, 07) Ar A

1

i=1j
la cual es una suma de Riemann para la integral doble

Lﬁ Lb g(r, 0) drd

Por tanto se tiene

[ flx,y)dA = lim Y, Y f(r¥ cos 87, rif sen07) AA;
% M0 =] =1
= lim g(ri*, 0f) Ar AQ = jﬁfb g(r, 0) dr do
m,n—>% i=1 adJa

i=1 j=

fﬁ fbf(r cos 0, rsen0) rdrdb
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@ Cambio a coordenadas polares en una integral doble Si fes continua
en un rectangulo polar RdadoporO <a <r<b,a < 0 < 3, donde
0 < B — a < 2, entonces

ﬂf(x,y) dA = ff Lbf(rcos 0, rsen ) r dr do

0

FIGURA 5

Aqui se usa la identidad
trigonométrica

sen’0 = 3(1 — cos 20)
Véase la seccién 7.2 para consejos

sobre la integracién de funciones
trigonométricas.

FIGURA 6

La féormula en (2) establece que se convierten coordenadas rectangulares a polares en
una integral doble escribiendo x = rcos 6 y y = rsen 6, usando los limites de integracion
apropiados para r'y 0 y reemplazando dA por r dr df. Tenga cuidado de no olvidar el
factor adicional r en el miembro derecho de la formula 2. Un método clésico para
recordar esto se muestra en la figura 5, donde el rectdngulo polar “infinitesimal” puede
concebirse como un rectdngulo ordinario con dimensiones r df y dr y que por tanto tiene
un drea dA = r dr do.

EJEMPLO 1 Evalde |[, (3x + 4y dA, donde R es la regién en el semiplano superior
acotado por los circulos x*> + y> = 1y x? + y?> = 4,

SOLUCION La regién R puede describirse como
R={(,y)|y=0,1=x+y’ <4}

Este es el semianillo que se mostrd en la figura 1(b), y en coordenadas polares estd dado
porl =r=<2,0=<0 =< . Asi, por la férmula 2,

ﬁ (Gx + 4y*)dA = jo" f (rcosf + 4r> sen’0) r dr do

R

= JOTT jlz (3r?cosO + 4r’sen’6) dr d

™ r=2 .
= J;) [r3 cosf + rt senze]r:l do = fo (7 cosf + 15 senze) 46
— jow [7 cosf + %(l — cos 20)] do

15 15 " 15w
=7senf + — — —sen20 | = — [ |
2 4 . 2

EJEMPLO 2 Halle el volumen del sélido acotado por el plano z = 0 y el paraboloide
z=1—x"—y.

SOLUCION Si se pone z = 0 en la ecuacién del paraboloide, se obtiene x> + y* = 1.
Esto significa que el plano interseca el paraboloide en el circulo x> + y* = 1, asi que
el sdlido reside bajo el paraboloide y sobre el disco circular D dado por x*> + y*> < 1
[véase las figuras 6 y 1(a)]. En coordenadas polares, D estd dado por
0=<r=<1,0<0=<2m Puestoque 1 — x> —y?> =1 — 2 el volumen es

V= H (1 —x*>—y»)dA = f:ﬂjol (1 = r*)rdrdb
D
2 4!

_(* Lo 03 — r_ry_=
—fO dﬂjo(r ) dr 277[2 4] >

0
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Si hubiera usado coordenadas rectangulares en vez de coordenadas polares, habria

obtenido
_ 22 _ (" (v )
V—ﬂ (I —x*—=y*)dA J:] L 1ﬁz(l x> — y*)dydx
lo cual no es f4cil de evaluar porque implica determinar [(1 — x?)*/2 dx. ]

Lo que se ha hecho hasta aqui puede prolongarse al tipo de regién, mas complicado,
que se muestra en la figura 7. Este tipo es similar a las regiones rectangulares tipo II
r=h,(6) consideradas en la seccion 15.2. De hecho, al combinar la férmula 2 de esta seccién con
la férmula 15.2.5, se obtiene la férmula siguiente.

@ Si f'es continua en una region polar de la forma

/
!B
[oa

D={(r0) | a<0<B, hd) <r=h®)}

o r=nh,60)
FIGURA 7 entonces ﬂf(x, y) dA = J‘ﬁ hz(g)f(r cos 6, rsen®) rdrd
D={(r.0) | &= 6=B.h(6) =<r=hy(6)} 2 o

En particular, al tomar f(x, y) = 1, 1,(0) = 0y hy(0) = h(0) en esta férmula, se ve que
el drea de la region D acotada por 0 = «, 0 =B,y r = h(0) es

A(D) = ﬂldA = jff:“’)rdrde

D

B| r? "o B
- f [7] do = (" §[n(0) T do

0

y esto coincide con la férmula 10.4.3.

EJEMPLO 3 Use una integral doble para encontrar el drea encerrada por un lazo de la
rosa de cuatro pétalos r = cos 20.

SOLUCION En el trazo de la curva en la figura 8 se advierte que un lazo estd dado por
g="T la region
Y 4
v
e D={(r,0)’ —77/4<9$7T/4,0$r$cos20}
v
Asi, el area es
N
AN
N, A(D) = HdA = f”“ j“’s”rdrde
GZ_Z —m/4 JO
D
/4 cos 20 /4
FIGURA 8 = 1.2 =1 2
[Pl a0 =5 cost20a0
_ 1 _1 1 " _m
- 4f_7,/4(1 + cos 40) df 4[0 + 4sen40]_ﬂ/4 3 |
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y EJEMPLO 4 Determine el volumen del sélido que se encuentra bajo el paraboloide
=124y =1 z = x* + y?%, sobre el plano xy, y dentro del cilindro x> + y* = 2x.
(0 r=2cos 0) SOLUCION EI sélido se tiende arriba del disco D cuyo circulo frontera tiene ecuacion
/ x* + y* = 2x o, tras completar el cuadrado,
m o yz _,

0 '1 ) X

(Véase las figuras 9y 10.)
En coordenadas polares se tiene x> + y*> = r> y x = r cos 0, asi que el circulo frontera

se convierte en 7> = 2r cos 6, o r = 2r cos 6. De este modo, el disco D estd dado por

D:{(r,O) |—7T/2s0S17/2,0<r<20059}

FIGURA 9
- y, por la férmula 3, se tiene
2cos 6
/2 2 cos 0 /2 r 4
v= (e yaa= " rzrdrdGZJ [— do
5 —-7/2 J0 —m/2 4 0
=N /2 /2 =2 (1 + cos 20 \?
SE5 =4 f cos'0do = 8 j cos*0 do = 8 j (— do
SSSSoN —/2 0 0 2
E /2 1
x SS2==2 =2 fo [1 + 2cos 20 + 5(1 + cos 40)] do
g /2 3 3
m T T
FIGURA 10 = 2[30 + sen20 + L sen40] = 2<3) (7> =5 ]
15.3 EJERCICIOS
1-4 Se muestra una region R. Decida si usar coordenadas polares 5-6 Trace la region cuya area estd dada por la integral y evalie
o coordenadas rectangulares y escriba ”R f(x,y) dA como una la integral.
integral iterada, donde f es una funcién continua arbitraria en R. A, o rens
5. [ ["rarao 6 " [ rarao
1. y 2. y /4 J1 /2 Jo
4 1
R 7-14 Evalte la integral dada cambiando a coordenadas polares.
, 7. |[, %y dA, donde D es la mitad superior del disco con centro
0 4 x -1 0 Lox en el origen y radio 5
8. HR (2x — y) dA, donde R es la regién en el primer cuadrante
encerrada por el circulo x> + y* = 4y lasrectasx =0y y = x
9. ”R sen(x® + y?) dA, donde R es la region en el primer
3. y 4. y cuadrante entre los circulos con centro en el origen y
radios 1 y 3
R y? iy
-1 1 10. ﬂ — 5 dA, donde R es la regién que se encuentra entre
x“+y
0 X 0 3 X R
R X los circulos x> + y* = a>y x> + y» = b*con0 < a <b
1 1. [, e " dA, donde D es la regi6n acotada por el

semicirculo x = /4 — y2 yelejey



12. ], cos+/x> + y? dA, donde D es el disco con centro en el
origen y radio 2

13. HR arctan(y/x) dA, donde
R={(x,y) | 1sx*+y’<4, 0sy=<u}

14. ([, x dA, donde D es la region en el primer cuadrante que
se encuentra entre los circulos x> + y> = 4y x> + y> = 2x

15-18 Use una integral doble para hallar el drea de la region.
15. Un lazo de larosa r = cos 30

16. La region encerrada por los dos cardioides r = 1 + cos 6
yr=1—-cos#

17. Laregién dentro del circulo (x — 1)* + y* = 1y fuera del
circulo x> + y* = 1

18. La region dentro del cardioide » = 1 + cos 6 y fuera del
circulo r = 3 cos 6

19-27 Use coordenadas polares para determinar el volumen
del sélido dado.

19. Bajo el paraboloide z = x*> + y* y sobre el disco
X2+ y?<25

20. Bajoel conoz = Vx4 y? y sobre el anillo
IsxX+y'<4

21. Bajo el plano 2x + y +z = 4 y sobre el disco
xX*+y =<l

22. Bajo el paraboloide z = 18 — 2x> — 2y y sobre el plano xy
23. Una esfera de radio a

24. Acotado por los paraboloides z = 3x* + 3y*y
z=4—x*—y

25. Sobre el cono z = /x2 + y2 y bajo la esfera
Xty +2=1

26. Acotado por los paraboloides z = 6 — x> — y?y
z = 2x* + 2y?

27. Dentro del cilindro x> + y* = 4 y el elipsoide
43 + 4y* + 22 = 64

28. (a) Un taladro cilindrico con radio r; se usa para perforar un
agujero en el centro de una esfera de radio r,. Determine
el volumen del sélido en forma de anillo que resta.

(b) Exprese el volumen del inciso (a) en términos de la altu-
ra h del anillo. Note que el volumen depende solo de /4,
no de r, ni 7.

29-32 Evalie la integral iterada convirtiendo a coordenadas
polares.

2. [ for e dy dx 0. ][ 5 x vy dxdy

—Va2-y2
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31. j"/z VID2 092 dx dy

0 3y

32. f:ﬁ)v/alj: x*ydxdy

33-34 Exprese la integral doble en términos de una integral
simple con respecto a r. Use después su calculadora para evaluar
la integral con cuatro decimales.

33. [[, """ dA, donde D es el disco con centro en el origen
y radio 1

34. [, xyy/1 + x2 + y2 dA, donde D es la porcién del disco
x> + y* =< 1 que estd en el primer cuadrante

35. Una piscina es circular con un didmetro de 10 metros. La
profundidad es constante a lo largo de las rectas este-oeste
y aumenta linealmente de 1 m en el extremo sur a 2 m en el
extremo norte. Determine el volumen de agua en la piscina.

36. Un aspersor agricola distribuye agua en un patrén circular

de 50 m de radio. Suministra agua a una profundidad de e™"

metros por hora a una distancia de r metros desde el aspersor.

(a) Si0 <R = 50, ;jcudl es la cantidad total de agua sumi-
nistrada por hora a la regién dentro del circulo de radio R
centrado en el aspersor?

(b) Determine una expresion para la cantidad promedio
de agua por hora por metro cuadrado suministrada a la
region dentro del circulo de radio R.

37. Halle el valor promedio de la funcién f(x, y) = 1/4/x? + y2
en la regién anular @> < x> + y> < b% donde 0 < a < b.

38. Sea D el disco con centro en el origen y radio a. {Cudl es la
distancia promedio de los puntos en D al origen?

39. Use coordenadas polares para combinar la suma
1 x V2 (x 2 (Va2
L/ﬁ L’W xydydx + fl JVO xydydx + fﬁ fo xy dy dx
en una integral doble. Evalte después la integral doble.

40. (a) Se define la integral impropia (en la totalidad del
plano R?)

I= Rﬂ e N gA

fm r e O dy dx

Da

donde D, es el disco con radio a y centro en el origen.
Demuestre que

(*oo o (2 2
[ [ e an =
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(b) Una definicion equivalente de la integral impropia del (c) Deduzca que
inciso (a) es r e dx = \/;

}f e @0 JA = lim J e~ gaA (d) Haciendo el cambio de variable 7 = /2, demuestre que

5 Sa J. e dx = 2w

o (Este es un resultado fundamental en probabilidad y estadistica.)
donde S, es el cuadrado con vértices (*£a, *a). Use esto

para demostrar que 41. Use el resultado del ejercicio 40, inciso (c), para evaluar las
integrales siguientes.
r e dx r ef-"zdy = (a) Lx xe ¥ dx (b) J: \/;e"dx

15.4 Aplicaciones de las integrales dobles

Ya se ha visto una aplicacion de las integrales dobles: calcular volimenes. Otra aplica-
cion geométrica es determinar dreas de superficies, y esto se hard en la seccion siguiente.
En esta seccién se exploran a